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Resumo

Neste trabalho, num primeiro momento exploramos parcialmente o contetido ine-
quagoes polinomiais de primeiro grau, nos livros didaticos de Matemaética, oferecidos ao
Ensino Médio nas escolas da rede piblica estadual. Em seguida, introduzimos a Pro-
gramacao Linear, com enfoque no Método Grafico, que é o mais simples na resolugao
de PPL (Problemas de Programagao Linear) com duas variaveis. E, posteriormente,
relacionamos a Programacao Linear com as inequagoes lineares estudadas no Ensino
Médio.

Palavras-chave: Programagao Linear - Otimizagao, Inequacao Linear - Desigualdade,
Método Gréfico.



Abstract

In this work, in a first moment we explore partyally the content first degree polyno-
mial inequations, in the textbooks of Mathematics, offered to Secundary Education in
the schools of the state public network. After than, we introduced a Linear Program-
ming with the focus on the Graphical Method, which is the most simple thing in the
resolution of LPP (Linear Programming Problems) with two variables. And, later, we
connect the Linear Programming with the linear inequations studied in the Secundary

Education.

Keywords: Linear Programming - Optimization, Linear Inequation - Inequality, Graphic
Method.
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Introducao

Atualmente, em educacao, o vocabulo contextualizacdo é constante em textos re-
lacionados ao ensino. Neste trabalho, abordamos uma pequena parte da otimizagao,
um assunto atual, explorando o Método Grafico estudado em Programagao Linear, que
pertence ao rol das disciplinas da ciéncia Pesquisa Operacional e, tudo isso é abordado
na Matematica Aplicada. O Método Gréfico é perfeitamente acessivel ao Ensino Mé-
dio, o que possibilita a ampliacao do espago para uma maior contextualizacao para as
desigualdades lineares estudadas no Ensino Médio.

No Capitulo 1, exploramos parcialmente, como os livros didaticos de Matematica,
usados na rede publica estadual, abordam o contetido desigualdades no Ensino Médio,
principalmente as inequagoes polinomiais de primeiro grau.

No Capitulo 2, contamos um pouco da histéria da Programacao Linear e introdu-
zimos o Método Grafico na resolugdo de PPL (Problemas de Programagcao Linear),
de forma direta e intuitiva, isto é, sem a rigorosidade da teoria pertinente como, por
exemplo, teoremas e demonstragoes.

No Capitulo 3, e ultimo, relacionamos a Programacao Linear com inequacoes line-
ares exploradas nos livros didaticos de Matemaética no Ensino Médio, da rede piblica

estadual, ampliando, por exemplo, o conjunto solucao da reta R, para o plano R2.



1 Desigualdades no Ensino Médio

Neste capitulo, abordamos o assunto desigualdades (inequagoes lineares) que os
livros didaticos de Matemaética trazem, em seu escopo, para o Ensino Médio das escolas

da rede publica estadual, os quais, alguns, constam nas referéncias.

1.1 Inequacoes polinomiais de primeiro grau

Segundo Paiva, em [7], pagina 44, inequacao polinomial de 12 grau na variavel = é

toda desigualdade que pode ser representada sob a forma:
ar + b < 0,

(ou com as relagoes <, >, > ou #), em que a e b sdo constantes reais, com a # 0.

Muitos autores, nos livros didaticos, nao apresentam uma definicao como acima,
como por exemplo em [4] (vide Apéndice, item (d)). Poucos descrevem as propriedades
ou algumas propriedades de desigualdades dos ntimeros reais, como por exemplo em
[1] e, a maioria deles, ndo incluem a desigualdade # entre as inequagoes, como exem-
plo, temos em [12]| e [13] (vide Apéndice, itens (a), (b) e (c), respectivamente). Mas
todos apresentam exercicios resolvidos (exemplos) e, em seguida, exercicios propostos.
Consequentemente, nao enunciando as propriedades de desigualdades para os ntimeros
reais, total ou parcialmente, muitos autores demonstram as resolugoes das inequacoes
polinomiais de 12 grau pelo estudo do sinal das func¢oes afins a elas associadas, assunto
anteriormente abordado nos tais livros didaticos.

Sendo assim, como exemplo e de forma direta, sem o estudo do sinal da funcao,
acompanhemos um exercicio resolvido de [4], pagina 85, em que pede para resolver, em

R, a inequagao:
1<2z+3<2+5.
Nota-se que sao duas inequagoes simultaneas explicitas:
1< 27+ 3, (1.1)

2 +3 < x+45. (1.2)
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De (1.1), temos que x > —1 e de (1.2), z < 2. Como as condigdes (1.1) e (1.2),
devem ser satisfeitas simultaneamente, fazendo a interseccao dos dois intervalos em R,

graficamente, conforme a Figura 1.1, chega-se ao conjunto solucao do exercicio:
S={zreR, -1 <x<2}.

Na verdade, temos aqui, um exemplo que envolve um sistema de inequagoes. Muitos
outros autores, trazem em secoes separadas: uma somente de inequagoes e, outra, de

sistemas de inequagoes.

R -1
@ >
: S,
2
R O >
S, 7
R ° O
_1 Slﬂ 52 2

Figura 1.1: Interseccao dos intervalos das desigualdades.

Como um outro exemplo, também sem a necessidade do estudo do sinal da funcao
a—?2
afim, podemos resolver , em R, a inequacao 3a — 5 £ 1.

Fazendo o processo algébrico, temos:
a—2
3a—T7$1<:>5a+27£2.

E isto, implica que 5a # 0; logo, segue que a # 0.

Portanto, para a, serve qualquer valor real com excegao de 0, ou seja, S = R —{0}.

1.2 Inequacao-produto

Muitos autores trazem, de inicio, exercicios resolvidos e outros, uma pequena defini-
¢ao, como, por exemplo, escreve Paiva, também em |7], pagina 130: Inequagao-produto
é toda inequagao que pode ser apresentada sob uma das formas abaixo, em que f e g

sao fungdes quaisquer:

o f(x).g(x) > 0;

o f(x).g(x)=0;
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E, também, segue com exercicios resolvidos e propostos.

A resolugao é feita com o estudo do sinal das funcoes associadas, separadamente,
seguido da determinagao dos sinais do produto de f(z) por g(x), de forma organizada
graficamente, para a posterior identificacao dos valores reais de x, que satisfazem a
inequacgao-produto.

Como recurso, temos um exemplo tirado de [11], pagina 149, em que pede a reso-

lugao, em R, da inequagao-produto:
(x —3)(z+6)>0.

Determinando os zeros das fungdes: f(z) = 2 — 3 e g(x) = = + 6, que sdo, res-
pectivamente, 3 e —6 e, estudando os sinais das mesmas, chegamos ao seguinte acordo

grafico, conforme indica a Figura 1.2. Pois tanto f quanto g, sao fungoes crescentes.

P SRS NE SR
9(x) O :

o, 0 0

A
—6

Figura 1.2: Determinacgao dos intervalos na inequagao-produto.

Por conseguinte, identificando facilmente, os valores de x que satisfazem a inequacao-

produto, isto é, o seu conjunto solugao:

S={reR;z<—6 ou >3}

Observacao

Vale também mencionar que, esta inequacao-produto ¢ uma inequagao polinomial
de 22 grau, onde poderiamos aplicar os conceitos da func¢ao quadratica, para sua reso-

lugao.

1.3 Inequacao-quociente

Aproveitando a mesma referéncia anterior, |7], agora na pagina 131, chama-se
inequacao-quociente toda aquela que pode ser apresentada em uma das formas abaixo,

em que f e g sao fungdes quaisquer, com g nao identicamente nula.

o roi "

g(z) g9(z)
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Como anteriormente mencionado, muitos iniciam com exemplos (exercicios resolvi-
)
dos) e, em seguida, exercicios propostos.
Como exemplo, temos de [1], pagina 134, um exercicio que pede para resolver a

inequagao-quociente:
x+4

r—1

2 0,
comzx € Rex#1.
Determinam-se os zeros das fungoes:

flr)=z+4 e g(r)=z—-1,

(x = —4 para f e x = 1 para g), estudam-se os sinais de cada uma e, monta-se o
quadro dos sinais, conforme mostra a Figura 1.3. As fungoes novamente sao crescentes

e com extremo aberto em x = 1.

—4 1
¢ ?

f() - + Lt

9(x) - ; - ; +

s O, 0 10
—4 1

Figura 1.3: Quadro dos sinais.

Portanto, fica evidente que o conjunto solugao desta inequacgao-quociente é:

S={reR;z<—4 ou z>1}.

Observacao

Alguns autores apresentam a inequacao-produto e a inequagao-quociente numa

mesma Se¢ao.

1.4 Observacao final

Dentre as variadas formas de apresentar o contetdo desigualdades (inequagoes li-
neares), com definigdo ou nao, s6 encontramos em um livro didatico, em [4], pag. 89,
uma pequena aplicagao desse assunto, envolvendo funcoes custo, receita e lucro, e que
se aproxima da Programagcao Linear. Segue o exemplo do livro na sua integra.

Uma pequena dogaria, instalada em uma galeria comercial, produz e comercializa

brigadeiros. Para fabrica-los, ha um custo fixo mensal de R$ 360, 00, representado por
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Cr, que inclui aluguel, conta de luz, impostos, etc. Além desse, ha um custo variavel

(Cv), que depende da quantidade de brigadeiros preparados (z). Estima-se que o custo

de producao de cada brigadeiro seja R$ 0, 30.
Assim, o custo total mensal, C' (C' = Cr + Cy), é dado por:

C(z) =360+ 0, 3.

O prego de venda unitario do brigadeiro é R$ 1,20. Admitiremos, neste momento,

que o prego de venda independe de outros fatores.

A receita (faturamento bruto) dessa dogaria é definida por:

R(z) =1, 2z,

ou seja, ¢ dada pelo produto entre o prego unitario de venda e o nimero de unidades

produzidas e vendidas (z).

Por fim, o lucro mensal, L (faturamento liquido), desse estabelecimento é uma

funcao de 12 grau dada por:

L(z) = 1,2z — (360 + 0, 3z) = 0,92 — 360.

Vamos observar, a seguir, Figura 1.4, o grafico das fungoes custo e receita.

A Y (em reais)
y=12x
receitq,

600 ............................................................ II cu St()
y = 0,3z 4+ 360

A80-- oo »

420 ........................

360 :

I
240 ........................
0 200 400 5(5() (unidades produzidas e>vendidas)

Figura 1.4: Grafico das fung¢oes custo e receita.
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Verificamos que as retas se intersectam em P(400, 480).
O ponto P ¢é chamado ponto de nivelamento (ou ponto critico), pois em P a receita
é suficiente para igualar o custo total, fazendo com que a loja deixe de ter prejuizo.

Observe também no gréfico:
e regido I: C(x) > R(x), x < 400 — L(x) < 0 < prejuizo;
e regidao II: C(x) < R(x), x > 400 — L(x) > 0 < lucro.

Nos demais livros didaticos, salvo algumas excegoes, s6 exemplos (exercicios re-
solvidos) e exercicios propostos para assimilar o processo algébrico de resolugao das

inequagdes polinomiais de 12 grau (inequagoes lineares).



2 Programacao Linear

Neste capitulo introduzimos o conceito de Programacao Linear, abrangendo o seu
contexto historico, com enfoque no Método Grafico. E, terminamos com a aplicacao,
deste método, em alguns Problemas de Programagao Linear (PPL). O material deste

capitulo foi baseado principalmente na referéncia [9].

2.1 Introducao

A Programacao Linear é uma técnica de planejamento, que visa & otimizacao de
problemas em que se tém diversas opcoes de escolhas, sujeitas a algum tipo de restricao
ou regulamentacao e, que tem como base a Matemaética e a Economia.

A Programagao Linear é uma disciplina da Pesquisa Operacional (Operations Rese-
arch), cujo termo foi empregado pela primeira vez em 1939. A Pesquisa Operacional é
uma ciéncia que objetiva fornecer ferramentas quantitativas ao processo de tomada de
decisoes. Vale, também, mencionar que, a Programacao Linear pertence a um assunto
maior que recebe o nome de Programacao Matemética, onde se tem a presenca da
Programacao Nao-Linear.

O objetivo principal da Programacao linear é o que toda empresa procura: diminui-
¢ao dos custos ou aumento dos lucros, isto é, a melhor solugao para uma determinada

situacao.

2.2 Aspectos historicos

Em 1936, o economista russo naturalizado estadunidense, Wassily Wassilyovitch Le-
ontief (1905-1999), criou um modelo constituido por um conjunto de equagoes lineares,
considerado como o primeiro passo para o estabelecimento das técnicas de Programa-
¢ao Linear. Ele recebeu o Prémio Nobel de Economia em 1973, pelo desenvolvimento
da matriz de insumo-produto (input-output), conhecida como a “Matriz de Leontief”,
e sua aplicacao a Economia.

Em 1939, o matematico e economista russo, Leonid Vitaliyevich Kantorovich (1912-

1986), publicou um trabalho sobre planejamento da producao, o qual apresentava den-

15
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tre diversas abordagens, o uso de equagoes lineares; trabalho este, que veio a ser conhe-
cido pelo Ocidente somente em 1960. Por sua teoria e desenvolvimento de técnicas para
a alocagao 6tima de recursos, ele é considerado o fundador da Programacao Linear. E,
em 1975, foi agraciado com o Prémio Nobel de Economia, pela contribuicao a teoria
da utilizacao 6tima de recursos.

Em 1940, Frank Lauren Hitchcock (1875-1957), matematico e fisico norte-americano,
apresentou uma abordagem ao problema de transporte.

Seguindo a ordem cronoldgica, nesse texto, durante a Segunda Guerra Mundial foi
levantado um problema, nos EUA, que ficou conhecido como o “Problema da Dieta”,
cujo desafio era descobrir qual a alimentagao mais economica, levando-se em conta
que o organismo humano necessita de uma quantidade minima didria de nutrientes
(proteinas, vitaminas, etc).

Apos a repercussao nacional, do desafio, George Stigler, em 1945, apresentou o
melhor resultado, o qual considerava somente o aspecto econdémico, chegando a seguinte
solucao inusitada: a dieta ideal implicaria um custo anual de US$ 59,88 e seria composta
de farinha de trigo, repolho e figado de porco. Uma dieta dificil de alguém manter.
Stigler chegou nesse resultado combinando, por tentativas, 77 alimentos e considerando
9 nutrientes em cada um.

Mesmo sendo o concurso alvo de muitas chacotas, constatou-se que aquela técnica
poderia ser utilizada em areas semelhantes, como por exemplo, na alimentagao de
animais. Mas a técnica de tentativas, utilizada por Stigler, se mostrou sujeita a erros,
extremamente tediosa e cansativa, além de nem sempre encontrar a solugao 6tima.

Finalmente, em 1947, o matematico e fisico norte-americano, George Bernard Dant-
zig (1914-2005), consolidou essa abordagem de planejamento com o denvolvimento do
Método Simplex, capaz de resolver qualquer problema de Programacao Linear, ou pelo
menos a maioria deles. Autor formal do “problema de transporte”, também, elaborou
a teoria e a sua resolucao computacional baseada no Método Simplex e, é considerado

o “Pai da Programacao Linear”.

2.3 Aplicacoes da Programacao Linear

A Programagao Linear tem sido utilizada em &reas diversas, mas tem aquelas,

segundo muitos autores, que ja se tornaram classicas:
e Dosagem (ou mistura, ou receita ou blending);

— Alimentacao;
— Formulagao de ragoes;
— Fabrica de adubos;

— Ligas metalicas;
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— Petroleo;

— Minérios;
Transporte;
Investimentos financeiros;
Alocagao de recursos;

— Fabricas;

— Fazendas (agropecuaria);
Localizacao industrial;
Designacao;

Compras;

Fluxo em redes.

O setor que mais intensamente utiliza a Programacao Linear (PL) é o setor indus-

trial, o que é facilmente compreendido pelos vérios cenarios listados por Prado, em [9],

pag. 16-17, os quais estao a seguir, exemplificando aplicacoes da PL:

Alimentagao: Que alimentos as pessoas (ou animais) devem utilizar de modo
que o custo seja minimo e que possuam os nutrientes nas quantidades adequadas,
e que também atendem a outros requisitos, tais como variedade entre as refeigoes,

aspecto, gosto, etc?

Rotas de transporte: Qual deve ser o roteiro de transporte de veiculos de carga

de modo que entreguem toda a carga no menor tempo e no menor custo total?

Manufatura: Qual deve ser a composicao de produtos a serem fabricados por
uma empresa de modo que se atinja o lucro méaximo, sendo respeitadas as li-
mitagoes ou exigéncias do mercado comprador e a capacidade de producao da

fabrica?

Siderurgia: Quais minérios devem ser carregados no alto-forno de modo a se
produzir, ao menor custo, um determinado a¢o dentro de determinadas especifi-

cagoes de elementos quimicos?

Petroéleo: Qual deve ser a mistura de petroleo a ser enviada para uma torre
de craqueamento para produzir seus derivados (gasolina, 6leo, etc) a um custo
minimo? Os petroleos sao de diversas procedéncias e possuem composigoes dife-

rentes.
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e Agricultura: Que alimentos devem ser plantados de modo que o lucro seja
maximo e sejam respeitadas as caracteristicas do solo, do mercado comprador e

dos equipamentos disponiveis?

e Carteira de investimentos: Quais a¢oes devem compor uma carteira de inves-
timentos de modo que o lucro seja méximo e sejam respeitadas as previsoes de

lucratividade e as restricoes governamentais?

e Mineragao: Em que sequéncia, deve-se lavrar blocos de minério abaixo do solo,

dados sua composi¢ao, posicionamento e custos de extragao?

e Localizagao industrial: Onde devem ser localizadas as fabricas e os depoésitos
de um novo empreendimento industrial de modo que os custos de entrega do

produto aos varejistas sejam minimizados?

Mais ainda, além do objetivo principal que é encontrar o lucro maximo ou o custo
minimo, que representa as vantagens de maior visibilidade, segundo Prado, novamente

em 9], pag. 21, podemos citar outras vantagens do uso da Programagao Linear:

e Permite identificar as melhores op¢oes em estudos de Qualidade Total;
e Permite a identificacao de gargalos em linhas de producao;
e Fornece diretrizes para expansao;

e Possibilita avaliar o potencial de aplicabilidade de uma pesquisa.

2.4 Meétodos de Programacao Linear

Um dos métodos principais para a resolucao de problemas de Programacao Linear é
o Método Simplex, desenvolvido por Dantzig na década de 1940. Ha, também, versoes
especiais, menos complexas do Método Simplex, que sao: o Método Gréafico e o Método
de Transporte. E, ha outras variagoes mais especificas, como, por exemplo, o Método
Index, que d& apenas solugoes aproximadas.

Como o foco principal é o Método Gréafico, para o Método Simplex e para o Método
de Transporte, somente comentarios superficiais, e no final de cada topico, alguma(s)

referéncia(s).

2.4.1 Meétodo Simplex

O Método Simplex é um método geral para Programacao Linear, que é capaz de
resolver qualquer problema de Programacao Linear que satisfaca as duas hipoteses basi-

cas: linearidade e certeza. Linearidade significa que todas as rela¢oes do problema
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podem ser expressas na forma de equagoes lineares e, o termo certeza, indica que nao
se esperam variacoes importantes no valor numérico de um fator do problema.

Seguindo as observagdes de Goldbarg e Luna, em [3|, pag. 82, o Simplex ¢ um
algoritmo que se utiliza de um ferramental baseado na Algebra Linear para determinar,
por um método iterativo, a solu¢do 6tima de um PPL (Problema de Programagao
Linear).

O algoritmo parte de uma solugao viavel do sistema de equagoes que constituem as
restrigoes do PPL, solugao essa normalmente extrema (vértice da envoltoria convexa
do problema, quando se observa num grafico - veja Figura 2.1). A partir dessa solugao
inicial vai identificando novas solugoes vidveis de valor igual ou melhor que a corrente.

Para mais detalhes, ao leitor interessado, procure consultar em: [3], [5], [10] ou [14].

E hé outros, nao citados aqui.

Método de Transporte

O Método de Transporte é uma versao especial, altamente simplificada do Simplex
e, serve para resolver problemas complexos de alocacdo. E especialmente apropriado
as situacoes origem-destino, tais como o transporte de produto das fabricas para os
armazéns de distribuicao.

Como a maioria dos métodos de Programacao Linear, o Método de Transporte é um
processo iterativo. Depois de formulada uma solugao inicial, o procedimento de céalculo
prevé uma maneira efetiva de desenvolver solugoes melhoradas até que a solugao 6tima
seja atingida.

Para mais detalhes, consulte em [14].

2.5 Método Grafico

O Método Grafico também é uma versao especial do Método Simplex. A aplicacao
desse método na Programacao Linear é limitada a certos tipos de problemas elemen-
tares. O fator mais limitante é o niimero de variaveis envolvidas: sao duas variaveis.
E o método mais simples e como tal é um ponto de partida ttil em qualquer dos

fundamentos da Programacao Linear.

2.5.1 Procedimento

O procedimento sugerido para o Método Grafico, segundo Stockton, em [14], pag.

33-34, esta disposto como segue:

1. Estruturar o problema.

(a) Determinar as restri¢oes:
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e Fazer os calculos numéricos necessarios (dois pontos para as restrigoes line-

ares);

e Determinar o poligono de viabilidade técnica através da disposicao grafica

das restrigoes lineares.
(b) Escolher uma fungao-objetivo apropriada:

¢ A medida da eficacia deve ser constante com os objetivos de ordem superior;

e A funcao deve ser linear.

2. Determinar a solugao 6tima, usando:
(a) Método Grafico direto;

(b) Método algébrico, usando solugoes bésicas (pontos extremos).

E se achar conveniente, s6 para ressaltar o enfoque de tomada de decisao, podere-
mos modificar a solucao para levar em conta os fatores do problema que nao estejam
incluidos na parte quantitativa da analise.

Para viabilizar a clareza do método e da nomenclatura, observe a Figura 2.1, um

modelo grafico possivel em se tratando de PPL (Problema de Programagao Linear):

A T

Poligono de viabilidade técnica
ou

Conjunto de planos viaveis

ou

Poligono de planos factiveis

L1

Figura 2.1: Envoltoria convexa de um problema.

Esta regiao convexa destacada no grafico, além dos nomes que aparecem na propria
figura, também, poderemos chamar de Regiao Simplex. Nada mais é do que a regiao
de solugoes possiveis do determinado problema.

A maior vantagem desse método é que a apresentacao visual das relagoes possibilita,
ao analista, ver os pontos sobre o poligono de viabilidade técnica. Desde que a solugao
6tima geralmente esta em um dos seus vértices, o procedimento de pesquisa pode ser
limitado a uma analise desses pontos.

Para a melhor compreensao do método, se torna interessante a sua aplicacao em

exemplos. O exemplo a seguir, pertence ao grupo classico de alocagao de recursos,
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visto em [9], nas paginas 17 e 18 e, com seu desenvolvimento e explanac¢ao, na mesma

referéncia, nas paginas de 27 a 34 e, que mantivemos aqui.

2.5.2 Exemplo: Problema de Maximizagao

Problema: Uma fabrica de radios possui duas linhas de producgao: Standard e

Luxo. Com relagao aos radios Standard, temos as seguintes informagoes:
e A linha de produgao comporta um maximo de 24 pessoas;
e Cada radio consome 1 homem/dia para ser produzido;
e Cada radio fornece um lucro de R$ 30, 00.
Para os radios Luxo:
e A linha de produgao comporta um maximo de 32 pessoas;
e Cada radio consome 2 homens/dia para ser produzido;
e Cada radio fornece um lucro de R$ 40, 00.

O dono da fabrica quer maximizar o lucro diério, sabendo que a fabrica possui um

total de 40 empregados a serem alocados nas duas linhas de producao.

Resolugao.

A estratégia da PL (Programagao Linear) para a resolugao de problemas de otimiza-
¢ao ¢é transformar as caracteristicas do problema em um modelo matematico abstrato,
constituido de: uma fungao-objetivo; e, um conjunto de restri¢oes.

No exemplo em questao, as variaveis do problema sao as quantidades maximas
a serem produzidas dos modelos de radios Standard (S7) e Luxo (Lx). A funcao-
objetivo mostra como o lucro se relaciona com as variaveis do problema e o conjunto
de restri¢coes, mostra os limites para as mesmas variaveis.

Como cada radio Standard fornece um lucro de R$ 30,00 e, cada radio Luxo, um

lucro de R$ 40, 00, e queremos maximizar o lucro, entao a funcao-objetivo é:
Lucro =305t +40L x.

Agora, precisamos definir o conjunto de restri¢des do problema.

A linha de producao da linha Standard comporta no méaximo 24 pessoas e, como
cada radio consome 1 homem /dia, a produ¢ao maxima diaria desta linha é de 24 radios,
ou seja,

St < 24.
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Para a producao da linha Luxo, podemos colocar até 32 pessoas, mas cada radio
consome 2 homens/dia, o que significa que a produ¢ao méaxima diaria desta linha é de

16 radios. Assim, podemos escrever:
Lx < 16.

E, finalmente, como a fabrica dispoe de 40 operarios, a linha Standard utiliza 1
homem/dia e, a linha Luxo, 2 homens/dia, entdo a linha Standard vai consumir 157

operarios e a linha Luxo, vai consumir 2Ly operarios. Disto, temos:
157 + 2L x < 40.
Resumindo, temos o modelo matematico do problema:

o Maximizar:

Lucro =305t +40L x.

e Com as restricoes:
St < 24;
Lx < 16;
St + 2Lx < 40.

Lembrando que as variaveis St e Lx sao nao negativas, pois nao podemos ter uma
producao negativa, e isto ¢ uma das caracteristicas nos modelos de Programacao Linear.
Prosseguindo com a resolucao do problema, o caminho natural, para o Método Gra-
fico, é representar graficamente as restricoes e a fungao-objetivo, para se determinar,
entao, a melhor solucao. Na linguagem usual, da informética: vamos, agora, plotar as

restri¢oes e a funcao-objetivo.

2.5.3 Plotando as restricoes

Vamos analisar graficamente as caracteristicas resultantes de cada desigualdade de
forma intuitiva.
Consideremos, inicialmente, a restricio Sr + 2Lx < 40. E uma inequacio que tem
como equagao correspondente:
St + 2Lx = 40.

Representando esta equagao num sistema cartesiano de coordenadas, temos como
resultado a Figura 2.2.

Cada ponto do segmento da reta tragado, representa um par de produgao (S, Ly)
que utiliza exatamente 40 operarios. Como, na nossa inequacao prevé que podemos
utilizar até 40 operarios, podemos concluir que a regiao abaixo do segmento de reta

tragado contém os pontos, ou melhor, os pares de produgao (Sr, Lx) que, juntamente
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L

20

St+ 2Lx = 40

St

Figura 2.2: Grafico da equagao correspondente da inequagao.

com os pontos do segmento de reta, atendem corretamente a inequagao. Assim, a area
sombreada na Figura 2.3 corresponde a inequacao dada, juntamente com as restrigoes

de nao negatividade, ou seja, Sp > 0e Lx > 0.

Lx
A

20

Sp+ 2Ly < 40
St

y

Figura 2.3: Regiao correspondente a inequagao dada.

Observacgao: Um caminho formal para justificar a regiao do grafico correspondente
& inequacdo dada ¢ através da Algebra Linear e Geometria Analitica, conforme em [6],
[2] e, outros néo citados neste trabalho.

Utilizando o mesmo raciocinio para as outras desigualdades, temos o que indica a
Figura 2.4, pois as equacoes das retas correspondentes sao, respectivamente: Sy = 24

e Lx =16 e, com o fato de que Sy > 0e Lx > 0.

L
X Ly

16

0 24 Sy 0 St

Figura 2.4: Regioes correspondentes as outras duas desigualdades.
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Representando todas as restrigoes num tunico grafico, as intersecgoes entre elas e
com os eixos coordenados, formam uma regiao convexa de solugoes compativeis do
modelo (poligono de viabilidade técnica), que podemos chamar de Regiao Convexa

Simplex, ou simplesmente, Regido Simplex (Figura 2.5).

Lxy
20
16
Regigo
Simplex
St
0 24 40 g

Figura 2.5: Regiao Convexa Simplex.

2.5.4 Plotando a funcao-objetivo

Isolando a variavel Ly, temos que a funcao-objetivo Lucro = 305t 4+ 40L x é equi-

valente a: 5 I
UCro
Ly =—-57+

1 10 (2.1)

3
Esta fungao (2.1), tem uma taxa de variacao constante —7 ¢ como parametro,

Lucro

. Logo, para cada lucro temos uma reta diferente, mas todas sao paralelas entre
si. Esta familia de retas é conhecida como retas iso-lucro. Na Figura 2.6, temos
representadas algumas retas desta familia, obtidas através da atribuicao de valores
arbitrarios para Lucro. Visualmente, podemos observar que, quanto mais afastada da
origem esta uma destas retas, maior o valor de Lucro correspondente.

Portanto, as analises graficas nos permitem obter as caracteristicas da solucao 6tima

de tais problemas, de uma maneira intuitiva.

2.5.5 Encontrando o Lucro maximo

Pelo problema dado, temos que procurar qual o ponto da Regiao Simplex, fornece
o maior valor para o Lucro.

Pelas consideragoes anteriores, por esse ponto vai passar uma tnica reta da familia
de retas iso-lucro. Portanto, basta encontrar a reta da familia que produz o maior
Lucro, obedecendo as restri¢oes, ou seja, basta encontrar a reta mais distante da origem
e que tenha pelo menos um ponto na regiao de solugoes compativeis. Isto pode ser feito

da seguinte maneira:
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ucro = 1400

Lucro = 1200 St
0 Lucro = 800 -

Figura 2.6: Maximizagao: a familia iso-lucro.

e Tracamos uma reta qualquer da familia de retas (por exemplo: Lucro = 1200).

e Tiramos uma paralela a ela o mais distante da origem e com pelo menos um

ponto na regiao de solugoes compativeis.

Consequentemente, nota-se que, a fungao-objetivo sempre passa por um 6timo num
dos pontos extremos do conjunto de solucées compativeis. A solugdo estard em um
vértice (solugdo tnica) ou, eventualmente, podera coincidir com um dos segmentos de
reta de alguma restricao, em que qualquer ponto do segmento ¢ uma solucao 6tima

(neste caso, infinitas solugoes).

Observacao

A inclinacdo da familia de retas paralelas da fung@o-objetivo (definida pelo coefici-

ente angular —z) é fundamental para determinar qual serd o ponto 6timo.

Desta forma, no nosso exemplo, observamos pela Figura 2.7 (com a ajuda das
demais), que a solu¢do 6tima esta na intersecgao das retas Sy = 24 e Sy + 2Lx = 40,
pois é o ponto da Regiao Simplex mais afastado da origem dos eixos coordenados.
Feitos os célculos necessarios (resolu¢ao do sistema de equagdes lineares e a aplicagao
na fungao-objetivo), encontramos a solugao 6tima: Sr = 24 radios, Lx = 8 radios e,

com um Lucro maximo de R$ 1040, 00.
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Lucro = 1040

Solugao étima

Lucro = 1200 St

-
-

Figura 2.7: A solugao 6tima.

2.5.6 Exemplo: Outro Problema de Maximizagao

Outro problema de Aloca¢do de Recursos, visto em [9], pagina 35. Como esse
problema s6 admite solugoes inteiras, trata-se de um modelo de Programagao Inteira,
que é um topico da Programagao Linear.

Problema: Uma pequena fabrica de moéveis produz dois modelos de molduras
ornamentais, cujos precos de venda sao, respectivamente, R$ 110,00 e R$ 65,00. Ela
possui 7 pecas de madeira e dispoe de 30 horas de trabalho para confeccionar os dois
modelos, sendo que o modelo A requer 2 pecas de madeira e 5 horas de trabalho,
enquanto o modelo B, necessita de 1 pega de madeira e 7 horas de trabalho. Quantas
molduras de cada modelo a fabrica deve montar se desejar maximizar o rendimento

obtido com as vendas?

Resolugao.

A resolucao segue como a do exemplo anterior, agora de forma resumida e, no final,
fazer os ajustes, se necessario, devido serem variaveis inteiras.

Pelo enunciado do problema, temos que encontrar a quantidade 6tima de cada
variavel, A e B, que correspondem aos modelos de molduras ornamentais A e B, res-
pectivamente. Como cada unidade do modelo A é vendido por R$ 110, 00 e, do modelo
B, por R$ 65,00, a funcao-objetivo é Lucro = 110A + 65B. Quanto as restrigoes,
a quantidade maxima de pecas de madeira que a fabrica dispoe é 7 e, com o tempo
maximo de trabalho de 30 horas, para confeccionar as molduras. Assim, o modelo

matematico, com A e B nao negativos, fica:
e Maximizar:

Lucro = 110A + 65B.

e Com as seguintes restri¢oes:

(Quantidade maxima de pegas de madeira) 2A + B < 7,
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(Tempo necessério) 5A + 7B < 30.

Plotando as restri¢coes e a fungao-objetivo, num mesmo gréfico, temos na Figura
2.8, a indicacao da solugao 6tima do problema. Pois ao tracarmos uma reta da familia
de retas iso-lucro, por exemplo a reta Lucro = 455, determinamos o vértice da Regiao
Simplex que da essa solucao 6tima, isto é, determinamos o vértice da Regiao Simplex
que esta mais proximo dessa determinada reta e consequentemente, para lucro maximo,

o mais distante da origem do sistema de eixos coordenados.

AB

30
7 Luero = 455
Solugao détima
5A+ 7B = 30
A
0 7 91 6 o

2 22
Figura 2.8: A solugao 6tima do problema.

Desta forma, percebemos que a solucao 6tima é a intersecgao das retas de equagoes
2A+ B =7e 5A+ 7B = 30. Feitos os devidos calculos, encontramos uma solucao
aproximada de A = 2,1 e B = 2,8. Como as variaveis s6 admitem solugoes inteiras,
precisamos analisar os valores possiveis, onde um simples arrendondamento, nao se
traduz em melhor resultado para valores pequenos, em problemas de Programacgao
Linear.

Por praticidade, nada melhor do que organizar uma tabela, com possiveis resultados:
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A | B | Lucro(R$) | Comentario

2,1 128 413,00 Solucao continua

3 3 525,00 Excede as duas restrigoes

460,00 Excede a restricao 2A+ B <7
395,00 Solugao inteira

330,00 Solugao inteira

415,00 Excede & restricao 5A + 7B < 30
350,00 Solucgao inteira

305,00 Solugao inteira

260,00 Solugao inteira

S = NN W W W
=W NN W O =N

Portanto, com os resultado reunidos em uma tabela, fica visivel que a solucao inteira
6tima, para a produgao da fabrica, é confeccionar 3 molduras do modelo A, 1 moldura
do modelo B, dando um Lucro méaximo de R$ 395, 00.

Cabe ressaltar que, por serem valores pequenos para as variaveis, poderiamos re-
solver este problema diretamente com a tabela, por tentativas, visto que efetuariamos
poucos célculos. Logico que o mesmo nao aconteceria para problemas com valores bem

maiores. Fica a dical

Observacgao

Um modelo de Programagao Linear (PL) que contenha tanto variaveis continuas
como varidveis inteiras ¢ chamado de Programacao Inteira Mista (PIM), que também é
um topico da PL, segundo Prado, em [9], pagina 63. Continuando na mesma referéncia,
agora na pagina 65, o autor comenta que, uma caracteristica importante da PIM ¢,
que a solucao pode estar bastante distante de meros arrendondamentos. E que a PIM
possui uma técnica particular de solugao, chamada de “Método Branch and Bound”,
que se baseia na montagem de um diagrama tipo arvore, em que cada ramo ¢ uma
opcao de solucao inteira. Apenas alguns ramos sao testados e, para cada tentativa, o
Método Simplex é utilizado.

Para finalizar, vamos desenvolver um problema de minimizacao, que esté resolvido
em [9], pag. 37 a 40.

2.5.7 Exemplo: Problema de Minimizagao

O problema é sobre Formulacao de Ragao. Trata-se de um problema que se enqua-
dra na classificacao de dosagem ou blending.

Problema: Suponha que se deseja produzir uma ragao a custo minimo pela mistura
de dois produtos A e B, sendo que eles apresentam custos de R$ 0,03 por kg e R$ 0, 04
por kg, respectivamente. Quanto as aves, sabe-se que uma ave necessita das seguintes

quantidades minimas (em unidades por semana):
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Vitamina | Minimo Semanal
1 50
2 100
3 60
4 180

Os nutrientes acima serao obtidos dos produtos A e B, que possuem as composicoes

mostradas a seguir:

Composigao
Vitamina | (Unidades de Vitamina por kg do Produto)
Produto A Produto B
1 D 25
2 25 10
3 10 10
4 35 20

Resolucgao.
Pelo Método Grafico, a resolugao segue o mesmo esquema do exemplo, que estéd
na Secao 2.7.2. A diferenca é que estamos procurando o custo minimo. Desta forma,

temos:

e Variavel a ser otimizada:

Custo: Custo minimo a ser atingido.

e Varidveis bésicas:
A: Quantidade 6tima do produto A a ser adicionada a ragao;

B: Quantidade 6tima do produto B a ser adicionada a ragao.

Como, neste exemplo, desejamos minimizar o custo, entao a fungao-objetivo é:
Custo=0,03A 4 0,04B.

Consideremos que as variaveis A e B, além de assumirem valores nao negativos,

elas estao sujeitas as restricoes de alimentacao de uma ave:

e A Vitamina 1 sera obtida dos produtos A e B, conforme a tabela de composigao

e conforme a necessidade minima de 50 unidades por semana, o que implica em:

5A 4258 > 50.

e Analogamente, para a necessidade minima de Vitamina 2, temos:

25A + 10B > 100.
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e Para a necessidade minima de Vitamina 3, segue que:

10A + 108 > 60.

e E para a necessidade minima de Vitamina 4, vem que:

35A 4+ 20B > 180.

Portanto, o nosso modelo matematico do problema é:
Minimizar:

Custo=0,03A 4 0,04B.

Sujeito as restrigoes:
5A 4 25B > 50;

254 + 108 > 100;

104 + 108 > 60;

35A + 20B > 180;
A B>0.

Agora, o proximo passo é plotar o modelo matematico, para assim, determinarmos
o ponto (vértice) da Regido Simplex, que corresponde a solugao 6tima. Observemos na
Figura 2.9, que a regiao das solucoes compativeis, devido as restrigoes, ficou definida

pelo espaco acima de cada segmento de reta, diferentemente do caso de maximizagao.

254 + 10B > 100

Regigo
Simplex

35A 4+ 20B > 30

10A + 10B > 60

5A 4+ 258 > 50

Figura 2.9: A Regiao Simplex do Problema de Minimizagcao.
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Logo, para encontrar a solugao 6tima, precisamos tracar uma reta qualquer da
familia de retas Custo = 0,034 4 0,04B (por exemplo, a reta Custo = 0,28) e, a
partir desta, tirar uma reta paralela que seja a mais proxima da origem, pois desejamos
minimizar a fungao-objetivo e que, intersecte a regiao das solugoes compativeis, isto é,
que tenha pelo menos um ponto na Regiao Simplex.

A Figura 2.10 nos mostra que a solucao 6tima desse problema é o ponto de inter-
seccao das retas de equacoes: 104 + 108 = 60 e 5A 4+ 25B = 50.

Portanto, resolvendo o sistema formado por estas duas equagoes, encontramos

A =5e B = 1. E aplicando tais valores na fungao Custo, chegamos na solugao
6tima do problema:

A =5kg;
B =1kyg;
Custo = R$0,19 por kg.

25A +10B =100

35A+20B =30

Solugao
Otima

Figura 2.10: A solu¢ao 6tima do Problema de Minimizagcao.



3 Aplicacao ao Ensino Médio

A Programacao linear (PL), através de seu método mais simples (Método Gréafico),
é perfeitamente aplicavel ao ensino de nivel médio. Pois o ferramental geométrico e
algébrico utilizado, faz parte do rol de contetidos concernentes a esse nivel de ensino da
Matemaética. Uma consequéncia imediata é a expansao da abrangéncia das desigual-

dades exploradas no Ensino Médio.

3.1 Relacionando PL com as desigualdades

No Ensino Médio, as desigualdades, ou melhor, as inequacoes polinomiais de 12 grau
e, também os sistemas de inequacoes lineares, s6 apresentam uma incognita. Com a
aplicacao da PL, através de seu Método Gréfico, poderemos expandir a atuacao de
tais atividades, trabalhando com duas incognitas (variaveis), ou seja, trabalhar nao
somente com intervalos reais (conjunto R), mas também, com o plano R?.

Voltemos ao primeiro exemplo, dado no Capitulo 1 (Segao 1.1), onde pede para
resolver, em R, a inequacao:

1<2x+3<2x+5.

Temos que o conjunto solu¢ao é representado pelo intervalo real [—1,2), pois os
valores reais deste intervalo limitado, satisfazem as duas desigualdades: =z > —1 e

r < 2. Graficamente, o conjunto solucao é representado pelo esquema abaixo:

L OoO— >
-1 2

No mesmo enunciado, s6 expandindo o dominio do conjunto dos ntimeros reais para
o plano R?, temos que:
x> -1l x+0y > —1,;

r<2<+=x+0y <2

Transportando para um esquema grafico, segue como mostra a Figura 3.1.
A regiao sombreada, representa o conjunto solugao da inequagao, quando o dominio
de atuacao ¢ o plano R%. Portanto, neste caso, cada solucao da inequacao é dado por

um par ordenado (z,y) de nimeros reais, com a restrigao —1 < x < 2.

32
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Figura 3.1: Regido do conjunto solucao da inequacdo em R2.

A mesma situacao acontece aos sistemas de inequagoes lineares, ou melhor, sistemas
de inequacgoes polinomiais de 12 grau, os quais apresentam s6 uma incoégnita. Pelo
Método Gréfico, se torna facil a visualizacao da regiao correspondente & solugao do
sistema com duas incognitas.

Por comodidade, suponhamos que o nosso sistema de inequacoes seja o que esta a
seguir:

T+y <2
—r+y<1l

Observando tais inequacoes, temos as seguintes retas para tracar no sistema de

eixos cartesianos: r +y =2 e —x + y = 1. Construindo o gréfico, temos:

‘y

9 ~r4+y=1
1
r+y=2
—rHy<1
z+y<2

A regiao destacada, representa os pontos (z,y) € R? que satisfazem as desigualda-
des. Se tais varidveis nao admitirem valores negativos, temos uma regiao mais restrita
ainda, conforme mostra a Figura 3.2:

Com a ferramenta matematica em maos (o Método Grafico da PL), é s6 complemen-
tar tais desigualdades com a devida contextualizacao. Como podemos ver na proxima

secao, onde temos um exemplo que foi questao de vestibular.
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Figura 3.2: Regiao restrita as desigualdades para valores nao negativos.

3.2 Uma aplicacao para o Ensino Médio

E uma questao envolvendo otimizacdo, que fez parte da primeira fase do vestibular
da UNESP (Universidade Estadual Paulista) de 2010. Na verdade sao duas questoes
com enunciado em comum, mas que aqui, s6 transcrevemos uma questao completa.

Para maiores detalhes e as questoes completas, consulte em [8], paginas 29 a 34.

3.2.1 Exemplo: Questao de vestibular

Observagao: O enunciado a seguir é comum para as questoes 88 e 89.

Enunciado: Uma fébrica utiliza dois tipos de processos, P, e P, para produzir
dois tipos de chocolates, C'y e C5. Para produzir 1000 unidades de C) sao exigidas 3
horas de trabalho no processo P; e 3 horas em P,. Para produzir 1000 unidades de Cy
sao necessarias 1 hora de trabalho no processo P; e 6 horas em P,. Representando por
x a quantidade diaria de lotes de 1000 unidades de chocolates produzidas pelo processo
P, e por y, a quantidade diaria de lotes de 1000 unidades de chocolates produzidas
pelo processo P,, sabe-se que o nimero de horas trabalhadas em um dia no processo

Py é 3x 4y, e que o nimero de horas trabalhadas em um dia no processo P é 3z + 6y.

Questao 88 (UNESP-2010): Dado que no processo P;, pode-se trabalhar no
maximo 9 horas por dia e no processo P, pode-se trabalhar no maximo 24 horas por
dia, a representagao no plano cartesiano do conjunto dos pontos (x,y) que satisfazem,
simultaneamente, as duas restrigcoes de ntimero de horas possiveis de serem trabalhadas
nos processos P; e P», em um dia é:

(O problema seque com cinco alternativas e, em cada uma delas, uma representa¢dao

grdfica, que nao estao dispostas neste trabalho. Consulte a referéncia citada.)

Questao 89 (UNESP-2010): Dado que o lucro na venda de uma unidade do

chocolate produzido pelo processo P; é de R$ 0,50, enquanto que o lucro na venda de
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uma unidade do chocolate produzido pelo processo P, é de R$ 0, 80, e se forem vendidas
todas as unidades produzidas em um dia nos dois processos, no niimero maximo possivel

de horas, o lucro obtido, em reais, sera:

(a) 3.400, 00.
(b) 3.900, 00.
(c) 4.700, 00.
(d) 6.400, 00.
(e) 11.200, 00.

Resolugao.
Na questao anterior da mesma prova (Questao 88), consta que: no processo P,
pode-se trabalhar no maximo 9 horas por dia e, no processo P, pode-se trabalhar no

méaximo 24 horas por dia. Desta forma ja temos as restrigoes do problema:
3r+y<9 e 3r+ 6y < 24.

Como temos o valor unitario na venda de cada tipo de chocolate e as restri¢oes

envolvendo lotes de 1000 unidades, entao a funcao lucro é:
Lucro = 500x + 800y,

que ¢é equivalente a:
5 Lucro

V=751 500

Plotando as restrigdes e a fun¢do Lucro (por exemplo, para um Lucro de RS

4.000,00), num mesmo grafico, percebemos que, como mostra a Figura 3.3, a solu-

¢ao Otima da questao estd na intersecgao das retas de equagoes:
3r+y=9 e 3zr+ 6y =24

Pois é o ponto da Regiao Simplex que estd mais proximo da reta da funcao Lucro
tracada e, o mais distante da origem dos eixos cartesianos.

Portanto, resolvendo o sistema formado por estas duas equagoes, temos os seguintes
valores: © = 2 e y = 3. Aplicando-os na func¢ao Lucro, obtemos R$ 3.400,00. Logo a
resposta correta é a alternativa (a).

Outro modo de resolugao é determinar os vértices da regiao das solugoes compativeis
e aplicar os resultados encontrados de x e y na funcao Lucro, pois a solucao 6tima
sempre estard em algum vértice dessa regiao. Sem esses conhecimentos bésico da PL,
o vestibulando deveria perceber que, as condigoes exigiam o esgotamento das duas
desigualdades do problema. Entao, bastaria resolver o sistema formado pelas equacgoes
correspondentes a tais desigualdades, encontrando, assim, os valores de x e y e, depois,

aplicar na fun¢ao Lucro, para obter a resposta da questao.
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Ay

Solugao dtima

3r+6y<24 | Lucro = 4.000

3r+y <9

Figura 3.3: A indicacao da solugao 6tima da questao.



Consideracoes finais

A otimizacao é um assunto bastante abordado na Matematica Aplicada, principal-
mente com o uso da tecnologia computacional.

Vemos na Programagao Linear, através de seu Método Grafico, uma maneira de
facilitar a compreensao e a aplicacao das inequagoes lineares exploradas no Ensino
Médio. Pois, o que sempre vem a tona no ensino, é a contextualizacao. Mais ainda,
sabendo que Problemas de Programacao Linear ja foram questdes de vestibulares (por
exemplo, no vestibular da UNESP em 2010), conforme Secao 3.2.

Embora a carga horéria da disciplina de Matemaética na grade curricular do Ensino
Médio, nas escolas publicas estaduais do Parana, seja minima, aquém do necessario,
quica, no futuro, ela possa ser ampliada ou adequada para comportar os conceitos
mais simples da Programacao Linear, para aplicarmos juntamente com o ensino das
inequacgoes polinomiais de primeiro grau, proporcionando assim, um enriquecimento e
uma maior concretizacao do contetudo.

Esperamos assim, ter deixado um texto acessivel e de facil compreensao, com o

intuito de aproximar a Programacao Linear ao Ensino Médio.
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52,

| A =3x-5

retas, gréficos das fungdes abaixo, cortam os ebxos xey: | D=

A =x-5 A= -2x 54, Para que valores reais de xa fungio:
1 2000 = 1 - xé posicve?
D= —x+4  Of=gx-1 x+ 12 negativa?
3 .
=140 D=2,
Etaie 0=z GBes1) = —2x+ 8 & ) = 3x — 6 selam negatvs.
L . . 56. Qualé . i , que éume
At =x+4 b= 21 reta, passa pelos pontos (2.5 (~1, 67

16. Inequagdes do 12 grau
. \

1%) Dados x,y € R, vale uma e somente uma das pos:

2% Sex<yey <z entdox <z (transitiva).

3% Se x <y, entdo, para qualquer z € IR tem-se x + z <y + Z ou, de outra forma, se X <y e X <,
entéox + X <y + (soma membroa membro).

4% Sex <yezéposttivo, entéo xz < yz, ou, de outra forma, dados X, y, X', y’ positivos, se x < y e X <y, entio
¢ <yy (produto membro a membro).

5% Sex<y egati

idades:x <y, x=youy<x.

 entéo xz > i um

g it 2, by = X)-2>0.
Efetuando a multiplicagéo obtemos xz — yz > O e, assim, x2 > yz.
6%) Sex 0, entdo x? > 0 (exceto zero, todo quadrado é positivo).

7% Se 0 < x <y, entdo 0 < - < — (quanto maior for um numero positivo,

menor seré seuinverso). © X |
720625,
Resolugao de inequagdes
exemplos:

19 - 5>0emR
5

x> >2
s=x> 2

s={xerix>2)

=502 2x=5x= 2 (zero)

x>%=ﬂx)>n=x>§

s={xeRrix>3}
! 2!

(a) Pag. 132 de [1]

Inequacéo do 12 grau
Certa empresa de telefonia calcula a quantia a ser paga na fatura mensal de %
um plano da seguinte mane ma taxa fixa de R$ 20,00 e mais R$ 0,25 por mi- !
nuto de ligagao. Nessas condigdes, quantos minutos de ligagéio um usudrio des-
se plano telefénico pode realizar no més, para que o valor da fatura seja no
méximo R$ 136,007
Para responder a essa questdo, vamos definir inicialmente a fungéo que per-
mite calcular o total a ser pago pela fatura em fungéo da quantidade de minutos
de ligagéo. Chamando de v o valor a ser pago e de t o niimero de minutos de li-
gagao, temos:

v(t)=0,25t+20
Agora, devemos obter os valores e t para os quals v(t)<135.
Caloulando v(t)=135:
115

( 135=0,25+20=> 02550

g w1

» Para que o valor a fatura seja no méximo
R$135,00, note que o tempo de ligagdo deve ser
o méximo 460min, ou sefa, v(t)<135 se t460.

Portanto, para que o valor da fatura seja no maximo RS 135,00, a quantidade
de minutos de ligagao no més deve ser menor ou igual a 460min.

Para resolver esse problema, utilizamos uma desigualdade envolvendo uma
fungao afim, ou seja, utilizamos uma inequagao do 1 grau.

Sendo f:R - uma fungao, chamamos de inequaao toda desigualdade
que, quando reduzida, possul uma das seguintes formas:

- >0 - 1<0 ef20  fs0

Sendo f(x)=ax-+b uma fungéo afim, chamamos de inequagéo do 1¢ grau
toda desigualdade que, quando reduzida, possul uma das seguintes formas:

« axsb>0 + ax+b<0 « axtb20 + ax+b<0
. -zx-%m x+4s5 « Tx4823x-5 o VBx>x+1
- 52<0 - 3x>8 « 54152643 ~x1|zfx

(c) Pag. 102 de [13]

38

7. Inequagies e estudo do sinal el bt |
e Fros w matios

da fungdo afim resolvidos da pégina 10
Depas,dscats com o

s s e scamder

o oiats aor terem o

Acompanhe o problema a sequir e sua resolugdo.
Um taxista recebe R$ 3,60 pela bandeirada e mais R$ 2,20 por quildmetro rodado.
tos quil G ida para ganhar pelo menos
R$ 50,007
0 total que o taxista recebe quando percorre x quilometros em uma corrida ¢
dado por:

T =220+ x + 3,60

,T(x)>50. Paratanto, analisem

J TRH
o grafico de T e calculemos o valor de x para o qual temos T(x) = 50. T

220 + 3,60 = 50
2,20x = 46,40

46,40
2.20

360! X (k)
x=2109 2,09

Observamos, assim, que T(x) = 50 se x = 21,09,
Portanto, para receber pelo menos 50 reals, 0 percurso da corrida deve ser superior
221,09 quilometros.
Na prtica, isso significa que o taxista deve percorrer pelo menos 22 quilometros.
0 que fizemos foi resolver uma desigualdade envolvendo uma fungdo afim.
é b i so

Lsey=

seguintes desigualdades:
100>0
0 <0

=0
=0

Dessa forma:

Sendo y = a + b uma funcéo afim, uma i 50 do 1° grau 6
toda inequagéa redutivel 3 uma das formas seguintes:
a+b>0  ax+b=0
a+b<0  ax+b=0

Em uma inequago do I* grau, os valores da variavel que transformam a inequacdo
em uma desigualdade verdadeira recebem o nome de solucdes da inequagso.

O conjunto de todas as solugBes de uma inequacdo é o conjunto solugdo (S) ou
conjunto verdade dessa inequacdo.

0 processo de resolugdo de uma inequagao do 1° grau envolve descobrir os valores
de x para 0s quais ax + b < 0 ou ax + b = 0 0u ax + b > 0, 0 que é chamado de estudo
do sinal de uma funcdo afim.

Acompanhe os Exercicios resolvidos a seauir, que tratam desse assunto.

(b) Pag. 106 de [12]

Exercicios

38.Classi 5 b V1
s seguintes em crescente ou decrescente: b
a)y=3x-2 dy=9

Bly==x+3 o
5-2¢

(3= (x4 17

ay= fy=3-5¢

39.para que valores reais de m a fungao de R em R

definida por:
a) fix) = mx—2é crescente? ay=

b) glx) = (m+ 3x + 1 é decrescente? By=-3x+1 dy=%
) hx) = (-m + 2)xé crescente? pv— =

40.Determine, em funcao do parametro m,avariagao  43.Faca o estudo do sinal da fungio de Rt em R repre-

das fungoes de P em R abaixo:
a)y=(m+x-3
b)y=(2mix-5

O y=@-2m+1

41 .6m cada caso,
representada no gréfico:
¥

44.po fazer o estudo do sinal de uma funcao afim, um
estudante obteve:
2
x>-2 5 y<o
2oy

2
<-Zoy>0
x<-2oy

Qual éalei que define essa fungéo?

No Exemplo 2 da pagina 70 estabelecemos que o saldrio do corretor & dado por s(x) = 500 + 0,02 - x, em
que x 6 o total de vendas do més. Qual deve ser o total de vendas para que o saldrio do corretor ultrapasse
RS 3000,007

Devemos ter:

s(x)

500 + 0,02 -
0,02 -

0,02 -

v

125000
Assim, as vendas precisam superar RS 125000,00.

‘Acabamos de resolver uma inequagdo do 17 grau. Vamos, a seguir, mostrar como se resolvem algumas outras
inequacdes.

(d) Pag. 84 de [4]
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