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Resumo

Neste trabalho de conclusdo de curso do programa de Pds-graduacdo em
matematica PROFMAT da UNIRIO sdo apresentadas duas demonstragdes do Teorema
do Hexagono de Pascal. A primeira por geometria sintética, via o Teorema de Menelau,
e a segunda algeébrica, via 0 Teorema de Bézout.

Esse trabalho foi desenvolvido em conjunto com o trabalho do professor Joédo
Jorge Fernandes Chaves cujo tema é o Teorema de Pappus. Em ambos ha pré-requisitos
comuns e o Teorema de Pappus pode ser entendido como um caso particular do
Teorema do Hexagono de Pascal.

Houve uma grande preocupacdo com o uso de uma linguagem adequada a
alunos do ensino médio. Ao final do trabalho ha uma proposta de algumas atividades
que podem ser aplicadas a esses alunos. Tanto ao longo do desenvolvimento do trabalho
quanto nas atividades propostas ao final, foi usado o programa computacional gratuito
Geogebra.

Palavras-chaves: Pascal, Pappus, Menelau, Bézout,



Abstract

This course conclusion paperwork for the Master Program in Mathematics from
PROFMAT UNIRIO presents two proofs of Pascal’s Hexagon Theorem. The first for
synthetic geometry, by Menelau's Theorem, and the second algebraic, by the Bézout's
Theorem.

This paper was developed in conjunction with Jodo Jorge Fernandes Chaves ’s
paperwork whose theme is Pappus's theorem. In both papers there are common
prerequisites and Pappus’s theorem can be understood as a particular case of Pascal's
Hexagon Theorem.

There was concern with the use of appropriate language to high school students.
At the end of the paper there is a proposal of some activities that can be applied to these
students. During the development of the paper and at the proposed activities, we used
the free software GeoGebra.

Keywords: Pascal, Pappus, Menelau, Bézout,
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INTRODUCAO

- Gatinho de Cheshire (...)

Poderia me dizer, por favor, que caminho devo tomar para ir embora daqui?
- Isso depende muito de para onde quer ir - respondeu o Gato.

- Para mim, acho que tanto faz... - disse a Alice.

- Nesse caso, qualquer caminho serve - afirmou o0 Gato de Cheshire.

Os recorrentes ajustes curriculares das escolas brasileiras reduziram e
compartimentaram o ensino da matemética. A ciéncia da razdo precisa entrelacar,
através da Logica, a Aritmética com a Algebra e a Geometria. N4o se podem formar
técnicos especialistas, em apenas uma dessas trés areas da Matematica, para 0 ensino
basico. E preciso ver o todo, interligado na Matematica e levar sua linguagem e seu
modo dedutivo para as outras ciéncias. O resultado que se deve buscar é de formar
jovens criativos que adquiram familiaridade com as ciéncias em uma visao holistica do

mundo.

Quando se ensina um contetdo com enfoques diferentes, o pensamento l6gico e
dedutivo fica mais aprofundado o que possibilita aumentar o entendimento do assunto
ensinado. H& muito tempo é comum o0 uso de materiais concretos para ajudar a
compreensdo de conceitos matematicos e hoje a tecnologia digital pode ser usada com
esse mesmo proposito. Com a disponibilidade desse instrumento é facil pesquisar
informacBes relevantes e, usando programas especificos, criar conjecturas, fazer
inferéncias e descobrir alguns resultados para depois demonstra-los. 1sso sem davida
pode melhorar a capacidade de abstracdo do estudante, o que é valioso para 0 bom

entendimento dessa ciéncia.

Esse trabalho entremeia conceitos de Geometria e Algebra com o suporte de
material digital disponivel. O texto esta escrito de acordo com os conteidos do ensino
basico e com uma linguagem apropriada a essa etapa. Todavia, as ideias sdo construidas
com 0 rigor necessario ao ensino dessa ciéncia. Seu desenvolvimento reune personagens
e fatos historicos para situar no tempo a evolucdo do conhecimento matematico que é
um verdadeiro patrimdnio da humanidade. O objetivo principal é demonstrar o teorema
do hexagono de Pascal que é dotado de um forte apelo geométrico, através de um

caminho essencialmente algébrico.
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A partir da Geometria Analitica de Descartes, define-se uma curva plana como
sendo o conjunto solucdo de uma equacdo polinomial de duas variaveis com
coeficientes reais. Esse conjunto serd o ingrediente fundamental para desenvolver o
estudo do Teorema do Hexagrama Mistico de Pascal, apresentado no século XVII por

Blaise Pascal aos 16 anos, que garante o0 seguinte:

“QOs pontos de intersecdes determinados pelos prolongamentos dos lados opostos de

um hexagono inscrito numa conica irredutivel estdo alinhados”.

Sera visto que esse resultado é independente da conica dada destacando-se,
também, o caso da coOnica degenerada em duas retas concorrentes. Esse caso é

conhecido na literatura classica, como o Teorema de Pappus.

O primeiro capitulo apresenta os pré-requisitos geométricos acompanhados de
uma demonstracdo basica do Teorema do Hexagono de Pascal na circunferéncia, a luz
do Teorema de Menelau de Alexandria, o Ultimo dos grandes gedbmetras grego. Essas
demonstracfes podem ser apreciadas com facilidade por alunos do ensino basico, pois
envolve apenas conhecimentos do Teorema de Tales das retas paralelas ou de

semelhanca de triangulos.

O segundo capitulo disserta sobre os pré-requisitos algébricos voltados para o
estudo da intersecdo das curvas algéebricas planas, feito pelo método da resultante de
dois polindmios de duas variaveis reais. Nele se discute uma demonstracdo do Teorema
de Bézout, dirigida aos alunos do ensino médio. Essa versdo mais simples mostra como

estimar o nimero de pontos de intersecdo de duas curvas planas dadas.

O terceiro capitulo consiste na demonstracdo do Teorema de Pascal por um
caminho algébrico. Sdo também discutidas variantes e consequéncias desse teorema que
podem ser visualizadas através de recursos digitais como o Programa Computacional

Geogebra.

O quarto capitulo propGe algumas sugestdes de atividades que podem ser
aplicadas em sala de aula e estdo relacionadas com a abordagem desenvolvida neste

trabalho. As solucdes dessas questes seguem no quinto capitulo.
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CAPITULO 1

O presente capitulo retne alguns pré-requisitos geométricos mais relevantes ao
desenvolvimento desse trabalho, permanecendo, sempre que possivel, 0s conceitos da
geometria Euclidiana, embora em alguns pontos seja necessaria a introducdo de novos

conceitos.

A Historia da Matematica vem sendo escrita a milénios, do Egito antigo e
Babilonia até os dias atuais, a Matematica vem evoluindo com o aprimoramento e
desenvolvimento de novas técnicas, fazendo com que esteja em constante expansao em
suas diversas subareas de atuacdo. Situar as descobertas no tempo com a investigacdo
das dificuldades existentes em cada época pode ajudar a compreender melhor algumas
estruturas e conceitos que foram evoluindo. O que estd construido resulta de muito
trabalho e esfor¢co, muitas vezes na tentativa de resolver problemas, propostos na época,

que sdo os motores propulsores do processo de criagéo.

Para chegar ao foco principal desse trabalho, que é de apresentar a demonstracao
do Teorema do Hexagono de Pascal perpassam outros matematicos que escreveram
importantes paginas dessa histéria. Foram os pré-requisitos criados para levar a
matematica até o estudo das curvas algébricas que sdo usadas nessa demonstracéo.

TR Y o

13


http://www.google.com.br/url?sa=i&source=images&cd=&cad=rja&docid=3Kz15SSgfkhyoM&tbnid=Zh28xyFUhh58kM:&ved=0CAgQjRwwAA&url=http://pt.wikipedia.org/wiki/Euclides&ei=dQ4HUdyCC4Lo8QTp9IGoAw&psig=AFQjCNG4DgS_MvKNnKtMQltJiyxh1LXFLg&ust=1359503349352982

A obra de Euclides de Alexandria (325 a.C. — 265 a.C.) foi a primeira que
atingiu um alto grau de sofisticagdo. Ele introduziu o método axiomatico e ndo se sabe
se sua obra tinha um motivo didatico ou se era para reunir o conhecimento da época.
Entretanto sabem-se que de fato ele alcangou esses dois objetivos com treze livros
intitulados Os Elementos. Esses livros continham Aritmética, Algebra e Geometria com
grande rigor. Depois da Biblia esse foi o livro que teve o maior nimero de publicagdes

em diferentes idiomas e 0 mais estudado até 0s nossos tempos.

Através de comentarios de historiadores gregos e arabes sabe-se que Menelau de
Alexandria (70 d.C. — 130d.C) escreveu uma cole¢do de seis livros sobre “Cordas no
Circulo”, um livro de “Elementos da Geometria” e uma série de trabalhos em geometria
e astronomia, todos perdidos. O Unico livro de Menelau que sobreviveu aos tempos foi
o “Sphaerica”, um tratado escrito em trés volumes sobre geometria e trigonometria
esférica, do qual chegou até o nosso tempo uma traducdo arabe. No volume IlI ele
menciona o teorema que € pré-requisito para esse trabalho porque pode ser aplicado na

resolucéo de problemas de pontos colineares.

1.1 - TEOREMA DE MENELAU

O Teorema de Menelau com a forma do ensino bésico pode ser enunciado do

seguinte modo:

Teorema de Menelau - versdo 1: Se uma reta t qualquer intersecta as retas suportes
dos trés lados AB, BCe CA de um triangulo ABC nos pontos M, N e P,

respectivamente, entdo:

14



Demonstracao:

Ha pelo menos dois modos simples de se demonstrar esse teorema no ensino
bésico. Pelo teorema do feixe de retas paralelas de Tales ou por semelhanca de
tridngulos. Aqui sera apresentado o primeiro método.

Considere a reta s, s//t, que passa pelo vértice B e intersecta o prolongamento do

lado AC em Q. Observe o desenho abaixo.

As paralelas t e s dividem as transversais AQ e AB em segmentos proporcionais.

(i) Das transversais AB e AQ resulta:

AM AP AM PQ

MB PQ MB AP
(ii) Das transversais QP e BN

PC NC PC NB

PQ NB PQ NC

AMPQPEN_, o AMPCNB.,

MB AP PQ NC MB AP NC

15



Para mostrar que esse teorema € reciproco e justificar a sua forma completa, é
necessario introduzir um conceito que hoje é estudado no ensino médio. A nocdo de
segmento orientado e a definicdo de razdo em que um ponto divide esse segmento

orientado.

1.2 - RAZAO DE DIVISAO DE UM SEGMENTO ORIENTADO

Antes de tudo, representa-se 0 segmento orientado de origem A e extremidade B,
com A= B, por AB. O comprimento do segmento AB ¢ a distancia entre os pontos A e

B e serd denotado por ‘@‘ A razdo em que um ponto P divide AB, P=B que esta

situado sobre a reta suporte do segmento orientado AB, sera indicada por r(PAB) ou

lg . ESsarazéo e um numero real tal que:

AP
|rAB|=@

e tem as seguintes condicdes:

(1%) a razdo é positiva, r,;> 0, se AP e PB tém 0 mesmo sentido, isto é, P é um

ponto interior ao segmento AB, conforme a figura abaixo.

Aeo— —9 =9 B

(2% a razdo é negativa, < 0, se AP e PB tém sentidos opostos, isto €, P é um

ponto externo ao segmento AB , conforme o desenho.

&

(3% arazdo énula, r,;= 0,se P =A, isto ¢, ‘ﬁ‘ =0.

16



Desse modo, quando P é um ponto qualquer, da reta suporte do segmento AB,

pode-se escrever a equacio

AP=r,..PB. (I)

Substituindo r,; =t se t=0 obtemos @:%.ﬁ . Além disso, para todo P = A vale
que:

AP+PB=AB - ﬁ+%-ﬁ>’=ﬁ ttll-ﬁ=ﬁ

AP=—AB, t=-1, (Il
t+1

Note que se na equacdo () for substituido a razdo t =—1, obtém-se o seguinte resultado:

AP=—PB .. AP+PB=0 .. AB=0 o que é uma contradicdo, visto que
A= B.
Agora, considerando-se que as coordenadas de A, B e P nessa reta sdo

respectivamente a,b e x. Da equacdo (I1) pode-se escrever que:

t t
Xx—a=——-(b-a) .. x=a+——-(b—-a), para t=-1.
t+1 ( ) t+1 ( ) P

Se Q(x) é um ponto de coordenada x, na reta suporte do segmento AB, e a razéo
em que o ponto Q divide esse segmento, conforme definido anteriormente, € o nimero t

que se aproxima de —1 (representa-se t — —1), entdo |x| tende para infinito (|x| —> o0) Na
~ t . . , .
expressdo x= a+n-(b—a) . Assim, convenciona-se que t=-1 estd associado a um
+

ponto no infinito o que sera representado por P, . Além disso, como ‘ﬁ‘ é finito e ndo

nulo resulta que ‘AT;‘ = ‘@‘

17



Defina a funcéo r: AB >R que associa a cada ponto P da reta AB um nlimero

real r(PAB)=t. Essa funcdo é sobrejetiva porque dado um ndmero real t qualquer

existe um ponto P(x), cuja coordenada x é obtida pela expressdo x=a+tL1-(b—a).
+

Além disso, se r(PAB)=r(P'AB)=t entdo AP =AP’, isto ¢, P=P’' 0 que prova que

essa funcdo é injetiva. Com isso, concluimos que a funcdo definida € bijetiva.

Por convencdo, duas retas paralelas ttm um ponto comum no infinito; assim,

uma reta do infinito, com a notacéo |_, é o conjunto de todos os pontos, de um plano,
no infinito. Se G é um ponto do infinito (G,) de uma reta s e Hg snI_, indicaremos

Se areta paralela areta s que passa pelo ponto H.

She

Dado um triangulo ABC, admita no decorrer do trabalho que os lados orientados

estdo na ordem AB, BC e CA.

1.3 - TEOREMA DE MENELAU NA FORMA COMPLETA

Teorema de Menelau: Considere um triangulo ABC cujos lados AB, BC e CA tém

retas suportes S,;, Sgc € Sca-Se Mes,;, Nes,. e Pes., entdo:

M, N e P sdo colineares se, e somente se r(MAB).r(NBC).r(PCA) =-1.

Demonstracéo:

A demonstracdo sera separada em trés passos.

18




1° passo: Dois pontos estdo no infinito, digamos M e N, entdo:
r(MAB).r(NBC).r(PCA)=-1 < (-D)-(-)-r(PCA=-1 <

r(PCA)=-1 < M, N, Pel_, ouseja, M, N e P sdo colineares.

2° passo: Apenas um ponto esta no infinito; digamos M el, = r(MAB)=-1.

Logo, as outras razdes tém o mesmo sinal e r(NBC)-r(PCA) =1

&
BN CP BN PA — —
NP, o BN_PA L Rpime.
NC PA NC CP
Observe as duas situacdes possiveis abaixo:
19 CASO: razdes positivas
2° CASO: raz8es negativas
C
B
A _______________
’ \\\ Moo ————=
K S
/P N~

Nos dois casos a reta |, intersecta a reta |,; no ponto M _, entdo os trés pontos M_, N

e P sdo colineares.
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3° passo: Os trés pontos M, N e P nédo estdo em |_. Entdo primeiramente vamos provar

que se os trés pontos M, N e P sdo colineares entdo o produto das razdes é (-1).

Ja foi provado na secdo 1.2 que se 0s trés pontos sdo colineares, entdo vale a igualdade:

AM BN CP
r(MAB).r(NBC).r(PCA)|=|r(MAB)|-[r(NBC)|-r(PCA)| = — —-—=1.
r(MAB).r(NBC).r(PCA)| =|r(MAB)|-|r(NBC)|-|r(PCA)| 5 NG PA

Além disso, uma reta transversal que ndo passa por um Vértice intersecta dois lados e o
prolongamento de um deles, ou os prolongamentos dos trés lados, conforme sugerem as

figuras abaixo.

C Figura1

A B

Na figura 1 a reta transversal intersecta apenas o prolongamento de um lado.

Logo, apenas a razdo r(MAB) é negativa, entdo o produto das trés é (-1).

Na figura 2 a reta transversal intersecta os prolongamentos dos trés lados, entéo
as trés razbes sdo negativas, logo o produto é (-1). Isso finaliza a demonstracdo da

condicdo necessaria.

Agora falta demonstrar que: se o produto das raz@es é —1, entdo os trés pontos sdo

colineares.

Sejam M et,;, Nety., Pet,, e M, o ponto de interseccéo das retast,; € t,.

20



Observe a figura anterior.
(1) Por hipotese, o produto das razdes e (-1): r(MAB).r(NBC).r(PAC) =-1.

(I1) Pela condicéo necessaria demonstrada anteriormente se P, N e M, s&o colineares,

entdo r(M,AB).r(NBC).r(PCA) = 1.

De (I) e (Il) resulta r(MAB)=r(M,AB) que é equivalente a M =M, porque essa
relacdo é bijetiva. Com isso, concluimos que M, N e P séo colineares e isso finaliza a

demonstracdo da condicéo suficiente. m

1.4 - POTENCIA DE UM PONTO EM RELACAO A UMA CIRCUNFERENCIA.

Nesta secdo iremos mostrar algumas relagbes métricas que ocorrem na
circunferéncia e conduzem a um importante conceito que sera usado nesse estudo. Os

teoremas que serdo apresentados sao alvo do ensino médio.

Proposicéo 1 Representando por A(O,r) uma circunferéncia de centro O e raio
r, considere A um ponto qualquer do plano dessa circunferéncia A(O, r), Ag 4. Se
duas retas, concorrentes em A, intersectam A determinando as cordas BC e DE,

entdo:

Demonstracao:
A demonstracdo desse fato sera feita por semelhanca de triangulos e independe

se 0 ponto A é interno ou externo a circunferéncia. Observe que nas figuras abaixo as

retas I, e Iz se intersectam no ponto A.
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Nos dois casos, 0s angulos internos C e E dos triangulos ACD e AEB s&o

angulos inscritos da circunferéncia A(O,r) que possuem o0 mesmo arco BD

compreendido entre os seus lados, logo C =E. Além disso, é facil ver que, EAB =
CAD porque A é um angulo comum na primeira figura ou dois angulos opostos pelo
vértice na segunda. Portanto, os tridngulos ACD e AEB sdo semelhantes e assim seus

lados homdlogos sdo proporcionais. Em consequéncia podemos escrever a propor¢ao:

Ainda existe outra relacdo analoga a anterior que sera justificada abaixo por

semelhanga de triangulos.

Proposicdo 2: Se duas retas sdo concorrentes em A, uma é secante a

circunferéncia A e a outra é tangente a 4 no ponto T, entdo AB-AC = AT .

De fato, nessa situacdo o triangulo ABT é semelhante ao triangulo ATC porque

22



ATB=ACT e Aéum angulo interno comum. Entdo podemos escrever a proporcao:
AB_AT . ABAC=AT =
AT AC

Essas relagbes métricas dependem da distancia (d) do ponto A ao centro da

circunferéncia. Observe as figuras abaixo:

Figura 1 Figura 2

Na figura I, AF =d-r e AG=d+r, entdo pelos resultados anteriores temos:
AT =AB-AC=AD-AE=AF-AG=(d—r)-(d+r)=d?—r?.
Nafigurall, AB=r—d e AC=r-+d, logo das relacdes anteriores resulta:
AB-AC = AD-AE = AF-AG =(r—d)-(r+d)=r?—d?2.
Isso mostra que o valor do produto AB-AC depende da posicao do ponto A em
relacdo a circunferéncia. Por isso é uma propriedade posicional; assim, sera chamada de

poténcia do ponto A em relacdo a circunferéncia A de centro O e raio r e sera

representado por Pot, (A).

Definigdo: (Poténcia do ponto A)
Essa poténcia € um namero real cuja unidade equivale a unidade de area e

atende as condicdes seguintes:

(i) 0 mddulo da poténcia, |Potl(A)| , € 0 produto das medidas dos segmentos colineares

que ligam o ponto A a circunferéncia.
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(i) se AB e AC tem 0 mesmo sentido, entdo A é um ponto exterior a circunferéncia e

a Pot,(A)>0.

(iii) se AB e AC tem sentidos contrarios, entio A é um ponto interior a
circunferénciaea Pot,(A)<0.

(iv) se A é um ponto que pertence a circunferéncia, entdo Pot, (A)=0.
Com essa definicdo, podemos escrever que para todo ponto A que dista (d) do centro O
de uma circunferéncia (O, r), temos: Pot,(A)=d*—r>.
Note que:
A é um ponto exterior = d>r = Pot,(A)>0

A éum ponto interior = d<r = Pot,(A)<0

A pertence a circunferéncia = d=r = Pot,(A)=0

Exemplo:
Sejam AB=BC =CO =2cm e a circunferéncia 4 = A(O, OB), entdo as poténcias de A,
B e C séo:

Pot, (A) =6° —4* =20 cm’

Pot,(B) =4’ -4* =0 cm?

Pot,(C) =2>-4° =-12 cm’

O conjunto de todos os pontos do plano que possuem a mesma poténcia em

relagdo a uma circunferéncia A(O,r) € outra circunferéncia concéntrica. De fato, no
exemplo anterior, todos os pontos da circunferéncia «(0O,2) tém a mesma poténcia (—
12 cm®) em relagdo & circunferéncia A4 e todos da circunferéncia S(0O,6) tém a mesma

poténcia igual a (20 cm?®) em relacdo a A .
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1.5 - TEOREMA DO HEXAGRAMA DE PASCAL NA CIRCUNFERENCIA

Blaise Pascal (1623 — 1662), matematico, fisico, tedlogo e escritor de origem

francesa, nasceu em Clermont-Ferrand, regido de Auvergne, na Franca, em 19 de junho de

1623. Pascal aos doze anos comecgou a trabalhar em Geometria, chegando a descobrir

que a soma dos angulos de um triangulo é igual a dois angulos retos.

Pascal

Seu pai Etienne Pascal, frequentava
reunides na casa do Padre franciscano
Marin Mersenne, fildsofo e fisico francés,
onde se discutia religido e outros assuntos,
como: Filosofia, Fisica, Matematica, com
a  participacdo de  personalidades
importantes. Foi com aproximadamente
quatorze anos que Pascal comecou a
acompanhar seu pai nessas reunides e aos
dezesseis anos apresentou o0 ensaio sobre
as conicas, baseado nos estudos de Girad
Desargues que também participava dos

encontros promovidos na casa de Mersenne. Ainda aos dezesseis anos apresentou Varios

teoremas de Geometria Projetiva, entre 0s quais constava o teorema que é o propdésito

principal desse trabalho. Esse teorema, da forma que sera apresentado, pode ser

estudado no ensino basico.

Teorema do Hexagono de Pascal na circunferéncia:
Considere um hexagono ABCDEF convexo (pode ndo ser convexo) inscrito numa

circunferéncia. Se os pares de retas que sdo suportes dos lados opostos

{s: oe b {se Iee 1 {lco  14e } Se intersectam em trés pontos respectivamente M, N e P,

no infinito ou ndo, entdo eles sdo colineares.

Observe a figura abaixo que ilustra este teorema.
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/79/Blaise_pascal.jpg

Demonstracao:
Considere o triangulo RST definido pelas interse¢@es das retas |,5, I, € I- que

contém trés lados ndo consecutivos do hexagono.

Aplicando o teorema de Menelau trés vezes ao triangulo RST, encontra-se:

(1°) Com a transversal I : r(CRS).r(NST).r(BTR)=-1
(2°) Com a transversal I : r(DRS).r(EST).r(MTR) =-1

(3%) Com a transversal |, : r(PRS).r(FST).r(ATR)=-1
Multiplicando os elementos das trés equagdes acarreta:
r(CRS).r(NST).r(BTR)- r(DRS).r(EST).r(MTR)- r(PRS).r(FST).r(ATR) =—1

r(MTR) .r(NST).r(PRS). u= -1.

Sendo u = r(CRS) .r(BTR).r(DRS). r(EST). r(FST). r(ATR) e

u=|RC.IB RD SE SF TA|_[RCRD SESF TBTA
#1”|Cs BR'Ds ET FT AR| |BRAR CsDs FTET|

Para calcular o valor de x basta lembrar que a poténcia do ponto R em relacdo a

circunferéncia é;

Pot (R)= RC-RD = RB-RA> 0, ent&o F%E_;) =1, analogamente tem-se:
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SE - SF

Pot (S) = SE-SF =SD-SC > 0,entio —— =1
SD-SC

Pot (T) = TA-TB=TF -TE > 0, entdo TA-TB -1
TF-TE

Substituindo na expresséo de ., obtém-se 4 =1 e a concluséo é que
r(MTR) .r(NST).r(PRS) = -1.
Pelo teorema de Menelau conclui-se que M, N e P sdo colineares. m

Com o declinio de estudos de geometria entre os Gregos e com 0S NOVOS
desenvolvimentos limitando-se a astronomia, trigonometria e algebra, Pappus foi o
ultimo geébmetra classico grego (290d.C e 350d.C.) de importancia. Sua fama reside em
sua extensa obra denominada “The Collection”, na qual ele reuniu uma lista de
importantes obras antigas, algumas atualmente perdidas. Nesse compéndio, ele
acrescentou inmeras explanacdes e ampliacdes. Essa obra contém oito livros que
abordam os seguintes topicos: conicas, geometria plana, mecénica, linhas retas
tangentes a certas curvas, entre outros. Pappus foi o que chamamos hoje em dia de
"comentarista”. O teorema de Pappus é citado hoje como base para a geometria
projetiva moderna e pode ser tratado como um caso particular do teorema de Pascal.
Esse teorema pode ser enunciado do seguinte modo: Considere o hexagono nao
convexo ABCDEF com os vértices ndo consecutivos A, C e E pertencentes a uma reta, e
os vertices B, D e F sobre outra concorrente com a primeira. Se os pares de lados
opostos: (AB, DE), (BC, EF), (CD, AF) sdo concorrentes respectivamente em M, N e P,

entdo esses pontos sdo colineares. Observe a figura abaixo.
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Mais precisamente se pode escrever do seguinte modo:

Teorema de Pappus: Sejam as retas coplanares distintas u e v com dois

conjuntos de trés pontos distintos {A,C,E}cu e {B, D, F}cv. Entdo os pontos

de interseccdo Iz, Nl =M, I nlge =N e |, nl,- =P séo colineares.

Comentéario: A demonstracdo do Teorema de Pappus, com enfoque no ensino

fundamental, é similar a apresentada no Teorema do Hexagono de Pascal na

circunferéncia e pode ser vista no trabalho de conclusdo de curso do PROFMAT —

UNIRIO de Jo&o Jorge Fernandes Chaves.
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CAPITULO 2

Na Grécia antiga Apolonio (£262 a — 190 a.C.) escreveu um conjunto de oito
livros sobre as curvas planas que podem ser obtidas intersectando-se um cone de duas
folhas por um plano. Essas curvas sdo denominadas conicas. Elas tém propriedades
geométricas impressionantes que podem ser usadas na fisica e aplicadas em diversos
ramos da engenharia, arquitetura e astronomia. Coube a Pierre de Fermat (1601-1665) e
a René Descartes (1596-1650) a descoberta de que as se¢Ges conicas podem ser
expressas por equacgdes do segundo grau nas coordenadas (X, y). O primeiro escritor a
colocar o estudo algébrico das conicas em algo que se pode chamar de uma base

moderna foi Guillaume Francois Antoine, Marqués de I'Hépital (1661-1704).
2.1 DEFINIC()ES INICIAIS

Nesse capitulo serdo apresentadas algumas notacdes e conceitos algébricos que
sdo importantes para a compreesdo do trabalho. Os resultados mais relevantes serdo
demonstrados ou indicaremos a fonte para buscar a sua prova.

Denomina-se polinémio de duas variaveis x e y sobre R, isto é, quando x e y

percorrem 0 conjunto dos numeros reais, a adicdo de termos algébricos do tipo

ax'y!, aeR e com expoentes i e j naturais. Por exemplo X°+xy’—4x’y*—6 é um
polinémio, porém X~ +2xy —5xy néo é um polindmio porque o expoente do primeiro
termo (X™°) n&o é um nimero natural. A funcdo f :R*> — R definida por f(x,y)=z é
denominada funcdo polinomial de duas variaveis reais. O polinbmio que define essa
funcdo serd denotado por f ou f(x,y), embora sejam conceitos distintos.

O grau do monémio axiyj , para a =0, é a soma dos expoentes das variaveis x e
y, isto é, i + j. Com isso, o grau do polinémio é definido pelo maior grau de todos os
seus monémios e o grau de um polinémio f sera denotado por of . Com essa notacao
pode-se escrever que se h(X,y)=2x-3x’y*+6xy’, o grau do polindmio h é
oh=méx{1, 4,3} = oh=4.

As ideias de Descartes e Fermat possibilitaram descrever as conicas e suas

degeneracdes através de polinémios de grau dois com duas variaveis.

29



Definicéo:
Uma curva algébrica plana é o lugar geométrico dos pontos do plano cujas
coordenadas cartesianas satisfazem a uma equacéo do tipo
f(x,y)=0,
Onde f é um polindbmio n&o constante; isto &, a curva algébrica plana é o conjunto

dos zeros do polindmio de duas variaveis reais e sera representada por Z(f):

Z(f)={(xy)eR% f(xy)=0}
Esse conjunto é também denominado trago real do polindmio ou simplesmente trago
e 0 grau da curva é o grau do polinébmio; assim, curvas de graus 1, 2 ou 3 séo

chamadas retas, conicas ou cubicas, respectivamente.

Algumas curvas algébricas planas sdo estudadas no ensino médio nas suas
formas mais simples. A seguir apresentamos essas curvas definidas pelos conjuntos dos

zeros de polindmios de grau 1 e 2.

A reta

Dado f(x,y)=ax+by+c com a e breais ndo simultaneamente nulos, o trago

de féumareta: Z(f)={(x y)eR? ax+by+c=0}.
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A circunferéncia
Dado g(X,y) =(x—a)’+(y—b)*—r? com a e b reais quaisquer e r um

nimero real positivo, o traco de g é uma circunferéncia:
Z(9)={(x,y) €eR? (x—a)*+(y—b)’ —r* =0}.

3+

o
—_
N o= - -
[]

A elipse
X2 y2
Dado h(x,y) :¥+F_l com a e b reais ndo nulos, a=b, o traco de hé uma
elipse:

2 2

z(h)={(x,y) e R%; %+y—_1=0}.

o

r

-
L

31



A hipérbole

2 2
Seja i(x, y)=%—§—1 com a e breais ndo nulos, a=b, o traco de i é uma
hipérbole:
. ) X2 y2
Z()={(x,y) e R%; ¥—F—1=O}.

A parabola

Seja j(x,y)=Yy*—ax com a real ndo nulo, o traco de j é uma parabola:

Z(f)={(xy)eR* y* =ax}.

W
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2.2 INTERSECAO DE CURVAS ALGEBRICAS PLANAS

Pode-se escrever um polindmio f (x, y) de dois modos:

com a varidvel y, e coeficientes dependentes de x, f (R[x])[y]; ou com a variavel

x e coeficientes em R[y], f (R[y])[x].

Exemplo:

Se f(X y)=—xy’+xy+8y°—5y+4, tém-se 0s seguintes modos:

Primeiro modo:

se fe(RIX)IY], F(xy)=a,(x)-y*+a(x)-y+a,(x), ouseja,

f(X,y) =(B8-X)-y*+(x—=5)-y+(4) e seus coeficientes s&o a,(X) =8-X, a,(X) =x-5
e a,(x)=4.

Segundo modo:

se fe(RIYDIX], f(xy)=hy(y)-x+by(y), ou seja,

f(X,y)=(=y*+y)-x+(8y’ —5y+4) e seus coeficientes sio b (y)=—y*+y e

b,(y) =8y* -5y +4.

Segundo J. Stillwell a resolucdo de um sistema de equacOes lineares foi
desenvolvida na China por volta de 200 anos a. C.. A técnica de eliminar uma variavel
de dois polinbmios para resolver sistemas de equagdes ndo lineares foi desenvolvida na

Europa no século XVII motivado pelo estudo da intersecdo de curvas algébricas.

Para determinar a intersecdo de uma reta Z(f)={(x,y) eR* x—y+3=0} com

uma hipérbole Z(g) ={(x,y) € R*; 2x* —y* -7 =0} é preciso resolver o sistema:
f(x,y)=0 X—y+3=0
g(x,y)=0 2x" -y =7=0
E claro que é possivel achar o valor de y na primeira equacio e elimina-lo
substituido esse valor na segunda equacéo. Entretanto aqui sera usada outra técnica um
pouco diferente. Em primeiro lugar vamos escrever os dois polinbmios com variaveis y
e coeficientes dependentes de x.

s ) Oy +(D-y+(x+3)=0
Dy +(0) y+ (26 -T) =0
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Se y=k é uma das solugdes da primeira equagdo, multiplicando essa equacéao

por y obtém-se outra equagdo que também possui a solugdo y =k . Com isso forma-se

um novo sistema de trés equagdes (S, ) cujo conjunto solugdo contém o do sistema S,.

(0)-y*+ (-1)-y + (x+3)=0
S;1 (D) y*+ (x+3)-y + (0)=0
(<1)-y*+(0)-y+(2x*-7)=0

Pode-se ainda escrever S, na forma matricial o que resulta em

0 -1 x+3]|y*] [o
S,/-1 x+3 0 [|y'|=]0
-1 0 2x*-7||y°| |0

Com a substituicio de y°, y'e y> por z,, Z, e Z,, respectivamente, obtém-
se um sistema linear homogéneo de incdgnitas z,, Z, e Z,. Como y deve percorrer o

conjunto de todos os ndmeros reais, o sistema linear homogéneo S,deve ser

indeterminado, caso contrério teria apenas a solucao trivial o que corresponderia obter

somente y=0. A condigdo para que isso ocorra, isto €, o sistema linear homogéneo

tenha infinitas solucbes é o determinante da matriz dos coeficientes ser igual a zero.

Logo,
0 -1 x+3
det| -1 x+3 0 |=0
-1 0 2x*-7

Resolvendo o determinante de ordem trés, pelo desenvolvimento de Laplace
aplicado a primeira coluna, encontra-se a equacao:
D) (D) [2X° =D+ (D)* (<D - [-(x+3)°]=0 .. —2X°+7+X*+6x+9=0
x*—6x-16=0 .. Xx=8 ou Xx=-2
Essa técnica funciona como um método de eliminacdo de uma das variaveis, que
no caso foi y, para calcular a outra. Com a substitui¢do dos valores de X na equagéo

x —y + 3 = 0 determina-se a solugdo do sistema S, isto €, os pontos de intersecdo das

duas curvas:

Z(f)nz(g)=1(811), (-2.1)},
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Conforme ilustra a figura abaixo:

O@P-————mmm e e e m e mmm— e —

O numero de pontos de intersecdo de duas curvas Z(f) e Z(g) é representado
por: #(Z(f)~Z(g)). Cabe agora ao leitor a seguinte pergunta: é possivel determinar

esse nimero sem resolver o sistema formado pelas equacdes que definem as curvas?
Com o proposito de responder a essa questdo, convido o leitor a pensar na intersecdo

dos tracos dos polinémios f e g,

f(xy)=y"—x e g(xy)=x"—2x+Yy?

Entdo é preciso resolver o sistema:

s —X+y*=0
YIx2—2x+y?=0

Escrevendo os polindmios com a variavel y e coeficientes dependentes de x encontra-se

s {(1)-y2+(0)-y+(—x)=o ()
Oy +0) Y+ (=290 =0 ()

Multiplicando-se as equagOes E; e E, por y obtemos um sistema que pode ser

interpretado como linear homogéneo de quatro incognitas.
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@y +(0)-y*+ (-x)-y + (0)=0 (E)-y
0y +@-y*+ (0)-y + (-x)=0  (E)

1@ Y H0) Y (3 -2X)-y+(0)=0  (E,)-y
0y +@-y*+(0) y+(x*-2x)=0  (E,)

Que € equivalente a

1 0 —x 0 vl |0
01 0 —x |]y?| |o
10 X¥-2x -x ||y "o
01 0 x*=2x||y°| |O

Como y deve percorrer o conjunto dos numeros reais, 0 determinante da matriz dos

coeficientes deve ser nulo,

1 0 —X 0
0 1 0 —X

det ) =0
1 0 x"-—-2x —X

0 1 0 X2 —2x

e este determinante resolvido pelo método de Laplace resulta em

1 0 —X 0 —x 0
(-D**1-0 x*-2x —x |[+(=D**11 O -Xx [=0
1 0 X% —2x 1 0 x*-2x

(X2 =2X)% + X(X* = 2X) + X* + X(x* = 2x) = 0.
Fatorando o polindmio do primeiro membro da equacdo obtém-se:
(X*=2X)-[(X* =2X) + X+ X]+x* =0 .. (X*=2%)-[x*]+x* =0
e colocando x? em evidéncia resulta

x*-(x*=2x+1)=0 .. x=0 ou x=1
Note que calcular os valores de x eliminando y tem um significado geométrico. E
0 mesmo que projetar ortogonalmente os pontos de intersecdo das curvas no eixo das
abscissas. E razoavel pensar que sdo dois pontos de intersecio porque obtivemos dois
valores reais de x. Entretanto é necessario tomar cuidado com essa conclusdo, porque
podem ocorrer outros pontos pertencentes as retas verticais cujas equacdes séo x =0 e

x = 1. Nesse caso, apenas com a projecdo ortogonal dos pontos de Z(f)nZ(g) sobre

0 eixo x ndo se saberia determinar a cardinalidade do conjunto intersecao.
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Z(1)n2(9)={(0,0), 4 1), @& -1}

-----.\..---—-—

Para contornar esse problema pode-se ainda projetar sobre o eixo y resolvendo
de algum modo o sistema para calcular y. E o que sera feito a sequir.

Os mesmos polindmios  f(X,y)=y*—x e g(X,y)=x*-2x+y*, com a
variavel x e coeficientes dependentes de y formam agora outro sistema com equacdes
(e1) e (ex):
82{(0).x2+(—1).x+(y2)=o (e)

DX +(=2)-x+(y)=0 (&)
De modo analogo, ao que foi feito antes, multiplica-se a primeira equagdo (e;) por x
para recair em um sistema que se interpreta como linear homogéneo de trés variaveis.
(-1)-x*+(y?)-x+(0)=0 (e)-x
$39(0)-X* + (=1 -x+(y*)=0 (e)
(D)-x*+(=2)-x+(y*) =0 ()

O sistema (S3) pode ser escrito na forma matricial do seguinte modo:

-1 y> 0[|x*]| [0
-1 y*|-|x*|=|0
-2 y*||x*]| |0

Como x deve percorrer 0 conjunto dos nimeros reais, o determinante da matriz

dos coeficientes deve ser nulo,

-1 y> 0
det] 0 -1 y*[=0 .. y*+y'=2y*=0 .. y*(y*-1D=0
1 -2 y°

y=0 ou y=1 ou y=-1
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Esses valores indicam que ha trés pontos de projecdo no eixo y. Entretanto foram
encontrados dois pontos de projecdo no eixo X. Portanto, o conjunto intersecdo das
curvas é constituido por trés pontos dos quais hd dois que pertencem a uma reta
perpendicular ao eixo X. De fato, sobre a reta x = 1 conforme mostra o grafico anterior.

Para calcular os pontos de intersecao de duas curvas o método é o de selecionar,
uma das variaveis, digamos x, para figurar nos coeficientes, isto é, considerar f e g como

polinbmios na variavel y, e coeficientes em R[x]. Com isso procura-se determinar o0s
valores de X, para os quais f(X,,Y) e 0(X.Y) admitem uma raiz comum.
Geometricamente isso equivale a encontrar as projecdes sobre 0 eixo dos x dos pontos
de Z(f)nZz(g), isto é, os pontos X, para os quais a equacdo f(X,,Y)=0(X, Y)
admite uma raiz. Este processo, tipico da chamada Teoria de Eliminacdo, repousa sobre

0 estudo da Resultante de Polinbmios cuja defini¢do sera feita a seguir motivada nos

exemplos anteriores.

2.3 RESULTANTE DE DOIS POLINOMIOS DE DUAS VARIAVEIS

Definicéo: Considere

FOGy)=a,(x) Yy +a,(x)-y" " +..+a,(x) e

g(x,y) = by(x)-y" + b (x)- Y™ +...+ by (%),

Denomina-se resultante de f e g o determinante da matriz de ordem (m + n) com n
linhas formadas pelos coeficientes de f seguidas por m linhas formadas pelos
coeficientes de g, subentendendo-se que 0s espacos em branco sdo preenchidos

com zeros.
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(8, a 8,, a, _ _ _ ]
— a‘O a1 a‘m—l a‘m —_ — —
_ _ a, a a ., a.  _ B n linhas
a a a
Rf . :det — — — — —_ 0 a‘l — m-1 m
' by b .. b, Db o B
_ by b .. Db, b _ _ . _
_ _ by b R ¢ ¢ m linhas
o _ b, b .. b, b, ]

Resolver a equacdo, resultante igual a zero, corresponde a eliminar y no sistema
f(x,y)=0
{g(x, y)=0
A resultante de f e g também pode ser calculada tomando-se os polinémios com variavel

X € seus respectivos coeficientes pertencentes a R[y]. Nesse caso Rf'g =0 elimina o x

no sistema.

Exemplo 1:

Se f(x,y)=x*+y*-1 e g(x,y)=3x*+2y*—6, tomando-se os polindmios
f,g e(R[X])[yl, tem-se:

f(x,y)=1y*+0-y+(X’-1) e g(x,y)=2-y*+0-y+(3x*-6)

1 0 x*-1 0
2_
ng _ det 0 1 20 X -1
’ 2 0 3x°-6 0
0 2 0 3x*—6

Resolvendo esse determinante por Laplace encontra-se:

1 0 x? -1 0 x*-1 0
Rig=(-1)" 10 3x’-6 0 |+(D**-2.1 o0 x? -1
2 0 3x* -6 2 0 3x*-6
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Ri =| (3 -6)" ~2(x ~1)(3x" ~6) || 4(x ~1)’ ~2(x ~1)(3x" -6)
Reo =| (3 -6) =4 (> ~1) (3¢ ~6)+4(x" ~1)] |=[(3x° ~6)-2(x ~1) | =[x ~4

Para calcular a intersecdo dessa circunferéncia Z(f) com aelipse Z(g) basta

resolver aequagdo R; ;=0 .. xX*—4=0 .. x==2 e substituir na equagio

X*+y*=1=0 .. 4+y*-1=0 .. y*=-3.Este tltimo resultado é impossivel no
conjunto dos nimeros reais. Logo, as curvas nao tém ponto comum conforme se pode

observar no grafico desenhado abaixo, Z(f)"Z(g) = ¢.

Exemplo 2:

Agora, outro exemplo é calcular a resultante dos polindmios

f(x,y)=x*+y*—4 e g(xy)=xy—1, considerando f,g e (R[x])[y], ou seja,

1 0 x*-4
R;,=detfx -1 0 |.Resolvendo este determinante encontra-se:
0 x -1

R, =1+x*(x* —4) =x*—4x* +1.
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Para determinar os pontos de intersecdo dessas conicas resolve-se a equacao

0 - X2:4J_r\/ﬁ:4i2\/§:2i\/§'

Rig 2 2

Como esses dois ultimos valores sdo positivos, x =+ 2+./3.

Logo, X, = 2+\/§, xzzfo—ﬁ, x3:—x/2+«/§ e x4:—x/2—«/§.

Para calcular os correspondentes valores de y substitui-se cada valor de x na equagéo

1
gxy)=0 = xy=1 = y=="

=42+ - oyt o oy 2-3 = vy, =v2-43.
x=\2+3 = y, rE o \/2+\/_‘3 T Y, =v2-+3

Analogamente, obtém-se: yzz»\f2+\/§, y3=—«f2—x/§, y4=—«/2+J§. Entdo, o

conjunto de pontos de interse¢do da circunferéncia Z(f) com a hipérbole Z(g) é

(Y1) (%, ¥2), (%5, Ys), (X4, Y4)} como pode ser visto no gréfico abaixo.

O-——=—=——=—====

o

Os resultados que serdo apresentados a seguir revelam a importancia do estudo

da resultante de dois polinémios.
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2.4 POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

Definicéo: Considere R o conjunto dos nimeros reais e R[x] o conjunto dos

polinémios de coeficientes reais com a varidvel xe R ou na indeterminada xeR.

Diz-se que f e R[x] com of >1 é irredutivel sobre R quando para qualquer

fatoracdo f =g.h com geR[x] e heR[x] exatamente um desses polinémios é

constante, isto &, g(x)=a ou h(x)=b comaeR e beR.

A mesma defini¢do vale para o conjunto dos nimeros complexos C.

Uma observacgdo importante é que todo polindmio de grau 1 é irredutivel em R e

em C.
Note que dado f(x) =2x—6 e R[x] podemos escrever

f(x)=2-(x—3) ou f(x):12-(%x—%) ou f(x)=2-(v2x-3J2) seja como

for um dos fatores é uma constante real. Admita que os dois fatores ndo fossem
constantes, entdo teriam graus maiores do que ou iguais a 1, e dai o grau de f seria no

minimo 2. Isso é uma contradi¢do porque f tem grau 1.

Se f(x)= 2x—6€C[x] além das fatoracbes anteriores poderiamos escrever
produtos com coeficientes imaginarios do tipo:
f(x)=2i-(-ix+3i) ou f(x)=(@+i)((1—i)x—3(1—i)) onde i representa a unidade
imaginéria do conjunto C dos nimeros complexos.

Por outro lado polindmios do segundo grau nem sempre séo irredutiveis em R,
todavia sdo sempre redutiveis em C. De fato, o teorema fundamental da algebra
(teorema de Gauss) garante que qualquer polindmio de grau n em C[x] tem n raizes

complexas e entdo pode ser decomposto em um produto de fatores do primeiro grau e

coeficientes complexos.

f (x) =ax® +bx+c e R[x] com coeficientes a, b, ce R nem sempre pode ser
fatorado em R[x]. Se A=b?—4ac <0 esse polindmio nio tem raizes em R por isso

ndo é possivel a sua fatoragdo com fatores do primeiro grau em R[x]; assim,
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f(x) =x*—2x+5 ¢ irredutivel em R[x] porque A=-16. Porém, ¢ redutivel em C pois

£(X) = (x—(1+2i)) (x— (1 2i)).

Agora, f(X)=x"-5x+6 pode ser fatorado em R[x] e consequentemente em

C[x] porque A>0: f(x)=(x—2)(x—3).

Considerando R[x, y] 0 conjunto dos polinémios de duas variveis reais x e y
valem 0s mesmos conceitos anteriores. Desse modo f (X, y) =x*>+Yy* -2 é irredutivel

em R[x,y] e g(x,y)=x*—y* é redutivel, porque g(X,y)=x*—y* =(X+y)(X—Y).

As curvas definidas por esses polinémios Z(f)= {(x, Y)eR?|X*+y*-2= 0} e

Z(9) = {(x, y)eR? | x> -y = 0} podem ser vistas nos desenhos abaixo.

7
T )
/ X
r'f
II.' '.II
| 1] |
2 | 0 [
It f
Y !
\,\ y
— |
-2

Uma curva Q definida por um polindmio redutivel em R[x, y] pode apresentar

dois ramos separados ou ndo. De fato se essa curva é o conjunto dos zeros do polindmio

cuja fatoracdo e h(x,y)-h,(x,y) entdo h(x,y)-h,(x,y)=0 se, e somente se,
h(x,y)=0 ou € h,(x,y)=0; assim, a curva Qé a unido dos conjuntos
{(x,y) eR?*; h(x,y) =0} e {(x,y) eR? h,(x,y)=0}e estes conjuntos por si s6 sdo

curvas.

Examine 0s casos seguintes:
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1°caso: f(x,y)=x*+x*y* —x’y—x*—y>+3y* +4y—12 cuja fatoracdo é

f(x,y)=(x*—y+3)(x* +y*>—4) defineacurva f(x,y)=0, ou seja, todos os pontos

do R? taisque X*—y+3=0 ou x*+y?—4=0. Observe a curva Z(f) abaixo que

tem dois ramos.

/
nY
N

20 caso: g(X,y) =x>+2xy+y° —4x—4y+4 cuja fatoracdo é g(X,y)=(x+y—2)° tem

trago real Z(g) ={(x,y) € R®|(x+y—2)* =0} e apenas um ramo.

3° caso: se um polindmio h=11l, é o produto de trés polinbmios do primeiro grau
L(x,y)=2x+y, L(Xy)=x+2y e L(X,y)=x-y+2, entdo o polinbmio h é do
terceiro grau e Z(h) ={(x,y) € R* h(x,y) =0} é uma curva de trés ramos definidos

pelas retas L, L, e L, que sdo os zeros dos polindmios |,, |, e |l,, conforme o desenho

dado abaixo.
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As curvas conicas definidas por polinémios irredutiveis sdo a elipse (diz-se que
a circunferéncia é uma degeneracao da elipse), a hipérbole e a parabola. Embora seja

irredutivel o polindmio que define a hipérbole, ela € uma curva de dois ramos.

Considere que f e g tenham um fator comum, digamos h com grau ch>1, o

sistema que determina a intersecdo das curvas equivale a:

{f(x, y)=h(x,y)- f,(x,y)=0

g(x,y)=h(x,y)-9,(x,y) =0

Todos os pontos (X,,Y,) tais que h(X,,Y,)=0 sdo solucdes desse sistema. Logo a
intersecdo Z(f)~Z(g) tem infinitos pontos.

Observe a intersecdo das curvas tracadas abaixo.

Z(9)

Z(f)

2 0 2
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Nesse grafico

Z(f):{(x,y)eRz|x2y—xy2+x—y:0} e

Z(9) :{(x, y) € R? | 2X? —xy —y® —2x+2y :O}
cujos respectivos polindmios séo redutiveis, a saber:

f(xy)=(x-y)(xy+1) e g(x,y)=(x—-y)2x+y-2),entdo Z(f)nZ(g) € um
conjunto de infinitos pontos pois é formado pelos pontos A, B e todos os pontos (X, Y)

taisque x —y = 0.

2.5 LEMAS PRINCIPAIS

Um lema é um resultado preliminar que é usado como um passo intermediario

para demonstrar um resultado mais relevante da teoria.

Os lemas seguintes, aliados ao estudo da resultante de dois polindmios, sdo 0s
ingredientes fundamentais para a demonstracdo do Teorema de Bézout em sua versao
mais simples, que revela como se estima o ndmero de pontos de intersecdo de duas

curvas algébricas planas.

A estrutura do conjunto dos nimeros inteiros Z é apresentada aos estudantes
bem cedo. Ja nos primeiras séries do ensino basico mostra-se que esse conjunto é
munido da operacdo de adicdo com as propriedades: comutativa, associativa, elemento
neutro e elemento inverso; e da operacdo de multiplicagdo que apresenta as
propriedades: comutativa, associativa e elemento neutro. Ainda vale a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo. Logo depois se apresenta o conjunto

dos numeros racionais Q:{%; aeZ e beZz, b;tO} com as mesmas propriedades,

para adicdo e multiplicacdo, com o acréscimo que todo numero racional, ndo nulo, tem
um inverso multiplicativo; em seguida apresenta-se o conjunto dos nimeros reais R que

herda todas as propriedades dos nimeros racionais.
O conjunto dos polindmios na indeteminada x e coeficientes reais, indicado por
R[x], copia a mesma estrutura de Z. Assim é natural que se defina o conjunto denotado
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por R(x) cujos elementos séo fracdes de polindbmios, de modo analogo a definicdo de Q:

R(X) = {M p(¥) < RIX], q(¥) < RIX] & q(x) = 0}

q(x)
Note que R[x] <= R(x), basta fazer q(x) =1, o que é andlogoa Z = Q.

O produto de dois nimeros racionais € zero se, e somente se, pelo menos um
deles é zero e 0 mesmo ocorre em R(x): Vf, ge R(x)/{0}, f-g=0.Por isso dizemos
que R(x) dotado das operaces de adicdo e multiplicacdo constitui um dominio ou
dominio de integridade. Além disso, esse dominio é chamado dominio de fatoracéo
Unica ou dominio fatorial porque todo elemento ndo nulo e ndo invertivel de R(x) se
escreve de forma Unica, a menos da ordem de seus fatores, como um produto de

elementos irredutiveis de R(x).

Considere a fungdo ¢ : R[y]/{0} — {0, 1, 2, 3, ...} que associa a cada polindbmio
0 seu grau of . Essa funcdo, aliada as propriedades do conjunto R(x), define uma
estrutura algébrica (R(x)[y],5) denominada dominio euclidiano no qual existe um

algoritmo similar ao algoritmo de Euclides. Por tudo isso, dados f, g € R(X)[y] sem

fatores comuns, existem p, q € R(x)[y] que satisfazem a relag&o:

p-f+q-g=1.

Lema I. Sejam f, geR[x,y] (polinbmios de duas variaveis reais x e y) sem

fatores irredutiveis em comum. Entéo existe uma relacéo
a-f+b-g=c(x)

onde a, beR[x,y], porém, c € R[x] € um polindmio n&o nulo apenas na variavel

X. Resultado analogo vale trocando x pory.

Demonstracéo:
Como f,g € R[x][y] € R(x)[y], podemos considerar f, g como elementos de

R(x)[y]. Visto que f, g ndo tem fator comum em R[x][y], também n&o admitem fator
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comum em R(X)[y] que € um dominio euclidiano, assim existe uma relagédo

pf +4qg =1em R()[yl.
Eliminando os denominadores de p e q obtemos a relacdo prometida. m

Se p(x)eR[x] é um polinbmio, ndo constante, de uma varidvel x real e
coeficientes reais sabe-se, pelo teorema fundamental da &algebra de Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), que a equacdo p(x) = 0 tem no maximo um numero finito de
solucdes reais. Mais precisamente, esse numero € menor do que ou igual a op (grau de
p). O proximo lema é uma versdo analoga a esse resultado para polindbmios de duas

variaveis reais.

Lema Il. A intersecdo de duas curvas algébricas planas C,=Z(f) e C,=2(9)

sem componentes em comum & finita.

Demonstracao:
Sejam f, g e R[x,y] polinémios ndo constantes sem fator comum. Pelo lema

(1) existem polindbmios a,, b, a,, b, € R[x, y] que satisfazem as relagdes:

{ai(x, y)- £ y)+b(xy)-9(xy)=ci(X)
a, (%, y)- F(x y)+b,(x, y)-9(x, ¥) =c,(y)
onde ¢ (x)eR[X] e c,[yleR[y] sdo polindbmios ndo nulos nas variaveis x e vy,
respectivamente. Quando (X,,Y,) € solugdo do sistema f(x,y)=g(x,y)=0, isto &,
ponto de intersecdo das curvas de Z(f ) e Z(g), X, é uma raiz de ¢,(X)=0 e Yy, é uma

raiz de C,(y) =0 porque substituindo (X,,Y,) nas relagdes obtém-se

{ai(xo’ yo)' f (Xo’ y0)+b1(X0! yO)'g(XO’ yo) = C1(Xo) N {01()(0) =0
8, (%, o)+ F (%o, Yo) +10, (%5, o) - 9(Xg, o) =C,(Y,) C,(¥,) =0

e, pelo teorema de Gauss, isso ocorre em um numero finito de valores reais de X, e de

Yo. ®
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Lema I11. Escolhido um sistema de eixos conveniente, escreve-se 0s polindmios

f(x, y) e g(x, y) de variavel y, com coeficientes em R[x], para calcular a resultante

R , que é um polindmio na variavel x. O grau desse polindmio é no maximo

igual a of -og .

Demonstracao:

Escrevendo f, g como polindmios em (R[x])[y], segue que

f(xy)=a,(x)-y" +a,(x)-y" +...+a,(X)
g, y) =by(x)-y"+ b(x)-y" +...+ b (X)

onde a,(x) e bj (x) séo polindmios que tém grau maximo, respectivamente, i € j, visto
queof =m e 6g =n. Afirmamos que a resultante R ;€ uma soma de termos do tipo:
ta a - bbb com i i+ ]+ =m0

De fato: por definicdo, R, , =det(C;;) com i e j inteiros que variam de 1 até m + n.

. a;_;, se i<j<i+n
Para 1<i<m, ¢;= , .
0, caso contrario
: D, iy S& I-m<j<i
Para m+1<i<m+n, c. =

"1 0, caso contrario

Desta forma,

Rf,g :dEt(Cij):Zk:(iClkl'CZkz'""ka ....-C

m+2

m-+nk, )1

“Coiok man

“Coak

m m+1

ou seja, uma soma de termos com m + n elementos da matriz (C;;) onde

{Kis Ky Koy Kiygs Koo Ky f={1,2,3,.,m+n—1, m+n}

' m+n

e esses produtos dos elementos de (C;;) valem zero ou

ia‘kl—l ’ a‘k2 —2 Tt akm—m ’ bm+ K1 — (M+1) ~ bm+km+2—(m +2) "ot bm+km+n—(m+n) '

A soma S dos indices destes termos corresponde ao maior grau possivel do polindmio

resultante e vale:

49



S= (kl _1)+(k2 _2)+"'+(km _m)+(km+l _1)+(km+2 _2)+"'+(km+n _n)

m+n

S=> Kk, —(@+2+..+m)—(1+2+..+n)
p=1

m-+n

Lembrando que K, é um nimero natural que varia de 1 até m + n, a parcela Z k,deS
p=1

corresponde a soma de todos 0s nimeros naturais de 1 até m + n. Assim temos

_ @+ m+n)(m+n) 3 I+ m)m 3 @+n)n —mn

S
2 2 2

Deste modo, concluimos que:

grau(R, ,(x))<of -ag=m-n =

Lema IV. Sejam f, g dois polindbmios em R[x] degrau>1, onde of =n e og=m.

Séao equivalentes:
(DRry=0

(2) Existem polinémios ndo nulos f;,g9, € R[x] tais que f;.g = g,.f onde

ofy <(n—1) e dg; < (m-—1).

Demonstracao:
Sejam f(x) = agx™ + a;x™ 1+ +a, comay # 0 € g(x) = byx™ +

byx™' 4.+ b, comb, # 0 dois polindbmios em R[x] de grau > 1

Encontrar f,=a, X" +-+a - X+a, e g =B X" +-+ B X+ ndo
nulos tais que f;.g = g1.f é equivalente a obter uma solucéo néo trivial, em R, de um
sistema linear homogéneo com n + m equac6es nas incognitas

Qs Oy B By By - Bastaigualar os coeficientes dos termos de mesmo

grau:
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a8, —bya, =0
apf +a,p, —ba, —ba, =0
QB +a B, +a,f;—b,a —ba, —ba, =0

a‘nﬂm _bman =0

Observe que a matriz dos coeficientes desse sistema é:

ay _ e o=y L
a, a . T T
o 8 .. _otoo=b by oo _
a, : a — _bm _bl —
a, _  _ b, _
M=|~ . :
- - = ) — — — _bo
- - & _ - -by
I — - — a, — — _bm_
m colunas n colunas

Essa matriz corresponde a (—1) vezes n colunas da transposta da matriz que define a
resultante. Pelo teorema de Cramer um sistema linear homogéneo tem solucdo ndo
trivial se e somente se o determinante da matriz dos coeficientes é nulo, nesse caso,
det M = 0. Da teoria dos determinantes sabe-se que:

e matrizes transpostas tém determinantes iguais;

e quando se multiplica uma fila qualquer da matriz quadrada por um numero, seu

determinante fica multiplicado por esse numero.

Logo, usando as propriedades acima se obtém:

Ry g =(-1)"-det(M")=(-1)"-detM =(-1)"-0=0. m

Lema V. Sejam f, g dois polindbmios em R[x] de grau > 1. S&o equivalentes:

(1) Rf,g == O
(2) f e g possuem um fator comum de grau >1 em R[x]
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Demonstracao:

1= (2):
Como Rs, =0, pelo Lema IV, existem f;, g, € R[x] tais que f; g = g, f onde
0fy <(n—1) e dg; < (m—1). Como R[x] é dominio fatorial, todos os fatores
irredutiveis de grau > 1de f aparecem no produto f;.g, todavia nem todos podem
aparecer em f;, pois por hipotese, df; < df, assim, pelo menos um dos fatores

irredutiveis de grau > 1 de f aparece em g.

(2) = (1):
Seja h € R[x] um fator comum de f e g com grau = 1. Temos
f =h.fy com f; ER[x] e 3f; <Of
g = h.g, com g, ER[x] e dg; < dg
Claramente, temos que

f1r9= fi-h.g1=01.f
Segue novamente do Lema IV, que Ry, = 0. m

Observacao:

Seja S 0 conjunto das retas que passam por pelo menos dois pontos de

Z(f)nZ(g)=T,. Se #(I')=n, entdo da analise combinatéria sabe-se que

#(S) < C,f :@, isto é, S também é finito. Como o conjunto dos nimeros reais R

é infinito, escolha me R que ndo é coeficiente angular de nenhuma reta do conjunto S.

Se S conttm pelo menos uma reta vertical, aplica-se uma transformacéo

(x,y) —> (x—%, y) aos pontos das curvasZ(f) e Z(g), desalinhando todos os

pontos de I'; da direcéo vertical. Considere dois pontos A (x,,y,) e A(x,,y,) de I';,

intersecdo de Z(f) com Z(g), que pela transformacdo aplicada correspondem
respectivamente  a Bl(xl—ﬁ,yl) e Bz(xz—ﬁ,yz), y,#Y,, pertencentes ao
m m

conjunto I',, intersecdo das novas curvas obtidas. Suponha que B, e B, estejam

alinhados na mesma reta vertical, entdo x A X, ~Y2 gissoresultaem m=Y2"%
m m

X=X
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0 que é uma contradi¢cdo porque nenhuma reta de S pode ter coeficiente angular m. Essa

transformacéo define uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos I, € I7,,

logo #(I';) =#(I',) . Conclui-se que é sempre possivel determinar o nimero de pontos

de intersecdo de duas curvas atraves de uma projecdo sobre 0 eixo x. m

As figuras abaixo exemplificam o que ocorre quando se aplica uma

transformacéo do tipo (x,y) — (x—l, y).
m

Z(9)={(x,y) eR?* 4x’ +y>-4=0} e Z(p)={(x,y) eR? X’ +4y?-4=0}

o

Z(g)nZ(p)={A,B,C,D} onde A e C tém a mesma abscissa e as de B e D sdo iguais

também. Com a transformagdo (x,y) — (x—%, y) obtém-se as novas curvas:

2(g) ={(x.y) R*4(x+D)* +y2=4 =0 e Z(p) ={(x y) € R (x+3) +4y*~4=0}
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Z(p)

Z(gYnZ(p")={A B,C,D} onde A, B, C e D tém abscissas diferentes.

2.6 TEOREMA DE BEZOUT

Foi o matematico Frances Etienne Bézout (1739 — 1783), autor de um dos livros
de matematica mais utilizados de sua época, o0s seis volumes de Cours de
Mathématique. Nascido na Franc¢a, em marco de 1739, em uma familia de Magistrados
distritais, Bézout preferiu os nimeros a politica, convencendo seu pai a lhe permitir
estudar matematica ao invés de direito. Foi muito influenciado pelo trabalho de
Leonahrd Euler, e suas habilidades foram reconhecidas pela Académie Royale des

Sciences.

Ele é bem conhecido por seu trabalho sobre o uso de determinantes na
eliminacdo algebrica. Outros trabalhos que ele publicou sobre a teoria das equages
foram reunidos em Théorie Geénérale des Algebraiques em 1779. Este inclui um
resultado conhecido hoje por teorema de Bézout, um importante resultado da
matematica que revela como estimar o numero de pontos de intersecdo de duas curvas
planas. Apds sua morte em 1783 uma estatua foi erguida em Nemours, cidade de seu

nascimento, uma pequena homenagem para um grande matematico.
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Bézout

Teorema de Bézout Sejam f(x,y) e g(x,y) dois polindbmios em R[x, y] de

grausn,m > 1 sem fator comum em R[x, y]. Entdo

#(Z(H)nZ(g) <n.m

Demonstracéo:
Se (x,y) € R? é tal que f(x,y) = g(x,y) = 0 entdo segue do Lema (ii) que
existe somente um nimero finito de ordenadas possiveis para um ponto de R? da

intersecdo das curvas determinadas por f e por g. Consequentemente, para uma
ordenada fixa Y, € R existem no maximo n pontos em R? da curva determinada por

f(x,y) com esta ordenada y,, a saber os pontos (x,y,) tais que x seja uma raiz de

f(x,50) =0
Pela observacao anterior € possivel obter um sistema de coordenadas onde

pontos distintos de interse¢do tém ordenadas distintas. Escrevemos entéo

flx,y) = agx™ + a;(y)x™ 1 + -+ a,(y) comay # 0
g(x,y) = boxm + bl(Y)xm_l + -+ bm(y) comby #0

Desta forma, a resultante & um elemento de R[y]. Denotaremos esta resultante por:
Rf,g (_'V)

Temos que:
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#(Z(f) nZ(9)) =#{yo €R; f(x,¥0) e g(x,y,) tem uma raiz comum em R}

Yo €ER; f(x,y0)e g(x,y,) temum fator }

<
=# { comum de grau > lem R[x]

=#{y,eR; R =0} - pelo lema (v)

f(X,Y0),9(X,¥o)
=#{y €ER;Rry (y0) =0}
< grau Rs 4(y) -0 numero de raizes € menor ou igual ao grau

<n.m -peloLema (lll) m

Exemplo:
Como as curvas algébricas planas Z(f) = {(x,y) € R%;x*— y?— 1=0} e
Z(g) == {(x,y) € R%;x3 — 4y = 0} ndo tém componente comum, entdo o teorema

de Bézout garante #(Z(f)mZ(g))§2-3:6. De fato, observe na figura abaixo que

mostra a intersecdo da cénica Z(f) com a cubica Z(g) igual a um conjunto de quatro

pontos: Z(f)mZ(g)={A B,C,D}.

Z(g
Z(f

£
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CAPITULO 3

Neste capitulo, apresentaremos o resultado central do nosso trabalho, que é o
Teorema do Hexéagono de Pascal, a luz do Teorema de Bezout apresentado no capitulo
anterior, que diz o seguinte: “O prolongamento dos lados opostos de um hexagono
inscrito em uma conica irredutivel qualquer ao se intersectarem determinam trés pontos
que estdo sempre alinhados”, fato este, que surpreendeu a comunidade matematica da

época, pois foge um pouco a intuicdo geométrica.

3.1 TEOREMA DO HEXAGONO DE PASCAL

Este resultado foi apresentado no capitulo 1 para o caso particular da cénica ser

uma circunferéncia. De maneira mais precisa, o resultado diz o seguinte:

Teorema do hexagono de Pascal. Sejam P, P,, R, P, P, e P, pontos
distintos sobre uma cénica irredutivel Q. Se o0s pares de retas

(PP, PR), (PP, RPR) e (PP, RR) intersectam-se respectivamente nos

pontos M,, M, e M, entdo esses trés pontos sdo colineares.
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Demonstracao:

Escolhendo um sistema de coordenadas em R?.

Seja L,areta PP,,com i=12,3,4,56 e P, =P cujaequacdo é I.(x,y)=0. Seja

i+1
ainda f(x,y)=0aequacdo de Q.
Escolha um ponto AeQ diferente de P,P,,....,P,cujas coordenadas sejam
(0, B) . Fixando um valor de i vamos supor que Ael, =PP_,, entdio AP e P, sdo
trés pontos distintos da reta L,e da conica (2. Pelo teorema de Bézout, como o grau de

l.(x,y)é1leograude f(x,y)é2,osupostoé absurdo, logo A¢L,.

Considere agora o polindmio g(x,y)=1.l..I;+u.l,.l,.l;, com ue R". Como o
grau de I.(x, y) é 1 qualquer que seja i=1,2,.....,6, acarreta que:

a(lll) =3 e o(lll)=3 . ag<3.

Por outro lado se os pontos P, P, € M, pertencem a curva Z(g) e também a reta
L, , entdo pelo teorema de Bezout #(Z(g)nL,)<dég-al, .. 3<aog ou l(x,y)divide

g(x,y). Entretanto |, ndo divide g porque | ndo divide u.l,.l,.l, pois R[x, y] € um
dominio de fatoracéo unica, logo, 6(g)=3. Escolha o nimero real u de modo que o

ponto A=(«, ) eQ e Q=2Z(f)seencontre também sobre a curva Z(Q), isto é:
0=9(a. B) =l(a. p)-l(a, p)-ls(a. B) + -y (e, B) 1, (. ) -1(a, )

__L(a, p).l(a, p) Is(a. B)
Iz(a’ﬁ)'|4(a’ﬂ)'l6(a’ﬂ)

Assim, u=0porque Ag¢L, para todo i=12,..,6. Com isso, 0s pontos
B,P,....,P,e A estdio na interseccdo de Q=Z(f)com Z(g), ou seja,
#(Z(f)nZ(g))=7>0of -9 =2-3, logo, pelo teorema de Bézout f divide g. Entéo

existe hdegrau 1, talque g=f.h e Z(g)=2(f)uZ(h).

Agora, basta provar que os pontos M;,M,eM,, de Z(g), pertencem & reta

Z(h) ou simplesmente mostrar que esses pontos nao pertencem a Z(f). Para isso,
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suponha que M, €Q, (M, =L NL,), neste caso os pontos P, P, P,, B, e M, séo

pontos distintos da interse¢do de Z(l,1,) com Z(f)=Q, ou seja,

#(Z(F)AV(I1,))=5>af -a(l),) =2-2,

entdo pelo teorema de Bézout f(x,y) e LI, tém fator comum. Isso € uma contradi¢éo

visto que f é irredutivel. Logo, M, ¢ Q.

Analogamente M, ¢Q e M, ¢Q e portanto M;,M, e M,pertencem a Z(h),

sendo assim colineares. m

3.2 VARIANTES DO TEOREMA DE PASCAL

Complemento (1) do Teorema de Pascal. Sejam B, P,, P, P,, P, e P, pontos

distintos sobre uma cénica irredutivel Q. Se as retas

e L,(P,P,)elL, (P,Ps)sdo paralelas
e L,(P, P;)eLs (PsPg) se intersectam em M,
o L3;(P;P,)e Ly (PgPy) se intersectam em M,

Entdo

e AvretaL, éparalelaareta L (M,Ms3).
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E bom lembrar que na geometria pode-se dizer que retas paralelas se encontram
no infinito, isto ¢, L NL,"M,M,=M_ e ainda assim os trés pontos M,, M, e M

sdo colineares.
Demonstracéo:

Suponha que areta L =M M, intersecta L, emB e L, em B'afirmamos que

BeQle B'¢Q.

De fato, se B (2, os trés pontos B, P, e P, que séo distintos estdo em L NQe

isso contraria 0 teorema de Bézout que garante que ha no maximo dois pontos de

interseccdo entre uma reta (grau 1) e uma conica irredutivel (grau 2). Logo, Bz Q.

Analogamente conclui-se que B'¢ Q.

Repetindo os argumentos da demonstracdo do teorema anterior temos os polinémios

g=1L.k.I. +u.l,.1,.1;, o polinémio h de grau 1 e o polindmio irredutivel f da conica

satisfazendo a relagdo g = f.h, assim, B,B',M, e M,s&o pontos distintos de Z(h) .

Sendo B=(b,b,), lembrando que g=I.L.I,+u.l.l,.l, e g=fh temos que

0= g(b,b,) =1,(0,0,).1,(by,b,).s (b, b, ) +u.l, (b, b,). 1, (by, b, ).Ig (b b, )

Como Bel, l(b,b,)=0, resulta que I,(b,b,).l,(b,b,).l,(b,b,)=0, ou seja, um

desses fatores é zero:

l,(b,b,)=0=BelL,ou
l,(b,b,)=0=BelL,ou
l;(b,b,)=0=Bel,
Vamos supor que B eL,e lembrar que Be L, entdo B =P, é o tnico ponto de
interseccdo de L, comL,, logo, B € Q. Isso contraria o fato ja demonstrado que B ¢ Q.

Logo, B ¢ L,. Analogamente prova-se que B ¢ L;.

Se Bel,,como B el, temos que L nL, =Be isso contraria a hipotese de que

L //L,, logo, Bel,.
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Em qualquer caso, temos um absurdo e assim concluimos que a reta Z(h) néo

pode intersectar L, e de maneira analoga, repetindo o mesmo raciocinio para B', Z(h)

ndo pode intersectar L, .

Logo, L=2Z(h)=M,M,é aretaparalelaa PP,=L, e a PR =L,. =

A seguir, apresentaremos outro resultado complementar do Teorema de Pascal:

Complemento Il do Teorema de Pascal. Sejam P, P,, R, P,, P, e P, pontos

distintos sobre uma conica irredutivel Q. Se

e Asretas L,(P; P,) e L, (P,Ps) sdo paralelas

e Asretas L,(P, P;) e Ls (PsPg) sdo paralelas
Ent&o:

e Asretas L3;(P; P,) e Lg (PgP;) sdo paralelas.

Demonstracéo:

na demonstracdo do teorema de Pascal. Entdo se B=(b,b,)

Suponha por absurdo que LynL;=B. Seja g=1I-1;-.+x-1,-1,-1, conforme

g(b,b,)=0, isto é,

BeZ(g).
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Por outro lado, suponha que B eQ, entdo B, e P, séo trés pontos distintos de

L, N Q2 e novamente pelo teorema de Bézout s6 pode haver no maximo dois pontos em
comum na reta e na conica, entdo a suposicdo nao pode ocorrer, isto €, BgQ quer

dizer B ndo esta na conica, porém esta na reta.

Pelos mesmos fatos demonstrados no teorema de Pascal, o polindbmio g= f -h,
onde f é o polindmio irredutivel da conica ©Q e h um polindbmio de grau 1, como
B ¢ Q, conclui-se que B pertence a reta Z(h).Além disso, qualquer ponto D e Z(h),

temos que D¢ Q2.

Afirmamos que existe B' pertencente a exatamente uma das intersecdes
L.nZ(h) ou L nZ(h) porquesendo Z(h)//L, e Z(h)//L e sendoassim L //L;,
e consequentemente L, //L,, gera um absurdo porque contraria a hipétese L NL, =R,

(i) Lynz(h)=¢

Se B'el,nZ(h),entdo B'eL, ou B'el, ou B'e L, visto que

g=lLL+u-LLlI,="f-h.
E preciso analisar essas trés pertinéncias.

(1 Se B'el,eB'el;, entdo L,e L ;sdo concorrentes e isso contraria a

hipotese L, //L;. Logo, B'¢L,.

(28) Se B'el, e B'el., entioB'=P, que é o ponto de interse¢do dessas
retas, porém o ponto de intersecdo das retas esta na conica, B'€€), o que contraria 0

fato que B'e he nédo pode pertencera Q, logo B'¢ L, .

(3% Se B'el, e B'eL,, entdo B'=P, que é o ponto de intersegdo de L, e L

, entdo B'eQ o que de novo é um absurdo. Logo, B'¢ L.

Em qualquer caso temos um absurdo, conclui-se que né&o existe um ponto B tal

que Bel, e Bel,demodoque L,//L;. =
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O teorema de Pascal permanece valido mesmo quando a elipse se degenera em
uma circunferéncia, conforme demonstrado no capitulo 1, ou quando a hipérbole se

degenera em duas retas concorrentes e nesse caso leva 0 nome de Teorema de Pappus.

Na geometria grega encontramos 0 manancial do assunto, no que se refere a
forma e ao contelido. E inestimavel a importancia desse legado notavel para toda a
geometria subsequente. A contribui¢cdo mais importante de Pappus de Alexandria para o
conhecimento das conicas foram os seus resultados sobre foco, diretriz e excentricidade.
Ele unifica a definicdo das trés curvas, que variam de acordo com o valor da
excentricidade. Sua obra acabou sendo o réquiem da geometria grega, pois, apés
Pappus, a geometria grega deixou de ser uma disciplina brilhante, apenas sua memoria
foi preservada por escritores menos criativos e comentadores. O Teorema de Pappus ja
foi citado no capitulo 1, todavia, conforme foi dito, ele pode ser visto como uma
consequéncia do Teorema de Pascal e tem também uma demonstracéo algébrica, similar

a demonstracao desse teorema, que pode ser apreciada no TCC e Jodo Jorge F. Chaves.

3.3 CONSEQUENCIAS DO TEOREMA DE PASCAL

O teorema de Pascal tem consequéncias interessantes. Algumas delas séo
expostas a seguir com o intuito de incentivar o leitor a usar o material digital disponivel

de geometria dindmica, para constata-las.
12 consequéncia: o0 pentagono inscrito em uma conica.

Dado o hexagono PP,P,P,P.P, inscrito na conica com a reta de Pascal.

-

~ -

;
M
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Faca o vértice P, se aproximar do vértice P, de modo que o poligono se aproxime do
pentagono P,P,P,P,P,, entdo a reta que contém o lado PP, tende a uma reta tangente a

curva no ponto P,; assim, obtém-se o hexagono de Pascal degenerado, conforme sugere

a figura abaixo.

Um pentagono esta inscrito em uma conica e a reta tangente a curva num
vertice intersecta a reta que contém o lado oposto no ponto X. Se M, e M, sdo os
pontos de intersecdo das retas suportes dos outros pares de lados ndo adjacentes, entao

M,, M, e X sdo colineares.

22 consequéncia: o quadrilatero inscrito em uma cénica.

Com procedimento analogo ao anterior degenere pentagono FP,P,P,P,, em um

quadrilatero P,P,P,P,, conforme a figura tragada abaixo.

64



O quadrilatero P,P,P,P, esta inscrito em uma conica, com os lados opostos
PP, e PP, concorrentes em um ponto M, Se os pares de retas (t,t,) e (t,,t,)
tangentes & conica, nos pontos (P,P,) e (R,,P,), intersectam-se nos pontos Y e X,

entdo esses pontos M,,Y e X s&o colineares.

32 consequéncia: o triangulo inscrito em uma conica.

Finalmente considere a situacdo limite do poligono anterior para obter um

tridngulo inscrito na conica com as retas tangentes em cada vértice.

Dado um triangulo BP,P, inscrito em uma conica, os pontos X,Y e Z de

intersecdo de cada um dos lados com as tangentes a conica, nos respectivos vértices
opostos, sdo colineares.
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CAPITULO 4

As atividades propostas nesse capitulo constituem uma sugestéo de trabalho para
as classes da terceira série do ensino médio, embora a primeira possa ser aplicada em

outras séries.

4.1 ATIVIDADE 1

Sejam a(A 1), (B, r,) e »(C, r,) trés circulos que ndo sdo interiores dois a
dois. Considere D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N e O os pontos de tangéncia das retas
tangentes exteriores comuns as circunferéncias «, B e y, conforme sugere o desenho

gue segue abaixo.

Para cada par de circunferéncias existe um ponto de intersecdo, X, Y ou Z das tangentes
exteriores. Se 0s raios sdo iguais esses pontos estdo no infinito.

1°) Usando o geogebra investigue se os pontos estdo alinhados na mesma reta.

2°) Aplicando o teorema de Menelau demonstre que esses pontos séo sempre colineares.
Sugestdo: com semelhanca de triangulos retangulos calcule e multiplique a razdo dos

raios. Pelo teorema de Menelau conclua a colinearidade.
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4.2 ATIVIDADE 2

Considere as curvas algébricas do 1° grau Z(f) = {(x,y) e R* /3x + 4y — 12 =
0} e Z(9) ={(x,y) eR* /3x -2y —3=0}

1°) Determine a resultante R, ; tomando os polindmios com variavel y e coeficientes
em R[x].

2°) Estime o numero de pontos de intersecdo aplicando o teorema de Bézout.
3°) Calcule a intersecdo de Z(f) com Z(g) usando a resultante.
4°) Verifique os resultados construindo as curvas com o Geogebra.

5°) Considerando f(x,y) =ax + by -c eg(x,y) =a’x + b’y - ¢’ determine x para que
R; , =0, tomando os coeficientes desses polindmios em R[x]. Qual a condigéo para que

o sistema f(x, y) = 0 e g(x, y) = 0 seja possivel e determinado, isto &, tenha uma Unica
solugéo?

4.3 ATIVIDADE 3

O lugar geométrico dos pontos do plano que tém a mesma poténcia em relacao
a duas circunferéncias, ndo concéntricas, desse plano é denominado eixo radical.

Considere as circunferéncias:

Z(f)={(xy)eR*| X’ +y*—2x-3=0} e

Z(g) = {(x, y)eR?| X* +y° —4y—5=0}.
i) Aplique o teorema de Bezout para estimar o nimero de pontos de intersecdo dessas
curvas.
i) Desenhe as circunferéncias usando o Geogebra e observe que os dois pontos de
intersecdo tem poténcias iguais, que valem zero. Trace a reta definida por esses pontos e
pesquise, usando o texto dinamico, se 0s pontos dessa reta tém a mesma poténcia em
relacdo as circunferéncias.

iii) Determine a equacdo do eixo radical.
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4.4 ATIVIDADE 4
Considere f(x,y)=x*-y*—c, ce[-5,5].
1°) Usando o controle deslizante trace a curva Z(f) no Geogebra para ¢ = 0,75.

2°) Escolha trés pontos da curva P1, P3 e Ps . com abscissas e ordenadas positivas.

Escolha os pontos P,, P,e Pscomx >0ey<O.

3% Construa um hexagono ndo convexo e marque 0s pontos de interse¢do dos lados
opostos.

4% Trace a reta de Pascal e fagca com o controle deslizante ¢ percorrer o intervalo
[-5,5].

O que ocorre com a reta de Pascal e com a curva quando ¢ = 0? O que se pode concluir
a cerca da relacdo entre os teoremas de Pascal e de Pappus através da geometria

dindmica?

45 ATIVIDADE 5

Considere a conica x> —2xy +ky’ +4x—8y+2=0 com keR.

19) Pesquise com o Geogebra quais as curvas definidas por essa equagdo polinomial

quando k varia no intervalo [ -2, 2].

2°) Construa um Hexagrama de Pascal e faga k percorrer esse intervalo com o controle
deslizante.
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CAPITULO5

5.1 Solugéo da atividade 1

Observe a figura acima. Dois triangulos retangulos que tenham um angulo agudo

comum s&o semelhantes. Entdo, indicando a semelhanca dos triangulos com o sinal (=)

podemos escrever:

AXAD ~ AXBF AX_ &
XB r,
AYBI ~AYCI - BY_ R
YC r,
AZAO ~ AZML CZ_%
ZA n
Multiplicando as trés proporcdes encontram-se: AX BY _CZ__
XB YC ZA

Como os pontos X, Y e Z pertencem aos prolongamentos dos lados do triangulo ABC,

pelo teorema de Menelau eles sdo colineares.
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5.2 Solucéo da atividade 2

1°) Aresultante R, ; € dada por:

4 3x-12
ng:det =12x-12+6x—-24=18x—36
' -2 3x-3

2°) Como f e g sdoambas de grau um, pelo teorema de Bézout

#Z(f)nZ(g)) <1.1<1

3
3°) Resolvendo a equagdo R; ;=0temos 18x-36=0 .. x=2 .. Y= >

. x . n 3
Portanto, o ponto de intersecgo é (2,5)

49)

N === == =
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59)

b —
ng:det( . ax C'j:b.a'.x—b.c'—b'.a.x+b.c'
' b' a'x—c
R(,=0 .. ba'x-bc-b'ax+bc'=0
bc'-c'b
X =

x(ba'-ab)=bc'-c'b =
ba'-ab'

, se ba'-ab'#0

A condigdo para que o sistema f(x, y) = 0 e g(x, y) = 0 tenha uma Unica solugéo é;

ba'-ab'#0

5.3 Solucéo da atividade 3
i) Como of =2 e 0g =2, pelo teorema de Bézout #(Z(f)nZ(g))<2.2<4

i) Seja N= (x, y) um ponto qualquer do plano. A poténcia de N em relagdo a
circunferéncia Z(f) de centro E = (1, 0) e raio ry = 2 tem que ser igual a poténcia de N
em relacdo a circunferéncia Z(g) de centro C = (0, 2) e raio r, = 3. Movendo o ponto N

verifica-se que pot.(N)= pot.(N).
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D)
2
pot.(N)=d*—r’ :(,,/(x—l)2 +y2) —2°=x"+y*-2x-3 e

2
pote (N) = =1 =(J(x=0 +(y=2)° | -8 =x°+y* ~4x-5

Igualando as poténcias encontra-se:

(X +y*—2x-3)=(X*+y*-4y-5) = -2x+4y+2=0

Ou simplesmente, x—2y—-1=0.

5.4 Solucéo da atividade 4
A construcdo pedida pode ser vista abaixo.

Para c = 0 tem-se

X*—y*'=0 = (X+y)-(x-y)=0 = x+y=0o0u x—y=0,
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a hipérbole degenera em duas retas concorrentes e a reta de Pascal continua definida
pela intersecdo dos lados opostos do hexagono P1P,P3P4PsPs transformando-se na reta
de Pappus, conforme pode ser observado na figura abaixo. Pode-se concluir que o
Teorema de Pappus € valido para as conicas degeneradas e entdo inclui o Teorema de

Pascal.
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5.5 Solucéo da atividade 5

Hipérbole

Os pontos X, Y e Z permanecem colineares.
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Os pontos X,-Y € Z permanecem colineares.

-

-

Parabola

\
_5.-

Os pontos X, Y e Z permanecem,

5
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Retas concorrentes

pontos X, Y e Z permansg

-5

(2°) A curva é

hipérbole se —2<k <-1,

duas retas concorrentes se k =-1,
hipérbole se —1<k <1,
parabolase k=1 ¢

elipse se 1<k <2.
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SUGESTOES PARA SALA DE AULA

Conscientes da limitada atengdo dada ao ensino de geometria no Brasil, oferecemos

com essa dissertacdo uma pequena contribuicdo para ampliar esse ensino. Algumas

abordagens que fizemos e as atividades sugerem possiveis ampliacbes e métodos

exemplificados a sequir:

Sempre que possivel, propor o problema antes de desenvolver a teoria, € uma
estratégia que pode despertar a curiosidade do aluno.

Escrever com precisdo e clareza usando o objeto geométrico para facilitar a
compreens&o.

Usar os meios digitais oferecidos como o software de geometria dindmica para
facilitar o entendimento do resultado aonde se quer chegar.

Usar programas computacionais de geometria dindmica com o propdsito de
compreender os problemas, fazer inferéncias e conjecturas para depois prova-
las.

Valorizar todas as respostas dando igual énfase ao conhecimento e a criatividade
mesmo que essa ndo conduza ao resultado correto.

Trabalhar com as atividades sugeridas nesse trabalho ou outras, valorizando
sempre a aula de exercicios.

Rever e aprofundar os conhecimento adquiridos nas séries anteriores sempre que
for solicitado como pré requisito.

Procurar contextualizar e interdisciplinar os contetdos ensinados com o rigor

matematico necessario e apenas quando tenha um verdadeiro sentido.
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CONCLUSAO

Esse trabalho tem como foco principal apresentar a demonstracdo do Teorema
do Hexagono de Pascal, feita em 1639, e algumas de suas consequéncias. Como todo
bom problema de matematica, ndo possui apenas um método de demonstragdo. Nessa
dissertacdo escolhemos fazer uma abordagem via geometria sintética, que contempla os
alunos do ensino bésico, no capitulo 1. Depois, tomamos o caminho da geometria
analitica e algebrica, nos capitulos 2 e 3, que se destinam ao ensino médio, procurando

sempre dar um tratamento adequado a esses niveis escolares.

N&o se deve ensinar tudo a0 mesmo tempo, mesmo porque a construcdo de todo
conhecimento da humanidade ndo seu deu dessa forma. O ensino deve ser processado
aos poucos, como a construcdo de um edificio. Primeiro construimos a base com os
fatos mais elementares, porém nunca abrindo méo do rigor matematico, e depois 0s
andares acima vao sendo construidos sem desvalorizar o que ja foi feito. Foi com essa
visdo que elaboramos esses capitulos. Eles ndo se destinam a uma Unica série, pelo

contrario, podem ser aplicados em varias séries entre 0 ensino basico e médio.

O ensino das geometrias sintética e analitica vem pouco a pouco diminuindo,
sendo deixado de lado nos curriculos da escola brasileira. O estudante deixa de ter
contato com um importante ramo da matematica, suas técnicas e seus belissimos
resultados. De certa forma isso é uma escolha, conforme disse o gato de Cheshire, tudo
depende para onde queremos ir. De fato, é até surpreendente que nossa escola, com seus
métodos de ensino, ndo tenham ainda estrangulado o desejo de aprender. E preciso
estimular o aprendizado por varios caminhos acessiveis e construir sélidos alicerces

para 0 ensino e a pesquisa.

Se 0 processo de modernizagédo do ensino se estende aos ramos de todas as
disciplinas e ha um grande esforgo no sentido de melhorar seus aprendizados, no ensino
da Geometria e da Algebra o rompimento com os moldes tradicionais precisa ser
definitivo. Desejamos que a uma Geometria inerte suceda uma ciéncia dindmica que
ganhe vida com o uso dos instrumentos digitais disponiveis e a partir disso use 0

método dedutivo.
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