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E com a hipétese mais simples que se precisa ter cuidado; pois é ela que tem mais
chance de passar despercebida.

Poincaré



Resumo

Neste trabalho demonstramos o Teorema de Euler para poliedros convexos e mos-
tramos que ele também ¢é valido para alguns poliedros nao convexos. Exibimos uma
demonstracao do Teorema de Euler apresentada por Cauchy e aprimorada por Elon
Lages Lima. Além disso, apresentamos uma generalizacao do Teorema de Euler, a qual

ficou conhecida como Caracteristica de Euler-Poincaré.

Palavras-chave: Geometria, Poliedros, Teorema de Euler, Teorema de Cauchy, Ca-

racteristica de Euler-Poincaré.



Abstract

In this paper we show Euler’s Theorem for convex polyhedra and show that it also
applies to some non-convex polyhedra. We display a demonstration of Euler’s theorem
presented by Cauchy and improved by Elon Lages Lima. Besides that, we present a ge-

neralization of Euler’s theorem, which became known as Euler-Poincaré Characteristic.

Key words: Geometry, Polyhedra, Euler’s Theorem, Cauchy’s Theorem, Euler-Poincaré

Characteristic.
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11

Introducao

A proposta desse trabalho é demonstrar o Teorema de Fuler e mostrar que ele
pode ser aplicado aos poliedros convexos e a uma classe de poliedros nao convexos que
veremos adiante. Também sob hipoteses adicionais esse teorema pode ser generalizado.

O Teorema de Euler ¢ um tema de muita relevancia e tem sido ensinado, ha décadas,
nas disciplinas de Geometria Espacial no Ensino Médio. E um resultado muito simples
tendo um enunciado de facil compreensao o qual relaciona o nimero de vértices V, o
numero de arestas A e o nimero de faces F de um poliedro. Mais especificamente,
V— A+ F =2, o que é de facil ilustracao e entendimento, o que torna agradével e
sedutor para quem o estuda. Poincaré foi o primeiro matematico a compreender que o
Teorema de Euler é um resultado de Topologia, e nao de Geometria como se pensava.
A relagao X (P) =V — A + F ficou conhecida como Caracteristica de Euler-Poincaré
de um poliedro P.

Os livros didéticos de matematica do Ensino Médio de forma geral evoluiram, estao
mais contextualizados, porém ainda requerem um certo rigor matematico. Certas de-
monstragoes como a do Teorema de Euler poderiam ser incluidas nos livros do Ensino
Meédio e isto daria aos alunos uma ideia mais formal da Matemética.

Lima, em [6], relata que a demonstragdo mais divulgada do Teorema de Euler foi
apresentada por Cauchy, depois reproduzida por autores conceituados, como Hilbert-
Cohn Vossen e Courant-Robbins numa forma aparentemente compativel com o nivel
do ensino médio. Para expandir as nogoes apresentadas no ensino médio, ou seja, a
versao para poliedros convexos, utilizaremos a leitura critica feita por Elon Lages Lima
que pode ser encontrada em [6].

Nosso trabalho esta organizado da seguinte maneira. No primeiro capitulo, justifi-
camos o0 Teorema de Euler para poliedros convexos, de duas maneiras, a primeira por
soma dos angulos internos e a segunda de forma indutiva sobre o niimero de faces de
um poliedro. Em seguida, no segundo capitulo abordamos o Teorema de Euler para
poliedros nao convexos. No terceiro capitulo, tratamos do caso geral do Teorema de
Euler, conhecido como Caracterista de Euler-Poincaré. Finalmente, no quarto capitulo,
apresentamos as consideragoes finais.

Nas proximas linhas faremos um breve apanhado da vida de quatro grandes mate-
méticos que contribuiram para a solidificacao do Teorema de Euler e contribuiram na

forma como apresentamos o trabalho.



12

Euler

Figura 1: Leonard Euler

O suigo Leonhard Euler (1707-1783) nasceu na Basiléia, ensaiou uma carreira no
campo da teologia, mas encontrou sua verdadeira vocagao na matematica, sendo um
dos matemaéticos que mais publicou trabalhos relevantes. Suas contribui¢oes variam,
da Geometria & Combinatoria, passando pela Teoria dos Niumeros e Fisica. Em cada
uma dessas areas do conhecimento ha pelo menos um resultado obtido por Euler.

Euler estudou com Jacques Bernoulli e foi amigo de seus filhos Nicolaus e Daniel,
e através deles descobriu sua vocacao para a matematica. Por recomendacao dos ir-
maos Bernoulli, em 1727, tornou-se membro da Academia de S. Pertersburgo onde os
irméos Bernoulli eram professores de matematica. A partir dai, Euler passou a escrever
uma grande quantidade de artigos de matematica. Em 1735, perdeu a visao do olho
direito, porém isso nao diminuiu sua producao de pesquisa, conquistando reputagao
internacional. Em 1741, Euler foi convidado por Frederico, o Grande, para fazer parte
da Academia de Berlim, aceitou o convite e passou vinte e cinco anos na corte de
Frederico.

Euler passou quase todos os tultimos dezessete anos de sua vida em total cegueira.
Essa tragédia nao deteve o fluxo de sua pesquisa e publicagoes, que continuou sem
diminuicao até que, em 1783, aos setenta e seis anos, morreu subitamente enquanto

tomava cha na companhia de um de seu netos.
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Cauchy

Figura 2: Augustin-Louis Cauchy

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) recebeu a primeira educagao do seu pai que era
instruido, matriculou-se na Ecole Polytechnique e ganhou a admiracdo de Lagrange e
Laplace. Dois anos mais tarde ingressou na Ecole des Ponts et Chaussées. Trabalhou
como engenheiro e, paralelamente a seu trabalho, resolveu varios problemas de interesse
matematico. Persuadido por Lagrange e Laplace decidiu abandonar a engenharia civil
e aceitou um cargo de professor na Escola Politécnica.

Cauchy escreveu extensiva e profundamente sobre a matemaética pura e sobre ma-
tematica aplicada. Embora nao sentisse muita atracao pela geometria em suas varias
formas, em 1811, em um de seus primeiros artigos, apresentou uma generaliza¢ao da
forma poliedral de Euler V — A+ F =2 onde A, F e V sao, respectivamente, o nimero

de arestas, faces e vértices de um poliedro.
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Poincaré

Figura 3: Jules Henri Poincaré

Jules Henri Poincaré (1854-1912) nasceu em Nancy na Franca. Era desajeitada-
mente ambidestro, e sua inaptidao em exercicios era legendéria, tinha vistas fracas e
era muito distraido. Nao foi especialmente precoce em mostrar aptidao matematica e
reconhecia que tinha dificuldades com calculos aritméticos simples. O caso de Poin-
caré mostra que para ser um grande matemaético nao é necessario ter facilidade com
nimeros, ha outros aspectos mais relevantes do talento matematico inato. Como Eu-
ler, Poincaré tinha notavel capacidade para exercicios mentais em todos os aspectos
do pensamento matematico. Estudou Engenharia na Ecole Polytechnique, e obteve
seu doutorado na Universidade de Paris. Sentia-se igualmente a vontade em todos os
ramos da matemética. Coube a Poincaré dar uma solugao geral para o Teorema de
Euler e ele foi o primeiro matematico a compreender que se tratava de um resultado
de Topologia, e nao de Geometria.
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Lima

Figura 4: Elon Lages Lima

Elon Lages Lima nasceu em 1929 em Maceid, iniciou seus estudos universitéarios
em Fortaleza, fazendo graduacao em Mateméatica pela Faculdade Catolica de Filosofia
do Ceara em 1952. Bacharelou-se em Matematica na Universidade Federal do Rio de
Janeiro e fez mestrado em Matemaética pela University of Chicago em 1955 e doutorado
em Matematica pela mesma University of Chicago em 1958. Atualmente é pesquisa-
dor titular do Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), ao qual esté ligado
desde seus tempos de graduagao, como bolsista de Iniciacao Cientifica. Sua area de
maior interesse é a Topologia, tendo comecado com Topologia Algébrica, dedicando-se
posteriormente & Topologia Diferencial. E autor de muitos livros, membro titular da
Academia Brasileira de Ciéncias, ja foi Diretor do IMPA e presidente da Sociedade
Brasileira de Matematica. E torcedor moderadamente fanatico do Fluminense.

Elon Lages Lima reescreveu a demonstracao dada por Cauchy do Teorema de Euler

e sua visao critica da prova desse resultado é a parte principal deste trabalho.



1 Teorema de Euler para poliedros

convexos

Aqui, listamos vérias defini¢oes e resultados importantes, utilizados no nosso tra-
balho.

No decorrer deste trabalho utilizamos ao menos duas definicoes de poliedros, na
escolha da definicao, seja ela mais ou menos restrita, reside a dificuldade em incluir na
demonstracao poliedros que nao sejam convexos. Neste capitulo, apresentamos duas
justificativas do Teorema de Euler para poliedros convexos, que podem ser encontradas

em livros de apoio ao ensino médio, por exemplo, veja [6] e [7].

1.1 Poliedros Convexos

Definigao 1.1 (Poligono). Seja Ay, A,, ..., A, uma sequéncia de n pontos distintos de

um plano, sendo n > 3. Suponha que os n segmentos de reta consecutivos AqiAs,

AgAs,...,An_ 1A, A AL definidos por esses pontos tenham as sequintes propriedades:
1. nenhum desses segmentos se intersectam, salvo em seus pontos extremos;

2. dois segmentos que tenham uma extremidade em comum ndo sao colineares (ndao

estao contidos em uma mesma reta).
Dizemos, neste caso, que A1As...A, € um poligono de n lados.

A seguir, enunciamos um resultado que sera essencial na demonstracao do Teorema

de Euler e cuja demonstracao pode ser encontrada em [2].

Lema 1.1. A soma S; dos dngulos internos de um poligono convexo de n lados (n > 3)
¢ dada por:
S; =7m(n—2).

Demonstracao. Seja A;AyAs... A, um poligono convexo de n lados.

16



Poliedros Convexos 17

De um vértice qualquer conduzimos todas as diagonais que tém esse vértice como
extremo. Veja Figura 1.1. Assim, o poligono fica dividido em (n — 2) triangulos e a

soma S; dos angulos internos ¢;, onde j = 1,...,n, do poligono ¢ dada por

SZ:'I,l—f—'LQ—FZg—f-—f-'Ln,

ou seja, ¢ igual & soma dos angulos internos dos (n — 2) triangulos.
Logo,

S; =180°(n —2) =7(n —2).

Figura 1.1: Poligono de n lados

De posse da definicao de poligono, podemos definir poliedros.

Definicao 1.2. Poliedro é uma reuniao de um nimero finito de poligonos planos de-
nominados faces, de modo que:

1. cada lado de wm desses poligonos denominado aresta é também lado de um, e

apenas um, outro poligono;

2. a intersecao de duas faces quaisquer, ou € uma aresta ou € um ponto denominado

vértice ou € vazia.

Figura 1.2: E poliedro Figura 1.3: Nao ¢ poliedro

Todo poliedro limita uma regiao do espago chamada de interior desse poliedro.
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Definicao 1.3. Dizemos que um poliedro € convexo se o seu interior € convexo. Mais
precisamente, um conjunto C, do plano ou do espacgo, diz-se convexo, quando qualquer

segmento de reta que liga quaisquer dois pontos de C' estd inteiramente contido em C.

No caso dos poliedros, podemos substituir a Definicao 1.3 por: "Um poliedro é
convexo se qualquer reta (nao paralela a nenhuma de suas faces) o corta em no méaximo,

dois pontos". Essas defini¢bes encontram-se em [7] e [8].

<
PV

Figura 1.4: Poliedro convexo Figura 1.5: Poliedro nao convexo

1.2 Demonstracao do Teorema de Euler

A seguir, enunciamos o Teorema de Euler para poliedros convexos. Apresentamos
uma demonstracao utilizando a soma dos dngulos internos das faces, depois uma ideia
da prova por inducao sobre o numero de faces de um poliedro. Estas justificativas
podem ser encontradas em [7].

Teorema 1.1 (Teorema de Euler). Para todo poliedro convezo, vale a relagao
V—-—A+F =2,

onde V' € o numero de vértices, A € o numero de arestas e F' é o numero de faces do

poliedro.

1.2.1 Demonstracao por soma dos angulos internos.

Ainda no caso de poliedros convexos, a demonstracao do Teorema de Euler apresen-
tada, a seguir, é uma adaptacao feita por Zoroastro Azambuja Filho, da demonstracao
de Legendre de modo a evitar a Geometria Esférica, tornado-a mais elementar e pode

ser encontrada em [7].

Demonstragao. Iniciamos a demonstracao calculando a soma dos angulos internos de
todas as faces de um poliedro convexo P.
Vamos enumerar as faces do poliedro P de 1 até F' e seja ng o género (nimero de

lados) da k-ésima face (1 < k < F'). Pelo Lema 1.1, sabemos que a soma dos dngulos
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internos de um poligono convexo de género n ¢ S; = m(n — 2) e observamos que se um
poliedro é convexo entao todas as suas faces sao poligonos convexos. Assim, a soma

dos angulos internos de todas as faces de P é dada pela expressao:

S=m(ng —2)+7(ng—2)+ ...+ m(ng —2). (1.1)

Dalf,
S=mn[ni+na+..+np)—(2+2+...+2). (1.2)

Observamos que no primeiro parénteses, a soma dos numeros de lados de todas as
faces é igual ao dobro do niimero de arestas, pois cada lado de cada face foi contado

duas vezes, e no segundo parénteses, a soma das F' parcelas é igual a 2F. Assim
S=n(2A—-2F)=2r(A—-F). (1.3)

Vamos agora escolher uma reta r que nao seja paralela a nenhuma das faces de P.
Tomemos um plano H, que nao intersecta P e que seja perpendicular a r. O plano
H sera chamado plano horizontal e as retas paralelas a r (logo perpendiculares a H)
serao chamadas retas verticais. H divide o espago em dois semiespacos, um dos quais
contém o poliedro P. Este serd chamado o semiespago superior e diremos que seus

pontos estao acima de H, conforme vimos na Figura 1.6.

Figura 1.6: Projecao do poliedro P sobre o
plano H

Consideremos, entao, a sombra P’ do poliedro P. Como P é convexo, cada ponto
de P’ é sombra de um ou dois pontos de P. A sombra P’ do poliedro P tem como
contorno um poligono convexo K', sombra de uma poligonal fechada K formada por
arestas de P. Cada ponto de K’ é sombra de um tnico ponto de P. A poligonal K
é chamada de contorno aparente do poliedro P. Cada ponto interior de P’ (portanto
nao pertencente a K') é sombra de exatamente dois pontos de P. Dados dois pontos
de P que tém mesma sombra, ao mais alto (mais distante de H) chamaremos ponto

iluminado e o mais baixo serd chamado sombrio.
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Depois dessas consideracoes, vamos calcular novamente a soma de todos os angulos
das faces de P, observando que a soma dos angulos internos de uma face é a mesma
soma dos angulos internos de sua sombra (ambos sdo poligonos de mesmo género).

Sejam V; o niimero de vértices iluminados, V5 o niimero de vértices sombrios e Vj o
nimero de vértices do contorno aparente K. Entao V =V, + V] + V4.

Notemos ainda que V5 é o namero de vértices (e de lados) da poligonal K, contorno
de P'.

Consideremos, entao, a sombra das faces iluminadas. A sombra das faces iluminadas
¢ um poligono convexo com Vj em seu contorno e V; pontos interiores que por sua vez

sao sombras dos vértices iluminados de P.

Figura 1.7: Sombra das faces iluminadas

A soma de todos os angulos internos do poligono da Figura 1.7 é dada por:

Sy = 27Vi + 7(Vo — 2). (1.4)

De maneira analoga, obtemos a soma de todos os angulos da sombra das faces

sombriadas

Sy = 27V + 7(V — 2). (1.5)

Somando S; e S, obtemos

S =081+ 85y =21Vi +2xVo + 2n(Vy — 2) =20(Vi + Vo + Vo — 2).
Dalf,

S =2V —2). (1.6)
Comparando (1.3) e (1.6) e dividindo por 2, resulta

(A—F)=(V-2).

Portanto,

V-A+F=2 (1.7)
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1.2.2 Ideia da demonstracao indutiva sobre o niimero de faces.

Vamos justificar o Teorema de Euler, usando o Principio de Indugao sobre o niimero
de faces de um poliedro.

Vamos descrever agora uma situagao em que o Teorema de Fuler se aplica em regioes
do plano. Seja P um dodecaedro com V vértices, A arestas e F faces. Considere um
achatamento do poliedro P no plano, ou seja, imaginemos um poliedro de borracha e
vamos infla-lo injetando ar até que se transforme em uma esfera. Em seguida, a partir

de um furo feito em uma das regioes, estica-lo até que se transforme em um plano.

Figura 1.8: Planificacao do poliedro P

Vamos chamar de né a projecao de cada vértice, de linha a projecao de cada aresta
e de regiao a projecao de cada face. Das F regioes, uma ¢ ilimitada é o caso da regiao
I na Figura 1.9 que chamaremos de oceano.

Observemos na figura seguinte, temos um plano o qual esta dividido em 12 regides

(faces), através de 30 linhas (arestas) que concorrem em 20 nos (vértices).

| )
&,
&}

Figura 1.9: Planificagao do poliedro P

Desta forma para o poliedro P, vale
V-A+F=20—-30+12=2.

De maos desses conceitos e baseados em [7], exibimos uma ideia da prova do Teo-
rema de Euler para poliedros convexos.

Ideia da prova: A féormula V — A + F = 2 vale no caso simples em que apenas
um poligono de n lados estéd desenhado no plano. Neste caso, A=V =ne F =2

Usaremos indugao para o caso geral, ou seja, vamos mostrar que se a relacao de

Euler vale para uma decomposicao do plano em F' regioes, entao ela ainda vale para
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uma decomposicao em F'+ 1 regioes. Podemos construir uma decomposi¢ao por etapas
onde, em cada uma delas, uma nova regiao é acrescentada no oceano das anteriores.
Consideremos, entao, uma decomposicao do plano em F' regioes através de A arestas
que concorrem em V vértices, como mostra a parte em linhas cheias da Figura 1.10,
satisfazendo a relacao de Euler. Acrescentamos agora uma nova regiao contida no
oceano das regides anteriores (como mostra a parte em linhas tracejadas da figura),
desenhando uma sequéncia de arestas ligando dois vértices do contorno da divisao
anterior. Se acrescentamos r arestas, entao acrescentamos r — 1 vértices e uma nova

regiao.

Figura 1.10: Planificacao do poliedro P

Dai teremos,
V4+r—1)—(A+nr+F+1)=V-A+F=2
Portanto, o Teorema de Euler permanece valido, o que conclui a demonstracao.



2 Teorema de Euler para poliedros

nao convexos

A demonstragao de Cauchy para o Teorema de Euler foi feita obedecendo algumas
hipoteses formuladas por ele. Elon Lages Lima, em [6], através de uma interpretagao
critica da demonstragao de Cauchy para o Teorema de Euler mostrou qual a proposigao
provada pela demonstragao de Cauchy e a reescreveu na forma de um teorema que
chamaremos de Teorema de Cauchy e cuja demonstracao faremos nesse capitulo.

A seguir, apresentamos defini¢oes necessarias a demonstragao do Teorema de Cau-
chy que veremos em breve, e em especial a definicao de poliedro dada por Cauchy.

Podemos perceber que esta definigao é mais geral que a Definigao 1.2.

Definigao 2.1. (Defini¢cao de Cauchy para poliedros) Um poliedro P € a reuniao de um
numero finito de poligonos convexos, chamados de faces de P. Os lados desses poligonos
sao chamados de arestas de P. Os vértices do poliedro siao os vértices de suas faces.
Ezige-se ainda que as faces do poliedro P estejam “reqularmente dispostas”, isto €, que
a intersegao Fy N Fy de duas faces quaisquer de P(distintas) seja uma aresta comum,

um vértice comum a Fy e Fy5 ou vazia.

Exemplo 2.1. Pela Definigao 2.1, um poliedro nao é necessariamente uma regiao
fechada do espaco, isto é, um conjunto que divide o espaco em regides interior e exterior
do poliedro. O cubo sem a face superior da Figura 2.1 é um exemplo de poliedro que

nao é uma regiao fechada do espaco.

Figura 2.1: Cubo sem a face superior

23
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Definigao 2.2. Diz-se que uma aresta do poliedro € livre quando ela € lado de apenas

uma face.

Exemplo 2.2. O cubo sem a face superior da Figura 2.2 é um exemplo de poliedro

em que as arestas azuis sao livres, pois cada uma delas é lado de apenas uma face.

Figura 2.2: Cubo sem a face superior

Definicao 2.3. Um subconjunto @ de um poliedro P chama-se subpoliedro de P quando

Q € reuniao de algumas das faces de P e () € também um poliedro.

Exemplo 2.3. Vamos chamar o poliedro da Figura 2.2 de P. Entao, o poliedro ) da

Figura 2.3 é um subpoliedro de P, pois é a reuniao de algumas de suas faces.

Figura 2.3: Subpoliedro @)

Definicao 2.4. Chama-se bordo, de um poliedro, a reuniao de suas arestas livres.

Exemplo 2.4. A reuniao das arestas azuis livres da Figura 2.4 forma o bordo do

subpoliedro Q.
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Figura 2.4: Bordo do subpoliedro )

Definicao 2.5. Um subpoliedro @), de um poliedro P, é conexo quando nao é possivel
escrevé-lo como reuniao Q = Q, U @y, onde QQ, e Qp sao subpoliedros disjuntos de P,

ou seja, Q, N Qy =0, salvo no caso trivial em que Q, ou Q € vazio.

Observagao 2.1. Quando o subpoliedro é conexo, é possivel ligar dois vértices quais-

quer de QQ por alguma poligonal formada por suas arestas.

Exemplo 2.5. Podemos observar que é possivel ligar dois vértices quaisquer do sub-

poliedro da Figura 2.5, por uma poligonal formada por suas arestas.

Figura 2.5: Subpoliedro conexo ()

No caso da Figura 2.6, nao é possivel ligar dois vértices quaisquer de () por uma

poligonal formada por suas arestas, por isso esse subpoliedro nao é conexo.

Q,

Figura 2.6: Subpoliedro nao conexo Q) = @), U @,
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Definigao 2.6. Um ciclo de um subpoliedro (Q é uma linha poligonal fechada, tendo
como lados as arestas de (). Um ciclo f C Q) € um bordo quando existe algum subpoli-

edro Q, C Q, onde 8 € o conjunto das arestas livres de Q).

Exemplo 2.6. O poliedro nao convexo da Figura 2.7 possui o ciclo em azul que nao é
bordo.

Figura 2.7: Poliedro nao convexo

Exemplo 2.7. De acordo com a Defini¢ao 2.6, temos que na Figura 2.8, 5, em azul e

0By em vermelho sao ambos ciclos e bordos.

N

\Ba \Bb

Figura 2.8: Subpoliedro nao conexo ) = Q, U Q)

Antes de enunciarmos o Teorema de Cauchy, observamos que o poliedro nas Figuras
2.9 e 2.10 nao é convexo e satisfaz o Teorema de Euler, pois V —A+F =7—-1247 = 2.
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e

Figura 2.9: Poliedro nao convexo visao Figura 2.10: Poliedro nao convexo vi-

lateral sao inferior

Jé foi demonstrado que o Teorema de Euler é sempre valido para poliedros convexos
e podemos perceber que para poliedros nao convexos ela pode ou nao ser verdadeira.
A Figura 2.7 é um exemplo de um poliedro ndao convexo em que nao é verdadeiro o
Teorema de Euler, pois V =16, A = 32, ' = 16, obtendo V—A+F = 16—32+16 = 0.

Entao, surge uma pergunta: Sob quais condi¢oes vale a relacao V — A+ F = 2 para
um poliedro nao convexo? Essa pergunta perdurou durante anos e varios gedmetras
posteriores a Euler tentaram resolver este problema. Cauchy conseguiu mostrar que a
relagao de Euler é valida para alguns poliedros nao convexos aqueles, mais especifica-

mente, poliedros que podem se “tornar” uma esfera, isto é, deforméveis na esfera.

2.1 Teorema de Cauchy

A seguir, apresentamos uma versao do Teorema de Euler levando em conta a Defini-
¢ao 2.1 de poliedro. Inicialmente, esta demonstracao foi feita por Cauchy e, posterior-
mente, complementada por Elon Lages Lima. Chamamos tal resultado de Teorema de
Cauchy. Essa demonstragao pode ser encontrada em [6], no entanto, nos a reescrevemos
cuidadosamente em nosso trabalho.

Definicao 2.7. Duas faces F' e S de um poliedro P sao ditas encadeadas quando
existe uma sequéncia Fy, Iy, ... F, de faces de P tais que Fy = F,F, = S e, para

1=1,2,....,n—1, a intersecao F; N F; 1 € uma aresta comum a F; e F;y .

Teorema 2.1 (Teorema de Cauchy). Seja P um poliedro (Definicao 2.1). Suponhamos

que

i) toda aresta de P estd contida exatamente em duas faces;
i) duas faces quaisquer sao encadeadas;

ii1) todo ciclo em P é um bordo.

Entao, P satisfaz a relacio V—A+F = 2, onde V € o numero de vértices, A o nimero

de arestas, e F' o numero de faces de P.



28 Teorema de Euler para poliedros nao convexos

Demonstracao. Seja P o dodecaedro da Figura 2.11 poliedro com V vértices, A arestas

e F faces.
A demonstragao sera feita em etapas, para facilitar anélises posteriores.

Figura 2.11: Poliedro P, convexo

12 Etapa (Retirar uma face):

Retiramos uma face de P, obtendo um "poliedro modificado Q", esta agao nao
altera os valores de V e A, mas F diminui uma unidade. Q nao é um poliedro segundo
a Definicao 1.2, mas é um poliedro de acordo com a Definicao 2.1.

Este fato ocorre porque de acordo com a hipdtese (i) do Teorema 2.1, cada aresta
esta contida em duas faces e assim a face retirada nao tem arestas livres no poliedro P.
Vamos considerar o poliedro () da Figura 2.12. Para provarmos, o Teorema de Euler

para o poliedro P ¢ equivalente provarmos que no poliedro Q, vale Vo — Ag + Fp = 1.

Figura 2.12: Poliedro Q, face retirada em azul

22 Etapa (Achatar o poliedro Q):

O poliedro modificado Q possui arestas livres, a saber os lados da face retirada.
Esticando-se o poliedro ) a partir das suas arestas livres, podemos achaté-lo de forma
que se torne uma figura plana. Este procedimento muda as formas do poliedro, porém
o nimero de vértices Vp, arestas Ag e faces Fy fica constante, o que modifica even-
tualmente, é a forma. Vamos considerar a origem de uma semirreta como um foco

luminoso. O modelo achatado do poliedro é sua sombra sobre o plano da projecao.
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Figura 2.13: Exemplo de achatamento

32 Etapa (Decompor cada face do poliedro achatado em tridngulos):

Tracando diagonais que nao se cortam, decompomos cada face em triangulos. Traca-
mos cada diagonal que nao intercepta as outras, o nimero de vértices V5 nao muda, en-
quanto o nimero de arestas Ag e faces Fy aumenta de uma unidade. Logo Vo —Ag+Fp

nao se altera, pois,

VQ—(AQ+1)+<FQ+1):VQ—AQ+FQ—1+1:VQ—AQ+FQ.

Dai, podemos supor que todas as faces do poliedro sao tridngulos.

A Figura 2.14 mostra como fica o dodecaedro depois das 1%, 2* e 3* etapas.

S
- < 7 ¥ r
A

Figura 2.14: Dodecaedro acha-

tado, com faces triangulares

4* Etapa (Retirar uma a uma as faces que possuem alguma aresta livre
(despetalar o poliedro plano)):

Retirando-se uma a uma as faces (agora triangulares) que tém alguma aresta livre
do poliedro plano (), vamos mostrar que o nimero Vg — Ag + F nao se altera.

H4 seis possibilidades a serem consideradas ao retirar uma face triangular com pelo

menos uma aresta livre, dependendo da aresta escolhida.
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e (1) O triangulo a ser retirado tem apenas uma aresta livre;

Vamos retirar uma face triangular com apenas uma aresta livre. Por exemplo, um
dos triangulos verdes da Figura 2.15, o nimero de vértices Vg nao muda e o nimero

de arestas Ag e faces Fy diminuem ambos uma unidade, ou seja,
Vo—(Ao+ D+ Fo+1)=Vo-Ag+Fo—-1+1=Vo— Ao+ Iy

Observemos que Vo — Ag + I ¢ constante e que o subpoliedro resultante é conexo.

Figura 2.15: Faces triangulares em verde

com uma, aresta livre

¢ (2) O triangulo a ser retirado tem duas arestas livres e um vértice livre;

Ao retirar uma face triangular com duas arestas livres, como, por exemplo, um
dos triangulos azuis da Figura 2.16, o nimero de vértices V e faces Fy diminue uma

unidade, enquanto que o nimero de arestas diminue duas unidades, ou seja,

(VQ—l)—(AQ—Q)—I—FQ—1:VQ—AQ+FQ—1+2—1:VQ—AQ+FQ,

tornando Vi — Ag + Fg constante. O subpoliedro resultante ¢ conexo.

Figura 2.16: Faces triangulares azuis com

duas arestas livres

O fato de nos itens (1) e (2) termos como resultado subpoliedros conexos deve-se
a hipotese (ii) do Teorema 2.1, que diz que duas faces quaisquer de P sdo encadeadas,

ou seja, o poliedro inicial P possui pelo menos uma face sem arestas livres.
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Vejamos agora os demais casos:

e (3) O triangulo a ser retirado tem duas arestas livres, mas nenhum dos

seus vértices é livre;

Os poligonos com arestas pontilhadas foram retirados através de sucessivas aplica-

¢oes dos itens (1) e (2) até chegarmos nos poligonos em vermelho, azul e verde.

Figura 2.17: Poligonos e arestas retiradas em pontilhado
Afirmagao: Ao retirarmos o tridngulo azul em destaque do subpoliedro Q da
Figura 2.18, geramos Q desconexo (justificativa no final da demonstrac¢do). Assim,
passamos a ter os subpoliedros conexos ()1 e ()2 com bordos 31 e (35, respectivamente,
formados pelos ciclos em destaque verde e vermelho na Figura 2.19. Chamamos (), e

()2 de componentes conexas.

2

Figura 2.18: Subpoliedro Q

Figura 2.19: Subpoliedros ()1 e Q-
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Com a retirada deste triangulo, mantém-se o ntimero Vy, diminui-se Fp em uma
unidade e Ag em duas unidades de Q = Q)1 U Q2. Assim,

Vo—(Ag—2)+(Fp—1)=Vo—Aqg+ Fp+ 1.

Porém, o niimero de componentes conexas também aumenta em uma unidade.

Ao efetuarmos sucessivas retiradas de faces triangulares dos subpoliedros Q1 e s,
através de aplicagoes dos itens (1) e (2), teremos no final uma face triangular em cada
componente, conforme Figura 2.20.

As sucessivas retiradas nao alteram os valores de Vi, Ag e Fp, do poliedro Q,
mantendo constante o valor de Vo — Ag + Fp + 1.

B

Figura 2.20: Subpoliedros ()1 e ()2 apds sucessivas retiradas
Por fim, retiramos uma face triangular, ); ou (2. A expressao Vo — Ag + Fp + 1

passa a ser:

e (4) O triangulo a ser retirado tem trés arestas livres mas nenhum de

seus vértices é livre;

Os poligonos com arestas pontilhadas foram retirados através de sucessivas apli-
cagoes dos itens (1) e (2) até chegarmos nos poligonos em vermelho, azul, verde e

T0XO.

Figura 2.21: Poligonos e arestas retiradas

em pontilhado, subpoliedro Q colorido



Teorema de Cauchy 33

Para o caso da Figura 2.21, o subpoliedro @) = Q1 UQ2UQ)3 é conexo e ao retirarmos
o triangulo azul, temos com a face retirada o valor de Vi constante e Ag diminui 3
unidades. Isto se deve a retirada da face e do valor de Fy ter diminuido uma unidade.
Dai,
Vo—(Ag—3)+(Fo—1)=Vo—Ag+Fo+3—-1=Vy—Ag+ Fp+2.

Porém, () torna-se desconexo, veja Figura 2.22, aumentando em duas unidades suas

Figura 2.22: Subpoliedros @1, Q2, Q3

COHlpOIleIltGS conexas.

Q,
B,

A partir das trés componentes conexas (01, ()2, Q3 geradas, efetuamos sucessivas
retiradas de faces triangulares aplicando os itens (1) e (2), até chegarmos na Figura
2.23.

Figura 2.23: Subpoliedros ()1, @2, Q3 apos a retirada de alguns triangulos

Por fim, retira-se duas faces triangulares de quaisquer um dos subpoliedros ()1 ou
()2 ou (Y3, obtendo
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(Vo—6)— (Ag—6)+ (Fo—2)+2=Vo—Ag+ Fu—6+6—2+2 =V, — Ag + Fy,.

e (5) O tridngulo a ser retirado tem trés arestas livres e um de seus

vértices livre;

Os poligonos com arestas pontilhadas foram retirados através de sucessivas aplica-

goes dos itens (1) e (2) até chegarmos nos poligonos em vermelho, azul, e verde.

Figura 2.24: Poligonos e arestas retiradas em pontilhado,
subpoliedro Q colorido
Para o caso da Figura 2.24, o subpoliedro @) é conexo e ao retirarmos o triangulo
azul, temos que com a face retirada, o valor de V, diminui uma unidade, Ag diminui
trés unidades devido as arestas livres da face retirada, e o valor de F(y diminui uma
unidade.

Assim,
(VQ—l)—(AQ—3)—|—(FQ—1) :VQ—AQ+FQ+1.

O nimero de componentes conexas também aumenta em uma unidade assim como

no item (3).

Bs
Figura 2.25: Subpoliedros @1, @2
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Ao efetuarmos sucessivas retiradas de faces triangulares dos subpoliedros Q1 e s,
através de aplicagoes dos itens (1) e (2), teremos no final uma face triangular em cada

componente, conforme a Figura 2.26.

By
Figura 2.26: Subpoliedros @)1, Q)2 ap6s a retirada de um triangulo

Finalmente, retiramos uma face triangular, ()1 ou QJ2. A expressao Vo —Ag+Fp+1

passa a ser:
(VQ—?))—(AQ—3>+(FQ—1)+1=VQ—AQ+FQ.
e (6) O triangulo a ser retirado tem trés arestas e dois vértices livres;

Os poligonos com arestas pontilhadas foram retirados através de sucessivas aplica-
¢oes dos itens (1) e (2) até chegarmos nos poligonos em vermelho e azul. Assim, a

Figura 2.27 resulta na Figura 2.28.

Figura 2.27: Poligonos e arestas retiradas em pontilhado,

subpoliedro Q colorido
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Figura 2.28: Subpoliedro Q colorido

Ao retirarmos o tridngulo azul, o valor de Vi — Ag + Fp nao se altera, pois Vj

diminui duas unidades, Ay diminui 3 unidades e F(y diminui uma unidade.
Dali,

(Vo—2)—(Ag—3)+(Fo—1) =V — Aq + Fg.

Em todos os casos, na quarta etapa, terminamos com um triangulo em que:
Vo—Ag+Fp=3-3+1=1.

Lembrando que na primeira etapa retiramos uma face do poliedro P, obtendo um

"poliedro modificado Q". Vamos devolver essa face agora, o que resulta,
V—A+F=VQ—AQ—|—(FQ+1)Z1+1:2.

Para finalizarmos, vamos demonstrar a afirmagao de que o subpoliedro () é desco-
nexo. E o que acontece ao retirarmos o triangulo azul XY Z cujos lados XZ e YZ
sao arestas livres mas o vértice Z e o lado XY nao sao livres, veja Figura 2.29. Desta
forma, obtemos um novo poliedro, no qual os vértices X e Z pertencem a componen-
tes conexas distintas, isto é, nao podem ser ligados por uma poligonal cujos lados sao

arestas.

Figura 2.29: Subpoliedro Q
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Figura 2.30: Subpoliedros ()1 e Q-

Esta desconexao de )1 e () € justificada pela condicao de que todo ciclo é um bordo,
com efeito, suponhamos que nao fosse desconexo, ou seja, conexo. Entao existiria uma
curva 3 formada por arestas ligando X a Z sem passar pela aresta X7, porém a curva
B U XZ é uma curva fechada e, portanto, seria um ciclo, mas como todo ciclo é bordo,
o poliedro formado, considerando a aresta X Z teria como bordo fU X Z, contrariando
o fato de que X Z é uma aresta livre da face XY Z, ja que essa aresta possui duas faces

laterais.

Figura 2.31: Subpoliedros ()1 e Q-
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2.2 Apéndice

Os livros didaticos, no melhor dos casos, definem poliedros convexos e apresentam

alguns exemplos de poliedros nao convexos. A partir dessa definicao mostram a validade

do Teorema de Euler para os poliedros convexos e alguns nao convexos, omitindo

qualquer demonstracao, nao ha preocupagao em aprofundar o assunto.

Exemplo 2.8. A seguir, exibimos o trecho do livro didatico do Ensino Médio, em [9],

referente ao Teorema de Euler.

POLIEDROS

Estudando poliedros

Ao elaborar um projeto, um arquiteto fica atento a vérios elementos, entre
eles o formato externo que a edificagio teré apos o término da obra. Essas
construgGes possuem as mais variadas formas, e algumas delas apresentam
caracteristicas proprias. Ao observarmos, por exemplo, as obras projetadas
pelo arquiteto brasileiro Oscar Niemeyer (1907-2012), podemos perceber que
elas tém formas mais arredondadas.

caPITULO

A Oscer Niemeyer, 2000,

A Museu Nacional Honestino Guimaraes,
Brasilia (DF).
No entanto, existem obras de outros arquitetos que possuem linhas mais
retas, como as apresentadas a seguir.

2 Museu Oscar Niemeyer, Curitiba (FR).

A Précio do Banco Nacional
de Desenvolvimento
Econdmico e Social (BNDES)
Rio de Janeiro (RJ)

As obras que possuem linhas mais retas tém formas que lembram poliedros,
assunto que sera estudado neste capitulo. Veja a seguir alguns poliedros.

0s poliedros s&o solidos limitados por superficies planas poligonais. Em um

poliedro, podemos destacar os seguintes elementos: aresta
« As faces s&o 0s poligonos que limitam os poliedros.
A quantidade de faces de um poliedro 6 finita.
+ As arestas so os lados de cada face do poliedro, sendo
que cada aresta & comum a somente duas faces.
+ Os vértices sdo os pontos de intersegdo de trés ou
mais arestas, sendo que os vértices de cada face séo
também vértices do poliedro. vértics

2 Museu de Arte de
S0 Paulo (MAS).

2 Moody Gardens Aquarium
Pyramid, Texas, nos EUA.

tagges: Ao da s
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Figura 2.32: Introducao

Exemplos

«
4 faes, & arestas

8
& 4 vértices

faces, 12 arestas
€6 vértices

Podemos classificar um poliedro de acordo com o numero de faces. Veja
alguns exemplos:

Nomero
de faces
4 Tetraedro
= Pentaedro

Hexaedro

Classificaggo

Heptagdro
Octaedro

Eneacdro

Decasdro

1 Undecasdro

Dogecasdro

Icosaedro

2 Eneaedro edro

Poliedros convexos e poliedros ndo convexos
Antes de definirmos poliedros convexos e poliedros néo convexos, & im-
portante relembrar o que s&o poligonos convexos e poligonos nao convexos.

Dizemos que um poligono ¢ convexo quando todo segmento de reta que liga
dois pontos quaisquer dele esté inteiramente contido nele. Os poligonos A e B

a seguir sdo convexos e os poligonos C e D s40 NA0 convexos.
® /u © ©
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No caso dos poliedros, dizemos que sdo convexos quando todo segmento
de reta que liga quaisquer dois pontos de um poliedro esta inteiramente conti-
do nele. Também podemos dizer que um poliedro é convexo se toda reta nao
paralela a nenhuma das faces corta-as em, no maximo, dois pontos.

Exemplos
* Poliedros convexos

* Poliedros nao convexos

Os poliedros

0s primeiros povos
a se dedicarem 4
Matemtica por si propri
foram 0s gregos, que,
entre outros assuntos,

ios

estudaram varias formas

geométricas. Algumes
dessas formas, como
também suas
propriedades, foram
tratadas inicialmente por

"

eles, sendo esse o motivo

pelo qual esses formas
receberam nomes que
derivam dz lingua grega
Um dos matematicos
qus bastante contribuiu
para 0 estudo dos
paliedros foi Johannes
Kepler (1571-1630).
Em sua obra Mysterium
cosmographicum, de
1596, para descrever o
Sistema Solar, Kepler
idealizou que as Grbitas
planetrias estariam
contidas em esforas
separadas por poliedros.
No site <htip:/fler.ve/
Dswcif> pode-se interag
com o modelo feito por
Kepler.

2 Modelo de Kepler que
explca a estrutura do
sistema planetério.

i
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Figura 2.33: Definicao de poliedro con-

VeXO0 € Nao convexo
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1. Classifique cada uma das figuras geométricas espaciais em poliedros ou nao poliedros.
a)

2. Determine o nimero de faces, arestas e vértices de cada poliedro.
) ) e)

3. Classifique cada poliedro em convexo ou néo convexo.
a) b) c)
4. Determine a quais poligonos correspondem as faces dos poliedros.
a) b) . c) d;.
5. Esboce um poliedro convexo de 6 faces & um nao convexo de 7 faces. Em seguida, troque essas figuras

com um colega e determine a quantidade de vértices e arestas das figuras que vocé recebeu. Por fim,
verifiquem se as resoluges estéo corretas.
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Figura 2.34: Atividades

Poliedros de Platdo

Platio (427 a.C.-347 a.C.) foi um filésofo grego, discipulo de Sécrates, nas-
cido em Atenas. Em 387 a.C., ap6s a morte de seu mestre, fundou em sua ci-
dade natal uma escola que ficou conhecida como “Academia”. Na fachada
dessa escola, podia-se ler: “Que ninguém que ignore a Geometria entre aqui’.
Nessa frase, podemos observar que, apesar de Platao no ter dado contribui-
o significativa aos resultados mateméticos técnicos da época, ele tinha uma
grande admiragzo pela Geometria.

Gomumente & dito que Plato passou a ter uma visao matematica por influén-
cia de um amigo, Arquitas. Acredita-se também que foi a partir dai que ele sou-
be da existéncia de cinco poliedros: o tetraedro, 0 cubo, o octaedro, o icosaedro
& 0 dodecaedro. Nessa época, esses poliedros eram associados aos quatro ele-
mentos considerados primordiais: ar, associado ao octaedro; terra, associada ao
R cubo; fogo, associado ao tetraedro; e 4gua, associada ao icosaedro. O quinto &
Gitimo poliedro foi o dodecaedro, que Platdo considerou o simbolo do universo.

H
H
3
2

Devido & sua importancia, esses poliedros convexos séo chamados Poliedros
de Platéo. Um Poliedro de Platéo satisfaz simuftaneamente as seguintes condigdes:

* todas as faces tém o mesmo nimero de arestas

* de cada vértice parte o mesmo nimero de arestas

* a Relagéo de Euler & valida

Exemplos

* O poliedro abaixo é de Platao,
pois todas as faces tém o mes-
mo nimero de arestas (3); de
cada vértice parte o mesmo nii-
mero de arestas (3); a Relagéo
de Euler & valida, ou seja:

V=4; F=4; A=6
V+F=A+2=4+4=6+2-8=8

* O poliedro abaixo ndo ¢ de Platdo.
Apesar de duas das condigdes se-
rem satisfeitas, ou seja, de ter o
mesmo nimero de arestas partindo
de cada vértice e a Relagéo de Euler
ser vélida, nem todas as faces tém o
mesmo nimero de arestas. Pode-
mos notar que algumas faces tém
3 arestas, enquanto outras tém 4.

Em relagéo aos Poliedros de Platéo, temos a seguinte propriedade:
Existem 5, e somente 5, classes de Poliedros de Platao.

Para demonstrar essa propriedade, considere um Poliedro de Platdo em que
V, F o A representam o nimero de vértices, faces e arestas, respectivamente.
Considere também que n é o nimero de arestas de cada face e que p é o ni-
mero de arestas que partem de cada vértice.

As restrigdes n>3ep23
580 necessérias, pois s
1 for menor que 3 no &
possivel obter um
poligono, @ s p tambsm
for menor que 8, ndo 6
possivel formar um
poliedro.

Cada face tem n arestas (n>3), e cada aresta é comum a 2 faces. Assim:
2A
i

Como cada aresta contém 2 vértices, e p (p=3) corresponde ao nimero de
arestas que partem de cada vértice, temos:

A:“zjaF,
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Figura 2.36: Poliedros de Platao

» Relacdo de Euler

0 suigo Leonhard Euler (1707-1783) realizou muitas contri-
buigdes 4 Matematica. Mesmo ficando cego aos 59 anos de
idade, Euler continuou seus estudos. E provavel que nenhum
outro matematico tenha produzido tanto quanto ele, que du-
rante toda a vida publicou cerca de 500 trabalhos, entre li-
vros e artigos.

Dentre as varias contribuigdes de Euler, podemos destacar
uma importante relaao envolvendo o nimero de faces (F),
arestas () e vértices (V) de um poliedro.

Geometria / unionoe N

Antes de escrevermos essa relagdo, observe 0s seguintes
poliedros, nos quais esté indicado o nimero de vértices, fa-

; M 11214 Culer
ces e arestas:

A Paralelepipedo 2 Pentaedro. 2 Dodecaedro:
ou hexaedro:

V=8 F=6 A=12

S V=20 F=12 A=30

Em cada um desses poliedros, podemos notar que o nimero de vértices
mais o numero de faces ¢ igual ao nimero de arestas mais dois.

Paralelepipedo ou hexaedro Pentaedro Dodecaedro
8+6=1212 5+5=8+2 20+12=30+2
VE R VFA SEGES
14=14 10=10 32-32

Podemos representar essa relagao da seguinte maneira:
V4F=A+2

Essa igualdade & conhecida como Relagéo de Euler e é vilida para todo
poliedro convexo. No entanto, essa relagao é vélida também para alguns
poliedros nao convexos. Veja os exemplos.

V=16
F=10
A=24
V+F=A+2=16+10=24+2 ViF=

relaga0 verdaders

Os poliedros cuja Relagdo de Euler é vilida sdo chamados poliedros
eulerianos. Assim, podemos afirmar que todos os poliedros convexos sao eu-
lerianos, mas nem todo poliedro euleriano & convexo.
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Figura 2.35: Teorema de Euler para po-
liedros convexos e um poliedro nao con-

vexo

2 2.A 2.A > i
Substituimos £ por 2 ¢ v por 22 na Relagao de Euler. Em seguida, | oT% TUSA € posithoe.
. n consequentemente, > 0.
dividimos a equagéo obtida por 2A: e A
P Eo s e e i e riget 1t (N Assim, 142 tambm
=Ly
pEE P2 AT T 2 AT 2 & malor que 0, 2
Vamos supor que as faces sejam triangulares. Nesse caso, temos n=3, e ¥
assim: H
Para n=3, temos que p pode ser 3, 4 ou 5.
Agora, vamos supor que as faces sejam quadrangulares. Nesse caso, temos
n=4, e assim:
s
IR I8 s
P
Para n=4, temos p igual a 3.
Supondo que as faces sejam pentagonais (n=5), temos:
Bid ity 1850 1 105 s
Seo—os0mo+l li051 80,1, 3 10 45
pn2 BiEsD p 1070757 107P<3
Para n=5, temos p igual a 3.
Se n26, obteremos p<3, 0 que néo é possivel, pois p deve ser maior ou igual
a3,isto 6, p23
Organizando as informagdes obtidas, temos:
o oiye
il
Faces triangulares Lii
|3 5
Face quadrangular | ¢ | 3
| Face pent lis,
Observando essas informagaes podemos notar que ha 5 classes de Poliedros
de Platéo. Utilizando as relagdes obtidas anteriormente, determinamos os valo-
res de V, F e A. Organizando esses valores em um quadro, temos as 5 classes
de poliedros possiveis.
nlp |V Nome do poliedro
LA Tetraedro
[s]a]s Octeedro
3]s | Icosaedro
4 8. -8 6 12 Hexaedro
53|20 Dodecaedro |
Observe alguns Poliedros de Platdo:
A Dodecagdro 2 Tetraedro A Hexaedro A Octaedro 2 Icosaedro
|
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Figura 2.37: Poliedros de Platao
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Teorema de Euler para poliedros nao convexos

Poliedros regulares

Dizemos que um poliedro convexo é regular quando satisfaz as seguintes
condigdes:

» as faces séo poligonos regulares e congruentes entre si

+ de cada vértice do poliedro parte o mesmo nimero de arestas

Em relagdo aos poliedros regulares, temos a seguinte
propriedade: Existem 5, e somente 5, poliedros regulares.

Podemos demonstrar essa propriedade da seguinte maneira:

Se um poliedro & regular, suas faces séo poligonos regulares & congruentes
entre si e, desse modo, todas as faces tém o mesmo nimero de lados. Além
disso, em um poliedro regular, de cada vértice parte o mesmo numero de
arestas.

Assim, dizemos que todo poliedro regular é de Platao. Logo, existem, no
maximo, 5 poliedros regulares.

Veja a seguir os 5 poliedros regulares e suas respectivas planificagdes:

A afirmagéo a seguir &
verdadeira? Por qué?
“Todo poliedro regular &
de Platéo, mas nem todo
Poliedro de Platéo 6
regular”

«
Tetrasdro reqular: 4 faces triangulares equilteras
I\ ¢ 3 arestas que partem de cada vértice.

. «
| Hexaedro regular ou cubo: 6 faces quadradas
2| e 3 arestas que partem de cada vértice.

Qctaedro regular: 8 faces triangulares
equildteras 4 arestas que partem de
cada vértice

«

Dodecaedro regular: 12 faces
pentagonals regulares ¢ 3 arestas
que partem de cada vértice.

«
Icosaedro reqular: 20 faces triangulares
equiléteras e 5 arestas que partem de
cada vértice,

Portanto, existem 5, e somente 5, poliedros regulares.
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Figura 2.38: Poliedros Regulares
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ATIVIDADES

IDAS

R1. (UFPel-RS) No pais do México, ha mais de mil anos, o
povo Asteca resolveu o problema da armazenagem da
pés-colheita de gréos com um tipo de silo em forma de
uma bola colocado sobre uma base circular de alvenaria.
A forma desse silo ¢ obtida juntando 20 placas hexagonais

© mais 12 placas pentagonais.

Com base no texto, & correto afirmar que esse silo tem:
d) 86 arestas e 60 vértices
) 110 arestas e 60 vértices

a) 90 arestas e 60 vértices
b) 86 arestas e 56 vértices
©) 90 arestas e 56 vértices
Resolugo
* Nimero de faces
F=20+12=32
* Nimero de arestas
20 faces hexagonais: 20-6=120
12 faces pentagonais: 12-5=60

Disponivelem: <o barose.comiport/letim bt
Acesso em: 10 out. 2007, (Adape)

Como cada aresta é comum a duas faces, o nimero de arestas do silo &

A
« Numero de vértices

_120+60_180 _
-2

920

Substituindo o ntimero de faces e o de arestas na Relagao de Euler, obtemos o nimero de |

vértices do silo.

V+F=A+2 V+32=90+2 V=60
Portanto, o silo tem 90 arestas e 60 vértices, ou seja, a alternativa correta & a.

a) O cubo é um Poliedro de Platéo.

- Classifique em verdadeira ou falsa cada afirmago, justificando cada caso.

b) As faces de um icosaedro regular sio triangulos equiléteros.
©) A Relagéo de Euler é vélida somente para poliedros convexos.
d) Se as faces de um poliedro convexo sao poligonos regulares congruentes entre si, entao o

poliedro ¢ regular.

Resolugdo

a) Verdadeira, pois o cubo é um hexaedro re-
gular e, portanto, um Poliedro de Platéo.

2 Cubo ou hexacdro regular

b) Verdadeira, pois o icosaedro regular tem
como faces 20 triangulos regulares.

A Icosaedro regular

©) Falsa, pois a Relago de Euler & valida
também para alguns poliedros nao con-
vexos, como o apresentado a seguir.

«

8 faces, 12 vértices e
| 18 arestas (relagdo
V+F=A+2 verdadeire)

d) Falsa, pois também é necessario que, de |

cada vértice do poliedro parta o mesmo
namero de arestas.

Vi «
As faces desse poliedro sz
triangulos requlares e, além
disso, é valida a Relagdo de
Euler, Porém, do vértice \,
partem 5 aresias, ¢ do
Vértice V,, 4 arestas.
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Figura 2.39: Exemplos

6. Qual é o nimero de faces de um poliedro convexo
que possui 10 vértices e 15 arestas?

7. Observe o poliedro.

Hoerea d adors

a) Esse poliedro é convexo ou ndo convexo?
Justifique.

b) Determine o ntimero de vértices, arestas e
faces desse poliedro.

¢) Nesse poliedro, a Relagao de Euler é vélida?
Justifique.

8. Esboce um poliedro em que a Relagao de Euler
nao é valida. Depois, escreva o nimero de vér-
tices, arestas e faces desse poliedro.

Um poliedro convexo de 16 arestas e 9 vértices
é formado apenas por faces triangulares e qua-
drangulares. Determine o nimero de faces trian-
gulares e quadrangulares desse poliedro.

5

Em um poliedro convexo, o nimero de arestas &
o dobro do ndmero de vértices. Quantos vérti-
ces, arestas e faces tem esse poliedro, sabendo
que todas as suas faces s&o triangulares?

Um poliedro convexo possui duas faces octogo-
nais e oito faces quadradas. Qual & o numero de
vértices e arestas desse poliedro?

»

De um poliedro convexo de 12 vértices, partem
5 arestas de cada vértice. Determine o numero
de faces e arestas desse poliedro.

3

. Considere o poliedro regular cujo nimero de faces
€ igual ao de vértices e resolva.
a) Quantas faces, vértices e arestas possui esse
poliedro?
b) Que nome recebe esse poliedro?
¢) Qual é a forma das faces desse poliedro?

2

Podemos afirmar que um octaedro, poliedro que
se enquadra em uma das cinco classes dos
Poliedros de Platdo, 6 um poliedro regular? Jus-
tifique.

15, Qual ¢, em graus, a soma dos angulos internos
das faces de um tetraedro regular?
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Figura 2.40:

16. Observe nas figuras abaixo o hexaedro regular e
sua planificagéo.

Para cada item, esboce a planificagéo corres-
pondente ao poliedro, nomeando adequadamen-
te os vértices.

a) b)

4
A Tetraedro regular A Octaedro regulr

17, Sabendo-se que determinado poliedro regular
possui 12 vértices e que suas faces tém forma
triangular, responda.

a) Quantas arestas e faces tem esse poliedro?
b) Qual & 0 nome desse poliedro?
¢) Esse poliedro é de Platao? Justifique.

[ 18.\ DESAFIO 5

g
Considere dois poliedros convexos, A e B, em
que A tem 8 vértices a mais que B e ambos tém
0 mesmo numero de arestas. Sabendo que o
poliedro A é formado apenas por faces penta-
gonais & que B & formado apenas por faces
triangulares, determine o nimero de faces, vér-
tices e arestas de cada um desses poliedros.

Certo poliedro convexo & formado apenas por
faces pentagonais e hexagonais, todas regulares.
Sabendo que esse poliedro possui 90 arestas e
que a soma dos angulos internos de suas faces
& igual a 20880°, calcule a quantidade de faces
pentagonais e hexagonais desse poliedro.

Atividades

Geometria / unbAoE N



3 Caracteristica de Euler-Poincaré

para poliedros n-toricos

Nesse capitulo, vamos considerar poliedros com buracos no formato como vemos
nas Figuras 3.3, 3.4, 3.5. Percebemos que o Teorema de Euler nao satisfaz poliedros
com buracos. De fato, no poliedro com um buraco, temos V' — A+ F = 0, e no poliedro
com dois buracos V — A+ F = —2, etc.

Foi gracas a Poincaré, em 1893, a solugao definitiva para o Teorema de Euler. Ele
foi o primeiro mateméatico a compreender que o Teorema de Euler é um teorema de
Topologia, e nao de Geometria.

Poincaré mostrou que dado um poliedro P o numero X (P) =V — A+ F, chamado
de Caracteristica de Euler-Poincaré, é um invariante topologico, isto é, ele mostrou que
poliedros homeomorfos possuem mesma Caracteristica de Euler-Poincaré, ou seja, se
imaginarmos cada poliedro feito de borracha e os inflarmos, injetando ar, os poliedros
que nao possuem furos, ou seja, n = 0 serao transformados em esferas, sao todos os
casos em que seu invariante topologico é X(P) =V — A+ F = 2. Ja os poliedros que
tem um buraco n = 1 serdo transformados em um toro (cAmara de pneu cheia de ar)

e seu invariante topologico ¢ X (P) =V — A+ F = 0 e assim por diante.

Exemplo 3.1. O poliedro da Figura 3.1 pode ser homeomorfo a esfera.

Figura 3.1: Poliedro homeomorfo a esfera
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42 Caracteristica de Euler-Poincaré para poliedros n-téricos

Exemplo 3.2. O poliedro da Figura 3.2 pode ser homeomorfo a um toro.

Figura 3.2: Poliedro homeomorfo a um toro

Definicao 3.1. Duas figuras P e Q sao homeomorfas quando existe uma transformagao
continua f : P — Q cuja inversa f~! : Q — P também ¢ continua. (Neste caso, f

chama-se um homeomorfismo de P em Q)

Definimos como homeomorfismo toda aplicacao bijetora, continua e com inversa

continua.

Definigao 3.2 (Poliedros n-toricos). Chamamos de poliedros n-tdricos os poliedros

com n buracos, conforme o exemplo a sequir.

Neste capitulo vamos demonstrar, por indugao a Caractristica de Euler-Poincaré

para poliedros n-téricos.

Exemplo 3.3. Poliedro com um buraco chamamos 1-térico, dois buracos chamamos 2-
torico, trés buracos chamamos 3-térico, ...,n buracos chamamos n-térico. Veja Figuras
3.3, 3.4 e 3.5.

Inicialmente, consideremos o poliedro da Figura 3.3 com n = 1, o 1-térico.

Figura 3.3: 1-torico.
Notemos que sua Caracteristica de Euler-Poincaré sera:

X(P)=V —A+F=16-232+16=0.

Agora consideremos o poliedro da Figura 3.4,
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Figura 3.4: 2-torico

Sua Caracteristica de Euler-Poincaré sera:
X(P)=V —-A+F=24—-48+22= -2,

Para 3-toérico, temos

X(P)=V - A+F=232—64+28=—4

Figura 3.5: 3-térico

O que podemos observar calculando a Caracteristica de Euler-Poincaré dos po-
liedros das Figuras 3.3, 3.4 e 3.5, é que temos uma progressao aritmética, a saber
(0,—2,—4,...), de razao r = —2, onde o primeiro é a; = 0. Vamos calcular o termo
geral a,. Lembrando que:

an=a;+n—1)r=0+n-1).(-2)=2—-2n neN.
Vamos agora formalizar esse resultado.

Teorema 3.1. Seja P um poliedro n-térico com 'V vértices, A arestas e F' faces. Entao,
a Caracteristica de Fuler-Poincaré de P € dada por

X(P)=V-A+F=2-2n,

ondene€Nen>1.



44 Caracteristica de Euler-Poincaré para poliedros n-téricos

Demonstracao. Vamos demonstrar, por inducgao, que a Caracteristica de Euler-Poincaré

para poliedros n-téricos satisfaz

X(P)=V—-A+F=2—2n, (3.1)

comn > 1.

Para o 1-térico, conforme Figura 3.3, temos

X(P)=V —-A+F=16—-32+16=0.

Suponhamos a férmula (3.1) valida para u n-torico.
Dai,

X(P)=V,—A,+F,=2—2n.

Provaremos que a formula (3.1) vale para poliedros com n + 1 buracos. Para con-
cluirmos a prova, vamos considerar as figuras abaixo. Primeiramente, vamos unir os
poliedros das Figuras 3.3 e 3.4. Notemos que para o poliedro da Figura 3.4, vale
X(P)=V,—A,+ F, =2—2n. Ao acrescentarmos o poliedro da Figura 3.3, devemos
lembrar que vale para este poliedro a relagao X(P) =V — A+ F =16 —-32+ 16 = 0.

Figura 3.6: (n + 1)-térico

Ao “colarmos” os dois poliedros das Figuras 3.4 e 3.3, a saber o n-toérico e o 1-torico,
alguns vértices, faces e arestas, se tornaram apenas um. Faremos a demonstragao
detalhadamente.

Com relacao aos vértices V,, temos que, ao juntarmos o poliedro da Figura 3.4 com
o da Figura 3.3 aumentarao 16 vértices no poliedro da Figura 3.4 porém 4 vértices de
cada figura, se tornaram apenas um, a saber, (I, Is, L1, Ls) e (M, Ms, N1, N3). Desta
forma, o numero de vértices obtidos é dado por V,, + 16 — 8.

Com relagao as arestas, teremos que as A,, arestas do poliedro da Figura 3.4 serao

somadas as 32 arestas da Figura 3.3, porém muitas arestas se uniram, a saber,
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(I115, L1 Lo, 11 Ly, 5 Ls),
(My My, Ny Ny, My Ny, My Ns),
(F11y, Fols, Gh Ly, GoLs),
(M101, M504, N1 Py, No Py),
(I1J1, Iy Jo, K1 Ly, Ky Ls),
(M5, MySs, NyTy, NoTs).

Ainda novas arestas se formarao:

(KISI7 K2527 J1T17 J2T2>7 (FIPIJ F2P27 G1017 GQOQ>'

Dai, obtemos o seguinte niimero de arestas

A, +32—-24+38.

Com relacao as faces temos que as F;, faces do poliedro da Figura 3.4 serao somadas

as 16 faces do poliedro da Figura 3.3, porém algumas faces se uniram, a saber,

(I113L1 Ly, My MyN1 N3),
(F1G11 Ly, F5Goly Lo, MyN,O1 Py, MyNyOo Py),
(D1G1 K1 Ly, DyGo KoLy, Ay Fy 11 Jy, AsFolo Jo, M1O1Q1S1, MaO2Q2S2, N1 PRy T', NoPyRoTh)

e

(K1K2L1L27 M1M25182> [112J1J27 N1N2T1T2>

dando origem as faces
(F1G10, Py, FyG20,P),

(D1 K1Q151, DaKoQ2Ss, AvJi Ry Ty, As JoRoTh)

(J1J2T1T27 K1K25152).

Logo, obtemos o seguinte nimero de faces do (n + 1)-torico, como mostra a Figura

3.7,

F,+16 — 18 4 8.
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Figura 3.7: (n + 1)-térico

Agora vamos checar o Teorema de Euler-Poincaré, para o (n + 1)-térico.

Vor1—Apii+Fu = Vp+16—8—(A,+32—2448)+ F,+16—18+8 = V,,+8— A, — 16+ F,,+6.
Logo,
Viri—Awi1+Foi =V, — A, +F,—2=2-2n—-2=2-2(n+1).
Portanto, a férmula é valida para poliedros com n + 1 buracos, consequentemente,
X(P)=V —-A+F=2-2n,

é valida paran e Nen > 1.

J

Figura 3.8: 3-térico
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3.1 Apéndice

3.1.1 Construcao de um poliedro n-térico com o GeoGebra 5.0.

A seguir, apresentamos passo a passo a construcao de um 2-torico com ajuda do

software GeoGebra versao 5.0. Para a construcao de qualquer outro n-torico, basta

aplicar os passos abaixo de forma a obter os n buracos do poliedro.

Ao abrir o GeoGebra temos a visao da janela 2D, mesmo querendo construir uma

figura tridimensional comegaremos por ela.

€ GeoGebra - o x
Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A 3 D) @) O] &) |\ e =2 o
o /'i I eSS AU PNl '%'7 Arraste ou selacione objstos
b Janela de Algebra X| | »_Janela de Visualizagio X
o
s
a
El
2 q
.
o
o s 7 s 5 ) 3 2 1 0 7 H 3 3 5 3 7 8 g o 71 k3 B
El
2
3
Entrada [}

Figura 3.9: Janela 2D

Em seguida clicando com o botao direito do mouse sobre os eixos aparecerd a

"Janela de Visualizacao":

€7 GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
A RS & . a=2 Mover
o /'/, el 1 @7 C), Lo\ [ABCl| == ] "}’7 Arraste ou selecione objetos
b Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagao >
s
5
4
a
Janela de Visualizagdo "
| Eixos
1 mana
Barra de Navegac3o
T & 7 ® ' 3 3 |Q zoom > 3 5 s 3 7 s 3 w2 n
EiroX : EixoY >
Exibir Todos os Objetos
Visualizagio Padrao  CtrkM
% Janela de Visualizacio
-3
-
Entrada (]

Figura 3.10: Opgoes da janela de visualizagao
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Vamos selecionar "Malha", para podermos marcar os pontos, a tela ficard como na
Figura 3.11.

7 GeoGebra - x
Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A v I @ @ &_ & a=2 Mover
* "/; 3 &"7 &l AILAIIORNS ABCV — ‘1_.7 Arraste ou selecione objetos
» Janela de Algebra ¥ | » Janela de Visualizagéo Fd
s
5
a
3
F
4
.
0
-8 8 -7 -8 5 4 -3 -2 1 o 1 2 3 4 5 8 7 8 e 10 n 12 13
-1
2
-3
-4
Entrada =)

Figura 3.11: Malha

Agora vamos selecionar os pontos que queremos, para isso vamos clicar na ferra-

menta "Ponto".

€7 GeoGebra - x
Arquiva Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
LR @ @ &L J a=2 Ponto
%7 /{7 o w11 et (AN LS PN ABCT - Q'T Clique na Janela de Visualizagao ou sobre um objeto
b Jane de Visualizagio i
" Ponto &
A\ Ponto em Objeta
5
{" Vincular / Desvincular Ponta
5
X Intersecdo de Dois Objetos
* a
® | Ponto Médio ou Centro
.Z Niimera Complexo 3
2
4
1
0
o 5 7 5 5 4 3 2 1 o 1 2 a a 5 [ 7 [ [ 10 1 12 13
-1
2
3
A
Entrada 1)

Figura 3.12: Ferramenta ponto

Vamos marcar os pontos que queremos. Imagine e marque os pontos da base do 2-
torico, observemos que cada ponto marcado tem suas coordenadas na janela de algebra

a esquerda.



Apéndice

49

¥ GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Entrada

A=Y

[

kT

2 | ¥ Janela de Visualizagio

Ponto
Clique na Janela de Visualizagio ou sobre um objeto

x

Entrar.

B E F
] 3 . .
2
1
[}
1 o 1 2 3
-1
-2
C H G
* 3 ] *

Figura 3.13: Pontos marcados

Para construirmos a base do nosso 2-torico vamos selecionar a ferramenta "Poli-

gono".

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

\

b Janela de Algebra
Ponto
A=(3,3)
=(1,3)

Entrada

v PRy

PO O ) N o] 2 )

Poligono

Poligono Regular

Poligono Rigido

Poligono Semideformavel

Ponto
Clique na Janela de Visualizacio ou sobre um objeto

x

Entrar.

Figura 3.14

B E F
. 3 . .
2
1
o
1 o 1 2 a
-1
2
C H G
° 3 . .

: Ferramenta poligono

Posteriormente, vamos clicando nos pontos e formando os poligonos, lembrando

que todo poligono deve ser fechado, por isso o primeiro ponto do poligono a ser clicado

também deverd ser o dltimo. Mais um detalhe importante, como queremos buracos

no centro, temos que ir construindo poligonos em volta dos buracos de forma que eles

sejam formados naturalmente.
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7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda

EHIEN B 12 [ON S AINNLEEB0 G

b Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagio

D¢

Poligono
Selecione todos os vértices e, entdo, clique novamente no vériice inicial

- Quadrilitero
=@ pol1=16
Segmento
® a=6

® d=283
® =283 k. a

- x

Entrar.

.- @ k=10 7 & =

Entrada;

Figura 3.15: Construindo poligonos

Com a jungao dos quatro trapézios e do retangulo temos a base do nosso 2-térico.

¢ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

r] AL Gl <l N]led =] 4]

» Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagdo
Hexagono “
® pol2=16

Poligono
Selecione todos os vértices e, entdo, clique novamente no vértice inicial

® poid=16
Ponto

L=(5,-5)
Quadrildtero
@ pol1=16
® pol3=16 k. a

Segmento

®
5o
e
&

oy

i
w0 B
(=]

--@ pol5=12 = & 5 = z

i

~= oo oo no o

0
2N
&

a

Entrada

Figura 3.16: Base do 2-térico

Comecaremos a construgao da figura tridimensional, para isso vamos clicar em

“Exibir”, “Janela de Visualizacao 3D”.
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7 GeoGebra - *
Arquivo Editar Exibir 009595 Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
N |55 Janela e Ageora cri-shin - M-z & Poligono El -
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) Janelade 4y [X  Janela CAS Ctri+Shift+ %
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=
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. 3
Y D & H g‘ G
* 1
ol 0, I
* -4
L]
*
. J v L
Entrada [cil
Aparecera duas janelas uma bidimensional e outra tridimensional do lado direito.
€7 GeoGebra - x
Arquivo Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
p=] =4
A | . J. @ {L . Poligono
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i@ pol2=16
1
a, i .
4
b i
A B i E 54
—i
2
. 3
® ,5) 1
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i@ pol3=16 K a ) 0 n g
i@ pols=12 7 I 5 = 2 h o 2
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@ a=6
@ a,=283 1
& b
@ b
2
L ]
B 4
- D © H o G
- 1
d L
- 1 -
.
L) v

Entrada

Figura 3.18: Janelas 2D e 3D

Poderemos agora fechar a janela 2D pois trabalharemos de agora em diante apenas

com a janela 3D.
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€7 GeoGebra - x
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Figura 3.19: Janela 3D

Para fazermos esse plano transformar-se no 2-térico que queremos, selecionaremos

“Extrusao para Prisma ou Cilindro”.

€7 GeoGebra - x
Arquiva Editar Exioir OpgBes Fermamentas Janela Ajuda Entrar.
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Figura 3.20: Extrusao

Clicando e arrastando para cima cada um dos poligonos construidos, formaremos

poliedros.
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7 GeoGebra - X
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Figura 3.21: Construindo poliedros

Para facilitar nossa construcao, com a ferramenta "Girar Janela de Visualizagao
3D", podemos girar nossa figura como quisermos possibilitando uma melhor visualiza-
¢ao.

2 GeoGebra - X

Arquiva Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Figura 3.22: Ferramenta de giro

Com a juncao dos cinco poliedros formados teremos o nosso 2-térico. Observe que,

novamente os furos surgiram naturalmente.
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Observemos que na Figura 3.23 formada temos pontos sobrepostos representados
por letras maitsculas, letras mintsculas representado as arestas, temos os eixos, um

plano cinza em baixo e as arestas de um grande paralelepipedo envolvendo todo o

Figura 3.23: 2-toérico

2-torico, vamos fazer uma "limpeza'"para que o 2-torico se sobressaia.

Comecaremos tirando o grande paralelepipedo que envolve o 2-térico, clicando com
o botao direito do mouse ao lado do 2-térico aparecera a "Janela de Visualizagao

3D", clique em "Janela de Visualizacao"e desabilite a opcao "Habilitar Clipping"o

paralelepipedo desaparecera.
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Figura 3.24: Tirando o paralelepipedo

que envolve o 2-térico
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Para eliminarmos os eixos e o plano cinza que estd em baixo do 2-térico, temos
que novamente clicar com o botao direito do mouse ao lado do 2-térico e selecionar
eixos, eles desaparecerao e depois com o mesmo procedimento selecionar plano e ele

dasaparecera.
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Figura 3.25: Tirando eixos e plano cinza

Se desejarmos eliminar a nomenclatura das arestas, basta clicar com o botao di-
reito do mouse em cima da letra que representa determinada aresta, clicar em "Exibir

Roétulo". Vale o mesmo procedimento para eliminar os pontos do poliedro.
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Figura 3.26: Retirar nomenclatura de arestas ou pontos
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Finalizando, para mudar a nomenclatura de alguma aresta ou de algum ponto, basta
clicar com o botao direito do mouse sobre o objeto desejado e clicar em “Renomear” e

dar o nome desejado.
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Figura 3.27: Renomear arestas ou pontos

3.1.2 Planificagoes

Ao planificarmos com o GeoGebra 5.0 poliedros homeomorfos a uma esfera sejam
eles convexos ou nao, conseguimos moldes que permitiria, se quiséssemos construi-los
com um tunico pedaco de cartolina, isso ocorre devido ao fato do poliedro nao ter

buracos, veja os casos do Cubo e do Dodecaedro abaixo:

Figura 3.28: Cubo sendo planificado
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Figura 3.29: Cubo planificado

Figura 3.30: Dodecaedro sendo planificado

Figura 3.31: Dodecaedro planificado

Ao planificarmos um poliedro homeomorfo ao toro, teremos planificagoes sobrepos-
tas como podemos observar nas cores verde e azul e marron na Figura 3.33, o que
significa que nao conseguiriamos construir esse poliedro com um tnico pedago de car-
tolina, esse fato se deve ao buraco existente nesse poliedro e terfamos planificacoes

sobrepostas também no 2-térico, 3-torico e assim por diante.
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Figura 3.32: 1-térico sendo planificado

Figura 3.33: 1-térico planificado



4 Consideracoes finais

Neste trabalho demonstramos o Teorema de Euler para poliedros convexos e mostra-
mos que esse teorema também é valido para alguns poliedros nao convexos, e exibimos
as condicoes necessarias para que isso aconteca. De forma detalhada, apresentamos a
demonstracao e sua generalizacao que ficou conhecida como Caracteristica de Euler-
Poincaré.

Esperamos que esse trabalho possa ser usado como material de apoio para professo-
res do ensino médio e que possa contribuir para esclarecer possivel dividas a respeito
do Teorema de Euler.
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