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Resumo

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional

Modelagem Computacional do Problema de Conducao de Calor
por Arison André Rocha de Oliveira

A Modelagem Computacional € uma drea de conhecimento multidisciplinar que
trata da aplicacdo de modelos matematicos e técnicas da computagdo a andlise, compreen-
sdo e estudo da fenomenologia de problemas complexos em dreas tdo abrangentes quanto
as engenharias, ciéncias exatas, biologicas, humanas, economia e em particular a transfe-
réncia de calor, que € a drea de interesse do presente trabalho. O presente trabalho visa
estudar a implementac¢ao computacional através da utilizagcao do Método de Diferencas Fi-
nitas (MDF) para solucionar o problema da condug¢do de calor, onde o problema fisico se
baseia na Lei de Resfriamento de Fourier (LRF), cuja formulagdo matemaética constitui de
uma equacdo diferencial parcial (EDP) e verificar a estabilizacdo das solu¢des numéricas
para o problema da equacgdo do calor com as condi¢des de fronteira Dirichlet homogéneas
e condigdes iniciais. Isso se torna possivel, gragas ao uso do método explicito em diferen-
cas finitas para a aproximacao finita do problema continuo. Para o experimento usou-se
uma placa de metélica com dimensdes 20cm x 30cm, uma vela, como fonte continua de
calor aplicada ao ponto médio do lado da placa de dimensao 20cm e o software matematico
MATLAB 7.0 para as simulacdes numéricas. Com isso, foi possivel obter uma solugdo nu-
mérica explicita do problema e o griafico denominado curva de calor, onde € possivel ter
uma ideia da dissipacdo de temperatura que ocorre durante o experimento € mostrou-se
também a importancia do critério de estabilidade para a convergéncia das solugdes. Tudo
isso, possibilita ter uma visdo mais ampla do conhecimento estudado e ajuda a entender

melhor o processo de modelagem computacional.

Palavras-chave: Transferéncia de Calor. Condug¢ao. Anélise Numérica. Método

de Diferencas Finitas. Modelagem Computacional.
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Abstract
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Computational modeling of Heat Conduction Problem

by Arison André Rocha de Oliveira

The Computational Modeling is a multidisciplinary field of knowledge that deals with
the application of mathematical models and techniques of computer analysis, understan-
ding and study of the phenomenology of complex problems in areas as broad as the engi-
neering, exact sciences, biological, human, economy and in particular heat transfer, which
is the area of interest to this work. This work aims to study the computational implemen-
tation through the use of Difference Method Finite (MDF) to solve the problem of heat
conduction, where the physical problem is based on Fourier Cooling Law (FRL), whose
mathematical formulation is a partial differential equation (PDE) and check the stability
of numerical solutions to the heat equation of the problem with the Dirichlet homogene-
ous boundary conditions and initial conditions. This is made possible thanks to the use of
explicit finite difference method for the finite approximation of the continuous problem.
For the experiment used a metallic plate with dimensions 20cm X 30cm, a candle, as a
continuous source of heat applied to the midpoint of the side of the scale plate 20cm and
the mathematical software MATLAB 7.0 for numerical simulations. Thus, it was possible
to obtain an explicit numerical solution of the problem and the graph called heat curve,
where you can get an idea of the temperature dissipation that occurs during the experiment
and showed also the importance of the stability criterion for the convergence of solutions.
All this makes it possible to have a broader view of the studied knowledge and helps to

better understand the computer modeling process.

Key words: Heat transfer. Conduction. Numerical analysis. Finite Difference

Methods. Computational modeling.
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INTRODUCAO

A forma como o ensino da Matematica € tratada na escola nos leva a varios ques-
tionamentos que constroem a nossa problematica. Vdrias perguntas vém a tona, como, por
exemplo: Quais sdo as maiores dificuldades enfrentadas pelo professor no ensino dessa
disciplina? Por que, somente um niimero tao pequeno de alunos aprende Matematica? Por
que muitos professores se apresentam resistentes ao uso de computadores no ensino da
disciplina? De que maneira a utilizagdo do computador pode contribuir para que o ensino
da Matematica seja mais bem efetivado? Como os professores interagem com as propostas
de inovacdo do ensino, principalmente com o uso do computador? Diante desses questi-
onamentos, evidencia-se uma realidade em que os alunos, nas mais diferentes regides do
Brasil, apresentam resultados insatisfatorios quando avaliados em relagdo aos conheci-
mentos basicos da Matemadtica. Pois, segundo afirmacao de Stegemann (1994), o Brasil
amargou a penultima colocagdo na avaliacao internacional (1992) de desempenho na édrea
de matemadtica, realizada com criancas de 9 a 13 anos de 20 paises, ficando na frente ape-
nas de Mogambique uma ex-colonia portuguesa na Africa, que naquele ano possuia mais
de 60 % , de sua populacdo formadas de analfabetos. Os dados levantados por Stegemann
levam a diferentes pontos de reflexao sobre a eficiéncia do ensino escolar na vida do aluno.
Por isso, na elaboracdo desse trabalho, defendemos a ideia de que a Matematica € uma lin-
guagem que busca dar conta de aspectos do real e que € instrumento formal de expressao
e comunicacdo para diversas ci€ncias. Entretanto, a Matemadtica no cotidiano escolar ndao
tem conseguido atingir seus objetivos dada a dicotomia que € estabelecida entre a reali-
dade e o conhecimento matemadtico. Diante de tal problemadtica apresenta-se no contexto
educacional, a interdisciplinaridade, que além de interligar o conhecimento matemaético a
outras dreas afins, o faz a propria realidade dos alunos.

Nos parametros curriculares nacionais do ensino médio, por exemplo, podemos

destacar dois objetivos:



Compreender procedimentos e estratégias matematicas que permi-
tem ao aluno desenvolver estudos posteriores e adquirir uma forma-
cdo cientifica geral.

Analisar e valorizar informagoes de diferentes fontes utilizando fer-
ramentas matemadticas para formar uma opinido prépria que lhe per-
mita expressar-se criticamente sobre problemas da matematica, das
outras dreas do conhecimento e da atualidade (BRASIL, 1999, p.
84-85).

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica foram elaborados com o
objetivo de orientar as escolas a planejarem seus curriculos, de forma que possam prever
situacdes em que os alunos tenham acesso aos conhecimentos socialmente elaborados e
que sdo necessarios ao exercer a cidadania. Que eles consigam evidenciar a importan-
cia que a Matematica tem para a compreensdo do mundo em sua volta, e que também
consigam perceber que esta drea do conhecimento estimula a criatividade, o espirito in-
vestigativo e o desenvolvimento da capacidade de resolver problemas.

Dessa forma, o saber adquirido pelo aluno reveste-se uma universalidade maior
que o ambito dos problemas tratados, de modo que passa a ser instrumento para outras e
diferentes investigagdes, constituindo um ciclo dindmico, na medida em que novos saberes
levam a novas compreensdes do mundo e a colocagdo de novos problemas, dando-lhe
condig¢des de analisar e compreender o mundo que o cerca.

Os PCN’s também sugerem alguns caminhos para “fazer Matemdtica” na sala de
aula, no qual cita que € consensual a ideia de que nao existe um caminho que possa ser
identificado como tnico e melhor para o ensino de qualquer disciplina, em particular, de
Matemadtica. No entanto, conhecer diversas possibilidades de trabalho em sala de aula é
fundamental para que o professor construa sua pratica. Dentre elas destacamos a Modela-
gem Computacional.

A Modelagem Computacional € uma drea de conhecimento multidisciplinar que
trata da aplicacdo de modelos matematicos e técnicas da computagdo a andlise, compreen-
sdo e estudo da fenomenologia de problemas complexos em dreas tdo abrangentes quanto
as engenharias, ciéncias exatas, bioldgicas, humanas e economia e pode ser considerada
um caminho capaz de integrar a realidade vivenciada pelos alunos aos conteidos matema-

ticos, ganhando importancia como metodologia de trabalho na sala de aula, pois através



dela o aluno desenvolve habilidades de criar e resolver problemas, questionar, estabelecer
conjecturas, criar modelos e interpretar as solucdes a partir de um tema advindo do seu
cotidiano.

Dessa forma, o aluno podera ter um contato bem mais concreto com fendmenos
antes conhecidos apenas através de teorias, gragas aos processos de simulacdo numérica
da modelagem computacional.

Com base no exposto objetivamos com este estudo:

U] Propor uma metodologia para tornar o Ensino de Matematica mais interessante, criativo
e agraddvel usando a interdisciplinaridade como fator atrativo;

[] Usar recurso tecnoldgicos para entender conceitos matematicos e interpretar fendmenos
naturais relacionados ao problema de condug¢do de calor numa barra;

L] Inserir recursos computacionais nas escolas e ajudar o professor de matemadtica e dreas
afins a explicar de forma menos abstrata o importante fenomeno fisico da conducao de
calor.

A organizacdo deste trabalho € a seguinte: No Capitulo 2 fazemos um breve co-
mentdrio de alguns aspectos histéricos concernentes a teoria de propagagdo do calor e
como ela evoluiu até chegar a Lei de Fourier. No Capitulo 3, falamos um pouco da Mode-
lagem Matemadtica com explica¢des bem ilustradas e deduzimos uma demonstracao bem
didatica do problema de conducdo de calor numa barra. O Capitulo 4, é onde iniciamos
a abordagem numérica do problema, discretizando o problema, informando o método nu-
mérico a ser utilizado e definindo alguns conceitos necessarios para o bom ententimento.
Finalmente chegamos ao Capitulo 5, colocando em prética a modelagem computacional,
com exemplos bem préximos da realidade e sempre ilustrando o passo a passo de todo o
processo, inclusive fazendo uma descri¢do detalhada do algoritmo usado na implementa-

cdo.



Capitulo 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo faremos uma introdugdo de alguns conceitos que serdo necessarios

para o desenvolvimento dos préximos capitulos.

1.1 Alguns Aspectos Fisicos

Sempre que existir um gradiente de temperatura no interior de um sistema ou que
dois sistemas a diferentes temperaturas forem colocados em contato, havera transferéncia
de energia. O processo pelo qual a energia € transportada chama-se transmissdo de calor
(Kreith e Bohn (2003); Kern (1987)). Ha trés modos distintos de transmissao de calor:

condugdo, convecgdo e radiagdo.

1.1.1 Transmissao de Calor por Conducao

A condug¢do é um processo pelo qual o calor flui de uma regido de temperatura
mais alta para outra de temperatura mais baixa, dentro de um meio (sélido, liquido ou
gasoso) ou entre meios diferentes em contato fisico direto. Na transmissdo de calor por
conducdo, a energia € transmitida por meio de comunicacdo molecular direta, sem apre-
cidvel deslocamento das moléculas. Quando as moléculas em uma regido adquirem uma
energia cinética maior do que a das moléculas da regido adjacente, por motivo de uma
diferenca de temperatura, as moléculas possuidoras de maior energia transmitirao parte de
sua energia para as moléculas da regido de temperatura mais baixa. A transferéncia de

energia pode ocorrer pelo impacto eldstico (como nos fluidos) ou por difusdo de elétrons
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de movimento rdpido das regides de alta para as de baixa temperatura (como nos metais).
A relagdo basica para a transmissao de calor por condugao foi propostas por Fou-
rierem 1822. A equacdo elementar para a condugdo unidimensional no regime permanente

denominada Lei de Fourier é:

= —kAY (L.1)

onde:

e (. : ¢ o calor transmitido por condugdo por unidade de tempo ( Kcal/h em unidades
usuais ou J/s = W no SI);

e 1 : é a condutividade térmica do material (Kcal/(h -m - °C));

e A : é adrea da seccgdo através da qual o calor flui, medido perpendicularmente a direcido
do fluxo (m?);

e df/dzx : é o gradiente de temperatura na sec¢do ao longo de = (°C'/m em unidades usuais

ou K/m).

1.1.2 Transmissao de Calor por Convecciao

A conveccdo € um processo de transporte de energia pela acdo combinada da
conducdo de calor, armazenamento de energia e movimento de mistura. Ela € importante
principalmente como mecanismo de transferéncia de energia entre uma superficie sélida
e um liquido ou gds em movimento. A transferéncia de energia por convec¢ao de uma
superficie cuja a temperatura estd acima daquela do fluido envolvente tem lugar em vérias
etapas. Primeiro, o calor flui por conduc¢do da superficie para as particulas adjacentes do
fluido. A energia assim transferida serve para aumentar a temperatura e a energia interna
dessas particulas fluidas (energia intrinseca de um elemento de matéria, em virtude da ve-
locidade e da posig¢do relativa das moléculas). Entdo, as particulas fluidas se movem para
uma regido de menor temperatura no fluido, onde se misturam e transferem uma parte de
sua energia para outra particula. O fluxo, nesse caso, € tanto de fluido com de energia. A
energia €, em realidade, armazenada nas particulas fluidas e transportada como resultante

do movimento de massa destas.
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A transmissdo de calor por conveccdo € classificada, de acordo com a forma com
que o fluxo é gerado, em conveccdo natural e conveccdo forcada. Quando o movimento
do fluido ocorre meramente como resultado das diferencas de densidade causadas pelos
gradientes de temperatura, fala-se de convecg¢do natural ou livre. Quando o movimento do
fluido € induzido por algum agente externo (por exemplo bomba ou ventilador), o processo
¢ chamado de conveccao forcada.

O calor transmitido por unidade de tempo por convecgdo entre uma superficie e
um fluido pode ser calculada pela seguinte relacdo denominada Lei de Resfriamento de

Newton

df
= = —h AN, 1.2
7 (1.2)

onde:

e df/dt : é o calor transmitido por unidade de tempo por convecgdo ( K cal/h em unidades
usuais ou W no SI);

e /. : € a o coeficiente médio de transmissdo de calor por meio de convecgdo (Kcal/(h -
m?-°C) ou W/(m?- K));

o A : é a drea de transmissdo de calor (m?);

e Af : é adiferencga entre a temperatura da superficie 6 e a do fluido envolvente 6,, em um
local especificado (geralmente bastante afastado da superficie) x (°C' em unidades usuais

ou K no SI).

1.1.3 Transmissao de Calor por Radiacao

A radiacdo € um processo pelo qual o calor € transmitido de um corpo a alta para
um de mais baixa temperatura, quando tais corpos estdo separados no espago, ainda que
exista vacuo entre eles. A radiacdo térmica ocorre por ondas eletromagnéticas, que po-
dem transportar energia através de um meio transparente ou através do espago. A energia
transmitida dessa matéria é chamada de calor radiante.

A quantidade de energia que deixa a superficie como calor radiante depende da
temperatura absoluta e da natureza da superficie. Um “irradiador perfeito” ou “corpo ne-

gro” emite energia radiante a vazao ¢, cuja relacdo denominada Lei de Stefan-Boltzmann
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¢ dada por:

(1.3)

onde:

e ¢, : ¢ a energia radiante ( K cal/h em unidades usuais);

e o : ¢ a constante dimensional com valor de 4,88 - 107 Kcal/(h - m? - K*);
e A, : é a drea da superficie do corpo emissor de calor (m?);

e T, : é a temperatura da superficie emissora.

1.2 Alguns Aspectos Numéricos

1.2.1 Série de Taylor

Seja f : (a,b) x (0,7) — IR uma fungdo derivavel até a ordem n + 1 em (a, b)

(n+1)
com g iy continua em (a, b) e seja x € (a, b). Entao existe um & € (a, ) tal que
r n
_ Of(,t)  h20%f(x,t)  hPPf(x,1)
flx+h,t) = f(x,t)+hT+§ e ST
Pt o Df(a,t) b0t f(t) “
- — - " 1.4
onde
n+1 (n+1)
oty = 9SG 03

(n+1)! Qxlrth) 7

¢ denominado erro de Lagrange. A Série de Taylor relaciona os valores da funcdo e suas
derivadas, num ponto z, com valores dessa mesma fun¢@o numa vizinhanca de x. Quando

x = (0, chamamos simplesmente de Série de Mac-Laurin.
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1.2.2 Ordem de Aproximacao de uma Férmula de Diferenca

Seja F(x,t; h) uma férmula de diferenga para aproximacédo da derivada de ordem

n de uma funcdo f(xz,t) com erro £(x,t; h). Entéo:

O f(z,t)

= : ‘h). 1.
S = Fla,tih) +E(w t:h) (1.6)

Dizemos que a férmula F(z,t; h) é de ordem p se E(x,t;h) = hPR(x,t), onde R(z,1)

ndo depende de h. Nesse caso usamos a nota¢do £(z,t; h) = O(hP). Essa notagdo signi-

E(x,t;h
fica que }lliII(l) % € uma constante finita. Por exemplo no caso da férmula centrada
—
temos que:
.F(ﬂf,t,h)— oh € g(QT,t,h)——gw, (17)

de forma que essa férmula € de segunda ordem O(h?).

1.2.3 Erro de Truncamento Local e Erro Global

O erro cometido ao substituirmos a solu¢do exata na equacao de diferengas € cha-
mado de erro de truncamento local. Entdo denotando f(z;,t,) a solu¢do exata calculada
no ponto (x;,t,) da malha e por 7;* o erro de truncamento local cometido no célculo de

n .
41, definimos

. - , (1.8)

ponderado pelo passo Ax da malha. Isto nos permite dizer que o erro de truncamento local
¢ uma medida de quanto a solug@o da equacdo diferencial discretizada na malha deixa de
satisfazer a equacdo de diferencas.

Definimos o erro global em um ponto x;, por

el = f(xi, tn) — 1 (1.9

isto é, a diferenga entre a solug@o exata no ponto (z;, t,,) da malha e a solugdo aproximada.

Note que diferentemente do caso do erro de truncamento local, a defini¢do de erro global
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ndo assume que os valores anteriores utilizados no cdlculo de f/* sdo exatos, e portanto o
erro global como o nome sugere, pode conter toda espécie de erro que contamine a solugao

incluindo o erro de arredondamento do computador.

1.3 Alguns Aspectos Computacionais - MATLAB

Atualmente, o MATLAB € definido como um sistema interativo e uma linguagem
de programacdo para computacao técnica e cientifica em geral, integrando a capacidade

de fazer cdlculos, visualizac¢do gréifica e programacao.

1.3.1 Sintaxe e Comentarios

“clear” : Remove todas as varidveis do espaco de trabalho;
s T . e
e “clc” : Limpa a janela de comandos e coloca o cursor na posicao inicial;
e “input” : Permite entrada de dados durante a execu¢ao do programa via teclado;
« ” . . . . L, . X
e “round” : Faz um arredondamento para o inteiro mais proximo;
e “x=a:h:b” : Cria um vetor x comegcando com o valor a, incrementando-se do valor

h até atingir o valor dltimo ou o valor mais préximo possivel de b;

e “ =7 : Atribui um valor a uma variavel;
e “ +7 : Adigdo;
e “ — 7 : Subtracgao;

[43

e “ x” : Multiplicagdo escalar;

e “ /7 : Divisio;

e “ 7 : Separa comandos dados em uma mesma linha;

e “:7 : Separa comandos dados em uma mesma linha. Se o dltimo caractere da declaracao
€ um ponto e virgula, a impressao na tela € suprimida, mas a tarefa é realizada;

o “%” : Todo e qualquer caracter depois do simbolo de porcentagem é tomado como

comentario.

1.3.2 Estrutura de Repeticao

A estrutura de repeti¢do faz com que uma sequéncia de comandos seja executada

repetidamente até que uma dada condi¢do de interrupg¢ao seja satisfeita.
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A estrutura for-end permite que um grupo de comandos seja repetido um nimero

especifico de vezes. Sua sintaxe é:

for < varivel >=< arranjo >
< comandos >

end

onde <variavel> ¢ a varidvel de controle que assume todos os valores contidos no vetor
linha <arranjo> . Assim, o ndmero de repeti¢des da lista <comandos> ¢ igual ao nu-
mero de elementos no vetor <arranjo>. A varidvel de controle ndo pode ser redefinida
dentro da estrutura for-end. O laco for € o controlador de fluxo mais simples e usado na

programacdo MATLAB.

1.3.3 Anotacoes no Grifico

O MATLAB possui comandos de facil utilizagdo para adicionar informacdes em
um grafico. Vejamos alguns deles:
e “figure” : Mostra a janela grafica;
e “plot” : Comando para plotar graficos bidimensionais;
e “surf” : Comando para plotar graficos tridimensionais;
e “grid” : Linhas de grade;
e “title” : Titulo do gréfico;
e “xlabel” : Titulo do eixo X;
e “ylabel” : Titulo do eixo Y;

|77

e “zlabel” : Titulo do eixo Z.



Capitulo 2

ASPECTOS HISTORICOS

Jean-Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 21 de marco de 1768 - Paris, 16 de maio
de 1830) foi um matemdtico e fisico francés, celebrado por iniciar a investigacdo sobre
a decomposicdo de funcgoes periddicas em séries trigonométricas convergentes chamadas

séries de Fourier e a pela sua contribuicdo aos problemas da condugdo do calor.

2.1 Transferéncia de Calor por Conducao

No século XVIII, a mecanica teve seu dpice moldado pelo paradigma newtoniano
e o formalismo matemético desenvolvido por Euler, Lagrange e Laplace. E nesse cend-
rio que Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) comeca seus estudos sobre a conducao
do calor. A correta formulacdo da lei de propagagao do calor foi apresentada em 1807
em um trabalho intitulado “ Mémoire sur la propagation de la chaleur.”” (GUINNESS and
RAVETZ, 1972). Nesse trabalho, Fourier rompeu com o esquema laplaciano, ignorou a
natureza do calor e ampliou as aplicacdes do cdlculo diferencial. Contudo, sua publicacio
s6 aconteceu em 1822 em uma versao revisada e ampliada sob o titulo Théorie analytique
de la chaleur (FOURIER, 1822) onde Fourier, deduziu a equacao da condug¢do do calor por
meio de equacdes diferenciais parciais e desenvolveu a solucdo através de séries trigono-
métricas. E embora tenha ignorado qualquer hipétese acerca da natureza do calor, Fourier
descreveu um modelo fisico para explicar o mecanismo de propagacdo do calor.

As primeiras tentativas de Fourier na formulagdo de uma teoria para a condugao

11
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do calor ndo foram bem-sucedidas, aponto dele proprio manifestar sua insatisfacdo com a
deducdo e com suas incertezas (HERIVEL, 1975). Nos anos seguintes, Fourier passou a
dedicar-se a um novo trabalho sobre a propaga¢ao do calor em corpos continuos, o qual foi
submetido a Academia francesa em 1807. Nesse trabalho Fourier idealizou um modelo em
que uma barra era dividida em secdes de espessuras infinitamente pequenas e o calor era
comunicado de uma secdo a outra devido a diferenca de temperatura entre elas. A ideia da
troca de calor entre as se¢des fora concebida em seu trabalho anterior, mas dessa vez, dois
novos conceitos decisivos foram incorporados. O primeiro desses conceitos foi o de fluxo
do calor. O segundo elemento novo na andlise de Fourier foi o de considerar a diferenca
entre o calor que entra em uma secao e o calor que sai dela, como sendo a quantidade de
calor absorvido responsével pela mudancga de temperatura na se¢ao. Tais consideragdes
permitiram que Fourier obtivesse a nova equagdo geral de propagacao do calor em corpos

solidos

2 2 2
3u_k<8u 0*u (f)u). @.1)

5% op\o "o T 02
Nessa equacdo a temperatura u € funcdo do tempo ¢ e das trés coordenadas x, y, z,e k é a
condutividade da substincia. Diferentemente da equagdo obtida em seu trabalho anterior,
aqui Fourier introduz corretamente o calor especifico c e a densidade p da substancia.

O conceito de calor especifico € essencial para entender o processo de propagacao
do calor em fung¢do do tempo. Ele permite a conversao da taxa de calor acumulado em um
elemento de volume para uma equivalente mudanga na temperatura. A condutividade
térmica governa o transporte de calor no espaco. Juntos, esses dois pardmetros respondem
as mudancas temporais do estado térmico do sélido.

Enfim, apds controvérsias envolvendo o comité examinador composto por La-
grange, Laplace, Lacroix e Monge, esse trabalho de Fourier ndo foi publicado. O que
parece certo, segundo Herivel (1975), € que os problemas apontados estavam relacionados
a natureza puramente matematica, sobretudo ao uso de expansao trigonométrica na solu-
¢do da equacgdo do calor. Entretanto, motivos de natureza politica também podem estar
relacionados a rejeicdo deste trabalho. Uma versado revisada e estendida foi submetida a

Academia em 1811 e, embora tenha vencido um prémio oferecido pelo Institut de France,
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continuou sem publicagcdo. Foi entdo que Fourier comecou a preparacdo de uma terceira
versdo, a qual foi convertida em um livro sob o titulo Théorie analytique de la chaleur.

Neste livro, Fourier estabeleceu sua teoria da propagacdo do calor em corpos
s6lidos mantendo a mesma tradi¢do da mecanica racional, a qual reduzia os fendmenos
naturais a analise matematica. Contudo, € possivel afirmar que um novo campo da ciéncia
do calor foi estabelecido; isso pode ser verificado sob dois aspectos: o primeiro decorre
do fato de que as leis da mecanica nao se aplicam aos fendmenos do calor, apesar de toda
a tradi¢do metodoldgica da andlise inserida nesse primeiro campo; e o segundo, do fato de
que ha uma ruptura na abordagem do estudo do calor, afastando-se da filosofia laplaciana,
na qual as teorias elaboradas para a sua explicacdo estavam vinculadas a natureza do calor.
Nesse sentido, pode-se afirmar que a teoria da propagacao do calor proposta por Fourier
ndo se origina da refutacdo de uma teoria anterior, nem da descoberta de novos fatos, ela
apresenta-se como uma ciéncia autbnoma, com caracteristicas proprias.

O trabalho de Fourier contém o primeiro tratamento matematico da condugao
do calor, bem como a primeira grande matematizacdo de um campo da fisica fora da
mecanica. Nessa pesquisa, evidenciamos as bases conceituais que foram empregadas na
constru¢do de sua teoria, desde as suas primeiras concepgdes até o seu reconhecimento,
por meio da obra “ Teoria analitica do calor ”. Consequentemente, foi possivel perceber as
mudancas ocorridas nos modelos de condug¢do do calor, a fim de melhor explicar a teoria.

O estudo do desenvolvimento histérico da teoria de condugdo do calor de Fourier
ilustra bem a natureza da ciéncia enquanto constru¢do humana. Permite entender que os
caminhos para alcancar a correta elaboracdo de uma teoria muitas vezes sao tortuosos,
com hipdteses confusas e frequentemente falhas. E ainda, que a criacdo de uma teoria esté
vinculada ao contexto histérico-filoséfico. A reflexdo acerca desses elementos, sobretudo
no ensino de ci€ncias, colabora com uma visao mais proxima da realidade, desmistificando

a ideia de uma ciéncia pronta e acabada ou que € realizada apenas por figuras heroicas.



Capitulo 3

MODELAGEM MATEMATICA

“Modelagem Matemdtica é um processo dinamico utilizado para obtencdo e va-
lidacdo de modelos matemdticos. E uma forma de abstracdo e generalizacdo, com a
finalidade de previsdo de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte de
transformar situagées da realidade em problemas matemadticos cujas solugcoes devem ser

interpretadas na linguagem usual.” (BASSANEZI, 2002, p.24).

Neste capitulo, falamos um pouco de algumas leis e conceitos fisicos importantes
que nos dardo suporte no processo de modelagem. Também fazemos uma demonstracao
bem didatica da equacao diferencial parcial que modela o problema de condugao de calor

em uma barra.

3.1 Problema da Conducao de Calor

O fendmeno da conducdo de calor € um processo de transmissdao de calor pelo
qual a energia passa de molécula para molécula sem que elas sejam deslocadas. Por exem-
plo: aquecendo-se a extremidade de uma barra metdlica, as moléculas passam a vibrar
com maior intensidade, transmitindo essa energia adicional as moléculas mais préximas,
que também passam a vibrar mais intensamente até alcangar a outra extremidade. Vejamos

a figura abaixo

14
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Figura 3.1: Vis@o microscdpica da agitacdo das moléculas
w ~

e Lo

TEMPERATURA
ELEVADA
d
TEMPERATURA
BAIXA

Como vimos no capitulo anterior, o primeiro a fazer um estudo detalhado da
transmissao de calor por condugdo foi o fisico e matemadtico francés Joseph Fourier. Expe-
rimentalmente ele obteve uma férmula que nos d4 a rapidez com que o calor € transmitido

por conducao.

3.2 Modelagem da Conducao de Calor numa Barra

Consideremos uma barra de comprimento L, largura R e espessura 7', cuja sec¢ao
longitudinal tem drea A = LR, feita de um material condutor uniforme de calor. Supo-
nhamos que as faces frontais (ABCD e EFGH) da barra estejam isoladas termicamente
de modo que ndo haja transferéncia de calor com o meio ambiente através dela, apenas

através de suas extremidades.

Figura 3.2: Barra homogénea fixada no sistema cartesiano

z (Tangéncia) ,
Isolamento térmico
/N
/ \ [
D < T
4 E F| J >
/" y(Longitudinal)
\ / R
A B
N
x (Radial) \ /

Isolamento térmico

Devido a uniformidade do material e o isolamento térmico nas faces frontais o fluxo de

calor se d4 apenas na direc¢do longitudinal. Portanto trata-se de um problema de conducao



CAPITULO 3. MODELAGEM MATEMATICA 16

de calor em apenas uma direc¢do. Para estudarmos a condug¢do de calor nessa barra, usamos

a Lei de Resfriamento de Fourier.

3.2.1 Leide Resfriamento de Fourier

Considere duas placas P, e P, de dreas iguais a A mantidas em temperaturas
constantes, 77 e T respectivamente. Se P; e P, forem colocadas paralelamente a uma

distancia d uma da outra,

Figura 3.3: Energia térmica em transito
P P
/\J\/\/\
NN

d
o x x+d g

T, T;

N

havera passagem de calor da placa mais quente para a placa menos quente, e a quantidade

de calor transmitida por unidade de tempo é dada por

kAT, - Ty

¥ : (3.1

Q

onde o fator de proporcionalidade positivo k € a condutibilidade térmica do material entre
as placas P e P,. Utilizaremos a seguir essa lei para estudarmos a conducdo de calor na
barra, tal como ¢ feito em Figueiredo (2005).

Representemos por u(x,t) a temperatura de um ponto de abscissa x no tempo ¢.
Observe que a temperatura independe das coordenadas espaciais y € z. A seguir tomamos
duas seccdes transversais da barra localizadas no ponto = e x + d. Para aplicarmos a lei
de Fourier, supomos que essa seccdes sejam as placas P; e P, conforme mostra a Figura
3.2. Entretanto percebemos que hd uma dificuldade, pois as temperaturas nessas seccoes
variam com o tempo, € portanto ndo sdo constantes com reque a lei de Fourier. Para
contornar essa dificuldade introduzimos um anova grandeza fisica denominada fluxo de

calor através da seccdo situada no ponto X, num instante de tempo t. Sendo assim, as
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temperaturas das placas P; e P, sdo dadas por T} = u(x,t) e Ty = u(x + d,t). Logo,

temos que o fluxo de calor que atravessa a sec¢do € dado pelo seguinte limite

lim O = lim EA|lu(z + d,t) — u(x,t)| — L Alim lu(z +d,t) — u(x, t)|’ 32)
d—0 d—0 d d—0 d
lim Q = kAfuy (z, 1)]. (3.3)

d—0

Definimos, entdo, o fluxo de calor na direcao positiva do eixo x como uma fungao

q(z,t) dada por:

q(z,t) = kA|ug(z,t)]. (3.4)

Sendo assim temos dois casos a serem analisados.

Caso I (Fungio Crescente): Se u(x,t) é uma fungdo crescente no intervalo
(x,x + d), entdo u,(x,t) > 0, mas por outro lado, u(x,t) < u(x + d,t) e portanto o

calor fluird da placa P, situada no ponto = + d para a placa P, situada no ponto x.

Figura 3.4: Calor propagando no sentido negativo

(-)
A i A U g
X x+d
! : > (+)
u(x,t) < u(x+d,t)

Logo temos que

q(x,t) = —kAu,(z,t).
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Caso II: (Funcao Decrescente) Se u(z, t) ¢ uma fungio decrescente no intervalo
(x,x + d), entdo u,(x,t) < 0, mas por outro lado, u(z + d,t) < u(x,t) e portanto o calor

fluird da placa P; situada no ponto x para a placa P, situada no ponto = + d.

Figura 3.5: Calor propagando no sentido positivo

(+)
VYV vYavass
X x+d
I : l s
u(x,t) > u(x+d,t)

Logo temos que

q(z,t) = —kAu,(x,t).

Assim, percebemos que em ambos o0s casos, que a formulas do fluxo de calor nao se altera

e portanto o fluxo de calor é dado por

q(z,t) = —kAu,(z,1t). (3.5)

Fixemos agora um elemento da barra situado entre os pontos xg € zo + d o qual
serd denominado de volume de controle e vejamos qual é a quantidade q que ai entra, no

periodo de tempo entre os instantes £y € ty + 7.

Figura 3.6: Volume de controle

Q(‘x{]r t) qcx{] + 6: t)

x{) x{) +6

Usando o fluxo de calor que acabamos de deduzir temos que

to+T to+7
q= / q(wo, t)dt — / q(xo + 6, t)dt

to to
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€ consequentemente,

to+T7
q= / kA [ugc(xo +0,t) — uy(xg, t)|dt.

to

Uma ferramenta importante usada na simplificacdo da equacao acima € o Teorema

Fundamental do Calculo (TFC), descrito abaixo.

Teorema 3.1 (TFC: Integral da Derivada). Se F' é derivdvel em [a,b] e f = F' é integrdvel

em |a, b|, entdo
b
/ f(z)dz = F(b) — F(a). (3.6)

Demonstragdo. Ver Lima [9]. O

Usando o Teorema Fundamental do Célculo, a equacdo acima pode ser escrita

como

to+7  pxo+o
q= / / kAug, (z,t)dxdt. 3.7)
to x0

Por outro lado, sabemos que o calor especifico ¢ de uma substincia € a quanti-
dade de calor necesséria para elevar em 1°C' a temperatura de um grama dessa substancia.

Portanto ¢ pode ser escrito como

to+T7 z0+0
q= / / cpAuy(x, t)dxdt. (3.8)
to i)

Igualando as duas dltimas equacdes obtemos

to+7  pro+d to+7  pxo+d
/ / kAU, (2, t)dxdt = / / cpAuy(z, t)dxdt. (3.9)
to x0 to zo

Como esta identidade vale para todo tg > 0, todo 0 < zyp < LetodoT > 0ed > 0,

concluimos que

kAu.(x,t) = cpAuy(z, t),
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ou seja,

(2, t) — Kugy(z,t) =0, (3.10)

onde K = k/cp é a constante de difusividade térmica. A equagdo diferencial parcial que
acabamos de encontrar é denominada equagdo do calor. Para que o problema de condugao
de calor fique bem definido do ponto de vista da andlise matemadtica, precisamos informa
a distribui¢cdo de temperatura inicial da barra, também conhecida como condicao inicial e
saber o comportamento da temperatura nas extremidades da barra, ou seja, das condi¢des
de contorno. Para nossas pretensdes abordaremos o caso mais simples, que € a condi¢ao
de contorno do tipo Dirichlet homogénea. Com isso, passamos a considerar o seguinte

problema unidimensional

u(z,t) — Kuge(z,t) = 0, em (0,L)x (0,7),
u(0,t) =u(L,t) = 0, 0<t<T, (3.11)
u(z,0) = wup(z), 0<az<L.
onde K € a constante de difusividade térmica que no sistema CGS tem as dimensdes

cm? /s e a fungdo ug(z) é a condigdo inicial que deve também satisfazer as condi¢des de

contorno.



Capitulo 4

METODO NUMERICO

“A esséncia dos métodos numéricos estd na discretizacdo do continuo. E esta
discretizacdo que torna finito o problema e portanto viabiliza sua solucdo através dos

computadores.” (CUNHA, 1993).

4.1 Método de Diferencas Finitas

A ideia geral do método de diferencgas finitas € a discretizacdo das varidveis e a
substituicao das derivadas presentes na equacgao diferencial por aproximagdes envolvendo
somente valores numéricos da funcdo. Na pratica substituem-se as derivadas pela razao
incremental que converge para o valor da derivada quando o incremento tende a zero e
assim dizemos entdo que o problema foi discretizado.

Neste trabalho trataremos o problema totalmente discreto, isto €, tanto o espago
quanto o tempo estdo discretizados. Entdo, seja (z,t) um par ordenado real qualquer e
Az, At dois nimeros reais positivos. Definimos a malha de passo Az, At associada a

(x0,to) como o conjunto de pontos
(z),t,) = (JAz, nAt),

paratodoj =0,1,....,J;,J+1en=0,1,...., NN + 1.

21
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A seguir, ilustramos na figura abaixo um dominio continuo, seguido de um total-

mente discretizado.

Figura 4.1: Dominio Continuo vs Discretizado

0 T Otu tl t: t.! \I_; t:\'—i:T
e X, = = - e
X, ¢ Tempo
c Y
X5 )
. X3 ¢
Py
2
(X)e- 4 4 ¢ o o &
[6.98 )
&
Ax
L L=X; H—I—I—I—I—I—II—HI I
At
at,
® Ponto interior
¥ Espago @ Condigiio inicial

B Condicio de contorne

A ferramenta matemadtica essencial no cdlculo de aproximagdes para as derivadas
¢ a Série de Taylor, que relaciona valores da fung@o e suas derivadas num ponto (x, t) com
valores dessa mesma fungdo numa vizinhanga de (z,t), ou seja, com valores de u(z +
Ax,t + At). Se u(z,t) tem derivadas até a ordem (n + 1) em x e em ¢, entdo podemos

€screver:

Ou(z,t) N Az? Pu(z,t) N A3 Pu(z,t)
Ox 21 Ox? 31 O3
Ax™ OMu(x,t) Az 9ty (g 1)

u(r + Azx,t) = u(x,t)+ Az

4.1
* nl  Oxn N (n+1)! 9zt 7 1)
comé € [z, + Azxle
ou(z,t)  Az?u(z,t) Az Pu(z,t)
e —Ant) = ) S AT T T e s oo
L Aenotu(at) | AatD 9 Du(g, ) 4.2)
n! oxn (n+1)!  Ozty
com & € [z — Az, xl.
De forma andloga temos para a varidvel ¢
(ot + A = ulot)+ Atau(x,t) At u(z,t) N A Pu(z,t)
’ B ’ ot 20 o 31 o
At O"u(z,t) AT 9Dy (2, mp) 43)

TR T P § R
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comny € [t,t + At]e

Ou(z,t) AP Pu(x,t) AP Pu(z,t)

u(z, t —At) = u(z,t) — At o ol o 31 o
- At Oz, t) A1) 8(n+1)u<$,772) (4.4)
ool o (n+1)!  ot+) '

com) € [t — At t].
Manipulando adequadamente as Séries de Taylor (4.1)—(4.4), com os devidos
truncamentos, temos motivacao para a constru¢cdo dos operadores de diferencas progressi-

vas, regressivas e centradas.

Operador de Diferencas Progressivas
Para encontrarmos o operador de diferencas progressivas para a derivada de pri-
meira ordem no tempo, consideramos o desenvolvimento da Série de Taylor até a terceira

parcela, isto €, fazemos um truncamento escolhendo n = 1 na equacao (4.3) para obtermos

0 t
u(z,t + At) = u(z, t) + At u(xt, ) + O(A#?) 4.5)
€ consequentemente
ou(xz,t)  wu(z,t+ At) —u(x,t)
L = ’ ’ O(At 4.6
ot At + O(At), (4.6)
onde O(At) := — O(ﬁtt 2). Isto no motiva a usarmos a seguinte notagdo
ntl _ u"
ot = 4 I 4.7

com residuo da ordem de O(At) no tempo.

Operador de Diferencas Regressivas
Para encontrarmos o operador de diferencas regressivas para a derivada de pri-

meira ordem no tempo, consideramos o desenvolvimento da Série de Taylor até a terceira
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parcela, isto é, fazemos um truncamento escolhendo n = 1 na equacgio (4.4) para obtermos

u(z,t — At) = u(x,t) — Ataug’ t) + O(At?) (4.8)
€ consequentemente
ou(z,t)  wu(z,t) —u(z,t — At)

= O(At 4.9
o A +O0(A), (4.9)

onde O(At) := O(ﬁf 2). Isto no motiva a usarmos a seguinte notagdo
fur = 5= 4.10
i = Lt (4.10)

com residuo da ordem de O(At) no tempo.

Operador de Diferencas Centradas
Para encontrarmos o operador de diferengas centradas para a derivada de segunda
ordem no espaco, consideramos o desenvolvimento da Série de Taylor até a quarta parcela,

isto é, fazemos um truncamento escolhendo n = 3 nas equacdes (4.1) e (4.2) para obtermos

ou(x,t)  Az? *u(z,t) Az Pu(x,t) 4
A = A A

u(r + Az, t) = u(x, t) + At pe + 5 57 + TR + O1(Az")

B ou(z,t)  Az?*u(x,t) Az Pu(z,t) 4

u(r — Az, t) = u(x,t) — At o + =5 P R y + Oy(Az")
Somando as equacdes acima obtemos

2 _ _
0*u(x,t) _ u(r + Ax,t) — 2u(x,t) + u(x — Az, t) L o(an), @.11)

0x? Az?

4 4 . . ~
onde O(Ax?) := O1(Az )AJ;?Q(M ) Isto no motiva a usarmos a seguinte notagao

(4.12)
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com residuo da ordem de o( Ax?) no espago. Para mais informagdes consulte Cuminato et

al. (1996).

4.2 Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia

Alguns conceitos sdo muito importantes para um melhor entendimento da dina-
mica do Método de Diferencas Finitas. Sdo os conceitos de consisténcia, estabilidade e
convergéncia. O conceito de estabilidade € usado em diversos contextos e possui diferentes
definicdes, embora todos estejam relacionados entre si. Por exemplo, em equagdes dife-
renciais ele quer dizer que pequenas alteragdes nos dados iniciais (e na prépria equagao)
levam também a pequenas alteracdes na solucdo. Em métodos numéricos, que a solucao
numérica aproximada fique limitada, a medida que avancamos no tempo. Ambas seguem
a mesma ideia, mas uma envolve a variagdo no tamanho do passo e a outra no tempo. Por
outro lado, dizemos que um esquema numérico em diferencas finitas € consistente se o uso
dos operadores de diferencas finitas nos fornece a aproximacdo do problema que de fato
estamos discretizando, isto €, o0 método ndo introduz nenhum termo além dos j4 presentes
na equagdo diferencial ou ainda, no limite com {At¢, Az} — 0, recuperamos o modelo

continuo. Nesse contexto temos as seguintes defini¢des:

Definicao 4.2.1. O erro global no ponto t,, é definido por:

el = u(xj,t,) — uj,

onde u(x;,t,) € a solugdo exata calculada em cada ponto da discretizagdo e v’} é a solu-

cdo numérica aproximada.

Definicao 4.2.2. Um esquema numérico de diferencas finitas é convergente se o erro glo-
bal €} converge para zero quando j e n tendem para infinito de maneira que o ponto

T, t,) permanega fixo.
(z; p ¢

Definicao 4.2.3. Um esquema numérico de diferengas finitas é estdvel se existe uma cons-
tante M > 0 tal que,

llej]l < M,

para todon € N.
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Quando formulamos um método numérico, o que se deseja € que haja a conver-
géncia da solucdo numérica (solu¢do do método) para a solucdo da equacdo diferencial,
mas isto € normalmente dificil de estabelecer porque o método numérico € definido por
uma relacdo de recorréncia, enquanto que a equacgdo diferencial envolve uma fungdo dife-
rencidvel. Contudo, consisténcia e estabilidade, sdo bem mais faceis de serem provados do
que a convergéncia, por isso, a convergéncia geralmente ¢ mostrada através do Teorema

de Equivaléncia de Lax.

Teorema 4.1 (Equivaléncia de Lax). Um esquema numérico de diferencas finitas é con-

vergente se, e somente se, é consistente e estdvel.
Demonstragdo. Ver Stkiwerda [11]. Cap. 10. [

O fluxograma abaixo, apresenta uma ideia bem pratica deste teorema.

Figura 4.2: RelagGes entre consisténcia, estabilidade e convergéncia

Equagio Equacin Solugdo SolugBo exata do
discretizada diferencial numerica método numérica
Consisténcia Estabilidade

Convergéncia

SolugBo ¢y Solugdo exata da
numeérica equacdo diferencial

Este teorema € bastante util, pois basta verificar a consisténcia e a estabilidade para ob-
termos a convergéncia. Também € interessante ver que este teorema € de equivaléncia, ou
seja, se queremos que um método seja convergente ele necessariamente deve ser consis-
tente e estavel.

De posse desses resultados conseguimos garantir que um esquema numérico em

diferencas finitas converge para a solucio exata.



Capitulo 5

MODELAGEM COMPUTACIONAL

“Os modelos de simulacdo fornecem a resposta de um sistema a um conjunto de
informacaes de entrada, que incluem regras de decisdo, permitindo ao tomador de decisdo

examinar as consequéncias de diversos cendrios de um sistema existente ou de um sistema

em projeto.” (SOARES, 1992).
5.1 Discretizacao do Dominio [0, L] x [0, 7]

Consideramos uma barra metdlica medindo 30 ¢m de comprimento por 20 cm

de largura, cujas faces frontais se encontram isoladas termicamente a uma temperatura de

0°C.

Figura 5.1: Barra isolada termicamente

Em seguida, fizemos uma seccdo longitudinal e obtemos um retangulo drea A = 600 cm?,
o qual foi dividido horizontalmente em 30 partes, representando a discretizagdo do espaco

[0, L] de acordo como mostra a figura abaixo.

27
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Figura 5.2: Placa metdlica com isolante térmico

20 cm

Na figura a seguir, consideramos duas diferentes discretiza¢des para o dominio

temporal [0, 7).

Figura 5.3: Tempo discretizado em: 60 partes (a) e 54 partes (b)

—

0 (a) T

— A

0 (b) T

O produto cartesiano das duas discretizacoes (Fig. 5.2 e Fig. 5.3) nos fornece o
dominio [0, L] x [0, T'] discretizado. Com isso, obtemos uma malha de pontos coordenados

representados por
(xj,t,) = (JAz,nAt), j=0,1,...,J,J+1len=0,1,...,N,N+1,

onde Az =L/(J+1)e At=T/(N +1).

5.2 Discretizacao da Equacao do Calor

Encontrar a solucdo analitica do problema continuo ndo é tdo dificil como se
imagina, ela pode ser encontrada usando o Método de Fourier, mas por outro lado, em se
tratando de solu¢des numéricas podemos obter uma solugdo ainda mais simples usando os
operadores de diferencas finitas, estudados no capitulo anterior. Vejamos o procedimento

abaixo. Consideremos entao a equacao do calor
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u(z,t) — Kug,(z,t) = 0. (5.1

De agora em diante, por questdes de simplicidade adotamos K = 1, sem perda
de generalidade. Entdo, usando os operadores de diferencas finitas progressiva e centrada
para a aproximacgdo das derivadas de 1* e 2* ordem no tempo e espaco respectivamente,

temos

n+l

— =0. 52
At Az? 2

Segue dai que
Wt = (1 =200 +o(ulyy +ufy)  VneN, (5.3)

onde 0 = At/Az?.
Percebemos que o uso desses operadores, nos fornece um esquema numérico ex-
plicito, isto €, a solug¢do no instante de tempo seguinte, depende apenas das solugdes em

passos de tempos anteriores. Isto fica mais evidente na figura abaixo.

Figura 5.4: Discretizag@o e a molécula computacional do método explicito

e
j

ondigoes de Fronteir:

1j+1

AN
4
|

$ ? -

123 i /7 -1 i) i+l
Condigdo Inicial

Mais adiante veremos que o método explicito requer um critério de estabilidade.
A consisténcia do método € facilmente verificada, pois estamos usando apenas os operado-
res cldssicos, citados no Capitulo 3. J4 a questdo da estabilidade € verificada como segue,

usando a Defini¢do 4.2.1
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Teorema 5.1. O erro global e,, associado ao esquema numérico (5.3) é limitado.

Demonstracdo. De fato, sabemos que

n+1l __ n+1
i = u(wy, tngr) — Uy,

onde
w(xj, thrr) = (1 —20)u(xj, t,) + 0<u(xj+1,tn) + u(xj_l,tn))

¢ a solugdo exata, aplicada em cada ponto (z;,¢,) da malha e

n+1 n n n n
uy ™t = (1 —20)uj + 0<uj+1 + uj_1> + Atr]

¢ a solu¢do numérica aproximada em diferengas finitas com erro de truncamento 7;". Sub-

traindo as duas equacdes acima temos

e;.l+1 = (1 — 20’)6? + U(e?Jrl + 6?71) - AtTJn

Agora usamos a norma || - || definida por,

“II -

|le"]| ;= max [e]].

0<j<J

Segue dai, que

e ] < |1 = 20][[e"]| 4 20][e”|| + At]|7]].
Para 1 — 20 > 0, o que implica em

At 1
= < 4
T AR =Y S
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conhecido como critério de estabilidade, segue que,
[le™ | < [lem]] + At

Usando a recursividade sobre n na desigualdade acima obtemos

n—1
lle|] < |le°]| + ALY [|7"]],  VneN.

J=0

Desde que tomemos 7 := maxg<;<,_1 ||7;||, escrevemos
"]l < [1e°]] + AtnT = [|"|] + a7 < [leo]| + T'7.

Por construgdo, escolhemos ||eg|| = 0 e tomamos M = Tt < oo para obtermos entdo o

resultado esperado, ou seja,
le”|] < M,  ¥YneIN.

]

Unindo estes dois resultados (consisténcia e estabilidade) ao Teorema 4.1 temos por ga-

rantida a convergéncia do esquema numérico (5.3).

5.3 Implementaciao Computacional

Para as simulacdes numéricas realizadas em MATLAB, usamos a solucdo nu-
mérica aproximada por diferencas finitas, considerando condi¢des de fronteira Dirichlet
homogéneas. Como condi¢do inicial, adotamos uma fonte de calor de aproximadamente
6 = 1250°C inserida no ponto médio do intervalo [0, L] com temperatura constante. Essa
fonte pode ser uma vela, pois a chama de uma vela é uma fonte continua de energia térmica
enquanto estiver acesa. Entdo, se colocarmos um objeto préximo a chama ou na chama da

vela, este objeto estd recebendo energia térmica continuamente.
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Figura 5.5: Barra recebendo calor

E interessante ressaltar que a funcdo (condi¢do inicial) representativa da fonte
calor (a vela) deve satisfazer as condicdes de fronteira e mais, deve atingir o valor madximo
6 no ponto de abscissa x = L/2, pois a fonte foi inserida no ponto médio, isso nos motiva

a adotarmos a seguinte fun¢do quadratica

46
up(z) = —ﬁx(x — L), ze€l0,L]. (5.5)
Observe que a fungdo escolhida atende ao fato de ser estritamente decrescente ao se dis-
tanciar do ponto critico, tanto pela direita quanto pela esquerda, o que é fisicamente ne-

cessario, pois a temperatura tende a diminuir a medida que x se distancia do ponto médio.

O gréfico de up : [0, L] C IR — IR pode ser visto na figura a seguir.

Figura 5.6: Condigao inicial
el : ! ! :

Temperatura
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5.4 Coédigo em Matlab

A seguir, fazemos uma descri¢do didatica do c6digo em Matlab referente a im-

plementacdo computacional do esquema numérico em diferengas finitas.

1° Passo: Primeiramente limpamos a memdria e o console.

clear

ele

2° Passo: Entramos com a varidvel espacial L e informamos o nimero de partes

em que queremos dividir o intervalo [0, L].

L

input (‘Digite um valor inteiro para o tempo L =')

J input ('Digite um valor inteiro para J =')
deltax = L/J;

x = 0:deltax:L;

3° Passo: Entramos com a varidavel temporal I’ e informamos o nimero de partes

em que queremos dividir o intervalo [0, 7.

T

input ('Digite um valor inteiro para o tempo T =')

N = round (2xT* (J*2) /L"2);

N = input ('Digite um valor inteiro maior ou igual a N =)
deltat = T/N;

t

O:deltat:T;

4° Passo: Reservamos este espacgo para alocagdo de memoria da matriz.

u = zeros (J+1, N+1);

5° Passo: Definimos algumas constantes que serdo usadas no algoritmo.

theta

1250;

sigma deltat/deltax”2;
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6° Passo: Aqui iniciamos o processo de preenchimento da condicao inicial..

u(l,1) = 0;
u(J+1,1) = 0;
u(:,1) = (-(4*theta/L"2)*xx.x(x-L))"’;

for n = 1:N

I
N
<

for j
u(j,n+l) = (l-2xsigma)*u(j,n) + sigmax(u(j+l,n)+ u(j-1,n));
end

end

8° Passo: Por tltimo plotamos o grafico da solu¢cdo numérica aproximada e solu-

¢d0 no ultimo passo de tempo.

figure

surf (t, x,u)

colorbar (' YTickLabel’, ...

{’Congelando’,"Muito Frio’,’Frio’,’Neutro’, ...
"Quente’,’'Muito Quente’,’Queimando’,’Nuclear’})
xlabel (! \bf Tempo’)

ylabel (! \bf Espaco’)

zlabel (' \bf Temperatura’)

title(’ (a)’)

figure

plot (x,u(:,N+1), ’'LineWidth’,2.0)

grid on

xlabel (! \bf Tempo’)

ylabel (! \bf Temperatura’)

title (' (b))
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5.5 Resultados de Simula¢oes Numéricas

Nesta se¢do mostramos alguns resultados de simula¢des numéricas usando o c6-
digo descrito acima.

Experimento I. Neste experimento consideramos os seguintes dados numéricos
:L=20,T=30,J+1=20e N + 1 = 60, com isso obtemos um retangulo com um

total de J - N = 1121 pontos interiores, conforme pode ser visto na figura abaixo.

Figura 5.7: Dominio [0, L] x [0, T] discretizado: 20 x 60

De acordo com o critério de estabilidade, visto na Secdo 5.2 temos que o = 0,5

e portanto obtemos uma solu¢do numérica convergente, conforme mostra a figura abaixo.

Figura 5.8: Solucao Numérica (a) e Solugdo Numérica no dltimo passo de tempo (b)

(a) 5 (b)
sl Queimando : | ! }
T ot W
1500 . .--"" Muito Quent: / | \
800 freseeshonnnnadeeaaaeny ----------- -
© 1000 ol b f R
£ 5 w0 R e e e forssa
2 Vs, T H ‘ / i i ; | | i
E A R TR R, | o :
= OV NN | £ Mo B e N 1
J “\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\\\ ) | i I H ‘ 1 i ' H
\\ \\\\W : 200 o ; e S .
Muito Frio ETITR T2 R N, SO NS WU, VU SRR O N
oGRS o P A S T P
Espago 0 0 Tempo 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Experimento II. Neste experimento consideramos os seguintes dados numéricos:
L=20,7T=30,J+1=20e N + 1 = 54, com isso obtemos um retangulo com um

total de J - N = 1007 pontos interiores, conforme pode ser visto na figura abaixo.

Figura 5.9: Dominio [0, L] x [0, 7] discretizado: 20 x 54

De acordo com o critério de estabilidade, visto na Se¢do 4.2 temos que 0 =
0, 5556 e portanto obtemos uma solu¢cao numérica nao convergente, conforme mostra a

figura a seguir.

Figura 5.10: Solucdo Numérica (a) e Solugdo Numérica no ultimo passo de tempo (b)

(b)

2000
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CONSIDERACOES FINAIS

Diante do que foi exposto, podemos entender que a utilizacdo do ambiente de
modelagem computacional no processo de ensino-aprendizagem pode ser promissora na
medida em que as atividades de modelagem com esse ambiente computacional sejam de-
vidamente estruturadas, no sentido de levar o aluno ao seu dominio para, entdo, leva-lo
ao desenvolvimento da atividade de contetido especifico em uma determinada drea de co-
nhecimento. Neste trabalho apresentamos a modelagem matematica do problema de con-
ducdo de calor de forma bem didatica e ilustrativa proporcionando um bom entendimento
do problema e para simulagdo computacional usamos o Método de Diferencgas Finitas. Os
resultados numéricos obtidos nos permite entender um pouco melhor o processo de discre-
tizacdo e compreender como se comporta a dinamica numérica em diferencas finitas. Os
resultados deste experimento confirmam a viabilidade e a eficiéncia do método dadas as
suas condi¢des inicial e posterior observacao do critério de estabilidade, pois podem influ-
enciar no modelo numérico a ser considerado. Dessa forma, procuramos estimular novos
estudos, para que alunos possam se interessar por matemdtica aplicada, mais precisamente
pelos métodos numéricos de discretizacao e modelagem computacional de problemas in-

terdisciplinares.
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