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Abstract

The objective of this thesis is to introduce the definitions and basic concepts about vectors on
R? and R3 in basic education with properties, operations though this knowledge explain with many
examples and applications how this thesis simplifies the understanding the proposed activities in
this part of mathematics teaching. Besides studying jointly algebra and geometric starting from
a geometric point, finding your equation and then finding your geometric place. This two aspects
are reciprocal from the fundamental principle of analytic geometry studied on a large scale by
Descartes and Fermat, two of the biggest mathematicians who have made a great and important
contribution to mathematics.

With the introduction of vectors in mathematics education can assist and enrich the studies
for these final years, and moreover, we have a contribution on passing the plan for the space,
qualifying the teaching of spatial geometry and working jointly with the themes that are already
currently covered.

Keywords: Vectors, Analytical Geometry, Mathematics Education

Resumo

Esta dissertacao tem por objetivo introduzir as defini¢oes e os conceitos béasicos sobre vetores
no R? e no R3 no ensino bésico, junto com as propriedades e operacoes e através deste conheci-
mento mostrar, com varios exemplos e aplicagoes, como isto simplifica e facilita o entendimento das
atividades propostas nesta parte da educacao matematica. Além disso estudar de forma conjunta
a algebra e a geometria, partindo de um lugar geométrico e entdo encontrando sua equagao ou
partindo de uma equagao e entao encontrando o lugar geométrico, esses que sao os dois aspectos re-
ciprocos do principio fundamental da geometria analitica estudada em grande escala por Descartes
e Fermat, dois dos grandes matematicos que deram uma grande e significativa contribuicao a
matematica.

Com a introducao de vetores para este ensino na educacao matematica, pode-se auxiliar e
enriquecer os estudos para estes anos finais, além disso, temos uma contribuicdo na passagem do
plano para o espaco qualificando o ensino da geometria espacial, trabalhando de forma conjunta
com os temas que ja sao abordados atualmente.

Palavras-chave: Vetores, Geometria Analitica, Educacao Matemaética.
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Capitulo 1

Introducao

Conforme SECRETARIA [3], no primeiro ano do ensino médio estdo propostos os seguintes
temas relacionados com a geometria: Razoes trigonométricas nos triangulos retangulos; Poligonos
regulares: inscricao, circunscricao e pavimentacao de superficies; Resolucao de tridngulos nao
retangulos: Lei dos Senos e Lei dos Cossenos. J4 no segundo ano temos: Elementos de geometria
de posicao; Poliedros, prismas e piramides; Cilindros, cones e esferas. Neste segundo ano os alunos
iniciam os primeiros conceitos e propriedades sobre a geometria plana e espacial. No ultimo ano
estao propostos: Pontos: distancia, ponto médio e alinhamento de trés pontos; Reta: equacao e
estudo dos coeficientes; problemas lineares; Ponto e reta: distancia; Circunferéncia: equacgao; Reta
e circunferéncia: posicoes relativas; Conicas: nogoes, equagoes, aplicagoes. Estes que sao temas
da geometria analitica.

Iniciamos este texto contando a histéria dos pioneiros da Geometria Analitica: Pierre de Fermat
e René Descartes. Para contextualizar o trabalho desses personagens, outras obras e autores foram
destacados. Em seguida, no terceiro capitulo, apresentamos os conceitos sobre o plano, o sistema
ortogonal de coordenadas, distancia entre dois pontos; de acordo com o curriculo do Estado de Sao
Paulo. Assim, apés a introdugao dos conceitos de vetores no plano, suas operacoes basicas, produto
de um vetor por escalar e das propriedades - comutativa, elemento neutro ,adigao/multiplicacao,
distributiva - mostramos algumas aplica¢oes na Fisica e na Matematica.

No quarto capitulo, sdo apresentadas equacoes de retas nas suas distintas formas: paramétrica,
cartesiana e reduzida. Utilizando os conceitos e operagoes com vetores, encontramos também o
angulo entre retas, a distancia de um ponto a uma reta e entre duas retas paralelas no plano.

J&4 no quinto capitulo, introduzimos a definicdo de lugar geométrico. Essa definicao vai nos
ajudar na caracterizacao do circulo e das conicas, objeto de estudo do sexto capitulo. Assim, sao
apresentadas as equacoes do circulo na forma reduzida e normal, como reconhecer um circulo,
posicoes relativas entre ponto e circulo, entre reta e circulo e entre dois circulos.

Como dissemos, no sexto capitulo, as conicas — elipse, parabola e hipérbole — sdo definidas
como um lugar geométrico, com seus principais elementos e suas formas canodnicas nas varias
possibilidades, coincidentes ou transladados ou rotacionados em relagao aos eixos ortogonais, vale
notar que em todos os casos sao dados como reconhecer a elipse, a hipébole e a parabola.

Por fim, alcangamos o sétimo capitulo; momento em que introduzimos um novo eixo ortogonal.
Tudo o que foi estudado anteriormente sera ampliado, ou seja, agora estaremos operando no espago



tridimensional. Assim, definimos a distancia entre dois pontos e vetores no espaco. Sao definidas
também, as equacoes cartesianas e paramétricas do plano, equagoes paramétricas da reta, angulos
entre retas e planos e distancias de um ponto a um plano, um ponto a uma reta, entre dois planos
e entre duas retas.

No tultimo capitulo, reafirmamos nossa crenga na melhoria do ensino de matematica.



Capitulo 2
Historia

Os homens do século XVII, educados na cultura renascentista, deixaram como legado sistemas
de pensamento relativos a todos os aspectos da vida humana. Segundo WHITEHEADI9], “esse foi
o século que, consistentemente e em todas as esferas da atividade humana, proporcionou o génio
intelectual adequado a grandeza de suas circunstancias.”

Foi nessa ambiéncia, culturalmente rica, que René Descartes e Pierre de Fermat, trabalhando
de forma independente, publicaram suas obras mais relevantes. Isto é, A Geometria e Introdu-
¢ao aos Lugares Planos e Solidos , respectivamente de Descartes e Fermat. Nessas obras foram
estabelecidas as bases da moderna Geometria Analitica.

Fermat e Descartes realizaram estudos simultaneos que constituem-se em fendomenos comuns
na historia da matematica. Neste mesmo século tivemos a descoberta de Desargues-Pascal da
geometria projetiva e a descoberta de Pascal-Fermat da teoria da probabilidade. Outro exemplo de
trabalhos conjuntos ocorreram no século XIX, também trabalhando de forma simultanea, tivemos a
descoberta de Wessel, Argand e Gauss de uma interpretacao das grandezas complexas; destacamos
também as concepcoes de uma geometria nao-euclidiana por Lobat-chevski e Gauss.

Os estudos de Descartes e Fermat buscavam significado para as operacgoes da algebra, bem
confusas e complicadas para quem ndo é adepto ou interessado em tal assunto, através de in-
terpretacoes geométricas. Buscaram a solucao na algebra, ou seja, fazendo com que problemas
geométricos pudessem ser tratados através de manipulagoes algébricas.

Mas isso nao ¢é tao simples como parece, nem Descartes e nem Fermat perceberam o signifi-
cado de suas descobertas pois, ambos estavam interessados na criagdo de uma geometria unificada.
Descartes, do ponto de vista do filésofo e Fermat, do ponto de vista do mateméatico puro. Sendo
assim eles nao perceberam que estavam criando uma nova matematica, suas ideias era sistematizar
a geometria dos antigos, foi um dos papéis que o século XVII desempenhou na historia da mate-
matica e dentro deste contexto histérico nao podemos deixar de citar grandes obras e personagens
importantes desta época, de acordo com EVES[4], tais como: John Napier com a invengdo dos
logartimos; Galileu Galilei que foi contra Aristoteles e a Igreja; Johan Kepler que estudou os mo-
vimentos dos planetas em torno do sol e formulou trés leis do movimento planetario; Blaise Pascal
com o famoso e mais conhecido tridngulo de Pascal.

Por isso a importancia da geometria analitica, ela tornou-se base para prova nos dois seguintes
séculos nas areas de célculo, teoria das func¢oes, mecanica e a fisica. E tamanho era seu poder



que a geometria analitica nao encontrou contradi¢oes e fez surgir muitos problemas novos e en-
contrar resultados impressionantes onde era aplicado de tal forma que se tornou uma ferramenta
indispensavel de investigacao.



Capitulo 3

O plano

3.1 Sistema de coordenadas

Consideremos o plano xOy definido, conforme REIS [7], pelo par de retas orientadas z e y,
perpendiculares entre si, como mostra a figura (3.1),  é o eixo horizontal e y é o eixo vertical. O
ponto O de interse¢do entre as retas é a origem do sistema, tomemos OA igual a OB como sendo
uma unidade de medida qualquer e seja P um ponto qualquer deste plano, a este ponto associamos
o par coordenado (z,y) simplesmente tragando uma reta x’ paralela a x e a reta y' paralela a y
no qual observamos que estas retas se interceptam os eixos x e y, respectivamente, em P, e P,.
A intersecao destas retas determinam o ponto P. Os ntimeros x e y sao chamados de abscissa e
ordenada, respectivamente, de P e denotamos por P = (x,y).

y s /

B9l

¢
gy

)
N

Figura 3.1: Eixos coordenadas



3.2 Distancia entre dois pontos
Conforme BARBOSA [1], antes de encontrarmos tal distancia, precisamos das seguintes defi-

nicao e proposicao:
Definicao 3.1. Na reta da figura (3.2) a origem O faz-se corresponder o nimero 0 (zero);

A cada ponto X # O, sobre o eixo z corresponde o numero real positivo z = d(O, X);
O numero real x que corresponde ao ponto X é denominado a coordenada do ponto X;

Figura 3.2: Coordenada do ponto X

Proposicao 3.2. Se x e y sao as coordenadas dos pontos X e Y sobre o eixo z, respectivamente,

entao:

Demonstragao Podemos verificar facilmente para os casos X =Y ou X =0 ou Y = O.
Suponha que X, Y e O sao trés pontos distintos e que x < y, assim temos trés casos a

considerar:

e Caso I: 0<x<uy.
e Caso2: z<y<0.

e Caso 3: z<0<y.
Vamos mostrar s6 o caso 1, os demais casos seguem de maneira analoga.
Neste caso temos que X estd entre O e Y como na figura (3.3), assim:

d(0,Y) = d(0,X) + d(X,Y) <>

y=z+dX,Y) =

dX,)Y)=y—z=y— 2z

Figura 3.3: Caso 1: 0 <z <y



Agora estamos em condigdes de encontrarmos a distancia de dois pontos quaisquer no plano.

Sejam P = (x1,11) e Q = (x2,y2) dois pontos no plano. Como mostra a figura (3.4), a partir
de P e (), podemos contruir um triangulo retangulo PS@. Em termos de coordenadas de P e @,
as medidas dos catetos deste tridngulo sdo |z — xa| e |y1 — y2|. Logo a medida de sua hipotenusa
é:

\/(1'1 —22)% + (Y1 — 12)?

Este ntimero é chamado distancia de P a @) e denotamos por d(P, @), ou seja:

d(P,Q) = \/(x1 — x2)? + (y1 — o)

n o

d(P,Q) [y1 — va

Ty — T2

Figura 3.4: Distancia entre P e )

Exemplo 3.3. Calcule a distdncia do ponto A = (1,—2) ao ponto B = (-2, 3).

Solugao: Temos,

A(A,B) = /(1 - (-2)* + (-2 -3)) = VO £ 25 = V34



3.3 Vetores no plano

Vimos anteriormente, que a cada par coordenado (z,y), corresponde a um ponto, se (z/,y') é
diferente de (0, 0) podemos também fazer correspondéncia ao par (z/,y’) uma seta, como na figura
(3.5), com dois extremos chamados ponto inicial ou origem e ponto final ou extremidade.

Geometricamente, vetores sao representados por segmentos de retas orientados no plano ou
espacgo. Com isto podemos associar ao par (x,y) diregao, sentido e médulo. A dire¢do e sentido
do segmento identifica a direcao e o sentido do vetor e o médulo é o ntimero,

que é o comprimento do segmento também chamado norma do vetor, se ¥ = (z,y) denotamos

por [[d]|= vz? +y*.

Y A

O z T

Figura 3.5: Vetor representado por uma seta



Exemplo 3.4. Pelo exposto, o par (4,3), é um vetor, isto é, ¥ = (4,3). A direcdo deste vetor é
a direcdo da seta da figura (3.6), ou seja, é a diregdo da reta definida pelos pontos O = (0,0) e
P =(3,4). O sentido de ¢ é 0 de O para P. O mddulo de ¥ é o comprimento de OP que é 5.

=y

H~ O

Figura 3.6: Vetor 7 = (4, 3)

Inversamente, uma seta, como a da figura (3.7), pode se caracterizar por um par ordenado,
através da trigonometria basica.

Figura 3.7: Vetor o

Ao par (0,0) ndo associamos os conceitos de dire¢ao e sentido, contudo (0,0) é definido vetor
nulo.

Existe o vetor representado por dois pontos A = (z1,y1) e B = (z3,y2) como na figura (3.8),
neste caso subtraimos as coordenadas correspondentes de B pelas coordenadas correspondentes de
A. Logo:

1@ = (xg,yg) — (x1,y1) = ($2 — T1,Y2 — yl)



Se deslocarmos o vetor A§ até a origem temos outro vetor com a mesma direcao, sentido e
modulo de Ag. Neste caso dizemos que os vetores sao iguais.

[y2 — v

Figura 3.8: Vetores iguais

Exemplo 3.5. Dados A = (2,1), B=(3,4) ¢ O = (0,0), determine o ponto P tal que &)’ = f@

Solugao: Seja P = (x,y) e de acordo com o que foi dito acima temos,
OP = (x =0,y —0) =(x,y) e AB = (3—2,4—1)=(1,3), assim,
OP = AB <= (2,y) = (1,3). Logo, P = (1,3).
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3.4 Operacoes com vetores

3.4.1 Soma

Definicao 3.6. Sejam @ = (x1,y1) e U = (x2,y2). Definimos:

U+ 7= (21 + 22,91 + y2)

chamada adigao de vetores.

A adigao satisfaz as seguintes propriedades:
Sejam i, U e w vetores quaisquer, entao:
(A)Yu+v=v+1u
(A2) @+ (0+ W) = (4 + V) + 0
(A3) @+ 0 =@ onde 0 = (0,0) é o vetor nulo.
As demonstragoes destas propriedades seguem imediatamente das defini¢oes dadas.

Geometricamente a soma 4 + ¥ estd na diagonal do paralelogramo, indicada na figura (3.9),
determinado por @ e ¥ na mesma origem.

y A

Sl
+
=l

=y
S

<l

Figura 3.9: Vetor soma u + v

3.4.2 Produto de um vetor por um escalar

Definig¢ao 3.7. Sejam @ = (x1,y;) e k € R. Definimos:

kﬁ:(l{:xl,kyl)

chamada multiplicacao de um vetor por um ntimero.

11



A multiplicagdo por escalar satisfaz as seguintes propriedades:
Sejam U e U vetores quaisquer nao nulos e ki, ky € R, entao:
(M1) kq (u—i—v)-kl U+ Ky -
(MQ) (kl + ]{72) U= kl U + k)g
(M3) y - (ky - @) = (ks - k) - @
(M4)1-u=1ue0-4u=0
As demonstragoes destas propriedades seguem imediatamente das defini¢goes dadas.
Geometricamente a multiplicagdo por escalar k - i, indicada na figura (3.10), é um vetor que
tem a mesma diregao e sentido de @ se k > 0 e @ diferente (0,0); mesma dire¢do e sentido contrario
de 4 se k < 0 e « diferente (0,0) e o vetor nulo caso contrario.
Dizemos que dois vetores nao nulos sao paralelos ou colineares se eles tem a mesma direcao.

Figura 3.10: Multiplicacao por escalar

Exemplo 3.8. Sejam 4 = (4,1) e ¥ = (-3, 2), determine:

(a) & = —& — &,
(b) & = —2- i + 7
1

(8) @ = —i— = —(4, 1) — (=3,2) = (=4, —1) + (3, —2) = (—1,—3):
(4,1) + (—3,2) = (=8,-2) + (—3,2) = (—11,0);
41)+2-(=3,2) = (2;) +(=6,4) = (-4, g)

2.
o1
_5.(,
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3.5 Aplicacoes

3.5.1 Vetor deslocamento

Sejam P; e P, as posi¢oes do mével nos instantes t; e ty respectivamente.
Define-se como vetor deslocamento, entre os instantes t; e ty, o vetor:

A? = P1 - P2
e As o caminho feito de Py a P,. Observe a figura (3.11) que As > HA?H

As P

P A7

Figura 3.11: Vetor deslocamento

Exemplo 3.9. Um ciclista percorre 80 metros para o norte, em seguida orienta-se para o leste e
percorre mais 60 metros. Sabendo disso calcule o médulo do deslocamento resultante do ciclista.

Solugao: Veja a figura (3.12),

C 60 m B

80 m AT

Figura 3.12: Deslocamento do ciclista
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Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
||A7]|?= 80% + 602

|| A7]|2= 6400 + 3600

||A7r]|= 100m

Outra solugao: Vamos resolver utilizando o conceito adquirido sobre vetores, de acordo com
a figura (3.12), vamos escolher de forma conveniente um sistema de eixos ortogonais Oy

com o ponto A na origem do sistema, desta forma sejam os vetores v = AC' = (0, 80),
C é

U= = (60,0) e W = ArF = @ + ¥, assim temos:
W= A7

W=1u+ U

W = (60,0) + (0, 80)

@ = (60, 80)

Portanto,

||||= v/602 + 802

||||= /3600 + 6400

||W||= v/ 0000

||wl|= 10

14



3.5.2 Resultante

Seja uma particula na qual estdo aplicadas varias forcas. Esse sistema de forcas pode ser
substituido por uma tnica forca, a forca resultante, que é capaz de produzir na particula o mesmo
efeito que todas as forcas aplicadas.

Fp=F +Fy+ Fy+..+Fy

<

Figura 3.13: Sistema de forcas Figura 3.14: Forca resultante

Exemplo 3.10. Duas forgas, 1?1 e 1?2 , de intensidade 4N e 3N respectivamente, atuam num mesmo
ponto material, formando um angulo de 60° entre si. Determine a intensidade da forga resultante.

—>
Solugao: Para facilitar a notagdo vamos considerar que Fr = ||Fg||. Veja a figura (3.15), apli-
cando a lei dos cossenos no triangulo ABC, a intensidade da forca resultante sera:

Fr=F, +F

Frp=\/F2+F} —2 F - F-cos 120°

T
FR_\/42+32—2-4.3.<—2)

Fr=+v16+9+ 12
Fr=6N

15



Figura 3.15: Exemplo 3.10

Outra solugao: Vamos resolver utilizando o conceito adquirido sobre vetores, de acordo com a
figura (3.15), vamos escolher de forma conveniente um sistema de eixos ortogonais Oy com

o ponto A na origem do sistema e Ag ?1 sobre o eixo z, desta forma sejam os vetores

33 —
U:/@ (4,0) U—E ( \/_> W = Fr = 4+ v, assim temos:

2
@ = Fy
lﬁ:ﬁ—l—ff\/_
3 3v3
i=|=,— 4,0
= (5.57) +ao)

g,

I
VN

—_
Y

w
) QI

o

)

) (%)
)+ (%)

Portanto,

—_

||wl|=

o

—_
[\)

(
(

- \

81
i
&L

= ()
w||= —

4
|| |= V37 = 6N
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3.5.3 Base média do triangulo

Exemplo 3.11. Dado um triangulo ABC' e sejam M e N os pontos médios de AC' e BC|, res-
pectivamente. Vamos provar que M N é paralelo a AB e tem comprimento igual a metade do
comprimento de AB.

Vamos provar que:

MN:;'AB

o
Solucao: Para facilitar a notacdo vamos considerar que M N = N — M ou seja, é a coordenada
do ponto final menos a coordenada do ponto inicial. Para isso observe a figura (3.16).

1
Figura 3.16: M N = 3 AB

A partir da figura (3.16) acima temos que:

MN = MC +CN

Como M é ponto médio de AC e N é ponto médio de BC, entao:

MC =

Al

DO | —

3l

CN

N | —

Logo,

MN = A+ -CB=_-(AC+OB) = - AB

N}
DO |

17



3.5.4 Vetor unitario
Se ¥ = (v1,v9) e a é um escalar, entdao da definicdo da multiplicagao de vetor por escalar e da

norma de um vetor segue-se que

o= (e o, w)l|= /(o o)+ (0 v)? = a2 (o +03),

ou seja,
[la - 7= |al-{|V]] (3.1)

. <1>ﬁ
U= \|+t=571|7
||7]

é um vetor unitario na dire¢ao de ¥, pois por (3.1), temos que:

Dado um vetor ¢ nao nulo, o vetor:

[|7]]=1

1
lal=
el
Exemplo 3.12. Um vetor unitario na diregao do vetor 7 = (1, —2) é o vetor

) (e (5)

171

—_
[\]

Solugao:
|

3.6 Produto escalar
Definicao 3.13. O produto escalar de dois vetores @ e ¢ é definido por:

T 0 se ©@=(0,0) e
T ] [vl|eost se @ # (0,0) e
em que 6 é o angulo entre « e ¥. Para facilitar a notacdo vamos considerar que < u, v >= 4 - U

Proposicao 3.14. Dois vetores sao perpendiculares se e somente se, o seu produto escalar é zero
Uulvesud-v=0
Demonstragao. Se @ = (0,0) ou 7 = (0,0), entdao 4 L @ e, também,
u-u=0.
Sejam 4 # (0,0), v # (0,0) e # o angulo entre 4 e v, entao:

u - U = ||d]]-||V]|cosf = 0 < cos =0 < 6 = 90°

18



Defini¢ao 3.15. Vamos definir o produto escalar de dois vetores 4 = (u1,us) e U = (v1,v2) em
termos de suas coordenadas , para isso vamos utilizar a proposicao (3.14), ou seja:

u-v=0&ulv

Para isso observe a figura (3.17).

y A

0= (vy,09)

&

e

———0 &
<«
8

U2 q -
U

(w1, us)

Figura 3.17: - v =0 u L v

A partir da figura (3.17) temos que os vetores @ e ¥, construidos de maneira conveniente perpen-
diculares entre si, formando dois tridngulos retdngulos que sao semelhantes, dai tiramos a seguinte

relacao:
(% —Ug
= = _u = v U +uy vy =0 portanto,
(%) Uy

ﬁ"U:’Ul'Ul—FUQ'UQ

Note que a definicao é valida para o vetor nulo.
Decorrem imediatamente da defini¢ao as seguintes propriedades do produto escalar:
Sejam w, U e w vetores e kK € R um escalar, temos:

— — —

) U (V+wW)=u-0U+u-w;
k- (0-v)=u-(k-U)=k-(d-0)
As demonstragoes destas propriedades seguem imediatamente das defini¢oes dadas.

Exemplo 3.16. Determine x € R para que o produto escalar dos vetores © = (8, —6) e ¥ = (z,1)
seja igual a 10.

Solugao: Temos:
0=u-1=8-2—-—6-1<16=8r < x=2.
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3.7 Angulo entre vetores

Definicao 3.17. Se ¢ e w sao vetores nao nulos do plano e 6 o angulo entre eles, entao:

— —

v-w

<0s0) = T

No qual temos trés possibilidades:

a) 6 ¢ agudo (6 < 90°) se, e somente se, v - > 0, figura (3.18).

Figura 3.18: Angulo agudo entre dois vetores.

b) 6 é reto (6 = 90°) se, e somente se, U - = 0, figura (3.19).

Figura 3.19: Angulo reto entre dois vetores
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c) 6 é obtuso (90° < 6 < 180°) se, e somente se, ¥ - w < 0, figura (3.20).

v
o
W

Figura 3.20: Angulo obtuso entre dois vetores

Exemplo 3.18. De acorco com o caso (b) determine o valor de z € R para que 4 = (z,3) e
U = (=5, 2) sejam perpendiculares.

Solugao: Temos que:
L o o 6
uLv@u-v:O@x-(—5)+3-2:O4:>—5x+6:0(:>1::5

3.8 Projecao de vetores
Dados dois vetores ¢ e w a projecao ortogonal de ¢ sobre w denotada por
projgv

é o vetor que é paralelo a @ tal que U — projz¥ seja ortogonal a &, como na figura (3.21).

Figura 3.21: Projecao ortogonal de ¢ em

Proposigao 3.19. Seja « um vetor nao nulo. Entao, a projeccao ortogonal de um vetor v em w
é dada por:
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Demonstragao. Sejam v = projgzv e v5 = v — projgv. Como v é paralelo a w, entao:

U] =a-w (3.2)

Assim,

Multiplicando v3 por @ e usando as propriedades do produto escalar, secao 2.6, obtemos:

Wy = (T — a- W) =00 — al|d]|? (3.3)

Mas, v5 é ortogonal a , entao v3 - w = 0. Portanto, de (3.3) obtemos:

g

U-
|| |?

Substituindo este valor de a na equacao (3.2) segue-se o resultado.

o =

Exemplo 3.20. Determine a projegao do vetor ¢ = (1,2) na diregdo do vetor @ = (2, 3).

Solugao: Temos que:

70 1-2+2-3 8 16 24
o F=(——="2 V2.3 =(=)(23) ==
predet <le\2>w ( 22 4 32 >( 3 (13>< -3) <13’13>
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Capitulo 4

A reta

4.1 Equacgoes paramétricas da reta

4.1.1 Reta r que passa pelos pontos A e B

Conforme ELONI6], seja r a reta que passa pelos pontos A e B e seja P um ponto do plano.
Assim, um ponto P = (x,y) pertence a reta r se, e somente se, existe ¢t € R tal que:

AP =t AB

Onde t é chamado de parametro.
Podemos escrever a equacao que determina o ponto P em funcao do parametro ¢, para isso
basta utilizarmos o método algébrico, assim temos:

ﬁ:t-/@@P—A:t-@@P:Ajtt-/@

Esta é a equacgao paramétrica da reta.
Colocando a equacao em coordenadas, temos:
Se A= (x1,11), B=(x2,y2) e P = (x,y) sdo coordenadas dos pontos no plano, entao:
P=(z,y) €R* & (v,y) = (v1,y1) +t- (22 — 21,00 — 1), L ER
Essa equacao é equivalente ao sistema de equagoes abaixo,
- $:$1+t'($2—$1) ;tGR
y=vy1+t (y2—u)
Essas sao as equacoes paramétricas da reta.

Exemplo 4.1. Considere os pontos A = (1,2) e B = (2,4)
(a) Determine a equagao paramétrica da reta r que passa pelos pontos A e B.
(b) Encontre o ponto P € r associado ao parametro 2.
(c) Os pontos @ = (1,3) e R = (4,8) pertencem a reta r?
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Solugao:

(a) Como AB = (1,2),
P=(z,y) eR? & (z,y) = (1,2) +t(1,2) & (z,y) = (1 +t,2+2t),t € R

Portanto, as equacoes paramétricas de r sao:

) r=1+1¢
r { P ;teR

(b) Para encontrarmos o ponto P associado ao parametro t = 2, basta substituir o valor de ¢ nas
equacoes paramétricas de r encontradas no item anterior: x =1+2=3ey=2+2-2=6.
Logo, P = (3,6).

(c) O ponto @ = (1,3) € r se, e somente se, existe t € R tal que:

_ =1+t
T'{3:2—}-2t teR

Da primeira equacao obtemos t = 0. Substituindo o valor de ¢ na segunda equagao obtemos
3=24+2-0¢« 3 =2, que é impossivel. Logo, nao existe um parametro que determine o

ponto @, ou seja, Q & r.
Analogamente, o ponto R = (4, 8) € r se, e somente se, existe t € R tal que:

) 4=1+t
r'{8:2+2t teR

Da primeira equacao obtemos ¢ = 3, que satisfaz também a segunda equagao. Portanto,
Rer.

4.1.2 Reta r que passa pelo ponto A e é paralela ao vetor
Antes temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.2. Dizemos que um vetor ¥ # 0 é paralelo a uma reta r quando, para quaisquer dois
pontos A, B € r, o vetor AB é miltiplo do vetor . Nesse caso, escrevemos ' || r.

Um vetor ¢ paralelo a uma reta r é chamado vetor direcao de 7.

Se r é a reta que passa pelo ponto A e tem direcio ¥ #£ 0 , temos:

P € r < AP é multiplo de U@/ﬁ = {7, para algum t € R <& P = A + tv, para algum t € R.
Portanto, a equacao paramétrica de r é:

r:P=A+tv;teR

Escrevendo esta equagdo em coordenadas, temos que se A = (x1,41) e U = (a,b), entdo as
equagoes paramétricas de r, neste caso, sao:

r:{x:xl—ira-t teR

y=vy1+0b-t
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Figura 4.1: ¢ || r

Exemplo 4.3. Determine a equagao paramétrica da reta r que passa por A = (1, —2) e é paralela
ao vetor U = (—2,2).
Solucao: Temos que:

P=(z,y)er<e(z,y) =(1,-2)+t(-2,2) = (1 —2t,-2+2t),t € R.

r=1-—2t
Portanto,r.{y:_2+2t iteR

sao as equagodes paramétricas da reta r.

4.2 Equacao cartesiana da reta

Para apresentar a equacao cartesiana da reta, vamos utilizar o produto escalar caracterizando
algebricamente uma reta normal ou perpendicular a uma dire¢ao dada. Para isso temos a seguinte
definicao.

Definigéo 4.4. Um vetor ¥ # 0 é normal ou perpendicular a uma reta r se UJ_zﬁ , quaisquer que
sejam os pontos A, B € r.

N

b

Figura 4.2: v L r
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Seja 7 a reta que passa pelo ponto A = (z1,41) e é perpendicular ao vetor @ = (a,b) # 0. Entao,

Pz(x,y)ET@ﬁJ.ﬁ@
e AP 7=0s
S (r—x,y—v) - (a,0) =0&
Salr—xz)+bly—y)=0&
& ax + by = axy + by, &

Sar+by=c

onde ¢ = axy + by;.
A equacao dada por:

rrar+by=c

¢ chamada equacgao cartesiana da reta r.
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Exemplo 4.5. Determine a equagao cartesiana da reta r que passa pelo ponto A = (—2,4) e é
normal ao vetor v = (3,2).

Solugao: Como v Lr, devemos ter r : 3x + 2y = c.
O valor de ¢ é calculado sabendo que A = (—2,3) € r,isto é, c =3 (=2)+2-4 = 2.
Portanto, a equacao procurada é r : 3z + 2y = 2.

Figura 4.3: Exemplo 4.5

4.3 Equacao reduzida da reta

Este tipo de equagao é a que mais tem sido utilizada no ensino médio. Da equacao cartesiana
da reta r, temos:

r:ar+by=c

no qual ¥ = (a,b) # (0,0), podemos reescrever este tipo de equagao das seguintes maneiras:

. . ~ C .
Primeira: Se b = 0, entdo um ponto P = (z,y) € r se, e somente se, z = —, a # 0, ou seja, uma
a

. c P . . , . ..
reta do tipo 7 : x = —,a # 0 é dita vertical pois, r é paralelo ao eixo y ou coincidente com
a
este.
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Figura 4.4: Reta vertical

a c
Segunda: Se b # 0, entdo um ponto P = (x,y) € r se, e somente se, y = —gm + b substituindo
a c
m = 3 en= 5 e reescrevendo na equagao anterior temos uma reta do tipo,

Yy=mr-+n

que ¢ dita equacgao reduzida da reta r.

Observagoes: Para os valores de m e n vamos observar que:

n é a ordenada do ponto onde r intersecta o eixo y. Se n = 0, entdo r passa pela origem.

e m chama-se inclinacao ou coeficiente angular da reta r : y = mx + n.

Além disso,

e Sem > 0, a fungao y = mx + n é crescente, isto é, se r1 < xy, entao y; = mx; +n < Yyp =
mxgy + n.

e Se m < 0, a funcdo y = mx + n é decrescente, isto é, se x1 < xy, entdo y; = mx; +n > ys =
mxg + Nn.
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Figura 4.5: Se m > 0, a funcdo y = mx + n é crescente

Figura 4.6: Se m < 0, a funcao y = mx + n é decrescente
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e Sem =0, a fungdo y = mx +n é constante, pois y = n para todo = € R. Neste caso, dizemos
que r : y = n ¢ uma reta horizontal.

- —————9
¢ —————9

=

-
8
)

Figura 4.7: Se m = 0, a fun¢do y = mx + n é constante

Exemplo 4.6. Determine as equagoes reduzidas das retas que contém os lados do triangulo de
vértices nos pontos A = (1,1), B= (4,1) e C = (4, 3).

A -

3
o

S+l

O———&
T2

- ———— %

e
8

Figura 4.8: Exemplo 4.6

Solugao: Sejam 71, o e r3 as retas que contém os lados BC', AB e AC respectivamente, como na
figura (4.8) temos,

o A reta r; que contém o lado BC' é vertical, pois B e C' tém a mesma abscissa 4. Assim,

r:x =4,
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o A reta ry que contém o lado AB é horizontal, pois A e B tém a mesma ordenada 1. Portanto,

Tgiyzl.

3—1 2
1-1-3 Assim, a equagao de r3 é
da forma: r3 : y = 5:1: +n. Como A = (1,1) € r3, obtemos, substituindo = por 1 e y por 1

1
na equacgao anterior, que: 1 = 3 l+4n=n=1- 3 = —. Portanto,

o A reta r3 que contém o lado AC' tem inclinagdo m =

r3iy=—-+

wl Ry
W =

¢ a equacao reduzida da terceira reta.

4.4 Angulos entre retas

Defini¢ao 4.7. O angulo 6 entre duas retas r; e 1o que denotamos por 6 = /(r1,73) se define da
seguinte maneira:

i) se 11 e 1y sdo coincidentes ou paralelas, 6 = /(rq,75) =0

ii) se as retas sao concorrentes, isto é, ry Nry = {P}, 8 = /(ry,72) é o menor dos dngulos
positivos, figura (4.9) determinados pelas retas.

Figura 4.9: 0 = /(r1,72)

Sejam v_f e v_g vetores paralelos as retas concorrentes r1 e ry , respectivamente. Como /(ry,ry) =
gl e P
/(v{,v3) oum— /(vi, v3), entao:

— — |U—1>'U_2>| i
cosf = cos /(ry, 1) = |cos L(v1, v3)|= R 0<f< 5
HIRIC

Exemplo 4.8. Encontre o dngulo 6 = /(ry,ry) formada pelas retas r; e ro dada pelas equagoes:
r‘{ r=1-2t o z=1+t
1 -



Solugao: De acordo com as defini¢oes das equacoes paramétricas da reta temos o vetor direcao
1 = (=2,2) de ry e o vetor direcdo v = (1,2) de 7y, assim:

cosf = cos/(ry,r9) = |cos L(v],03)|= = —
v N (TG ) TG T R o P e p
2 _ 2 cp<T
V85 40’ =2
) 2 21
Assim cosf = — & 0 = arccos — & 0 = —

V40 V40 5

4.5 Distancia entre um ponto e uma reta

Sejam 7 : ax + by = ¢ uma reta e P = (x1,y;) um ponto no plano. Entao a distdncia de P a r
é dada por:

laxy + byy — |
d(P,r)=
(Br) Va2 + b2
De fato, seja s a reta perpendicular a reta r : ax + by = ¢ que passa pelo ponto P = (z1,y1).

Como U = (a,b)Lr, temos que @ || s. Logo,

T =x1 +at
; ;teR
° y =1y + bt
sao as equagodes paramétricas de s.

Figura 4.10: d(P,r)

Seja @ o pé da perpendicular a r que passa por P, ou seja, {Q} = r N's. Entao,
Q = (71 + ag,y1 + bq), para algum ¢ € R, e

— (azy +b
a(zy +aq) +b(y1 +bq) =c< (a®> +b*)g+axy +by; =c & q= ¢ ngj_ 5 yl).
Como d(P,r) =d(P,Q) = H@H e @ = (a,b)q, temos:

axi + by —c
d(P,r) = lql.l|(a, b)) = 199t = o

a? 4+ b2
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_amy +byy — ¢

Vaz+v2
Exemplo 4.9. Calcule a distdncia do ponto P = (—1,3) a reta
r:2rx4+y=1

d(P,r)

Solugao: Usando o resultado obtido para a distancia entre um ponto e uma reta temos que r; = 3
eyr=—lea=2,b=1ec=1, assim:
B 2.3+ 1.(—1) — 1]
V22 412

. |CL£B1 + by1 - C|

4
Vo = d(P,r)=—=d(P,r) =

d(P,r) = d(P,r) 7

45
=

Figura 4.11: Exemplo 4.9,d(P,r)

4.6 Distancia entre duas retas paralelas no plano

Definigao 4.10. A distancia entre r e 7', no qual r || 7/, é definido como sendo a menor distancia
entre um ponto de r e um ponto de r'. Isto é, d(r,r") = d(P, P') onde P € r e P' € 1.

Assim para qualquer ponto P € r temos,
d(r,r’") =d(P,r")
Sejam 7 : ax+by = ce 1’ : axr+ by = ¢ retas paralelas (¢ # ¢) ou coincidentes (¢ = ¢’). Entao,

A
d(r,r') = e

De fato, seja P = (x1,y1) um ponto da reta r. Entao d(r,r’) = d(P,1’)

ez + by —
N
B lc — ¢

Como ax; + by, = ¢, obtemos d(r, 1) = ————.
Va? +b?
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Exemplo 4.11. Determine as equagoes das retas paralelas a reta r : 4x 4+ 3y = 3 que distam 2
unidades de 7.

Solugao: Seja s : 4x + 3y = ¢ uma reta paralela a reta r. Temos,

e — 3] .
dir,s) =2 & —— = 2 & |c— 3|]= 10. Logo ¢ = 3+ 10 ou ¢ = 3 — 10, ou seja,
( ) m ‘ ‘ g J
s1:4x+ 3y =13 e sy : 4w + 3y = —7, sdo as retas paralelas a r que distam 2 unidades da

mesma.

P

Py

Figura 4.12: Exemplo 4.11, retas distantes 2 de r
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Capitulo 5

O Circulo

5.1 Lugar geométrico

Primeiramente vamos definir lugar geométrico e em seguida definir o circulo.

Definicao 5.1. Chama-se lugar geométrico a um conjunto de pontos tal que todos os seus pontos
e somente os seus pontos tém em comum uma propriedade geométrica

5.2 A equacao reduzida do circulo

Definigao 5.2. Um circulo com centro C' = (z,,y.) e raio de medida r > 0 é o lugar geométrico
dos pontos P = (x,y) do plano que estao a distancia r do ponto C.

Ou seja,

d(P.C) = \J(z =2+ (y =) =7

De fato,

d(C,P) = ||CPl|=r = CP = P—C = (1,y) = (we,5) = CP = P = C = (z — e,y — y) =
d(C, P) = ||CPl|=r = d(C, P) = \[(z =2 + (y — g2 = r

Elevando ambos os membros da tltima igualdade ao quadrado, temos:

(l’ - xc)z + (y - yc)2 = 7’2

Denominada equacdo reduzida do circulo.

Assim, a condigdo necessaria e suficiente para um ponto (z,y) pertenca ao circulo de centro
(e, ye) € Taio T é que (z,y) satisfaga a equagao:

(x - wc)2 + (y - yc)2 = 7’2
Exemplo 5.3. Encontre a equagao reduzida do circulo de centro C' = (3,4) e raio 5.

Solugdo: De acordo com a equagdo (r — z.)* + (y — y.)? = r? temos:

(=37 +(@y—4)?2=25
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Que ¢é a equacao reduzida de do circulo de centro C' = (3,4) e raio 5.
Note que os pontos P = (0,0) e Q = (3, —1) pertencem a esse circulo, pois:
(0—3)*+(0—4)> =25

(3—-3)2+(-1-4)2?=25
O ponto R = (4, 3) nao pertence, pois:

(4—32+(3-4)2#25

Figura 5.1: Exemplo 5.3

5.3 A equacao normal do circulo

A partir da equacao reduzida do circulo, desenvolvendo os quadrados e agrupando os termos
de forma conveniente, obtemos:
.CEQ—FyQ—2xc$—2yc—|—(ﬂfz—|—y§—7"2) =0
Chamada equagdo normal do circulo.

Exemplo 5.4. Encontre a equacao normal do circulo do exercicio 5.3.

Solugdo: A partir da equagdo reduzida do circulo (z — 3)? + (y — 4)> = 25 desenvolvemos os
quadrados e agrupamos os termos de forma conveniente, obtemos:

(x =32+ (y—4)?2?=25212—6r+9+y* -8y +16-25=0&2>+y> -6z —8y =0

que ¢é a equacao normal do circulo.
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5.4 Reconhecimento do circulo

Dada a equacdo na forma, Ax? + By? + Cxy + Dz + Ey+ F = 0 com A # 0, com coeficientes
reais, esta pode nao ser um circulo. Vamos analisar os coeficientes para que a equacao seja um
circulo.

Dividindo a equacao por A temos:
21 B Oy Doy By E oy
AT T AT T YT AT

Comparando com a equagao normal do circulo, 2% + y? — 2x.x — 2y.y + (22 + 32 — r?) = 0,
obtemos:

B
e ~—=1=A=DB#0;

1 # 0;

C
e —=0=C=0

A )

D s =D

AT e T e T o

A_ yC yC_2A?

F 2 42 — g2 oy 2 2 42 F:>2 D2+E2 4AF:> \/D2—|—E2—4AF
o« — =1 —7r r’=ux — == — r=

AT TeT e e T Ty 442 T 442 4A? 4A2

com D? 4+ E?2 — 4AF > 0.

Essas sao as condi¢oes para que uma equacao seja a do circulo e além disso, no caso afirmativo,
podemos determinar as coordenadas do centro e a medida do raio.

Exemplo 5.5. Verifique se a equacido 2% + y? + 8z — 6y — 11 = 0 representa um circulo, em caso
afirmativo, qual é.

Solugdo: Para verificar se a equacgao 22 + y? + 8z — 6y — 11 = 0 representa um circulo devemos
observar se sao validas as condi¢oes de reconhecimento, assim:

e« A=B=1#0;

-D -8
° c = —_— = —4’
T 94 T 2
—E 6
iy i Rt
B \/D2 + E? —4AF \/82 +(—6)? — 4.1.(—11)
"= 4A2 - 412

144
—\/— =6.
4

Entdo, (z +4)* + (y — 3)? = 36 & a equagao reduzida do circulo de centro (-4, 3) e raio
6.
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5.5 Posicoes relativas entre ponto e circulo

Conforme DANTE [2], dados um circulo A de centro C' = (., y.), raio r e um ponto P qualquer,
diferente de C', calculando d(P, C) e comparando com 7 temos trés possibilidades.

Primeira: Se d(P,C) = r, entao P pertence ao circulo.

Figura 5.2: d(P,C)=r =P € \

Segunda: Se d(P,C) > r, entdo P é externo ao circulo.

Figura 5.3: d(P,C) > r = P ¢ externo a A
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Terceira: Se d(P,C) < r, entdo P é interno ao circulo.

Figura 5.4: d(P,C) < r = P é interno a A

De fato, dados um ponto P = (z1,y;) e um circulo A de equagao
(¢~ 2o + (y — o) = 7, temos:

e PedsdO PP =rts (r—x)+(y—y)=r’s
(1 —2c)* + (11 — ye)? —1r* = 0;

o Péexternoa\ < d(C, P)? > r? & (r1—x.)*+(y1—1y.)? > r* & (v1—2.)*+(y1—ye)? =12 > 0;

o Péinternoa\ < d(C,P)? <1 & (x1—2.)°+(11—y)? < r? & (x1—2.)*+(y1—ye) > —r* < 0;
Exemplo 5.6. Verifique as posigoes relativas entre os pontos P = (2,1), Q@ = (5,1) e R = (6,2) e
o circulo cuja equacao é dado por:

2?4 y? — 6 —2y+6=0 (5.1)

Solugao: Temos:

o Para verificar a posicao relativa entre o ponto P = (2,1) e o circulo da equacao dada
em (5.1), basta substituir as coordenadas de P na equagao do circulo, assim:

224+12-62-214+6=-3<0
Logo P ¢ interno ao circulo.

o Para verificar a posicao relativa entre o ponto ) = (5,1) e o circulo da equacdo dada
em (5.1), basta substituir as coordenadas de ) na equagao do circulo, assim:

52+12-65-21+6=0
Logo @) pertence ao circulo.
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« Para verificar a posicao relativa entre o ponto R = (6,2) e o circulo da equagao dada
em (5.1), basta substituir as coordenadas de R na equagao do circulo, assim:
62+22—-66—-22+6=6>0

Logo R é externo ao circulo.

5.6 Posicoes relativas entre reta e circulo

A posicao relativa de uma reta r : ax + by = ¢ e um circulo
A (x—20)*+ (y —yo)? = r? é determinada pesquisando o niimero de solugdes do seguinte sistema:
ar +by =c
(2 —20)* + (y — y0)* = r?
Aplicando o método da substituicao, a equagao do circulo se reduz a uma equacao do segundo

gratl.
O discriminante A dessa equacao vai determinar o nimero de solugoes do sistema, isto é, a

posicao da reta em relagao ao circulo.
Assim temos trés possibilidades:

e A>0=rNA={P,Q1},r ésecante ao circulo;
e A=0=ryNA\={P},r étangente ao circulo;

e A<0=r3NAX=1{,r;é externa ao circulo;

Py

Figura 5.5: Posi¢oes relativas entre reta e circulo

Exemplo 5.7. Qual é a posicao relativader: oz —y=—4 e
A2+ y? — 20 — 4y —4 =07
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Solugao: Aplicando o método da substituicdo, podemos fazer y = = + 4 na equacao da reta, a
equacao do circulo se reduz a uma equagao do segundo grau.

2+ (r+4)? -2 —4(x+4)—4=0
2424+ 48r+16—-2r—4r—16—-4=0
224+r—2=0

O discriminante A =1+ 8 =9 > 0 determina que a reta r é secante ao circulo .

A figura abaixo mostra a representacao grafica da solugao algébrica do exemplo (5.7).

rr—y+4

Nia?+yP =20 —4y—4=0

Figura 5.6: Exemplo 5.8

5.7 Posicoes relativas entre dois circulos

Sejam os circulos \; e Ay com raios r; e 9 e centros C' e (5 respectivamente, vamos determinar

suas posigoes relativas omparando a distancia C1Cy = ||C1Cs|| entre seus centros com a soma 71415
ou com o médulo da diferenca |ry — 73| dos raios.
Assim temos os seguinte casos:

e )\ e Ay exteriores;
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e )\ e A\ tangentes exteriores;

e )\ e )\ tangentes interiores;

Figura 5.7: C1C5 > r{ 4+ 19y

Az

Figura 5.8: C1Cy =11 + 19

A1

Figura 5.9: C1Cy = |r; — 1
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e )i e )y secantes;

Figura 5.10: |r; — ro|< C1Cy < 11 + 19

e )\ e Ay uma interna a outra.

Figura 5.11: 0 < C1Cy < |r; — 19

Exemplo 5.8. Qual é a posicao relativa entre os circulos A\ : 22 +y? = 81 e Ay : 2% +y? — 6 +
8y+9=07
Solugao: Temos que:

A1 tem centro C7 = (0,0) e raio r; = 9, Ag tem centro Cy = (3, —4) e raio ry = 4.

Assim:

C1Cy = /32 + (—4)2=ber +ry, =13

Como C7Cy < 11 + 19, elas nao sdo exteriores nem se tangeciam exteriormente.

Como |r; — ra|=5 = C1C, elas se tangeciam interiormente.
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Capitulo 6

Secoes CoOnicas

6.1 Introducao

Conforme IEZZI [5], neste capitulo vamos estudar as elipses, as pardbolas e as hipérboles que
sao obtidas como se¢bes de um cone quando cortado por planos paralelos ou nao paralelos a sua
base. Estes estudos se iniciaram por volta de 200 anos antes da era Crista com Apolénio de Perga
em Alexandria, ele estudou e demonstrou suas teorias matematicas sobre as curvas obtidas quando
se secciona uma superficie conica por um plano «. Para isso observe a figura (6.1) que mostra o
cone com vértive V' e o plano «, assim temos as seguintes situagoes:

Figura 6.1: Seg¢Oes conicas

e Se o plano « é paralelo a base, a secao obtida é um circulo. Se o plano « passa por V', a
secao obtida é um ponto.

e Se o plano a é obliquo a base e corta apenas uma das folhas da superficie conica, a sec¢ao
obtida ¢ uma elipse.

e Se o plano « é paralelo a geratriz g da superficie conica, a se¢do obtida é uma parabola.
e Se o plano « é é obliquo a base e corta as duas das folhas da superficie conica, a se¢ao obtida

¢ uma hipérbole.
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6.2 Elipse

Definig¢ao 6.1. Uma elipse £ de focos F e Fy é o lugar geométrico dos pontos P = (z,y) do plano
cuja soma das distancias a F} e F; € igual a uma constante 2a > 0, maior do que a distancia entre
os focos 2¢ > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(F, F») = 2,

& = {P|d(P, F\) + d(P, Fy) = 2a}

Uma elipse pode ser desenhada com o auxilio de uma linha com as pontas amarradas em dois
pregos fixados em F} e F; distantes 2c. Mantendo a linha esticada, desloca-se a ponta do lapis. A
curva descrita serda uma elipse.

Os principais elementos da elipse sdo:

Focos: Os pontos F e F; distantes 2¢ sao os focos da elipse;
Centro: O ponto médio do segmento F}F5 é o seu centro;
Reta focal r: A reta determinada pelos focos;

Vértices sobre a reta focal: A intersecao da elipse com a reta focal determina dois pontos A;
e Ay chamados vértices sobre a reta focal;

Eixo focal: O segmento A; A, de comprimento 2a é o eixo focal da elipse;
A reta ndo focal: E a reta 1’ que é perpendicular a reta focal r que passa pelo centro;

Vértices da elipse sobre a reta ndo focal: A elipse intersecta a reta nao focal ' em dois
pontos, By e By, denominados vértices da elipse sobre a reta nao focal,

O eixo néo focal: E o segmento By B, de comprimento 2b, onde b? = a2 — ¢?;

c
Excentricidade: O ntimero e = — é a excentricidade da elipse. Note que 0 < e < 1.
a

Figura 6.2: Principais elementos da elipse
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6.3 Forma canénica da elipse

Consideremos agora um sistema de eixos ortogonais xOy. Vamos determinar a equacgao da
elipse £ com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Oz, elipse com centro na origem
e reta focal coincidente com o eixo Oy e elipse com centro no ponto O" = (xg, yo) # (0,0)

6.3.1 Elipse £ com centro na origem e reta focal coincidente com o
eixo Ox

Neste caso, os vértices e focos de £ sdo: Fy = (—c¢,0), Fy = (¢,0), A = (—a,0), Ay = (a,0),
(0,b) e By = (0,—b), onde 0 < ¢ < a e b=+/a? — 2. Logo, a partir da defini¢do temos:

B; =
P=(z,y) € £ dP,F)+dP.F)=2a

<:>\/(x+c)2+y2+\/(x—c)2+y2:2a

S\ (@x+e)?+y2=2a—\/(z—c)?+y? (6.1)

Para eliminarmos os radicais, elevamos ambos os membros dessa equacao ao quadrado, donde
resulta

S (r+c)+y* =4a® —day/(x — )2+ 2+ (z — ¢)? + 3 (6.2)
(:)x2—|—2xc+02—|—y2:4a2—4a\/m+$2—2xc+02+y2
& dre = 4a® — day/(z — )2 + y?
& a® —cr = ay/(r — )%+ 12 (6.3)
& (a* —cx)? = a®[(z — ¢)* + 7] (6.4)

& a* —2d’cx + Fa? = d® (2 — 2we + A + o)

& (a® — A)a? + a*y* = a* — a’? = d*(a® - &)

PN bQZL'Q —|—6L2y2 — a2b2

x2 y2

Para mostrar a reciproca, basta verificar que (6.4) = (6.3) e que (6.2) = (6.1),assim,
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2 2

x
Se——l—'Z2 I,entdo a’> —cx >0e2a—/(x —c)2+ 42 >0
De fato, sendo 0 < ¢ < a e a® = b? + 2, temos:
72 xQ 2 , , .
S <5+t5=1=2"<a = |z|<a = —a <z < a disso temos,
a a b2

0<c<a-(a) 0 <ac< a? 5
= =cr <ac<a =

—a<z<a-(c) —ac < cr < ac
a’>—cx >0

e
2 2 2
x

vy <t 19 =P <P = -V+yPP<0= @+ +yP =22 +2cr+2+y? <

b? a’> b
a?+2a*+a*— b +y*<4a®* = \/(xr —c)?+y? < 2a

2 2
A equagao — + Z—z = 1 é forma canonica da elipse £ com centro na origem e reta focal
a

coincidente com o eixo O, figura (6.3).

Figura 6.3: Elipse £ com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Ox

Exemplo 6.2. Os vértices de uma elipse sao os pontos (4,0) e (—4,0) e seus focos sdo os pontos
(3,0) e (—3,0). Determine a equagdo da elipse.

Solugao: Como F} = (—3,0) e F» = (3,0), a reta focal é o eixo Ox e A; = (—4,0), A2 = (4,0)
Fi+F A+ 4

, 2 2
elipse;

a=d(C,A) =dC,A) =4,c=d(C,Fy) =d(C,F5) =3 eb=+Va?>—c2 =42 -3 =
V16 =9 =T

Logo, a equacao da elipse é & :

sao os vértices sobre a reta focal r. Entao, C = = (0,0) é o centro da

513'

3/
=1.
6 7
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6.3.2 Elipse £ com centro na origem e reta focal coincidente com o
eixo Oy

Neste caso, os vértices e focos de £ sao: Fy = (0,¢), Fy, = (0,—c), Ay = (0,a), Ay = (0, —a),
By = (=b,0) e By = (b,0),onde 0 < ¢ <aeb=+a?>—c
Analogamente ao caso em que a elipse £ com centro na origem e reta focal coincidente com o

eixo Ox, desenvolvendo os calculos, verificamos que a equacao da elipse & é:
2 2
T y
E: 2 —|— ==1
Que ¢ forma canodnica da elipse £ com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Oy,
figura (6.4).

Figura 6.4: Elipse £ com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Oy

Exemplo 6.3. Os vértices de uma elipse sao os pontos (0,6) e (0,—6) e seus focos sdo os pontos
(0,4) e (0,—4). Determine a equacao da elipse.

Solugao: Como F; = (0,4) e Fy, = (0,—4), a reta focal é o eixo Oy e A; = (0,6), Ay = (0, —6)
Fi+Fy, A+ Ay

2 2

sao os vértices sobre a reta focal r. Entao, C' = = (0,0) é o centro da

elipse;
a = d(C,Al) = d(O7A2) = 6,0 = d(C,Fl) = d(C,Fg) =4eb= \/CL2—02 = \/62—42 =
/36— 16 = v/20.

L da eli E:—+==1.
0go, a equagao da elipse é 20+36
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6.3.3 Translacao dos eixos

Considere dois sistemas de coordenadas, conforme figura (6.5): o sistema xOy, mais usual, e o
sistema 'Oy, tal que o’ || z,y' || y e 2/, ¥/ tem o mesmo sentido de x, y, respectivamente, assim
2’0"y’ foi obtido por uma translagdo de xOy em que a origem O = (0,0) coincide com o ponto
O’ = (z9,Y0). Se P = (x,y) é um ponto do plano, podemos tomar suas coordenadas em relagao a
cada um dos dois sistemas xOy e x'O’y’ da seguinte forma:

Em x

OP, =00, + O\P, = = = xo + 2’

Figura 6.5: Translacao de sistema

Exemplo 6.4. Considere a reta de equacao = +y — 8 = 0. Qual é equagdo da reta no sistema
2’0"y, de modo que a nova origem seja O' = (2,1)7

Solugao: Se é dada uma translagao no sistema Oy, de modo que a nova origem seja O' = (2, 1),
podemos tomar suas coordenadas em relacao a cada um dos dois sistemas Oy e 'O’y da
seguinte forma:

r=a+2

y=y +1
Substituindo estas rela¢oes na equagao x + y — 8 = 0. obtemos,
r+y—8=0=(2"4+2)+ (' +1)—8=0=2"+y —5=0 logo,

¥ +1y —5=0¢a equagdo da reta no sistema z'O'y/’.
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6.3.4 Elipse £ com centro no ponto O' = (z,yy) e reta focal paralela ao

eixo Oz

2 2
Counsidere a equacao da elipse £ na forma candnica — + 2= = 1 com centro na origem e reta

2 "2

a

focal coincidente com o eixo Oz, a partir dai seja 'Oy’ o sistema de eixos ortogonais obtido
transladando os sistema xOy para a nova origem O’ = (x . De acordo com o foi visto na

0, 90

secao anterior, sobre tranlagdo dos eixos, se é dada uma translacao no sistema xQOy, de modo que
a nova origem seja O = (¢, yo), podemos tomar suas coordenadas em relagao a cada um dos dois
sistemas xOy e 2’0"y’ da seguinte forma:

x:x/+x0:>x/:x—xo

e
y=y+vw=y=y-w
m/Q y/Z
Substituindo estas relagoes na equagio —- + 2 1 obtemos,
a
oy (z—0)®  (y— )
2t =iT e Tt Tl

Portanto, a forma candnica da equacao da elipse £ com centro no ponto O' = (z,y) € eixo
focal paralelo ao eixo Oz é:

. (v — 350)2 (y — 3/0)2
E: 2 + B

O esbogo da elipse é mostrado na figura (6.6)

=1

A Az
Yo [~ -

| By

O Zo T

(95 - xo)z (?J - y0)2
a? * b2 =1

Figura 6.6: & :

Exemplo 6.5. Os focos de uma elipse € sao F; = (2,4) e Fy» = (6,4), e o comprimento de seu
eixo nao focal é 2. Determine a equacao de &, seus vértices e sua excentricidade.
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Solugao: Como F} = (2,4) e F;, = (6,4) sdo os focos da elipse, sua reta focal é r : y = 4

F + F
1;— 2 = (4,4). Além disso, 2b = 2, isto &,

b=1,c=dC F)=dC,F) =2c¢a=Vb>+c2=+12+22=./1+4=+/5 Portanto,

(paralela ao eixo Ox ) e seu centro é C' =

2

e="S= 7 c Ap = (4—+/5,4) e Ay = (4++/5,4) sido os vértices sobre a reta focal; 7’ : v = 4
a
¢ a reta nao focal; By = (4,3) e By = (4,5) sdo os vértices sobre a reta nao focal e sua
equacao é:
(z—4)?  (y—4)?
& =1
5 1

6.3.5 Elipse £ com centro no ponto O’ = (z,yy) e reta focal paralela ao
eixo Oy

Analogamente ao caso anterior em que a elipse £ com centro no ponto O’ = (z,yo) € eixo
focal paralelo ao eixo Ox, considerando a translagao e as relagoes entre as coordenadas temos que
a elipse £ com centro no ponto O = (g, yo) e reta focal paralela ao eixo Oy é dada por

=1

(55 - 1‘0)2 (y - y0)2
b2 + Cl2

O esbogo da elipse é mostrado na figura (6.7)

&

Yy y/ AA.
B By
Yo~ — — />
x
LA
[0) 0 T

(1' - 1‘0)2 (y - y0)2
b? * a2 !

Figura 6.7: & :

Exemplo 6.6. Os focos de uma elipse € sao F; = (3,8) e Fy = (3,2), e o comprimento de seu
eixo nao focal é 8. Determine a equacao de &, seus vértices e sua excentricidade.
Solugao: Como F; = (3,8) e F» = (3,2) sao os focos da elipse, sua reta focal é r : x = 3

Fy + F
1; 2 = (3,5). Além disso, 2b = 8, isto é,

(paralela ao eixo Oy ) e seu centro é C' =
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b=4,¢c= d(C F)=d(C,F) =3¢ea=Vb0?+ 2 =+42+32=/16+9 = 5. Portanto,
3
e="S = 5 ;A= (3,0) e Ag = (3,10) sao os vértices sobre a reta focal; ' : y = 5 é a reta
a
nao focal; ( 1,5) e By = (7,5) s@o os vértices sobre a reta nao focal e sua equagao é:

(=37  (y-5)

T 2%

=1

6.3.6 Reconhecimento da elipse &£

Recordemos que a equacao na forma, Az? + Bxy + Cy? + Dx + Ey+ F = 0 com A # 0 e com
coeficientes reais, pode ser um circulo. Vamos analisar os coeficientes para que a equacao seja uma
elipse.

Vamos considerar a forma candnica da elipse £ com centro no ponto O' = (z9,yo) reta focal
paralela ao o eixo Oz, no qual temos:

. (:v - $0)2 (?/ - y0)2
£ s + 0

Desenvolvendo esta equagao obtemos:

=1

v’x? + a*y® — 20%wor — 2a’yoy + b2xf + a*yi — a’b? =0

Comparando com a equagao,

Az’ + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0

E igualando os coeficientes encontramos,

A= B=0,C=a*D=—-20x0, FE =—2d%yy e F = b?z% + a’y2 — a*b*.

Portanto, quando B =0 e AC > 0 a equacao representa uma elipse.

Analogamente, vale para a equacgao da elipse com centro no ponto O’ = (xg,yo) e reta focal
paralela ao eixo Oy.

Exemplo 6.7. Verifique se a equacio 422 + 9y? — 40z + 36y + 100 = 0. representa uma elipse.
Caso seja uma elipse, determine seus principais elementos.
Solugao: Como B =0 e AC > 0 a equacao representa uma elipse.

Completando os quadrados, obtemos:
4(x? —10z) +9(y* +4y) = —100 < 4(33 — 10x+25)+9(y2—|—4y+4) =—100+4-25+9-4 &

4z =5 +9(y+2)*=36< (x;‘%) + (yZQ) =1

Logo, a equacao representa uma elipse com:
e a=3,b=2ec=+9— :\/5;
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o centro: C' = (5, —2);

o reta focal: r: y = —2, paralela ao eixo Oux;

o reta nao focal: v’ : x = 5, paralela ao eixo Oy;

o vértices sobre a reta focal: A} = (2,-2) e Ay = (8, —2);

o vértices sobre a reta nao focal: By = (5,—4) e By = (5,0);
o focos: I} = (5—+/5,-2) e Fy = (5++/5,—2).

6.4 Hipérbole

Defini¢ao 6.8. Uma hipérbole H de focos F} e Fy é o lugar geométrico dos pontos P = (x,y)
do plano cujo médulo da diferenca de suas distancias a F; e Fy é igual a uma constante 2a > 0,
menor do que a distancia entre os focos 2¢ > 0. Ou seja, sendo 0 < a < c e d(Fy, F») = 2c,

H=AP| |d(P, F1)—d(P, F3)|= 2a}

Os principais elementos da hipérbole sao:

Focos: Os pontos F e F; distantes 2¢ sao os focos da hipérbole;

o Centro: O ponto médio do segmento FiFy é o seu centro;
o Reta focal r: A reta determinada pelos focos;

o Vértices sobre a reta focal: A intersecao da hipérbole com a reta focal determina dois pontos
Aq e Ay chamados vértices sobre a reta focal;

o Eixo focal: O segmento A;A; de comprimento 2a é o eixo focal da hipérbole;
« A reta ndo focal: E a reta r’ que é perpendicular a reta focal r que passa pelo centro;

o Vértices imaginarios da hipérbole sobre a reta nao focal: A hipérbole nao tem pontos comuns
sobre a reta nao focal mas determinam dois pontos, B; e Bs, denominados vértices da
imaginarios da hipérbole; sobre a reta nao focal;

« O eixo nao focal: E o segmento By B, de comprimento 2b, onde b? = ¢® — a?;

c
o Excentricidade: O niimero e = — é a excentricidade da hipérbole. Note que 0 < e < 1.
a

o Assintotas: Tracando por A; e A, retas perpendiculares e tracando por By e B retas para-
lelas, ambas em relagao a r, obtemos o retangulo ABC'D. As retas que contém as diagonais
AC e BD do retangulo sao as assintotas de H, portanto sao as retas que passam pelo centro

b
da hipérbole e tem inclinagao +— em relagao a reta focal.
a
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¢ B2 c B, D
Figura 6.8: Elementos Figura 6.9: Assintontas

6.5 Forma canonica da hipérbole

Consideremos agora um sistema de eixos ortogonais xOy. Vamos determinar a equagao da
hipérbole ‘H com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Oz, hipérbole com centro na
origem e reta focal coincidente com o eixo Oy e hipérbole com centro no ponto O' = (g, yo) # (0, 0)

6.5.1 Hipérbole H com centro na origem e reta focal coincidente com
o eixo Ox

Neste caso, os vértices e focos de &€ sao: F; = (—¢,0), Fy» = (¢,0), Ay = (—a,0), Ay = (a,0),
By =(0,b) e By = (0,—b),onde 0 < a < ceb=+/c* —a? Logo, a partir da defini¢do temos:

P= (l’,y) ceH e |d(P7F1) —d(P7 FQ)|: 2a

d(P,Fy) — d(P,F5) =2a  (ramo direito)
= ou
d(P, Fy) —d(P, Fy) = —2a (ramo esquerdo)
\/(x +c)?2+y? — \/(a: —c)2+y?=2a (ramo direito)
& ou
\/(m +c)24+y? — \/(x — )2 +y?>=—2a (ramo esquerdo)

De maneira analoga ao caso da elipse, desenvolvendo os calculos e lembrando que b? = ¢ — a2,
chegamos a conclusao que

P=(z,y) e H& (A —a*)x* — a®y? = a®*(? — a?) & b*a? — a*y? = a®V?

portanto
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C(/,Z_y2_1
a2

2 2

A equagao — — o 1 é forma candnica da hipérbole H com centro na origem e reta focal
a

coincidente com o eixo O, figura (6.10).

Figura 6.10: Hipérbole H com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Ox

Exemplo 6.9. Os vértices de uma hipérbole H sao A; = (—4,0) e Ay = (4,0), e 0 comprimento
de seu eixo focal é 10. Determine a equacao de H e suas assintotas.

Solugao: Temos que 2¢ = 10, isto é, ¢ = 5. Além disso, 2a = 8, isto é, a =4 e b = /2 —a? =
Vb2 — 42 = /25 — 16 = 3. Portanto, sua equacio é:

2

8

H -

2
v
1 9

(=)

e suas assintotas tem equacoes:

b 3
y=ft-rx=y==x-2x
a 4

6.5.2 Hipérbole H com centro na origem e reta focal coincidente com
o eixo Oy
Neste caso, os vértices e focos de ‘H sao: F; = (0,¢), Fy = (0,—c), A1 = (0,a), Ay = (0, —a),
By = (=b,0) e By = (b,0), onde b* = ¢* — a?.
Analogamente ao caso em que a hipérbole H com centro na origem e reta focal coincidente com
o eixo Ox, desenvolvendo os calculos, verificamos que a equagao da hipérbole H é:



Que é forma canonica da hipérbole H com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo
Oy, figura (6.11).

I3

Ay

By (@] Bs

Plz,y)
I3

Figura 6.11: Hipérbole H com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Oy

Exemplo 6.10. Os vértices de uma hipérbole H sdo A; = (0,4) e Ay = (0,—4), e 0 comprimento
de seu eixo focal é 10. Determine a equacao de H e suas assintotas.

Solugao: Temos que 2¢ = 10, isto é, ¢ = 5. Além disso, 2a = 8, isto ¢, a =4 e b = Vc? —a® =
V52 — 42 = /25 — 16 = 3. Portanto, sua equacio é:

2

<

H - =1

@
1 9

(=}

e suas assintotas tem equacoes:

a 4
y::i:g.w:ﬁy::i:g.x

6.5.3 Hipérbole H com centro no ponto O’ = (zy, yg) e reta focal paralela
ao eixo Ox
72 2

Considere a equagao da hipérbole H na forma canonica — — i 1 com centro na origem e
reta focal coincidente com o eixo Ox, a partir dai seja 'O’y o sistema de eixos ortogonais obtido
transladando os sistema xOy para a nova origem O’ = (xg,1y0). De acordo com o foi visto na
secao (5.3.3), sobre tranlagao dos eixos, se é dada uma transla¢do no sistema Oy, de modo que a
nova origem seja Q' = (xg, o), podemos tomar suas coordenadas em relagdo a cada um dos dois
sistemas xOy e 'O’y da seguinte forma:

r=2 +r90=>2 =12 — 19
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y=y+v%=9y=y—1%
12 12

x
Substituindo estas relagoes na equagio —- — % = 1 obtemos,
a
x” ?/2 1 (. —20)*  (y—w0)? -1
Z e T e r

Portanto, a forma canoénica da equagao da hipérbole £ com centro no ponto O’ = (z,yo) €
eixo focal paralelo ao eixo Ox é:

e T=m) (y—w) _

a? b2

O esbogo da hipérbole é mostrado na figura (6.12)

A
v 8B,
¢
|
oA : Ay | B
Yo O —— =~ — — — —¢— 0o »
O: 2
|
[
| By
1
O Zo x

2 )2
Figura 6.12: H : (v on) — ) =1
a b?

Exemplo 6.11. Os focos de uma hipérbole H sao F; = (2,4) e F; = (6,4), e o comprimento de
seu eixo nao focal é 2. Determine a equagao de H, seus vértices e sua excentricidade.

Solugao: Como F; = (2,4) e Fy, = (6,4) sao os focos da elipse, sua reta focal é r : y = 4
F+ F

1;— 2 = (4,4). Além disso, 2b = 2, isto ¢,
b=1,c=d(C,F)=d(C,F,) =2ea=+c—b=+22-12 = /41 = /3. Portanto,

2
e=S= " s A= (4—+/3,4) e Ay = (4++/3,4) sdo os vértices sobre a reta focal; 7’ : v = 4

a V3

é a reta nao focal; By = (4,3) e By = (4,5) sdo os vértices sobre a reta nao focal e sua
equacao é:

(paralela ao eixo Oz ) e seu centro é C' =

(z—4)? (y—4)
£ — =1
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6.5.4 Hipérbole H com centro no ponto O’ = (z, 1) e reta focal paralela
ao eixo Oy

Analogamente ao caso anterior em que a hipérbole H com centro no ponto O = (xg, ) € eixo
focal paralelo ao eixo Ox, considerando a translagao e as relagoes entre as coordenadas temos que
a hipérbole H com centro no ponto O" = (xg, o) e reta focal paralela ao eixo Oy é dada por

. (?/ - yo)2 (x - 330)2
H 2 — P2 =1

O esbogo da hipérbole é mostrado na figura (6.13)

A
! 4y
s
IAl
|
|
By | By
Y~ —— —|—-— — —0—
O/I I/
|
|A2
¢
L
I -
O, o T
2 2
. — r —T
Figura 6.13: H : (v = 0) — ( 0) =1

a? b2

Exemplo 6.12. Os focos de uma Hipérbole H sdao F; = (3,8) e Fy = (3,2), e o comprimento de
seu eixo nao focal é 4. Determine a equacao de H, seus vértices e sua excentricidade.

Solugao: Como F; = (3,8) e F, = (3,2) sdo os focos da elipse, sua reta focal é r : © = 3
F, + F
(paralela ao eixo Oy ) e seu centro é C' = 1_5 2 = (3,5). Além disso, 2b = 4, isto é,

b=2¢c=d(C,F)=dC,F,) =3ea=+c—b=+32-22=./9—4= /5. Portanto,
i Ay = (3, 5—1-\/5) e Ay = (3,5— \/5) sa0 os vértices sobre a reta focal; ' 1y =5

3
== —
a /5
¢ a reta nao focal; By = (1,5) e By = (5,5) sdo os vértices sobre a reta nao focal e sua
equacao é:

(=372 (z-3)
Mt

=1
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6.5.5 Reconhecimento da hipérbole H

Recordemos que a equacao na forma, Az? + Bxy + Cy?> + Dz + Ey + F = 0 com A # 0, com
coeficientes reais, pode ser um circulo ou uma elipse. Vamos analisar os coeficientes para que a
equacao seja uma hipérbole.

Vamos considerar a forma canénica da hipérbole H com centro no ponto O' = (x¢,yo) reta
focal paralela ao o eixo Ox, no qual temos:

. (z — 950)2 (y — yo)2
E: p — = =1

Desenvolvendo esta equagao obtemos:

b2a? — ay® — 202w + 2a’yoy + b2ah — ayp — a’b* =0

Comparando com a equagao,

Az’ + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0
E igualando os coeficientes encontramos,
A= B=0,C=—a* D= -2, E =2d%y e F =b*z% — a*y3 — a®1*.
Portanto, quando B =0 e AC < 0 a equacao representa uma hipérbole.

Analogamente, vale para a equagao da hipérbole com centro no ponto O'(zg,yo) e reta focal
paralela ao eixo Oy.

Exemplo 6.13. Verifique se a equacao 322 — y? + 182 + 8y + 38 = 0 representa uma hipérbole.
Caso seja uma hipérbole, determine seus principais elementos.
Solugao: Como B =0 e AC < 0 a equagao representa uma hipérbole.

Completando os quadrados, obtemos:
3(z* 4+ 6z) — (y* — 8y) = —38 & 3(2®* + 62 +9) — (y* — 8y +16) = —38+3-9— 16 &

%x+&”—@—4fz—Q?@%y—@Q—ax+3P:27@ﬁy_4y_($+$2:L

27 9
Logo, a equagao representa uma hipérbole com:

« a=3V3,b=3ecc=+27T+9=6;
o centro: C' = (—3,4);

e reta focal: r : x = —3, paralela ao eixo Oy;

o reta nao focal: ' : y = 4, paralela ao eixo Ox;

o vértices sobre a reta focal: A} = (=3,4+3v3) e Ay = (—3,4 — 3/3);
« vértices sobre a reta nao focal: By = (—6,4) e By = (0,4);

o focos: F1 =(—3,10) e Fy, = (—3,—-2).

60



6.6 Parabola

Definigao 6.14. Sejam £ uma reta e F' um ponto do plano nao pertencente a £. A parabola P
de foco F' e diretriz £ é o lugar geométrico dos pontos P = (x,y) do plano cuja distdncia a F' é
igual a sua distancia a L.

P ={P|d(P,F)=d(P,L)}.

Os principais elementos da parabola sao:

» Foco: Como dito na defini¢do (6.14), F' é o foco da parabola P;
« Reta diretriz £: Como dito na defini¢ao (6.14), £ é reta diretriz da parabola P;
« Reta focal I: E a reta que contém o foco e é perpendicular a reta diretriz;

» Vértice sobre a reta focal: O ponto V' da pardbola P que pertence a reta focal é o vértice de

P;

o Pardmetro da parabola P: O nimero 2p = d(F, L) é o parametro da pardbola P. Note que
d(V, F) = d(V, L) = p.

Figura 6.14: Principais elementos da parabola

6.7 Formas candnicas da parabola

Consideremos agora um sistema de eixos ortogonais xOy. Vamos determinar a equagao da
parabola P com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo Oz, pardbola com vértice na
origem e reta focal coincidente com o eixo Oy e pardabola com vértice no ponto O’ = (zg, o) # (0,0).

61



6.7.1 Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o
eixo Ox

Temos dois casos a considerar, eles sao: O foco F' esta a direita da diretriz £ e o foco F esta a
esquerda da diretriz L.

O foco F esta a direita da diretriz £

Neste caso, o vértice, foco e a reta diretriz de P sdo: V = (0,0), F = (p,0), L : x = —p onde
2p = d(F, L). Logo, a partir da defini¢do temos:

P=(z,y) e P dP,F)=dP,L) < /(e —p??+y2=|r+ple(xz—p*+y¥ =(r+p? &
2?2 = 2px +p? + 9y =22+ 2px + p* & 2px + y? = 2px & y? = dpx.

A equacao y? = 4pz é forma canonica da pardbola P com vértice na origem, reta focal coinci-
dente com o eixo Oz e o foco F' esta a direita da diretriz £, figura (6.15).

l (-p.0) (p:0)

Figura 6.15: Parabola P com vértice na origem, reta focal coincidente com o eixo Ox e o foco F
esta a direita da diretriz £

Exemplo 6.15. Determine a equagao da parabola P com vértice V' na origem, cujo foco é o ponto
F =(3,0).

Solugao: Temos p = d(V, F') = 3 e a reta focal é eixo Ox. Como o foco F' esta a direita do vértice,
temos que a diretriz ¢ a reta £ : x = —3 e a equacdo da pardbola é P : 3% = 12x.

6.7.2 O foco F' esta a esquerda da diretriz L

Neste caso, o vértice, foco e a reta diretriz de P sdo: V = (0,0), F' = (—p,0), L : z = p onde
2p = d(F, L). Logo, a partir da defini¢ao temos:

P=(z,y) e P& d(P,F)=d(P,L) = \J(z+p)?+y*=|z—pl&e (z+p)?P+y*=(x—p)P &
22+ 2px + p? +y? = 22 — 2px + p? & 2px +y? = —2px & y? = —dpx.

A equacdo y? = —4px é forma candnica da pardbola P com vértice na origem, reta focal
coincidente com o eixo Ox e o foco F' estd a esquerda da diretriz £, figura (6.16).

62



by L

(-p,0) V (p.0)] =

Figura 6.16: Parabola P com vértice na origem, reta focal coincidente com o eixo Ox e o foco F
esta a direita da diretriz £

Exemplo 6.16. Determine a equacao da parabola P com vértice V' na origem, cujo foco é o ponto
F=(-3,0).

Solugao: Temos p = d(V, F) = 3 e a reta focal é eixo Ox. Como o foco F estd a esquerda do
vértice, temos que a diretriz é a reta £ : x = 3 e a equacao da pardbola é P : y? = —12z.

6.7.3 Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o
eixo Oy

Temos dois casos a considerar, eles sao: O foco F' estd acima da diretriz £ e o foco F' esta
abaixo da diretriz L.

6.7.4 O foco F esta acima da diretriz L

Neste caso, o vértice, foco e a reta diretriz de P sao: V = (0,0), F = (0,p), L : y = —p onde
2p = d(F, L). Logo, a partir da defini¢ao temos:

P=(v,y) € P& dPF)=dP L) & /o’ + (y —p)? = |z + pl& 2® = 4py.
A equacdo 22 = 4py é forma candnica da parabola P com vértice na origem, reta focal coinci-
dente com o eixo Oy e o foco F' estd acima da diretriz £, figura (6.17).
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Figura 6.17: Parabola P com vértice na origem, reta focal coincidente com o eixo Oy e o foco F
estd acima da diretriz £

Exemplo 6.17. Determine a equagao da parabola P com vértice V' na origem, cujo foco é o ponto

F=(0,3).

Solugao: Temos p = d(V, F') = 3 e a reta focal é eixo Oy. Como o foco F' estd a acima do vértice,
temos que a diretriz é a reta £ : y = —3 e a equacao da parabola é P : 2% = 12y.

6.7.5 O foco F esta abaixo da diretriz L

Neste caso, o vértice, foco e a reta diretriz de P sdao: V = (0,0), F = (0,—p), L : y = p onde
2p = d(F, L). Logo, a partir da defini¢ao temos:

P=(z,y) e P d(P,F)=d(P L)< /12 + (y +p)? = |z — p|& 2° = —dpy.

A equacdo 2?2 = —4py é forma candnica da pardbola P com vértice na origem, reta focal
coincidente com o eixo Oy e o foco F' estd abixo da diretriz £, figura (6.18).
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Figura 6.18: Parabola P com vértice na origem, reta focal coincidente com o eixo Oy e o foco F
estd abaixo da diretriz £

Exemplo 6.18. Determine a equagao da parabola P com vértice V' na origem, cujo foco é o ponto
F =1(0,-3).

Solugao: Temos p = d(V, F') = 3 e a reta focal é eixo Oy. Como o foco F estd a abaixo do vértice,
temos que a diretriz é a reta £ : y = —3 e a equacao da pardbola ¢ P : 22 = —12y.

6.7.6 Parabola com vértice V' = (z,yy) e reta focal paralela com o eixo

Ox
De maneira analoga ao que foi feito para a elipse e a hipérbole nos capitulos anteriores, para
obtermos a forma canénica da parabola P de vértice no ponto V' = (xg,1) # (0,0) e reta

focal paralela ao eixo Ox, vamos considerar o sistema de eixos ortogonais x'O’y’, com origem
O = V' = (x9,y0) e eixos Oz’ e Oy’ que tém a mesma dire¢ao e mesmo sentido dos eixos Oz e
Oy, respectivamente.

6.7.7 O foco F esta a direita da diretriz £

Considere a equacao da parabola P na forma candnica y? = 4px com centro na origem e reta
focal coincidente com o eixo Ox, a partir dai seja x'O’y’ o sistema de eixos ortogonais obtido
transladando os sistema xOy para a nova origem O’ = (xg,10). De acordo com o foi visto na
se¢do (5.3.3), sobre tranlagao dos eixos, se é dada uma translagao no sistema xOy, de modo que a
nova origem seja Q' = (xg, o), podemos tomar suas coordenadas em relagdo a cada um dos dois
sistemas Oy e 'O’y da seguinte forma:

r=2 +r9o=>2 =2 — 1
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y=y+v=y=y-w
Substituindo estas relacdes na equacdes y'> = 4pa’ obtemos,
y* = dpr’ = (y — yo)* = 4p(x — )
Portanto, a forma canoénica da equacao da pardbola P com vértice no ponto V' = (zg,yo) €
eixo focal paralelo ao eixo Ox é:

P (y—y0)* = dp(x — x0)
O esbogo da parabola é mostrado na figura (6.19)

Ay L

Yo (o — p,Yo) (o + p,y0) 2’

@] T x

Figura 6.19: P : (y — yo)? = 4p(z — o)

Exemplo 6.19. Determine a equagao da pardbola P de vértice V' = (3,3) e foco F' = (4,3).
Encontre também a equacao de sua diretriz.

Solugao: Como V = (3,3) e F' = (4,3), a reta focal é [ : y = 3 e F esta a direita de V, ou seja,
a direita da diretriz £. Logo, a equacdo da parabola é da forma: P : (y — 3)? = 4p(z — 3).
Sendo p = d(V, F) =1, temos que L : z = 2 é a diretriz e P : (y — 3)* = 4(x — 3) é a equagio
da paréabola.

6.7.8 O foco F esta a esquerda da diretriz £

Considere a equacao da parabola P na forma candnica x2 = —4py com centro na origem e
reta focal coincidente com o eixo Ox, a partir dai seja 'O’y o sistema de eixos ortogonais obtido
transladando os sistema xOy para a nova origem O’ = (xg,1o). De acordo com o foi visto na

se¢ao (5.3.3), sobre tranlagao dos eixos, se é dada uma translagao no sistema xOy, de modo que a
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nova origem seja O' = (xo, o), podemos tomar suas coordenadas em relagdo a cada um dos dois
sistemas xOy e 'O’y da seguinte forma:

x:x/+x0:>x':x—xo

y=y+v=y=y-%
Substituindo estas relagdes na equacdes z'> = —4py’ obtemos,

# = —4py' = (y — yo(x — 70)* = —4p(y — o)
Portanto, a forma candnica da equagao da pardbola P com centro no ponto V' = (zg, yo) e eixo
focal paralelo ao eixo Ox é:

P (y —yo)* = —4p(x — x)

O esbogo da parabola é mostrado na figura (6.20)

o—»
/

Yo' (zo—p,y0) VI (xo+p0)| @

@] o T

Figura 6.20: P : (y — yo)? = —4p(x — x¢)

Exemplo 6.20. Determine a equagao da pardbola P de vértice V = (3,3) e foco F' = (2,3).
Encontre também a equacao de sua diretriz.

Solugao: Como V = (3,3) e F' = (2,3), areta focal é [ : y = 3 e F estd a esquerda de V', ou seja,
a esquerda da diretriz £. Logo, a equagao da pardbola é da forma: P : (y—3)? = —4p(x —3).
Sendo p = d(V,F) = 1, temos que £ : x = 4 é a diretrize P : (y —3)> = —4(z — 3) é a
equacao da parabola.
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6.7.9 Parabola com vértice V' = (z,yy) e reta focal paralela com o eixo
Oy

De maneira analoga ao que foi feito para a elipse e a hipérbole nos capitulos anteriores, para
obtermos a forma candnica da pardbola P de vértice no ponto V' = (zg,yo) e reta focal paralela
ao eixo Oy, vamos considerar o sistema de eixos ortogonais 2’0"y, com origem O' = V' = (xq, yo)
e eixos Ox’ e Oy’ que tém a mesma dire¢ao e mesmo sentido dos eixos Ox e Oy, respectivamente.

6.7.10 O foco F esta acima da diretriz £

Considere a equacao da parabola P na forma candnica z? = 4py com centro na origem e reta
focal coincidente com o eixo Oy, a partir dai seja 2'O’y’ o sistema de eixos ortogonais obtido
transladando os sistema xOy para a nova origem O’ = (xg,1o). De acordo com o foi visto na
segao (5.3.3), sobre tranlagao dos eixos, se é dada uma translagao no sistema xOy, de modo que a
nova origem seja O' = (xg, 4o), podemos tomar suas coordenadas em relagdo a cada um dos dois
sistemas Oy e 2’0"y’ da seguinte forma:

r=2 +r90=>2 = — 1

y=y+w=9Y=vy—w

Substituindo estas relagdes na equacoes 2> = 4py’ obtemos,

o = dpy = (v — x0)* = 4p(y — yo)
Portanto, a forma canonica da equagao da parabola P com vértice no ponto V' = (z9,y0) e
eixo focal paralelo ao eixo Oy é:

P (z—x0)* = 4p(y — o)

O esbogo da parabola é mostrado na figura (6.21)
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(yo — p, o) L

193
O o |l T

Figura 6.21: P : (x — 0)? = 4p(y — v0)

Exemplo 6.21. Determine a equagao da pardbola P de vértice V = (3,2) e foco F' = (3,4).
Encontre também a equagao de sua diretriz.

Solugao: Como V = (3,2) e F' = (3,4), a reta focal é [ : x = 3 e F estd acima de V, ou seja,
acima da diretriz £. Logo, a equagio da pardbola é da forma: P : (x — 3)? = 4p(y — 2).
Sendo p = d(V, F) = 2, temos que L : y = 0 ¢ a diretriz e P : (z — 3)* = 8(y — 2) é a equagao
da parabola.

6.7.11 O foco F esta abaixo da diretriz £

Considere a equacdo da pardbola P na forma canoénica z2 = —4py com vértice na origem e
reta focal coincidente com o eixo Oy, a partir dai seja 'O’y o sistema de eixos ortogonais obtido
transladando os sistema xOy para a nova origem O’ = (z9,yo). De acordo com o foi visto na

segao (5.3.3), sobre tranlagao dos eixos, se é dada uma translagao no sistema xOy, de modo que a
nova origem seja O" = (xg, o), podemos tomar suas coordenadas em relagdo a cada um dos dois
sistemas xOy e 2’0"y’ da seguinte forma:

r=2 +r9o=>2 =z — 1

e

y=y +v =9 =y
Substituindo estas relagoes na equacoes z'> = —4py’ obtemos,
o = —dpy = (z —20)* = —4p(y — vo)

Portanto, a forma canoénica da equacao da pardbola P com vértice no ponto V' = (zg,yo) €
eixo focal paralelo ao eixo Oy é:
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P (z—x0)* = —4p(y — vo)
O esbogo da pardbola é mostrado na figura (6.22)

yA Y A

(o + p, @)

Yo

Figura 6.22: P : (z — 20)* = —4p(y — vo)

Exemplo 6.22. Determine a equagao da pardbola P de vértice V = (3,4) e foco F' = (3,2).
Encontre também a equagao de sua diretriz.

Solugao: Como V = (3,4) e F = (3,2), a reta focal é [ : z = 3 e F estd abaixo de V, ou seja,
abaixo da diretriz £. Logo, a equacdo da pardbola é da forma: P : (x — 3)? = —4p(y — 4).
Sendo p = d(V,F) = 2, temos que L : y = 6 é a diretrize P : (v —3)> = —8(y —4) é a
equacao da parabola.

6.7.12 Reconhecimento da Parabola P

Recordemos que a equacio na forma, Az + Bxy + Cy*> + Dz + Ey + F = 0 com A # 0,
com coeficientes reais, pode ser um circulo ou uma elipse ou uma hipérbole. Vamos analisar os
coeficientes para que a equagao seja uma parabola.

Vamos considerar a forma canoénica da pardbola P com vértice no ponto V' = (zy, yo) reta focal
paralela ao o eixo Oz, no qual temos:

P (y— o) = 4p(x — m0)

Desenvolvendo e agrupando esta equacao obtemos:
y* F 4pa — 2yoy + y5 + 4pro = 0
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Comparando com a equagao,

Az + Bay+Cy* + Dx+Ey+ F =0

E igualando os coeficientes encontramos,

A=0,B=0,C=1,D=F4p,E = —2ys e F = y2 + 4pxy.

Portanto, quando B = 0 e AC = 0 a equagao representa uma parabola.

Analogamente, vale para a equacao da parabola com vértice no ponto V' = (xg, o) e reta focal
paralela ao eixo Oy.

Exemplo 6.23. Verifique se a equacao 2 — 42 — 12y — 8 = 0 representa uma pardbola. Caso seja
uma parabola, determine seus principais elementos.

Solucao: Como B =0 e AC = 0 a equacao representa uma parabola.
Completando os quadrados e agrupando, obtemos:
P —dr=12y+8 (r—2P2=12y+ 12 (2 -2’ =12(y+ 1) & (z —2)2=4-3(y + 1)
Logo, a equacao representa uma parabola com:
o Foco F' = (2,2);
o Reta diretriz £ : y = —4;
e Reta focal | : x =2
 Vértice sobre a reta focal o ponto V = (2, —1);

o Parametro da parabola p = 3.

6.8 Rotacao dos eixos

Consideremos o sistema de coordenadas xOy, e seja 'O'y/, o sistema de coordenadas obtido de
xOy por uma rotagao de um angulo #, no sentido antihorario, como mostra a figura (6.23). Sejam
(z,y) e (2',y) as coordenadas de um ponto P do plano, em relagao aos sistemas zOy e 2'O'y/,
respectivamente. Nosso objetivo é escrever x’ e ¢y, em funcao de x, y e do dngulo #. Uma rotagao

de um angulo # transforma os vetores
el =(10) e & =(01)

nos vetores
2?1 e u_2>, onde

u = (cosB, senf) = cosbe; + senbes
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Figura 6.23: Rotagao dos eixos por um angulo ¢

Uy = (—send, cosh) = —senfe] + cosles.

Para o vetor O? temos
OP = (r,y) = ve] +yes,

onde z ¢ y sdo as coordenadas de P em relacdo ao sistema zOy. Por outro lado, como uf e w3
sdo unitarios e perpendiculares, temos também

OP = («',y) = 2T + /W3,

onde x’ e y' sdo as coordenadas de P em relagdo ao sistema 'Oy’
Temos, entao, a igualdade

xer +yes =a'u +yus

ou

rel +yes = $/(00806_1> + sen96_2>) + y'(—senQE> + cos@e?)

de onde obtemos

x = 2'cost — iy’ senb
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y = x'senf + y'cosl
ou

x' = xcosl + ysent

/

Yy = —xsenb + ycosd

Existe uma outra forma, utilizando matrizes, de apresentar estas relagoes, veja como:

x| | cosf —senl _ x’
y | | senf cosb Y

ou ainda
' | | cos@ senf |
y | | —senf cosf Yy

Exemplo 6.24. Seja o ponto P = (6,4). Efetuando-se uma rotacao de um angulo de g radianos

nos eixos, em relacao ao novo sistema, suas coordenadas passam a ser:

Solucgao: De acordo com o que foi visto anteriormente, temos:

1 3
,f[j/: .2+4.\g_:3+2.\/§

3 1
y’:_6.\g_+4.2:_3.\/§+2

ou seja,
P=(3+2-v3,-3-V/3+2)
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Capitulo 7

O espaco

7.1 Sistema de coordenadas

Conforme SANTOS [8], de maneira andloga vamos introduzir um sistema de coordenadas no
espago. Para isto inserimos o eixo z perpendicular a z e y simultaneamente e passando pela origem.
No entanto o eixo z é vertical e os eixos x e y horizontais como na figura (7.1) e satisfaz a regra
da mao direita. Os dedos apontam na dire¢ao do semieixo x positivo, o semieixo y positivo esta
na palma da mao e o polegar aponta para cima no sentido do semieixo z positivo. Desta forma
temos trés planos coordenados xy, yz e xz.

Figura 7.1: Eixos coordenadas

A cada ponto P no espago associamos um terno de nimeros (x,y, z), o numero z é chamado
de cota, simplesmente marcando os pontos P’ = (z,y) no plano zy, Q" = (x,z) no plano zz
e R = (y,z) no plano yz, além disso tragamos as retas z’, ¢y’ e 2’ paralelas aos eixos x, y z e
passando por R', Q" e P’ respectivamente, a intersecdo dessas retas determina o ponto P assim
como forma o paralelepipedo como mostra a figura (7.2).
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Q(z.2)

Figura 7.2: Ponto P = (x,y, z) no espago

7.2 Distancia entre dois pontos

Sejam P = (z,7,2) e Q' = (a/,%/,2") dois pontos no espaco. Como mostra a figura (7.3), a
partir de P e Q’, podemos contruir um tridngulo retdngulo PQ’'R. Para o calculo da distancia de
P a @', vamos considerar os pontos auxiliares R = (2/,%/,2), R = (2/,y,0) e P’ = (z,%,0) e note
que se forma o retingulo RPP'R’ ou seja, d(P,R) = d(P’,R'). Assim Aplicando o teorema de
Pit4goras no tridngulo retdngulo PQ'R temos:

d(P,Q)?* = d(Q,R)* +d(P,R)*

onde,
d(Q', R) = |2/ — z| pois os pontos )’ e R estdao na mesma reta paralela ao eixo z.
d(P,R) =d(P',R) = (' — z)? + (y — §)? pois estdo no plano zy.

logo,

Assim:




Figura 7.3: Distancia entre P e @’

Exemplo 7.1. Calcule a distancia do ponto A = (1,—-2,3) ao ponto B = (-2, 3,4).

Solucao: Temos,

d(A,B) = \/((-2) =12+ (3 (-2))2 + (4 =32 =9+ 25 + L = /35

7.3 Esfera

Agora que sabemos calcular a distdncia entre dois pontos no espaco, estamos em condigoes de
definir a esfera.

Definigao 7.2. A esfera S de centro C' e raio r > 0 é o conjunto formado por todos os pontos P
no espaco, cuja distancia ao centro C' é igual a 1:

S ={P|d(P,C) =r}.

Sejam C' = (a,b,c) e P = (z,y,z) as coordenadas do centro C' e de um ponto qualquer
P = (x,y, z), respectivamente, de S em relagdo a um sistema de eixos ortogonais Ozxyz. Entéo,
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P€S<:>d(P,C’):7“<:>\/(:r;—a)2+(y—b)2—|-(z—c)2:r.

Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado temos a equagao da esfera S :
S:(z—a)P+(y—0>+(z—c) =1
Exemplo 7.3. Mostre, completando os quadrados, que a equagao de segundo grau,
Pyt -2 4y —62=1
representa uma esfera S e em seguida determine o centro C' e o raio r de S.

Solugao: Completando os quadrados na equacao, temos:
22+l 22— 20 +4y—62=1
S (2? —2x) + (PP +4y) + (22— 62) =1
S @ —20+ 1)+ (P +4y+4)+(22—62+9)=1+1+4+9
S@—12+(y+2)?2*+ (2 —3)? =15.

Logo,

S:(r—1 2+ @w+2?2+(2-3)*=15

é a equagao da esfera S, com centro C' = (1,—2,3) e raio r = /15.

7.4 Vetores no espaco

Vamos definir vetores no espaco de maneira andloga ao que foi definido em vetores no plano,
em alguns casos, mesmo estando no espago recairemos para o caso plano, devemos apenas tomar
alguns cuidados nos casos em que for discutido sobre as retas paralelas, pois no espago nem sempre
retas que nao se intersecionam sao paralelas, elas podem nao estar no mesmo plano, por exemplo.

Assim como no plano, que a cada par coordenado (z,y), corresponde a um ponto, temos que
a cada terno (z,,y,z) também corresponde um ponto, podemos também fazer correspondéncia
ao terno (2',y/, 2') uma seta, como na figura (7.4), com dois extremos chamados ponto inicial ou

origem e ponto final ou extremidade.

Geometricamente, vetores sdo representados por segmentos de retas orientados no plano ou

espago.

Com isto podemos associar ao terno (2,1, 2’) direcao, sentido e médulo. A dire¢ao e sentido

do segmento identifica a direcao e o sentido do vetor e o médulo é o nimero

Va2 +y? 4 22

que é o comprimento segmento.
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Figura 7.4: Vetor representado por uma seta

Exemplo 7.4. v = (4,3,1) é um vetor. A direcao deste vetor ¢ a direcdo da seta da figura (7.5),
ou seja, é a dire¢do da reta definida pelos pontos O = (0,0,0) e P = (3,4,1). O sentido de v é o
de O para P. O moédulo de ¥ é o comprimento de ﬁ que é v/26.

Figura 7.5: Vetor v = (4,3, 1)

Inversamente, uma seta, como a da figura (7.6), pode se caracterizar por um par ordenado,
através da trigonometria basica.
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Figura 7.6: Vetor w

Ao terno (0,0,0) ndo associamos os conceitos de direcao e sentido, contudo (0,0, 0) é definido
vetor nulo.

Existe o vetor representado por dois pontos A = (2/,y/,2) e B = (z, ¥, z) como na figura (7.7),

neste caso subtraimos as coordenadas correspondentes de B pelas coordenadas correspondentes de
A. Logo:

"ﬁ = (:L‘/7y/72,) - (j:7g:2) = (ZL‘/ - jay/ - g7 Z, - 2)
Se deslocarmos o vetor 1@ até a origem temos outro vetor O? com a mesma dire¢do, sentido
e modulo de 1@ . Neste caso dizemos que os vetores sao iguais.

Figura 7.7: Vetores iguais
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Exemplo 7.5. Dados A = (2,1,3), B = (3,4,1) e O = (0,0,0), determine o ponto P tal que
OP — AB.

Solugao: Seja P = (z,y, z) e de acordo com o que foi dito acima temos,
OP = (1 —0,y—0,2—0) = (2,y,2) e AB = (3—2,4— 1,1 —3) = (1,3, ~2), assim,
OP = AB = (z,y,2) = (1,3,~2)

Logo P = (1,3,—2)

7.5 Soma de vetores e multiplicacao por escalar

Defini¢ao 7.6. Sejam @ = (uy, us, u3) e U= (v1, v, v3). Definimos:

U+ U= (ug + vy, us + e, uz + v3)

chamada adicao de vetores.

Defini¢ao 7.7. Sejam @ = (uy, ug, u3) e k € R. Definimos:

ki = (kuy, kus, kus)

chamada multiplicacao de um vetor por um nimero.

Observacao: A adicao e multiplicacao de um escalar por um vetor no espaco satisfazem as mesmas
propriedades que a adicao e multiplicagdo de um escalar por um vetor no plano.

Exemplo 7.8. Se v = (1,—2,3), ¥ = (2,4, —1), calcule 7+ ¥ e 3.

Solugao:
U+7=(1+2,-2+4,3+(-1)) =(3,2,2)

30 = (3.1,3.(=2),3.3) = (3,—6,9).

7.6 Norma e produto interno
Definicao 7.9. A norma ou comprimento do vetor v = ﬁ no espago ¢ o numero:
||v]|= d(A, B)
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Defini¢ao 7.10. O angulo /(u,v) entre dois vetores @ = AB o 7 = 1@ nao nulos é o menor
angulo formado pelos segmentos AB e AC, medido no plano ABC' que contém os pontos A, B e

C.

Definicao 7.11. O produto escalar ou interno de dois vetores @ e ¥ no espago é definido por:

< 0,7 >= 0 e u=
T Nl [9]cost se #

em que 6 é o angulo entre u e 7.
Observagao 1: O produto interno de dois vetores @ = (uq, ug, u3) e ¥ = (v1, V9, v3) NO espago em
termos de suas coordenadas é a mesma que no plano ou seja,
< ﬁ, U >= U1.U1 + Ug. Vg + U3.V3

Observacao 2: A nocao de perpendicularidade entre dois vetores @ e ¥ no espaco é a mesma, que
no plano ou seja,

7.7 Produto vetorial

O produto vetorial s6 faz sentido para vetores no espaco e o resultado serd um vetor.

Definicao 7.12. Sejam u e v dois vetores no espago, o produto vetorial, @ x ¢ é o vetor com as
seguintes caracteristicas:

a) Tem comprimento dado por,

|| > 0][= [|a]].||7]]. sin 6

ou seja, ||u x v]| é igual a drea do paralelogramo determinado por @ e U, como mostra a figura
(7.8).

Figura 7.8: Produto vetorial como area do paralelogramo
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b) Tem diregao perpendicular a 4 e .

¢) Tem o sentido dado pela regra da mao direita: Se o dngulo entre @ e U é 6, giramos o vetor @
de um angulo 6 até que coincida com ¥ e acompanhamos este movimento com os dedos da mao
direita, entao o polegar vai apontar no sentido de @ x 7.

Agora, para obter uma féormula que dé o produto vetorial de dois vetores « e ¥ em termos das
suas coordenadas, vamos utilizar um dispositivo pratico que consiste em calcular o determinante
de uma matriz 3 x 3 onde os elementos da primeira linha sdo os vetores canonicos:

i = (1,0,0)
7 =1(0,1,0)
k=(0,0,1)

cuja norma € igual a 1 e sao perpendiculares entre si, os elementos da segunda linha sao as

coordenadas de @ = (uy,us,u3) e os elementos da terceira linhas sdo as coordenadas de ¢/

(v1, v, v3), assim temos:

— — —

g5k
Uxv=det| uy wuy wug | =det
U1 V2 Ug
logo,
o U2
uUXv= ( det
Vg

Exemplo 7.13. Se v = (1,

Solugao: Temos:

i j ok
uxv=det|1 -2 3 | = < det
2 4 -1
portanto,

.4 — det
Uy uUs
U1

‘ , —det

—2,3) e @ = (2,4,—1), calcule || x .

th Us .j’—i—det
U1
, det v
U1 U2
1 3
5 _1’ , det

1
2

Uy U2

U1

—2
-1

(—10,7,3)



Exemplo 7.14. Calcule a drea S do triangulo ABC no qual A = (3,2,0), B = (0,4,3) e C =
(1,0,2).

Solucgao: A area do triangulo ABC' é a metade da area do paralelogramo com lados determinados
por i e U, em que,

T=CA=(3-1,2-00-2)=(2,2,-2)

7=CB=(0—-1,4-03-2)=(-1,4,1)

Temos:

ik B
uxv=det| 2 2 -2 :<det 2 ‘ , —det 2 2‘ ,det 2 '>:(12,0,6)

4 1 -1 1 -1 4

-1 4 1

portanto,
1@ % &l|= \/(12)2 + (0)2 + (6)2 = V180 = 65

Assim

1
S = S|l x 7= 3v5

7.8 Produto misto

O produto < @ x v,w > é chamado de produto misto de u,7 e w. Segue o resultado para o
calculo do produto misto usando as coordenadas dos vetores.

Teorema 7.15. Sejam @ = (uq, ug, ugz), U = (v1,v9,v3) € W = (wy, we, ws). Entdo, < 4 x U, >=
Uy Uz Us

det | v1 vy 13
wr w2 wWs

Demonstragao. Segue dos resultados anteriores sobre produto interno, produto vetorial e das
defini¢oes sobre determinante de matrizes que

<ﬁ><27,w>:(w17w27w3)'<det[Uz U31 ,—det[ul USl ,det[ul u21>
v V1 Vg

V2 U3 U1 3
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Vg U3 U1 U3

= w;.det [ Uz Us ] —wsy. det [ v s ] +ws. det l u1

Uy U U3
= det V1 Vg Vs
wp w2 w3

Exemplo 7.16. Calcule o produto misto entre os vetores @ = (2,—1,3), ¢

(5,1, -2).

Solugao: Temos

U U2 U 2 -1 3
<uxv,w>=det| v1 vy w3 | =det| -1 4 1
wp W2 Ws 5) 1 =2

7.8.1 Interpretagao geométrica do produto misto

(%1

Uz
%

= (=1,4,1) e @ =

— —84

O moédulo do produto misto entre , v e w é igual ao volume V' do paralelepipedo determinado

por i, v e w. De acordo com o préximo teorema.
Teorema 7.17. Sejam u, v e W entao
|<d x U, > |

é igual ao volume do paralelepipedo determinado por @, v e W

Demonstracao. O volume do paralelepipedo é dado pelo produto da area da base pela altura,
no caso do paralelepipedo determinado por u, 7 e w temos que a area da base é o produto
vetorial 4 X U e a altura h = ||]||cos 8| onde 6 é o dngulo formado pelos vetores < @ X ¥ >

e w como mostra a figura (7.9).Assim

V = ||@ x d||.h = ||@ x 3]|.||@]||cos b]= |< @ x &, & >
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Figura 7.9: Volume do paralelepipedo determinado por u, v e w

Exemplo 7.18. Calcule o volume V' do paralelepipedo com um vértice na origem e aresta adja-
centes determinadas por 4 = (4,3,2), v = (—1,0,2) e W = (5,2, —1).

4 3 2
Solugao: V=|<uxv,W>|=|det| =1 0 2 ||=]|7|=7
5 2 -1

7.8.2 Critério de clopanaridade

Podemos traduzir as propriedades do produto misto em propriedades do determinante de uma
matriz 3 X 3, uma delas é a que segue:

Corolario 7.19. Sejam w, U e W, estes sd@o coplanares ou seja, sao paralelos a um mesmo plano se,
e somente se,
Uy Uz U3
<uUuxv,w>=det| vy vy w3 | =0
w; W2 W3

Exemplo 7.20. Verifique que os pontos A = (0,1,1), B = (1,0,2), C = (1,-2,0) e D =
(—2,2,—2) sdo coplanares, isto é, pertencem a um mesmo plano.

Solugao: Com estes pontos podemos construir os vetores
AB=(1-0,0-1,2-1)=(1,-1,1)
1@: (1-0,-2—-1,0—-1)=(1,-3,-1)
AD=(-2-02-1,-2—1) = (-2,1,-3)
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Os pontos A, B, C' e D pertencem a um mesmo plano se, e somente se, os vetores Ag, A(%
e AD sao coplanares. E isto acontece se, e somente se, o produto misto deles é igual zero.

1 -1 1
<@xvi>=det| 1 -3 —1|=0
—2 1 -3

Portanto, A, B, C' e D sao coplanares.

7.9 Equacao do plano
Vamos utilizar os conceitos de produto interno visto nos capitulos anterios para encontrarmos

as equagoes cartesiana e paramétrica do plano.

7.9.1 Equacao cartesiana do plano

Sejam 7 o plano que passa pelo ponto A(x’,y’,z’) e é normal ao vetor 4 = (a,b,c) e P(x,y, 2).
Entao:

PewﬁﬁLﬁ@<ﬁ,ﬁ>:0

Logo
Pew@<ﬁ,ﬁ>:0
s<(r—2\y—y,z2—2),(a,b,¢c) >=0
s<alx—2)+bly—y)+c(z—2)=0
sSa-rv+b-ytcz=a-2+b-y +c-7.
Assim

P € 7 se, somente se, suas coordenadas satisfazem a equacao a-x +b-y+ c- 2z = d, onde
d=a-2'+b-y +c- 2.
Aequacdoa-xr+b-y+c-2z=d échamada equacao cartesiana do plano.

Figura 7.10: Plano determinado por vetores ortogonais
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Exemplo 7.21. Determine a equagao cartesiana do plano 7w que passa pelo ponto A = (1,1,2) e
¢ normal ao vetor @ = (1,2, —3).

Solugao: Como « = (1,2,—3) L 7, temos

m:l-x4+2-y+(=3)-z2=d
onde

d=1-(1)4+2-(1)+(=3)-(2) = -3.

Portanto,

Tir+2y—32=-3

¢ a equagao cartesiana do plano 7.

7.9.2 Equagoes paramétricas do plano

Sejam A, B e C' pontos nao colineares e m um plano, de acordo com os resultados anterios
temos:

PGW@S,tERéﬁzs-zﬁ—i—t-z@

Reescrevendo

PIA—FS'E—l—t'z@,S,tGR

Esta equacao é chamada equacao paramétrica do plano.

Em relacdo as coordenadas dos pontos A = (a,b,c), B = (d/,V/,d) e C = (a",0",") e P =
(x,y, z) podemos escrever a equagao paramétrica do plano da seguinte forma,

AB = (@ —a,l —b,d —c)e AC = (a" —a,b" —b,d" — c) assim,

P:A+S~E+t-1@,s,teﬂ%

= (z,y,2) = (a,b,¢) +s-(a' —a, b —b,d —c)+t-(a" —a, b/ —0b," —c),s,t €R

ou seja
r=a+s-(d—a)+t-(a"—a)

T y=b+s-(0'=0b)+t-(0"—0b) ; s,t€Rsdoasequagdes paramétricas do plano .
z=c+s-(d—c)+t- (" —¢)
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Exemplo 7.22. Determine as equagoes paramétricas do plano 7 que contém os pontos A =
(1,0,0), B=(1,1,0) e C = (0,0, 1).

Solugao: Temosf@ (0,1,0) ezﬁ —1,0,1). Logo,
r=1+0-s+(-1)-t

m: y=0+1-54+0-1 ; s,t € R ou seja
z2=04+0-s4+1-t
r=1-—-t

T: Yy=35 ; s, teR
z=1

sao as equagoes paramétricas do plano 7.

7.10 Equacoes paramétricas da reta

Suponha que a reta r é paralela a um vetor v = (a,b,c) # (0,0,0) e que passa por um ponto
P = (2',y,7). Um ponto P = (x,y, z) pertence a reta r se, e somente se, o vetor P'P ¢é paralelo

ao vetor v, isto é, se o vetor PP é um multiplo escalar de ¥ , ou seja,

—
PP=t-v

Em termos de suas coodenadas, a equac¢ao acima pode ser escrita como

(x—2y—vy,z2—2")Y=(t-a,t-bt-c).

Assim, a reta r pode ser descrita como sendo o conjunto dos pontos P = (z,y, z) tais que
r=a'+t-a
r:s y=y +t-b ; teR
z=Z+t-c
As equacgoes acima sao chamadas equagoes paramétricas da reta 7.

Figura 7.11: Reta r paralela ao vetor ¥ = (a, b, ¢)
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Exemplo 7.23. As equagoes da reta r que passa por P’ = (1,3,2) e é paralela ao vetor ¢ =
(2,—1,3) sao:

r=1+2-1
Solugao: r: ¢ y=3—1  teR
2=2+3-1

7.11 Angulos

Neste capitulo vamos determinar os angulos formados por duas retas e por dois planos no
espaco. Com duas retas no espaco pode ocorrer um dos seguintes casos:
a) As retas se interceptam em um ponto, ou seja, sao concorrentes;
b) As retas sao paralelas (ou coincidentes);
c) As retas sdo reversas, isto é, nao sao paralelas mas também nao se interceptam.
J& com dois planos no espaco pode ocorrer um dos seguintes casos:
a) Dois planos m; e my sdo paralelos;
b) Dois planos 7 e 7y se cortam segundo um reta.

7.11.1 Angulo entre retas

Se as retas r; e ry se interceptam, entao elas determinam quatro angulos, dois a dois opostos
pelo vértice. O angulo entre elas é definido como sendo o menor destes dngulos, figura (7.12).

Figura 7.12: Angulo entre duas retas concorrentes r; e 79
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Se as retas sao paralelas o angulo entre elas é igual a zero, figura (7.13).

Figura 7.13: Angulo entre duas retas paralelas | e 5

Se as retas 1 e r9 s30 reversas, entdo por um ponto P de rj passa um reta 1, que é paralela a
ro. O dngulo entre 1 e 9 é definido como sendo o dngulo entre 71 e ), figura (7.14).

T2

Figura 7.14: Angulo entre duas retas reversas r, e 75

Em qualquer dos casos, se 0] e v5 sdo vetores paralelos a r; e 19 respectivamente, entdo o

cosseno do angulo entre elas é cos(ry, re) = |cosf|, em que 6 é o dngulo entre v; e v3.
Lembrando que da defini¢ao (7.11) de produto escalar, podemos encontrar o cosseno do angulo

V1 * VU2

entre dois vetores, ou seja, cos) = —————.
ot |- |v2]|

Isto é suficiente para provar o seguinte resultado.

Proposicao 7.24. Sejam duas retas

r=a +t -a r=a"+5"ay
ri: y=y +t-by ro: y=y"+s-bs ; t,seR
2=+t z2=2"+5-0¢9

Entao o cosseno do angulo entre r; e o €
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97 - 3]

cos(r1,12) = |cosf|= |o1]]-[|o2]]

—

no qual v = (ay, by, 1) e v3 = (ag, by, ¢3)

Exemplo 7.25. Calcule o angulo entre as retas r; e o onde:

r=3—-2t r=Ss
ri:e y=1—t eryg: y=—-4—-2s ; t,seR
z:l Z:1_35

Solugao: De acordo com o que foi visto anteriormente temos que:

|01 - 3]
cos(ry,13) = |cosl|= EATEIGR
no qual 07 = (=2,—1,0) e v3 = (1, -2, —3) e,
01 - 0af= (=2, -1,0) - (1, =2, =3)|= [(=2) - 1+ (=1) - (=2) + 0 (=3)|= 0.
Logo:
|cost|= |171 : UEJ = — 0 — = 0.

[oill-l[o2] - [|vi][-[]oz]]

T
Portanto § = —.

7.11.2 Angulo entre planos

Se dois planos m; e my sao paralelos os vetores normais deles sao paralelos, ou seja, um vetor é

um multiplo escalar do outro. Assim, m; e m sdo paralelos se, e somente se, o dngulo entre eles é
igual a zero, figura (7.15).

™

A
\

Figura 7.15: Angulo entre dois planos paralelos 7 e
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Se dois planos 7 e w5 ndo sao paralelos, sabemos que possuim vetores normais v; = (a1, by, ¢1)
e U3 = (ag, by, ¢y), respectivamente. O angulo entre m; e my é definido como o angulo entre duas
retas perpendiculares a eles, entao o cosseno do angulo entre eles é dado por:

cos(my, me) = |cost)|

em que 0 é o angulo entre os vetores normais v e v5 de 7 e m, respectivamente, figura (7.16).
Portanto, o cosseno do angulo entre 7 e 7y é:

|01 - 4]

[on|]-{|oz]]

cos(my, me) =

Figura 7.16: Angulo entre dois planos nao paralelos m; e 7,

Isto é suficiente para provar o seguinte resultado.

Proposicao 7.26. Sejam dois planos,
mia-r+b-y+ce-z4+d =0
Ty G -T+by-y+co-2+dy=0

Entao o cosseno do angulo entre 7 e w5 é,

oL U1 - Uy
cos(my, me) = cos(vy,v5) = HT‘HIHH;Q’H

no qual 0] = (ay,b1,¢1) e V3 = (ag, by, ¢3) sdo vetores normais de 7 e my respectivamente.
Exemplo 7.27. Determine o dngulo entre os planos cujas equagoes sao:

m:—y+1=0
miy+2+2=0
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Solugao: De acordo com o que foi visto anteriormente temos que:

v; = (0,—1,0) e v3 = (0,1, 1) sao vetores normais de 7 e 7y respectivamente.

Logo:
cos(my, me) = cos(v1,v5) = TR
( ) |(07_1>0) ) (07171)‘ 1
cos(my, my) = = —
T arap V2

1 T
Portanto cosf = — = 0 = —.

NG 1

7.12 Distancias

Neste capitulo vamos determinar as distancias de um ponto a uma plano, de um ponto a uma
reta, entre dois plano e entre duas retas. Para isso vamos utilizar o conceito de projecao ortogonal
no espago visto para vetores no plano.

7.12.1 Distancia de um ponto a um plano

Dados P’ = (2,4, 2") um ponto qualquer no espago e 7 : ax + by + cz + d = 0 um plano. A
distancia de P’ a 7w é definida como sendo a distancia de P’ até o ponto de 7w mais proximo de
P’. Dado um ponto P = (z,, %) € m, podemos decompor o vetor PP’ em duas parcelas, uma na
diregao do vetor normal de 7, v = (a, b, c) e outra perpendicular a ele. A componente na dire¢ao

do vetor ¥ é a projecao ortogonal de PP’ em 7. Como vemos na figura (7.17), a distancia de P’ a
7 ¢é igual a norma da projecao, ou seja,

| ¥
P/

~ !

dist(P', )

<=y

Bp
projzPP

M N

T~

Figura 7.17: Distancia de um ponto P’ a um plano
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—
dist(P',7) = ||projzPP'||

Mas, pela proposicao (3.19), temos que:

— _—é T / —
projaﬁ = g ﬁ = m
||pp/||2 ||77||

Isto é suficiente para provar o seguinte resultado.

Proposigao 7.28. Sejam P’ = (2,4, 2’) um ponto qualquer no espaco e 7 : ax +by+cz+d =0
um plano. A distancia de P’ a w é dada por:

_—
PP

—
dist(P',7) = ||projzPP'||= AT

em que U = (a,b,¢) e P =(Z,y,2) € 7.

Exemplo 7.29. Calcule a distancia entre o ponto P’ = (1,2,3) ao plano 7 : z—2y+z—1 = 0.

Solucgao: Fazendo z = 0 e y = 0 na equacdo de 7, obtemos x = 1. Assim, o ponto P = (1,0,0) €
e PPP=(1-1,2-0,3-0)=(0,2,3) e ¥ = (1, —2,1). Assim,

_—
|PP'"-3  [0-142-(=2)+3-1 |-1]
191 V12 + (—2)2 412 V6

=S

—
dist(P',7) = ||projzPP'||=

Sl-

7.12.2 Distancia de um ponto a uma reta

Dados P = (2/,4/,2") um ponto qualquer no espago e r uma reta. A distancia de P a r é
definida como sendo a distancia de P’ até o ponto de r mais proximo de P’. Dado um ponto

P = (Z,9,%) € r, podemos decompor o vetor PP’ em duas parcelas, uma na direcio do vetor
diretor v de r e outra perpendicular a ele. A componente na direcao do vetor ¥ é a projecao

ortogonal de PP’ em #. Como vemos na figura (7.18),

95



P

\
/ dist(P',r)
r %'\ ol

i PP 3§
/ projsFP y

Figura 7.18: Distancia de um ponto P’ a uma reta r

— —
(dist(P',r))* + ||[projzPP'||’= || PP'||”

ou seja,

— -—
(dist(P',1))* = || PP'||*~|projzPP'||* (7.1)
Mas, pela proposi¢ao (3.19), temos que:

- AN T
projsPP = ||| 52| | = (B0
1PP|J2 |[7]]

Substituindo esta expressao em (7.1) e usando a defini¢cio do produto escalar e da norma do
produto vetorial obtemos |,

—_— p—PE 2\ 2
(dist(P',r))? = || PP - L2 0 Mf) _
v

— —
|[PP|]2-[[0])*= (PP - ¥)*
lils

— ——
[|PP'|[[|5]]*= || PP'||*|[0][*-cos®0
1ails

—
[|[PP[[[|9]|*sin?0
|72

—
[|PP" x o||?
|72

Isto é suficiente para provar o seguinte resultado.

96



Proposicao 7.30. Sejam P’ = (2/,/, 2') um ponto qualquer no espago e a reta,

A distdncia P’ a r é dada por:

PP

em que U = (a,b,c) e P = (Z,y,2) € r.

Exemplo 7.31. Calcule a distancia entre o ponto P’ = (1,2, 3) a reta,

r=14+2-1
rig y=-—t ; teR
z=2—-3-1

Solucdo: Um vetor diretor de 7 é ¥ = (2, —1, —3) e um ponto de r é P = (1,0,2). Assim,

—
PP =(1-1,2-0,3-2)=(0,21),

—
PP x 7= (—5,2,—4),

1PP x |= VB
e
17]]= V14.
Portanto:
Hﬁ x 1| 45
dist(P',r) = T =1
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7.12.3 Distancia entre dois planos

Dados dois planos 7; e my quaisquer. A distancia entre eles é definida como a menor distancia
entre dois pontos P’ € m e P € my. Se os seus vetores normais nao sao paralelos, entdo os planos
sao concorrentes e neste caso a distancia entre eles é igual a zero. Se os seus vetores normais
sao paralelos, entdao os planos sdo paralelos (ou coincidentes) e a distancia entre m; e my é igual a
distancia entre um ponto de um deles, vamos supor o ponto P’ € m e o ponto de my, mais proximo
de P’, ver figura (7.19). Porém, esta distancia é igual a distancia de P’ a my, no qual recaimos no
caso anterior em que foi estudado distancia de um ponto a um plano.

\ r

n —_—
dist(my, m2) projzPP’

U

Figura 7.19: Distancia entre dois planos m e m

Exemplo 7.32. Calcule a distancia entre os planos 71 : x+2y—2z—3 =0emy : 20+4y—4z—7=0

Solugao: Primeiro vamos verificar se os os planos sao paralelos, ou seja, se os vetores normais v;
e vy de 7 e Ty sao paralelos, de fato, temos que:

01 = (1,2, -2) e v5 = (2,4, —4) sdo paralelos pois U3 = 2 - 03
~ / - 7 : /
Fazendo z = 0 e y = 0 em ambas as equagoes obtemos 2’ =3 ex = 5 Assim, P = (3,0,0) €
G
meP= (5, 0,0) € my. Portanto, pela Proposigao (7.28) temos que:
e
\PP' - 1]
leg
7
'(3— 2,o—o,o—o) - (1,2,-2)’
\/12 422 4+ (—2)2

—
dist(P',7) = ||projzPP'||=

1
‘—2-1+0-2+0-(—2)‘ )

V9 6
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7.12.4 Distancia entre duas retas

Dados duas retas r; e r quaisquer. A distancia entre elas é definida como a menor distancia
entre dois pontos P’ € ry e P € ry. Para isso temos que considerar dois casos:
a) As retas r; e ry sdo paralelas (ou coincidentes). Neste caso, a distdncia entre elas é igual a
distancia entre um ponto P e r9 € a reta r; ou entre um ponto P’ € r{ e a reta ry, ver figura
(7.20). Assim, pela Proposigao (7.30) temos que:

s
dist(ry,re) = dist(P',ry) = 7” ||v_’7|02||
2

em que vy ¢ o vetor diretor de ro e P €11 e P € ro.
Porém, esta distancia ¢é igual a distancia de P’ a 19, no qual recaimos no caso anterior em que
foi estudado distancia de um ponto a uma reta.

P

3
/ dist(ry,12)

I /"\ %
Y

/ projsPP

Figura 7.20: Distancia entre duas retas paralelas r e 7o

Exemplo 7.33. Determine a distancia entre as retas,

r=14+4-1

r:q y=—1—-2-t ; teR
z2=2—-6-t
r=1+2-s

o Y= —8§ ;7 seR
z2=2—-3-s

Solugao: As retas 1 e ry sao paralelas aos vetores diretores v7 = (4, —2,—6) e v3 = (2,—1,—-3) e
passam pelos pontos P’ = (1,—1,2) e P = (1,0,2), respectivamente. As retas sio paralelas,
pois seus vetores diretores sao paralelos, ou seja, v7 = 2 - v3. Assim, pela Proposi¢ao (7.30)
temos que:
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diSt(T‘l,T’g) = di3t<Plar2) T

_ 0,—1,0) x (2,—1,-3
bt g = U002 L)

|
st my - 1B.0,23)]
d t( 1 2) \/22+<_1)2+(_3)2
32 1L (02 & (—92)2
dz’st(rl,rg):\/ +\/£( )
13

dist(ry,ra) = 1

b) As retas r; e ry ndo sao paralelas, sdo reversas ou concorrentes. Neste caso, elas definem
dois planos 7 e my paralelos ou paralelos coincidentes e a distancia entre elas é igual a distancia
entre estes planos, ver figura (7.21). O vetor &/ = v7 X 03, é normal a ambos os planos, em que v;
e U5 sdo os vetores diretores de r; e 9 respectivamente. Assim, pela Proposigao (7.28) temos que:

dist(ry, o) = dist(my, mo) = dist(my, P) =

S
|PP’ - (v1 X 03)|

dist =
N [GE]

Porém, esta distancia ¢ igual a distancia de P a 7, no qual recaimos no caso anterior em que
foi estudado distancia de um ponto a um plano.

j=4

s

dist(ry,r2)
ot —
P 0 —
T2 - o 2
/
€T Y

Figura 7.21: Distancia entre duas retas reversas r1 e o
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Exemplo 7.34.

r=-1+3-¢
ri:gy=—-14+2-¢t ; telR
z=1
r==s
ro:s y=2-s ; selR
z=1-—s
Solugao: As retas 1 e ry sdo paralelas aos vetores diretores v = (3,2,1) e v

Determine a distancia entre as retas,

= (1,2,-1) e

passam pelos pontos P’ = (—1,—1,0) e P = (0,0, 1), respectivamente. As retas nio sao
paralelas, pois seus vetores diretores nao sao paralelos e,

O vetor,

é normal a ambos os planos. Assim, pela Proposicao (7.28) temos que:

dist(ry,rs)
dist(ry,rs)
dist(ry,72)
dist(ry,r2)

dist(ry,7s)

—

P'P=(0-(—1),0—(=1),1—0) = (1,1,1)

W=7 X 05 = (—4,4,4)

= dist(my, m) = dist(m,, P) =
1 (—4)+ 14414
B \/(_4)2 442 4 42

14|

o3l ~2]
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Capitulo 8

Conclusao

De acordo com o exposto, acreditamos que o tratamento vetorial da geometria analitica vai
ajudar no processo de ensino e aprendizagem. Assim, com a introducao de vetores no curriculo
do Ensino Médio do Estado de Sao Paulo, muitos conceitos na geometria analitica serdao vistos de
forma mais simples. Os célculos feitos, para distancias e equagoes das retas e planos, ficam mais
faceis de entender e visualizar com as representagoes geométricas, auxiliando a compreensao do
aluno no entendimento da passagem do plano para o espago.

Vale a pena destacar, além da melhoria que se beneficiara os alunos e professores, que a quali-
dade e os resultados apresentados estao escritos numa linguagem propicia para o estudo e aplicagao
em sala de aula.

Por fim uma crenca: com um ensino de melhor qualidade o jovem estara mais preparado para
suas escolhas futuras.
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