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RESUMO

O presente trabalho tem como principal objetivo estudar alguns métodos diretos e iterativos
para obter uma solucéo exata ou aproximada do sistema linear Ax = b, assim como investigar
0 desempenho destes métodos e 0 uso adequado de cada um deles. Para realizar este objetivo
é necessario conhecer conceitos elementares de Algebra Linear. A investigacdo deste trabalho
traz a luz métodos de solucéo de sistemas lineares ndo convencionais para o Ensino Basico.
Acredito que este material ira contribuir com o estudo complementar dos professores e
publico em geral que tenham interesse pelo tema em estudo.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Métodos Diretos, Métodos Iterativos, Algebra Linear.



ABSTRACT

This work aims to study some direct and iterative methods for to obtain an exact or
approximate solution of the linear system Ax = b, and investigate the performance of these
methods and the proper use of each of these. To accomplish this goal you need to know basic
concepts of linear algebra. The investigation of this work brings to light methods of solution
of non-conventional linear systems for basic education. | believe that this will work to
contribute to the further study of teachers and the general public with an interest in the subject
under study.

Keywords: Linear Systems, Direct methods, Iterative methods, Linear Algebra.
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1. INTRODUCAO

De modo geral, no ensino basico, os procedimentos para resolucdo de sistemas de
equacdes lineares sdo apresentados da seguinte maneira: métodos da adi¢ao, da substituicdo e
regra de Cramer. Deste modo, podemos incorrer no erro de pensar que sO existem esses
métodos, ou ainda que estes métodos sejam os melhores, mais praticos e precisos.

No presente trabalho, pretendemos expandir esses conhecimentos apresentando para
isso alguns métodos diretos e iterativos para resolucdo destes sistemas.

Os célculos para determinar as solugdes de sistemas lineares de pequeno porte
(numero pequeno de equagbes e varidveis) sdo simples, manualmente encontramos oS
resultados desejados sem muitas dificuldades. Em contrapartida, a solucdo de sistemas de
grande porte envolve um nimero muito elevado de operagdes. Tornando-se inviavel a solugéo
manual. Outro ponto que devemos levar em consideracdo é que, em sistemas de grande porte,
existe uma tendéncia maior a erros de arredondamento e truncamento.

Para nosso estudo serdo necessarios conhecimentos basicos de algebra linear, que
nos permitirdo falar em espacos vetoriais, haja vista que a solu¢do de Ax = b encontra-se no
espaco vetorial.

Podemos nos perguntar entdo qual a importancia em estudarmos métodos para
solucionar Ax = b. Essa necessidade se concentra no fato de que diversos fenbmenos podem
ser modelados por Ax = b.

Segundo Lamin (2000, p. 29),

“Provavelmente um dos problemas mais importantes em matematica ¢ resolver um
sistema de equacdes lineares. Mais de 75% de todos os problemas matematicos
encontrados em aplicacfes cientificas e industriais envolvem a resolugdo de um

sistema linear em alguma etapa.”
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Ademais, as aplicacbes de sistemas lineares sdo inumeras, abrangendo inclusive
diversas areas do conhecimento, como Economia, Engenharia, Estatistica, Fisica, Ciéncias
Sociais, Biologia, entre outras.

Esperamos que as ideias aqui apresentadas possam contribuir com ensino-

aprendizagem de Matematica, em particular de Sistemas Lineares.

1. 1 Objetivos
1.1.1 Objetivo Geral
O objetivo geral deste trabalho é estudar alguns métodos diretos e numéricos para

obter a solucdo do sistema linear Ax = b.

1.1.2 Objetivos Especificos
a) Apresentar conceitos basicos da Algebra Linear;
b) Estudar quatro métodos diretos na solucéo de Ax = b;
c) Estudar dois métodos iterativos na solucéo de Ax = b;

d) Resolver sistemas lineares do tipo Ax = b.

1.2 Estrutura do Trabalho
Este trabalho foi dividido em cinco capitulos, cuja descri¢do é apresentada a seguir.

Apbs os capitulos seguem a concluséo deste trabalho e as referéncias bibliograficas.

Capitulo 1: Esboca o corpo geral do trabalho desenvolvido, apresentando uma

introducdo sobre o assunto e 0s objetivos do trabalho.
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Capitulo 2: E apresentada a fundamentacéo em algebra linear, serdo trabalhados os

conceitos de corpo, espaco e subespaco vetoriais.

Capitulo 3: Serdo desenvolvidos os espacgos fundamentais, assim como a solucao de

Ax

I
S

Capitulo 4: Seréo discutidos os métodos diretos para a solucdo de sistemas lineares.

Capitulo 5: Serdo tratados os métodos iterativos para a resolucao destes sistemas.
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2. CORPO, ESPACO E SUBESPACO VETORIAIS
2.1 Corpos

Neste capitulo, introduziremos um conceito fundamental para nosso estudo, a

estrutura de Corpo.

Um Corpo K é um conjunto que possui duas leis algéebricas, a adicdo (+) e a
multiplicagdo (x). Estas duas operacdes satisfazem certas condigdes, denominadas axiomas

de corpo.

A adicdo de dois elementos a,b € K, corresponde a soma a+b € K. E a

multiplicacdo desses mesmos elementos equivale ao produto a.b € K.
Se o conjunto K é um corpo, entdo ele satisfaz os seguintes axiomas:
Al) Associatividade:
(a+b)y+c=a+b+c)VabceK
A2) Comutatividade:
a+b=b+a,Vabek
A3) Elemento Neutro:
Existe 0 € KK, denominado zero,talquea+0=0+a =a;Va K
A4) Elemento Simétrico:
Todo elemento a € K possui um simétrico - a € K, tal que a + (— a) = 0.
M1) Associatividade:
(a.b).c =a.(b.c);Va,b,ceK
M2) Comutatividade:
a.b=>b.a;VabeK.
M3) Elemento Neutro:

Existel1 e K, talquel1#0ea.1=a;Va€ek
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M4) Inverso Multiplicativo:
Paratodo a # 0 em K, existe uma™! € Ktal que a.a™! = 1.

Para completarmos nossa definicdo, apresentamos o axioma da distributividade, que
relaciona adigcéo e multiplicagdo em K:

a.(b+c)=(b+c)a= ab+a.c;Vab,ceK

Por exemplo, o conjunto @ dos nimeros racionais € um corpo. Com efeito, tanto a

soma como o produto de dois nimeros racionais € um racional. O elemento neutro é 0 = 0/n,

n € Z . O simétrico do racional m/n é - m/n. E o inverso de m/n # 0 é n/m.

Os conjuntos R dos numeros reais e € dos numeros complexos também sdo

exemplos de corpos.

J& os conjuntos N dos numeros naturais e Z dos nimeros inteiros ndo sdo exemplos
de corpos. Pois N ndo possui elemento simétrico nem inverso. E Z ndo possui elemento

inverso.

Na préxima secdo vamos definir espaco vetorial. Veremos que sua estrutura, dotada

de adicdo e multiplicacdo por escalar, guarda importante relacdo com a no¢édo de corpo.

2.2 Espagos Vetoriais

Seja VV um conjunto diferente do conjunto vazio e [F um corpo. Define-se em V duas

operacdes

VXV -V

i) Soma: {(u’ P > U+

FxXV -V

il) Produto: {(/’L ) > Av

Se o conjunto V munido da operacdo de soma satisfaz:

S)u+v=v+u Vuvelv.
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S2)(u+v)+w=u+@w+w);, Vu,v,wev.

S3) Existeum unicoe e Vtalqueu+e=e+u=u; Yuel.

S4) Paratodo u € V existe um Unico —u € Vtalqueu + (—u) = (—u) +u =e.
E o conjunto V munido da operacdo de multiplicacdo por escalar satisfaz:

P1) (ab)u = a(bu); Va,beFeVueV.

P)a(u+v)=au+av; Vu,veVea€erF.
PY(a+b)u=au+bu; Va,beFeVuel.
PHl.u=uV1ieFevVueV.

Entéo, o par ordenado (V, [F) é chamado espago vetorial sobre F e seus elementos séo

chamados de vetores.

Em particular se F = R, o par (V,R) é um espago vetorial sobre R. O espago

vetorial (V, R) sera denotado simplesmente por V.

Vejamos agora alguns exemplos de espacos vetoriais.

Exemplo 1: O conjunto V = R? é um espaco vetorial. Seus elementos sdo pares
ordenados de numeros reais do tipo u = (aq,a,) e v = (b1, by). A soma e 0 produto sdo

definidos da seguinte maneira
u+v=(a; +by,a, +by),;
av = (ab4, ab,).

E imediato verificar que V é um espaco vetorial sobre R. O vetor nulo é: e = (0,0).

E o inverso aditivo é —u = (—a,, —a,).

Exemplo 2: Os conjuntos N, Z, Q e 1 ndo sdo espacos vetoriais sobre R. Pois N ndo

tem elemento simétrico, I ndo possui elemento neutro (zero), Z e Q ndo sdo fechados em
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relagdo a multiplicacdo por escalar. Isto é, o produto entre um nudmero inteiro (ou ainda

racional) e um numero real ndo é necessariamente um ndmero inteiro (ou racional).

Exemplo 3: O conjunto A,,x, de todas as matrizes de m linhas e n colunas (em R) €

ai;; 0 Qip
A= : :
Am1 > Qmn

Sejam A = [a;;] e B = [b;;] matrizes. A soma e a multiplicagdo por escalar séo

um espaco vetorial.

definidas por
A+B= [aij+bij] ead = [aaij]; a € R.

O inverso aditivo de A = [a;;] € —A = [a;;]. E a matriz nula € aquela cujos
elementos sdo todos zeros. Os 8 axiomas sdo todos satisfeitos, decorrem das propriedades de

operacdes de matrizes.

Exemplo 4: O conjunto R, dos nameros reais positivos ndo é um espaco Vvetorial,

pois Ndo possui zero nem simétrico.

Vamos listar algumas propriedades do espaco vetorial:

i)DadosO0eFev eV, tem-se0.v=0€V.
Comefeito,v+0.v=1.v+0.v=(1+0).v = 1.v = v. Portanto, 0.v = 0.
ii) Dadosa e Fe 0 € V,tem-se a.0 = 0.

Com efeito, a.0 + a.0 = a. (0 + 0) = a.0. Logo, a.0 = 0.
iii)Sew+v=w+u,entdov = u.

Com efeito, v=04+v=(—w+w)+v=—-w+WwW+v)=—-w+W+u) =

(—w+w)+u=0+u=u.Logov =u.
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Surge-nos uma pergunta: é possivel termos um espaco vetorial contido em outro

espaco vetorial? Na sec¢do seguinte vamos responder este importante questionamento.
2.3 Subespacos Vetoriais e Subespaco Gerado

Sejam V um espaco vetorial sobre F e S um subconjunto ndo vazio de V. Se S

satisfaz os 8 axiomas do espaco vetorial, entdo S é um subespago de V.

A definicdo de subespaco ndo nos ajuda muito a verificar quando um subconjunto de

um espaco vetorial € um subespaco. Mas o seguinte teorema resolve este problema.

Teorema: Sejam V um espaco vetorial sobre F e S um subconjunto S c V' diferente

do vazio. Dizemos que S € um subespaco de V se, e somente se
a)0 € S;
DuveS=u+veSs,
c)aeFeu€eS=auce€s.

Demonstracdo: Se S € um subespaco vetorial de V, entdo todos os axiomas sao
satisfeitos. Em particular sdo validos os axiomas de fechamento. Reciprocamente, temos que
se S satisfaz os axiomas da adi¢cdo e da multiplicacdo por escalar. E como S c V, 0s axiomas
da comutatividade e associatividade sdo satisfeitos, pois sdo validos para todos os elementos
de V. Analogamente, os axiomas da multiplicacdo sdo todos satisfeitos. Falta provar ainda a
existéncia de elemento neutro e simétrico. Para isso, seja u um vetor qualquer de S. Pela
condigéo (c), au € S e tomando a = 0, segue-se que Ou = 0 € S. Ou ainda, tomando a = —1

segue-seque (—1).u=—-u€ES. m
Assim, todo subespaco é também um espaco vetorial.

Em seguida, apresentamos alguns exemplos de subespacos.

Exemplo 5: O conjunto contendo o vetor nulo é um subespaco vetorial.
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Exemplo 6: O conjunto das matrizes diagonal, da forma

aq 0
0 ann

é um subespaco vetorial do espaco vetorial A,,.,, sobre R.

Com efeito, o elemento neutro é a matriz nula, cujos elementos sdo todos zeros. A

soma de duas matrizes diagonal é uma matriz diagonal.

/16111 e O
/1.d=< : : );V/IE R.
0 - Admy,

Exemplo 7: O conjunto das matrizes S, tal que
X X
5= (y y)
com x,y € R, é um subespaco vetorial do espaco vetorial A,., sobre R. Com a opera¢do
usual de soma de matrizes e produto de um escalar por uma matriz.
Vejamos:
a) Como x,y € R, em particularx =0ey =10

0 0

ﬁs:(o 0

):>S¢®.

b) SejaA,, A, € S

Xt xy xtx
:>A1+A2_(J’1+3’2 }’1+}’2)ES'

X X Ax  Ax )
C) AS—)I(y y)_(/ly Ay)eS,VAe R.

Logo, conjunto das matrizes S € um subespaco.
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Exemplo 8: SejaV = R3 um espaco vetorial, entdo uma reta que passa pela origem é
um subespaco vetorial. Assim como um plano que passa pela origem também é um subespaco

vetorial.
Em R3 temos os seguintes subespagos

e Areta L que passa pela origem;
e Qualquer plano P que passa pela origem;
e Todo 0 espago R3;

e O conjunto contendo apenas o vetor nulo, isto &, (0,0,0).

Se tentarmos manter parte de uma reta ou parte de um plano, as exigéncias para um

subespaco ndo serdo satisfeitas.

O quadrante A = {(x,y) € R?/x = 0e y = 0} ndo é um subespaco. Pois a condic&o
(c) ndo é vélida. Isto é, u = (1,1) € A, Au ¢ Aparad = —1.

Exemplo 9: O conjunto S dos pares (x,y) € R? tal que y = |x|, com a soma e

produto usuais em R, ndo é um subespaco.
S={(x,y) € R¥/y= |x|}>Sex=0tem-sey =0
= (0,00 eS=>S+0.
E claro que se
x=1=2>2y;,=1=u=(,1)€Ss
X, =12y, =1=v=(-1,1)€S

Masu + v = (0,2) € S, pois os elementos de S sdo do tipo (x, |x]).

Vamos conceituar agora subespaco gerado.

Definicdo: Sejam vy, ..., v, vetores do espaco vetorial V. A expresséo a, vy, ..., a, vy,

chama-se combinacéo linear dos vetores {v,, ..., v, }, Se existem a4, ..., a, € F.
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Exemplo 10: Considere o sistema linear

aj1x1 + A12Xo + -+ A1nXn = bl
alel + azzxz + -+ aann = b2

Am1X1 + QX + -+ QnXn = by

Com m equacdes e n incognitas. Esse sistema € equivalente a Ax = b, onde A =

[44, ..., A,] sé0 as colunas de A.
xlAl, ...,ann == b
Logo, b se expressa como uma combinacao linear das colunas de A.

Seja S  VV o conjunto de todas as combinacdes lineares dos vetores {v, ..., v,} € V.

Entéo é facil verificar que S é um subespaco.
Como0=0v; +--+0v,=>0€S.
Sev=aqyv; +-+ a,v, € Seu=bv; +--+ b,v, €S, entdo
v+u=(a, +b)vy++ (ap+by)v, €S
e Au = A(byvy + -+ byvy) = (b D)V + -+ (b, €S.

= § é um subespaco vetorial.

Definicdo 2: O subespaco que acabamos de construir recebe o nome de subespaco

gerado pelos vetores vy, ..., v,.

Podemos escrever S = [vy, ..., v,] para dizer que S & um subespago gerado pelos
vetores {v,, ..., v, } Ou que o conjunto de vetores {v,, ..., v,} gera S. Se S =V, entdo dizemos

que V é gerado pelo conjunto [vy, ..., v,].

2.4 Determinante de uma matriz

Definicdo: Se A = [a;;] for uma matriz do tipo n X n e detA o seu determinante

entdo, por definigéo:
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n=1=detd=ay
{n > 2= detA = X(—DP.ag,. Az, A3k, .- Ank,

sendo (kq, k4, ks, ..., ky,) uma permutacdo genérica dos segundos indices e p o nimero de

inversdes em relacdo a fundamental (1, 2, 3, ..., n).

Por exemplo, paran = 2, temos:

_ (a11 iz

= detd =a{.0,, — Aq15.0>1.
e azz) 1122 12-a21

E paran = 3, temos:

a1 Q12 Qg3 ai;1 Aq2 Q3] Q11 Qg
A=10z1 QG OG3 |=|Az1 Az dp3| 0qz1 04y
az; dzz; dsz asz; 4aszz; dasz| dsz; dasp

aq1- a23. as;.
Este dispositivo pratico é chamado regra de Sarrus.
Vejamos algumas propriedades dos determinantes.

i) Se A e B sdo matrizes quadradas de mesmo tamanho, entdo det(4B) =
det(A) det(B);

ii) det(kA) = k™ det(4),k € R;
iii) det(4) = det(4Y);

iv) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n, onde B € a matriz obtida a partir de

de A, trocando-se duas linhas ou colunas, entdo det(B) = — det(A4);

1
det(4)

v) Se A é uma matriz invertivel, entdo det (A) # 0 e det(4™ 1) =

Para a prova destas propriedades (HOWARD; RORRES, 2001).
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Um conceito importante para nosso estudo é o de matriz inversa.

Definigdo: Seja uma matriz quadrada A, se pudermos encontrar uma matriz B de

mesma ordem, tal que AB = BA = I, entdo dizemos que A é invertivel e que B é a inversa de

A.

Exemplo 11: A matriz B = (_11/4 ?:/i) ¢ inversade A = (i 2) pois

a8 = (1 D (an 50)=(o D-re

pa= Ly 3) G D=0 D=1

Teorema: Diz-se que uma matriz quadrada A é invertivel se, e somente se,
det (4) # 0.

Para prova do teorema, ver (HOWARD; RORRES, 2001).

Um dos nossos objetivos nesse trabalho € discutir quando o sistema Ax = b tem
solugdo. Daremos um importante passo nesse sentido com introdugdo do conceito espaco-

coluna de uma matriz.
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3. ESPACOS FUNDAMENTAIS E SOLU(;AO DE AX=B
3.1 Espaco-coluna de A

Seja A,xn UMa matriz e A; € R™ para i =1,...,n suas colunas, isto é, A =
[A4, ..., A,]. Entdo a combinacdo linear das colunas de A geram o subespaco coluna da A4, o

qual e denotado por C).

Em particular,

1 4 8
A= (2 5 10>
0 6 12

entdo v; = (1,2,0)", v, = (4,5,6)" e v; = (8,10,12)" geram 0 espaco coluna de A.
Ceay = [v1,v2,v5].
Como v é maltiplo de v, entdo podemos dizer
Ceay = [v1,v2].

O espaco-coluna de A € subespaco de R™.

Definicdo: O espac¢o-coluna consiste de todas as combinacdes lineares das colunas

de uma matriz.

Teorema: Um sistema linear Ax = b € consistente se, e somente se, b estd no
espaco-coluna de A. Ou ainda, Ax = b € dito consistente se, e somente se, b for uma

combinacéo linear dos vetores-coluna de A.

Para demonstragéo desse teorema, ver (HOWARD; RORRES, 2001).

Exemplo 1: Seja Ax = b o sistema linear ndo homogéneo

1 2 1 X1 4
(11 3)(2)-(o)
3 5 -=1/\Xx3 6
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Mostre que b esta no espago-coluna de A e expresse b como uma combinacao linear

dos vetores de A.
Ao resolvermos o sistema linear, obtemos
xl == _1,xZ = ZeX3 = 1

O sistema consistente, ou seja, b estd no espaco-coluna de A. Dai, vem que
1 2 1 4
—1. <1> + 2. —1) +1.1 3 |=(0]
3 5 -1 6

3.2 Espaco-linha

Se A é uma matriz com m linhas e n colunas, entdo o subespaco de R"™ que foi

gerado pelos vetores-linha de A € denominado espago-linha de A.

ccmiaa_ (5 —1 =3
Exemplo 2: Seja A = (7 0 2 )
Os vetores-linha de A que geram o espaco linha desta matriz sao

vy=[5—-1-3]ev, =[702].

3.3 Estudo da Solucéo do Sistema Ax =b
Considere o sistema linear Ax = b.

Se A é uma matriz n X n e det(A) # 0, entdo 3 A~1. A solucdo do sistema linear
Ax = b é dada por x = A71b.

Pode ser provado que se b € C4), entdo o sistema Ax = b possui solugdo. Se

b & C4), €ntdo o sistema ndo possui solugao.

Exemplo 3: (; i) (2) - (Z;)
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1

2\ . x . . x
2) ou (4) € uma reta, entao o sistema tera SO|UQ&O Se

C0m0 C(A) = [7.71], 7.71 = (

b pertence a essa reta.

Antes de resolver Ax = b vejamos primeiramente o espaco-nulo de A.

3.4 Espacgo-Nulo de A

Definicdo: Seja A uma matriz m X n. O espaco-solucdo do sistema linear
homogéneo de equacdo Ax = 0, subespaco de R", é denominado espaco-nulo de A.
Denotamos N (4).

1 3

Exemplo 4: Seja A = (2 6

). Temos que

x1+3x, =0 _>[x1+3x2=0]

Ax:oz}le+6x2=0 0=0

Na verdade temos apenas uma equacdo, pois a segunda equacdo € a primeira
multiplicada por 2. Em outras palavras, a reta x; + 3x, = 0 é a mesma reta 2x; + 6x, = 0.
Essa reta € o espaco nulo N(A4).

Para descrevermos o espaco-nulo de A, vamos escolher um ponto da reta, por
exemplo x, = 1. Assim, todos 0s pontos da reta serdo maltiplos deste ponto.

Logo, na equacgdo x; + 3x, = 0 teremos x; = —3. Uma solucdo particular é (—3,1),

portanto o espaco-nulo de A contém todos os multiplos de S = [_13]

Antes de prosseguir precisamos relembrar um método bastante util e eficaz para
resolucédo de sistemas lineares, a eliminagdo gaussiana.

3.5 Eliminagdo Gaussiana (Escalonamento)
Considere o sistema linear

a1x1 + blxz + C1x3 = dl
a,Xq + bzxz + CrX3 = dz.
a3x1 + b3x2 + C3x3 == d3

Com intuito de resolver o sistema, operamos com a matriz e a matriz aumentada
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a, by ¢ a; by ¢ dy
a = (az bz C2> A = (az b2 CZ dz)
as by c3 as bs; c¢3 dj

Dizemos que uma matriz é escalonada quando o primeiro elemento ndo-nulo de cada
uma de suas linhas encontra-se a esquerda do primeiro elemento ndo-nulo da linha seguinte.
Ademais, as linhas que possuem todos os elementos iguais a zero devem estar abaixo das
outras.

O método de escalonamento é fundamentado no fato de que todo sistema é
equivalente a um sistema escalonado.

Exemplo 5: Considere o sistema linear

—x1—2x2+3x3=1 .

{ x1+x2+ZX3=8
3x1_7xZ+4X3 == 10

Equivalente a matriz

[1 1 2 8] L2+L1 [1 1 2 8]
L3-3L1

-1 -2 3 1 0 -1 5 9
3 =7 4 10 0 —-10 -2 -14

—— o -1 5 9 —x, +5%3=9 .

L3-10L2 [1 1 2 8 ] { X1 +x,+2x3=8
0 0 -52 -104 —52x; = —104

Imediatamente vem x5 = 2,x, = 1e x; = 3.

Exemplo 6: Aplicando o processo de escalonamento ao sistema

2x1 + 3x, +4x3 =5

{ x1+2x2—3x3=4
4x, + 7xy — 2x3 = 13

obtemos

2 3 4 5 L34l 0 -1 10 -3

[1 2 -3 4] L2-2L1 [1 2 -3 4]
4 7 -2 13 0 -1 10 -3
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— |0 -1 10 -3

L3-L2 [1 2 =3 4]
0 O 0 0

2x, — 3x; = 4
{x1+ X2 = 3% = x,=10x; +3ex, = -2 — 17x;

_xZ + 10.X3 = _3
As soluges do sistema sdo 0s pontos

(=2 —17x3,10x3 + 3, x3).

Na préxima secdo vamos estabelecer relagdes entre as solu¢es de um sistema linear
Ax = b e as do sistema correspondente Ax = 0.

3.6 A resolucdo de Ax =0

Definicdo: O espaco-nulo de A consiste de todas as solugdes para Ax = 0. Esses
vetores x estdo em R™. O espaco-nulo contendo todas as solucfes x é denotado por N (A).

Exemplo 7: Considere a matriz C dada por

1 2 2 4

C=[z 5 4 10l

Fazendo escalonamento por linhas, a matriz C ¢ transformada em uma matriz da forma

2 2 4

U:[é 1 0 2

As duas primeiras colunas sdo pivo (lider) e as duas ultimas sdo colunas livres. Como existem
2 colunas livres entdo o N(C) possui dois elementos ndo nulos. Estes elementos sdo

encontrados quando substituimos por 1 e 0 as variaveis livres x5 e x,. Para isto considere o
sistema Ux = 0, ou segja,

X1
12 ;*1[2 n
X4

Para obter o primeiro vetor ndo nulo de N(C) basta fazer x; = 1 e x, = 0, no sistema acima.
Resulta x; = —2 e x, = 0, assim o primeiro vetor ndo nulo é

-2
0
51=|: 1
0
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Para obter o segundo vetor ndo nulo de N(C) basta fazer x; = 0 e x, = 1, no sistema acima.
Resulta x; = 0 e x, = —2, assim o segundo vetor ndo nulo é

Vale lembrar duas etapas fundamentais para resolucédo de Ax = O:
1) Produzir uma matriz triangular U (ou sua forma reduzida R);

2) Substituir em Ux = 0 ou Rx = 0 para encontrarmos x.

E se a coluna ndo tiver pivo? Vamos a um exemplo.

11 2 3
Exemplo8:Sejad=|2 2 8 10|
3 3 10 13

Certamente a,; = 1 é o primeiro pivo.

L3-3L1 00 4 4
0 0 4 4

A

L2-2L1 [1 1 2 3

A segunda coluna tem um zero na posicdo do pivd. Nesse caso, passamos para a
coluna seguinte,

O segundo pivd € 4, que esta na terceira coluna. Subtraindo a linha 2 da linha 3,
chegamos a

com dois pivos e a ultima equacéo 0 = 0.

A equacdo Ax = 0 parecia envolver trés equacdes distintas, porém a terceira equacéo
é a soma das duas primeiras. Ela € automaticamente satisfeita quando as duas primeiras sao
satisfeitas.

Com quatro incognitas e apenas dois pivds, hd muitas solugdes. A questdo é registrar
todas elas, separando as variaveis pivos das variaveis livres.
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As variaveis pivls sdo x; e x; uma vez que as colunas 1 e 3 contém pivos. Ja as
variaveis livres sdo x, e x, pois as colunas 2 e 4 ndo possuem pivds. As escolhas mais
simples para as variaveis livres sdo uns e zeros. Tais escolhas resultam em solugdes especiais.

Solucdes especiais:
- Conjunto x, = 1 e x, = 0, por substituicdo x; = 0e x; = —1.
- Conjunto x, = 0 e x, = 1, substituindo x; = -1 e x; = —1.

Essas solucdes especiais resolvem Ux = 0 e Ax = 0. Elas estdo no espaco-nulo.
Ademais, toda solucdo é uma combinacdo das solucdes especiais.

0 1 —X4

0 1 X4
e B

especial especial completa

-1 -1 —Xy — X4
Solugdo completax = x, | | +x, 0‘ = [ X2

Agora, em relacdo a matriz escalonada R, considere

U=10 0 4 4

0 0 0O

1123]

Dividindo a segunda linha por 4, temos ambos os piv0s iguais a 1. Subtraindo duas
vezes essa nova linha da linha acima, produzimos um zero acima e abaixo do segundo pivo. A
matriz escalonada reduzida sera
1 1 01
R=]0 0 1 1

0 0 0O

A solugdo geral para Ax =0, Ux = 0 ou Rx = 0 ser4 a combinacdo dessas duas
solucBes especiais: 0 espaco-nulo N(A) = N(U) = N(R) contém
-1 -1
X=X, (1) + x4 2 (solucéo completa de Ax = 0).
0 1

Na préxima se¢do vamos aprofundar nosso entendimento de sistemas lineares. Em
particular, vamos buscar as solugdes de Ax = b.
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3.7 A solugéo completa para Ax =b

Antes de prosseguir faremos uma breve pausa para discutirmos o posto de uma
matriz.

Sejam A uma matriz com m linhas e n colunas e A’ a matriz na forma escalonada
equivalente a A. Define-se como posto de A 0 nimero de linhas ndo nulas de A’.

Exemplo 9: Determine o posto da matriz A dada por

2 0 -1
4 0 -2

0 0 O

A=

Observe que

4 0 -2|—|0 0 O
0 0 O 0 0 O

Portanto, o posto de 4 é 1.

Exemplo 10: Determine o posto de A dada por

1 2 -3 4
A=12 3 4 5
4 7 =2 13

Observe que

23 4 5|\————|0 -1 10 -3—— |0 -1 10 -3
4 7 -2 13 0 -1 10 -3 0 O 0 O

Portanto, o posto de A é 2.

Vamos agora resolver Ax = b:

1 2 2 2
ConsidereA=12 4 6 8 ] e b qualquer vetor em R3,
3 6 8 10

A matriz aumentada [4 b] para este sistema Ax = b é
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1 2 2 2 |by] L2-22 [1 2 2 2 2 2 b,
2 4 6 8 |by|—22100 0 2 4 b2—2b1 2 4  b,—2b
3 6 8 10 |bg 0 0 2 4 by—3b 0 0 b3—by,—by

Observe que o sistema Ax = b para este caso possui solucdo se a terceira componente de b é

zero, isto é,
0 = b3 - b2 - bl
1
Em particular se b = |5, a matriz reduzida por linhas da matriz aumentada [4A b] é
6
dada por
1 2 2 2 1
[A b]~[0 0 243].
0 0 00O

A solucdo completa para Ax = b é dada por
X =Xp+ Xp.

Onde x,, representa a solugao particular do sistema Ax = b e x,, representa a solucao
do sistema homogéneo Ax = 0.

Assim, para encontrarmos a solucdo completa para Ax = b, temos que comecar
encontrando uma solucéo particular.

1) Xparticuiar - Definir todas as variaveis livres iguais a zero.
x, = 0 e x, = 0 (colunas sem pivo)

x1+2x3=1

Obtemos { 2x, = 3

3
Eexl ——2

|

Agora devemos encontrar x,, solucdo do sistema homogéneo Ax = 0,

2) xespago—nulo

Encontramos os seguintes vetores
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-2 2

1 0
Xn=p| , +q ol

0 1

Portanto a solucdo geral para este sistema é dada por
X =%y + xp
Logo,
—2 -2 2
X = 3/02 +p é +ql_02‘.
0 0 1

Dado um sistema linear Ax = b, 0 sistema pode possuir uma solucdo, infinitas
solugdes ou néo ter solucdo.

Possibilidades para equacdes lineares posto r:

e r=mer =n— quadrada e invertivel > Ax = b tem 1 soluc&o;

e r=mer <n-curtaelarga - Ax = b tem oo solucdes;

e r<mer =mn- compridaecomprimida - Ax = b tem 0 ou 1 solucao;
e r<mer <n - formadesconhecida — Ax = b tem 0 ou oo solucdes.

3.8 Base e Dimenséo
Os vetores vy, v, ..., v, S80 denominados linearmente independentes (L. I.) quando
Vi + U+ -+, =0=2ci=c,==c¢,=0 (1)

Se na equacéo (1) existir pelo menos um ¢; # 0 parai = 1,...,n, entdo dizemos que

0s vetores vy, ..., v, Sao0 linearmente dependentes (L. D.).

Por exemplo, os vetores u = (—1,1), v = (2,3) e w = (3,7) em R? sdo L. D., pois

w=u-+ 2v.

Os vetores u = (—1,1,2), v=(2,3,—1) e w = (-3,3,6) em R® também s&o L.
D., poisw = 3u + Ov.
1 4 8
Sejad=|2 5 10|
0 6 12
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E fécil perceber que As, terceira coluna de A é combinac&o linear de A, primeira e

A, segunda coluna de A, isto é, A; = 0. A; + 2A4,.

L. I

Os vetores A, e A, sdo L. I., assim como A, e As.

De fato, para A; e A,

0

aA1+bA2= 0

0
a 4b 0 a+4b =0
2a 5b|=10|=>32a+5b=0
0 6b 0 6b=0

De onde vem a = 0 e b = 0. De forma analoga se prova gque 0s vetores A; e Az sdo

Os vetores vy, v, ..., v, de um espaco vetorial V sdo uma base de V se:

1) o conjunto destes vetores geram 0 espaco; e

2) vy, Uy ...,V S0 L. I

Por exemplo, os vetores u = (1,0,0), v = (0,1,0) e w = (0,0, 1) constituem uma

base de R3. De fato. Os vetores u, v, w sdo L.1., pois ao considerarmos a combinagéo linear

xu + yv + zw = 0, obtemos um sistema que possui apenas a solucdo nula, isto é, x =y =
z = 0. Ademais, qualquer elemento (a,b,c) € R3 é representado de modo Unico pela

combinacéo linear

(a,b,c) =a(1,0,0) + b(0,1,0) +¢(0,0,1).
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4. METODOS DIRETOS PARA RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

4.1 Introducéo

As solucgbes do sistema Ax = b de ordem n, dividem-se em dois grupos: 0os métodos
diretos e os métodos iterativos.

No presente capitulo, vamos estudar métodos diretos, que sdo aqueles que nos
fornecem uma solucgdo exata apds um namero finito de operac6es aritméticas. A desvantagem
desses métodos sdo 0s possiveis erros de arredondamento, que em sistemas de grande porte
tornam a solugdo sem significado. No proximo capitulo estudaremos os métodos iterativos.

Em geral, nos ensinos Fundamental e Médio sdo estudados os métodos de adicdo,
substituicdo e regra de Cramer. Os dois primeiros sdo eficientes em sistemas de pequeno porte
(duas equac0es e duas variaveis).

A regra de Cramer, que recebe grande destaque, ja se mostra um pouco impraticavel
em sistemas de ordem superior a 3. Neste método faz-se necessario para resolucdo de um
sistema de ordem n, o célculo de n + 1 determinantes de mesma ordem e um numero elevado
de multiplicacdes e adigdes.

Vale lembrar que em sistemas de equacdes lineares de ordem n, com Unica solugéo, a
solucdo de Ax = b é dada por x = A~1b, onde A~ é a matriz inversa de A. Todavia os
calculos de A~! e A~1b envolvem um niimero grande de operacGes, tornando esse processo
invidvel e pouco competitivo em relacdo a outros métodos.

4.2 Método de eliminacédo de Gauss

Vimos anteriormente (secdo 3.5) que o processo de eliminacdo gaussiana consiste na
transformacédo do sistema linear dado em um sistema triangular equivalente, ap6s uma série
de operagdes elementares.

Teorema: Seja Ax = b um sistema linear. Sobre as linhas do sistema aplicamos uma
série de operagdes que podem ser escolhidas entre:

i) trocar duas equacdes;
il) multiplicar uma equacéo por uma constante nao nula;
iii) adicionar um multiplo de uma equacéo a uma outra equagéo.

Ao final, obtemos um novo sistema A’x = b’, equivalente ao sistema Ax = b.
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O método de eliminagdo gaussiana utiliza o teorema acima para triangularizar a
matriz A, supondo det(A) # 0.

Exemplo 1: Considere o sistema

x1 + SXZ + ZX3 == 12

{ le+xZ+x3:3
3x1+x2+X3=4‘

Equivalente a matriz

2 1 1 3 212-11 2 1 1 3
[1 5 2 12] L373/21 [0 9 3 21
3 1 1 4 0 —1/2 —-1/2 -1/2
2x1 +x, +x2 =3
2 1 1 3 1 2 3
“L/w“,[ 9 3 21]~ 9%, + 3x3 = 21
0 0 —1/3 2/3 —ly, =2

3 3
E imediato que x3 = —2,x, = 3ex; = 1.

Exemplo 2: Considere o sistema

4‘x1 —6x2 — X3 = -7

{2x1—3x2 +X3=_5
xl+2x2+X3=4‘

Equivalente a matriz

- _ _ 2xqy —3x, + x3 = =5
2 -3 1 -5 LL32_12/L21M 2 -3 1 5 1 2_3x3:
4 -6 -1 =7 0 0 -3 3 |~ 3
1 2 1 4 0 7/2 1/2 13/2 §x2+§x3_173

Deondevemque x3 = —1,x, = 2ex; = 1.

4.3 Método de Eliminagao Gauss-Jordan

A eliminacdo gaussiana ird produzir uma matriz na forma escalonada e 0 método de
eliminacdo Gauss-Jordan produzird uma matriz em forma escalonada reduzida por linhas.
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Exemplo 3: Considere o sistema

—x1 _sz + 3X3 == 1

{ x1+x2+2x3:8
3x1 —7x2 +4‘X3 = 10

A matriz aumentada para o sistema é

1 1 2 8 L2+l 1 1 2 8
-1 -2 3 1 0 -1 5 9
3 -7 4 10 0 -10 -2 -14

— |0 -1 5 9

L3-10L1 [1 1 2 8
0 0 =52 -104

Multiplicando a segunda linha por —1 para introduzirmos um lider na linha 2 coluna

2, obtemos
1 1 2 8
0 1 -5 -9 |.
0 0 =52 -104

Agora multiplicando a terceira linha por —1/52 para introduzirmos um lider na linha

3 coluna 3, obtemos
1 1 2 8
0 1 -5 -—-9|.

0 0 1 2

A matriz esta na forma escalonada. Para obtermos a forma escalonada reduzida por
linhas precisamos de mais um passo. Iniciando pela ultima linha ndo nula e operando para
cima, somaremos multiplos convenientes de cada linha as linhas superiores com intuito de
introduzir zeros acima dos lideres.

L2+5L3 [1 12 8] n-p \1 0 2 7]

— |0 1 0 1|— |0 1 0 1

0 01 2 0 01 2

Esta Gltima matriz estd na forma escalonada reduzida por linhas. Imediatamente,
temOSX3 = 2,x2 =1 ex1 = 3.

A eliminacdo Gauss-Jordan envolve escrever menos e, em sistemas pequenos, pode-
se argumentar ser mais eficiente que a eliminacdo gaussiana. Porém, para sistemas grandes o
método Gauss-Jordan precisa de cerca de 50% mais operacGes que a eliminacdo gaussiana.

Na proxima secdo, estudaremos um outro método: a decomposicao LU.
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4.4 Método da Decomposicéo ou Fatoracéo LU

Esse método de resolucdo de sistemas consiste em decompor a matriz A em um
produto da matriz triangular inferior com diagonal unitaria L pela matriz triangular superior
U.

Teorema: Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e A, a matriz formada das
primeiras k linhas e k colunas de A. Supondo det(4;) # 0, onde k =1,2,...,n — 1. Entdo
existe Unica matriz triangular inferior L =1[;;, com [; =1, 1 <i<n e uma Unica matriz
triangular superior U = u;; tais que LU = A. Ademais, det(A) = uyq Upy ... Upy.

A demonstracdo deste teorema pode ser feita por inducdo sobre n. Para saber mais
ver (RUGGIERO; LOPES, 1998).

Vamos usar a decomposigdo LU para resolver Ax = b. Desta forma, sejam o sistema
linear Ax = b e a decomposicdo LU da matriz A. Temos que

Ax =b < (LU)x = b.

Seja y = Ux. A solucdo do sistema pode ser obtida através da resolucdo dos
seguintes sistemas:

)Ly =b
iyUx =y

Vale lembrar ainda que y é o vetor constante do lado direito obtido ao final do
processo da eliminagdo de Gauss.

Sejam A, L e U matrizes n X n. Fazendo LU = A, temos que

1 0 0 - 0lruU11 U2 U3 - UWin . . .
[121 1 0 - 0}[ 0 Uyy Upz uZn] 11 12 1in
QAy1 QApp - Aon

LU=|1l3 I35 1 e 0 { 0 0 usz3 e u3n‘, onded =| . : : m|
a1 an ln3 1j 0 0 0 - Upn Ap1 Ap2 - App

Existem varias formas de decompor a matriz A na forma LU. Uma dessas formas é
dada pelo método de eliminacdo de Gauss, pois ao final deste método obtemos a matriz U. A
matriz L é obtida de forma implicita, e os elementos m;; da matriz L sdo os numeros usados

na eliminacdo por linhas (I; —m;; ;) — ;.
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Para obtermos os elementos das matrizes L e U, podemos utilizar as seguintes
formulas gerais:

i-1
Z llkuk] ,i_ ]

= (au z Lix uk])/ Ujj, ij

k
Por convenco, Zle =0sek<1.

Para resolugédo do sistema proposto, vamos seguir 0 seguinte roteiro:

a) Verificar se A satisfaz as condi¢fes da decomposicdo LU, isto é, det(A;) # 0;
b) Decompor A em LU,

¢) Resolver o sistema Ax = b, onde b = (by, by, ..., b,)".

Exemplo 4: Resolva o sistema linear a seguir usando a decomposi¢éo LU.

_Xl _ZXZ + 3X3 = 1

{ x1+x2+2x3=8
3X1 _7XZ +4‘X3 =10

1 1 2
E facil verificar que det(4;) #0 onde A=|-1 -2 3 | Agora vamos
3 =7 4

decompor a matriz A na forma LU. Aplicando o método de reducéo por linhas na matriz A
temos

1 1 27 a1 1 2
-1 -2 3| — |0 -1 5/, ondem,, =~1

3 =7 4 3 =7 4
1 1 2
L3 —3L1 0 -1 5 | onde my; =3
EE— 0 —-10 -2
1 1 2
L3—-10L2 |0 -1 5 |onde ms, =10
——> 10 0 -=52
1 1 2 1 0 O

LogoamatrizU = |0 -1 5 ]eamatrizL:[m21 1 Ol,istoé,

0 0 —52 m3q4 Mgy 1




1 0 O
L=|-1 1 0
3 10 1

Pode ser verificado A = LU.

O seguinte passo é resolver o sistema Ax = b isto € feito em dois passos

Primeiro passo

Considere Ly = b, entdo:
1 0 0\ /N 8
3 10 1/ \)3 10
de onde vem:
y1 =38

Vit y2=1=2y,=9

Segundo passo

Como Ux = y, temos que
1 1 2 X1 8
0 -1 5 X2 | = 9
0 0 —=52/\x3 —104

_52x3 == _104 = X3 == 2

de onde segue

—x2+5x3=9=>x2=1.

x1+x2+2x3:8:x1:3.

3
Assim, a solugdo do sistema é x = (1)
2

40
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Na secdo seguinte, trataremos do método de Cholesky. Através desse método
podemos simplificar os calculos da decomposicdo LU, para 0S casos em que a matriz

relacionada ao sistema linear seja simétrica.

4.5 Método de Cholesky

A decomposicdo de Cholesky requer aproximadamente a metade do numero de
operacdes efetuadas na fase da eliminacédo da decomposicédo LU.

Definicdo: Uma matriz real simétrica A de ordem n é positiva definida quando para
Ay, matriz formada pelas primeiras k linhas e k colunas de A valer: det(4;) >0, k =
1,2,..,n.

Teorema: Se A é simétrica, positiva definida, entdo A pode ser decomposta de forma
Unica no produto GG, onde G é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal
estritamente positivos.

Se A, G e G'matrizes n X n. Entdo

gu 0 0 0 ][911 921 gz - Gn1]
921 gz 0 = 0 || O G222 32 - Gnz|
GGt =931 g3z 33 0 I{ 0 0 g3 - Unal
In1 Gn2 YGnz gnnJ 0 0 0 = Gnn
ai;; Qg -+ QAp
a a e a
onded=| 2 "# T
an1 QAn2 - Qpn

Para obtermos os elementos da matriz G, podemos utilizar as seguintes formulas
gerais:

a) Para elementos diagonais de G:
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g11 =+ Q11
2

-1 1/
i = (a; — Z gix?) ,i=23,..,n
\ =t

b) Para elementos n&o diagonais de G:

ap;
g = —,i1=23,..,n
911
j-1

Lgij = (a;; — Z ik i)/ 9jj 1 =2,3,...,n.
k=1
Vale observar que na decomposicdo LU tinhamos det(A4) = uyq Uy ... Upy, J& NO
método Cholesky temos que: det(4) = det(G)? = ( g11922 - Gnn)?, ONde A = GGE.
A resolucéo do sistema linear Ax = b segue 0 seguinte esquema:

Gy=0>b

_ tYy —
Ax = b & (GG )x—b:>{il_)Gtx=y

Para resolucédo do sistema proposto, vamos seguir 0 seguinte roteiro:
a) Verificar se A satisfaz as condi¢fes do método de Cholesky, isto &, det(4;) > 0;

b) Decompor A em GG?;

c) Resolver o sistema Ax = b, onde b = (by, b, ...,bn)t.

Exemplo 5: Resolva o sistema linear a seguir usando o método de Cholesky:

xl+3x2_X3=—1
xl—x2+7x3=19

1 1 1 X1 5
(15 =)(=)-(=)
1 -1 7 X3 19

a) Temos que: det(4;) =1 >0, det(4,) =2 > 0, det(43) = det(A) =8 > 0.

{x1+x2+x3=5

b) Usando as férmulas, obtemos:
g11=vVa5n = g1 =V1= g, =1,

1
go1= — = 9 = I:L
1

1
31 = — = gz = I:L
1



g2z = (A — 9212)1/2 = g2 =3 ~— 12)1/2 = g = V2,

a32—931921 -1-1.1
= = = — = — 2
932 Trs 932 s v,

2
933 = (33 — gs12 — 92 )V? = g3z = (7 — 12_(_\/2) 2= gig =2
Entao,
1 1 1 1 0 0 1 1 1
(1 3 —1>=1 V2 0(0&—&)
1 -1 7 1 2 0 O

c) Para Gy = b, temos

I
ul

Y1
yi+V2y, = -1=y, = -3V2
yi —V2y, +2y; =19 2 y, = 4.

Para Gtx = y, temos
1 1 1 X1 5
0 o X3 4

\/Exz - \/§X3 == _3\/§ = xz - _1

2x3 = 4= x3 = 2.

X1+ x,+x3=5=>x, =4.

4
Assim, asolugdode Ax =b éx = <—1>.
2
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5. METODOS ITERATIVOS

5.1 Introducao

Em paralelo aos métodos diretos para resolucdo de sistemas lineares, existem 0s
métodos iterativos. A grande vantagem desses métodos é a auto correcdo, diminuindo assim
erros de arredondamento nas solucdes oriundas de métodos diretos.

Seja o sistema linear Ax = b. Este sistema sera transformado em um outro sistema
do tipox = Bx + g, onde B é amatrizn X n e g vetor n x 1. A solucdo desse novo sistema é
também solucdo de Ax = b, por se tratarem de sistemas equivalentes. Vale notar que se
@(x) = Bx + g, entdo o sistema x = Bx + g € reescrito na forma x = ¢(x). Onde ¢ é
chamada funcdo de iteragéo.

O processo de iteracdo segue o seguinte esquema:
i) Comecamos com uma aproximacao inicial x(®) para solucao;
i) Em seguida, construimos aproximacdes sucessivas:

x@® = Bx© 4 g = o(x©),
x@ = Bx® 4+ g = p(x®),

kx(k+1) = Bx® 4 g : (p(x(k)),k =0,1,..

De modo que limy_,, x® = a, onde a é solucéo do sistema Ax = b.

Contudo é importante sabermos se a sequéncia que estamos construindo esta
convergindo ou ndo para a solugdo almejada. Surge, portanto, a necessidade de se trabalhar
com critérios de convergéncia.

Repetimos o processo iterativo até o vetor x¥) estd suficientemente préximo do
vetor x %=1,

max k) _
1<isn |7i

Ademais, dados uma precisio ¢ e uma distancia d®, com d® =

xl.(k_l)|, o vetor x® ¢é escolhido como solugdo aproximada se d® < e. O teste de erro

relativo pode ser realizado pelo seguinte calculo:
a®
d% =

~ max x(k) '
1<isn |*i
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5.2 Método Iterativo de Gauss-Jacobi

A ideia central desse método é transformar o sistema linear Ax = b no sistema
equivalente x = Bx + g. Para isso, tendo como base o sistema original

ai1XxX1 + A12X2 + .- +a1nxn = bl
a21x1 + azzxz + .- +a2nxn = b2

Ap1X1 + ApaXxy + - +appXx, = by,

Assumindo a;; # 0, operamos da seguinte forma:

1

(x1 = (by — ag2x; — =+ — A1nXp)
11
1

X2 = (b — az1X1 — =+ — AanXy)

22
. :

kxn = P (bn —QAp1Xy — > an,n—lxn—l)
nn

Assim, x = Bx + g, onde

a —Q12/ 11 - —Qyn/ Q11 by/as;
B = —6121:/ Az 0 _aZn./ A22(e g = bz/.azz
_anl/ Ann —anz/ Apn 0 bn/ann

Dado uma aproximagéo inicial x(®, calculamos x™, ..., x® recursivamente, pela
relagdo x*+1 = Bx®) + g:

k+1) _ 1 () (k) )
10 = L (by = - @ — - @)
k+1) _ 1 (k) Q) 2
xé )= a_zz(bz T G21Xy - T AzXz - T T lanXp )
| :
k+1 1 ke k ‘
k x1(1 )= @(bn - an1x§ ) - anzxg b an.n—1x1(1—)1

Exemplo 1: Resolver o sistema linear

{4-)61 _xz = 5
xl + 2x2 == _1

. . 3/4
pelo método de Gauss-Jacobi com x(® = (_?{/2) e e = 0,05.



O processo iterativo é

x§k+1) (5+ (k)) 1 gk)_l_

(k+1) _ 1 () _1 (k) 1
i =1 x) = 50 5

De maneira que x**Y = Bx® + g, onde
(0 1/4\ _(5/4
B= (—1/2 0 )eg = (—1/2)'

Para k = 0, temos

W _1,0 5 _1(=3),5_7_
xP =220 +2=2(Z)+2=1=0875

¥ = _1,© 1:_1(3)_l:_§=—0,875

21 2 2

- D = (_77/ /88)

Calculando dV:

R

(1 o] _ 7,31 _5
|x2 X |—|‘§+5|—§

dP=2=0714 > &
7

Prosseguindo as iteragdes, temos:

para k = 1:
(@ _ 1,1 5_1(=7),5_33_
1 =3% + 4(8)+4_32_1'031
@__1.ow_1__1//M_1__15__
X2 = 21 2 2(8) 2 16 0,937
x(2>=(33/32)
~15/16

Calculando dﬁz):

@ _ | _[33_7|_5

|x1 X1 |_| |_32

@ _ @] _|_15,7 _ 1

|x2 2 |_| 6+8|_16

d(Z)——— 0,151 > «.



para k = 2:

xP =2 42 =) 42 =S 21015

®__1 @_1_ 13y _1_ _6_ _
Y2 =774 2 2(32) 2~ 64
—65/64

Calculando d%:

3 2 65 33 1
-] = - =2
64 32 64

3) @]| _| 65,15 _ 5
i = ?| = |-G el =

16 64

dP=2=0,07> «.

para k = 3:

x® = 1 422120 4 5= 25 2 0,996

= =2 1o (8 1o o 007

2 2

@ _ ( 255/256 )
7= \—129/128

Calculando d%®:

(4) 3) 255 65 5
X, =X = = E
256 64l 256
4 3 129 | 65 1
408 - e -
128 = 64| 128

dW="_=0,019 <.
258
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Entdo, a solucdo do sistema linear acima, com erro menor que 0,05, obtida pelo

método Gauss-Jacobi, é

L)

O valor de x(® é arbitrario.
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O teorema a seguir estabelece uma condicdo suficiente para a convergéncia do
método Gauss-Jacobi.

n
Zj:llakjl

Teorema (Critério das Linhas): Sejam o sistema Ax = b e a; = ’lzk |
kk

Se a=_™* g, <1, entdo o método Gauss-Jacobi gera uma sequéncia {x®}

1<ksn

convergente para a solugio do sistema dado, independentemente da aproximacao inicial x (.

A demonstracédo desse teorema pode ser vista em (RUGGIERO; LOPES, 1998).

Vamos analisar o sistema linear do exemplo anterior. Temos

4-x1 — Xy = 5 _ 4 -1
{x1+2x2=—1:>A_(1 2)
Assim,

1
aq =_=O,25< 1,

4

a,===05<1;
5

logo, 1:”,?1“2 a, = 0,5 < 1 e, portanto, pelo critério das linhas esta garantida a convergéncia

para 0 método Gauss-Jacobi.

Na secdo seguinte, vamos tratar do método Gauss-Seidel. Este método também
consiste em transformar Ax = b em um sistema equivalente x = Bx + g, mediante separacédo
da diagonal.

5.3 Método Iterativo de Gauss-Seidel

Dada uma aproximagao inicial x(®, calculamos x™,x@, .., x®, .. por
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[ (k+1 1 Kk k k
x§ ) = —(b1 — alzxé ) _ a13x§ ) alnx,(l ))
aiq
1
k+1 k+1 k k
xé ) — —(b2 — a21x§ ) _ a23x§ ) az,lx,(1 ))
az,
) k+1 1 k+1 k+1 k k
xs(’ ) = _a33 (bs - a31x§ ) — a32x§ ) - a32x§ ) a3nx7(1 ))
k
\ x,(l D b, — anlek“) anzxgkﬂ) a, n_lx,sk_)l)
a‘l’l‘l’l

Portanto, o método Gauss-Seidel utiliza os valores mais atualizados para o calculo de

x(k+1)_

Exemplo 2: Resolver o sistema

x1+3x2 +X3:_4

{le + 2x2 + 2x3 == 3
6x2 + 8X3 = _4'

0
pelo método de Gauss-Seidel, dados x(©@ = (0) ee=0,05.
0

O processo iterativo €

XD Z1(3 0 40 g 2 00) 2,00 2,003

1 S - = X3
x§k+1) _ g(_4 _ 1_x§k+1) _ 1_x§k)) _ _§x§k+1) _ gx?()k) _g
X = %(_4 —0.x%* _, x§k+1)) _ _%x§k+1) 1
Para k = 0:
xf) — _%xgo) _%xéo) +§=§= 0,6
gV = —SxP -2k 2= -2 = 1533

1) _ 3 (D 1 13
x3 ——ZXZ —5—5—0,65



Calculando dt":
xP —xP=106-0/=06

xP = x9| = -1,533 — 0| = 1,533

xV =%l = 10,65 - 0| = 0,65

(1)_ 1533 _ 1> ¢
r 1,533
Para k = 1:

(2) 2 (1 _2 (1) 143 _

X, = Exz S X3 + =T 0,953

2 1@ _1 W _4_ _
x§)=—§x1 —3% —;=—1866

2 3.2 _1_
) = —2x32 — = =0,899
0,953
x@ = (—1,866)
0,899
@.

Calculando d.

x® — x| =10,953 — 0,6/ = 0,353

xP — x| = |-1,866 + 1,533| = 0,333

xP — %P = 10,899 — 0,65| = 0,249

dP=222_ 0189 > ¢
1866

Para k = 2:

3 —
2 = =26 2 +2 = —0,4.(~1,866) — 0,4.0,899 + 0,6 = 0,986

x® =13 1@ 2 _ 3330986 —0,333.0,899 — 1,333 = —1,961
1 373 3 ’ ’

2 T3

) = ==Y -~ = —0,75.(~1,961) - 0,5 = 0,971
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0,986
nx® = (—1,961)

0,971

Calculando d?):

x® —x®| = 0,986 — 0,953| = 0,033

2P —xP| = 1-1,961 + 1,866| = 0,095

2P = x| =10,971 - 0,899] = 0,072

(3)_ 0,095

¢ = 0,048 < ¢.
1,961

Portanto, a solucdo x do sistema linear com erro menor que ¢, é

0,986
¥=x® = (—1,961).

0,971

Vamos agora analisar nossa solucéo, obtida pelo método Gauss-Seidel, a partir de
um outro critério de convergéncia: o critério de Sassenfeld.

Critério de Sassenfeld:

Sejam B, = laizl+laizl+ - +lasnl e B, = |aj1|.31+|aj2|ﬂz+"'+|ajj—1|5j—1+|ajj+1|+"‘+|ajn|.
las1l ||
Se B = 1’;‘;‘2‘71 {Bj} <1, entdo o método Gauss-Seidel gera uma sequéncia

convergente, qualquer que seja x(®,

Analisando o exemplo anterior pelo critério de Sassenfeld, temos

pr="2=2=08<1

1x2+1 3

_ 5 "~ _ 2 _
pr=——=2=06<1

0x§+6x3

5 9 _
,33——8 —20—0,45<1

max

1 1<je3 B =08<1e pelo critério de Sassenfeld esta garantida a convergéncia
para 0 método Gauss-Seidel.

Logo
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Vale observar que o critério de Sassenfeld pode ser satisfeito mesmo que o critério
das linhas ndo o seja. Também podemos permutar linhas e/ou colunas afim de obtermos uma
nova disposicdo que satisfaca esses critérios de convergéncia.

Um outro critério importante de convergéncia é o teste para verificar se a matriz dos
coeficientes é estritamente diagonalmente dominante.

Defini¢do: Uma matriz A estritamente diagonalmente dominante se:

n

Zlaij| < |ail-|,i = 1, 2, ey, L

j=1
j*1

Analisando por esse critério o sistema linear anterior, temos

5x1 + 2x2 + ZX3 = 3 5 2 2
6x2 + 8x3 = —4 0 6 8

lai,| + laz] = 12] + (2] < [5] = |a44],
laz:| + lazs| = 1] + |1] < |3] = |ay,l,
lasi| + lasz| = [0] + [6] < [8] = |az3].

Logo, podemos garantir que os métodos Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel sdo ambos
convergentes para o sistema dado.
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CONCLUSAO

No presente trabalho, apresentamos conceitos basicos de algebra linear com intuito
de estas ferramentas servirem como suporte ao estudo dos métodos diretos e iterativos de
resolucdo de sistemas lineares.

Para além do que é geralmente estudado no Ensino Basico, buscamos expor
alternativas para resolucdo do problema de resolver Ax = b. De nenhum modo, tivemos a
intencdo de sugerir que tais métodos sejam estudados/ensinados no Ensino Basico. Mas sim
oferecer uma visdo mais ampliada ao professor de Matematica do ensino basico que tenha o
desejo de se aprofundar no tema.

Para isso, trabalhamos com os objetivos de apresentar conceitos elementares de
algebra linear. Devemos lembrar também que, em nossa pesquisa, propomos estudar quatro
métodos diretos e dois metodos iterativos. Pretendeu-se com isso solucionar Ax = b e tragar
um paralelo entre essas diversas formas de abordar a questdo. Comparamos alguns métodos e
destacamos o uso adequado de cada um deles, tendo em vista a reducdo de célculos e a
preciséo da solugéo.

A necessidade de estudar tal problematica surge do fato de que diversos problemas
em distintas areas do conhecimento podem ser modelados por sistemas lineares. Deste modo,
a relevancia do tema nos motivou a pesquisar sobre o assunto.

Finalmente, acreditamos gque nossa pesquisa pode servir como introducdo para um
estudo mais aprofundado sobre a resolucao de sistemas lineares.
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