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Resumo

No Ensino Médio, os problemas que envolvem o estudo de pontos de maximo e minimo
de funcgbes reais restringem-se apenas as funcbes quadraticas, pois para o estudo dos pontos
criticos de fungdes polinomiais com grau superior a 2 teriamos que abordar conceitos do
Calculo. Neste trabalho apresentamos alguns métodos numéricos utilizados em problemas de
otimizacdo. Tais métodos, de facil compreensdo e aplicados com o0 uso de recursos
computacionais, podem ser ferramentas de grande utilidade na resolugédo de situagdes-

problema, tornando o ensino da Matematica mais atrativo para os alunos.

Palavras chave: otimizacdo, métodos numéricos, funcdes, situacbes-problema.

Abstract

In High School, problems involving the study of maximum and minimum points of real
functions are restricted only to quadratic functions, because for the study of the critical points
of polynomial functions with higher grade we would have to address concepts of Calculus. In
this work we present some numerical methods in optimization problems. Such methods,
easily understood and applied with the use of computing resources, can be useful tools for

solving problem situations, making the study of Mathematics more attractive for students.

Keywords: optimization, numerical methods, functions, problem situations.
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Introducao

Parece consenso que a maioria das pessoas considera a Matematica como uma das
disciplinas mais dificeis. Possivelmente isso ocorre porque esta matéria, assim como outras da
area das ciéncias exatas, necessita de conhecimentos prévios, ou seja, 0 ensino da Matematica
¢ acumulativo, em “espiral” (um conteido que foi abordado em séries iniciais da

escolarizacéo é retomado com outras abordagens em séries futuras).

Outro fator que também pode prejudicar o aprendizado € que alguns professores
podem ndo estar ensinando os alunos a pensarem com a ldgica da Matematica, s6 0s
ensinando a usarem principios e solucionar questdes que ja foram resolvidas e, assim, nao 0s
“instigando” a buscarem solugBes. Desta maneira, encontramos nas escolas alunos
desinteressados e desmotivados em relacdo a Matematica, apresentando dificuldades em

conceitos basicos, falta de habitos de leitura e investigacéo.

A resolucdo de problemas é uma estratégia didatico-metodoldgica importante e
fundamental para o desenvolvimento intelectual do aluno e para o ensino da Matematica. No
entanto, em sala de aula, verifica-se um uso exagerado de regras e resolucdes por meio de
procedimentos padronizados, desinteressantes para a maioria dos alunos, utilizando problemas

rotineiros e que ndo desenvolvem a criatividade e autonomia dos mesmos [1].

Os Parametros Curriculares Nacionais, PCNs [2], tratam a resolucdo de problemas
como ponto de partida da atividade Matematica, o que torna claro o papel do ensino desta
disciplina, fazendo com que o aluno a valorize como instrumento para compreender o mundo
a sua volta e a veja como area do conhecimento que estimula o interesse, a curiosidade, o
espirito de investigacdo e o desenvolvimento da capacidade para resolver problemas. O ensino
da Matematica deve propiciar ao aluno um ambiente em que seja capaz de aplicar os
conhecimentos matematicos construidos e desenvolver o questionamento, a criacdo de
estratégias e o compartilhamento de ideias para solucionar um problema. De acordo com 0s
PCNSs, “o ensino de Matemdtica prestard sua contribui¢do a medida que forem exploradas
metodologias que priorizem a criacdo de estratégias, a comprovacdo, a justificativa, a
argumentacao, o espirito critico e favorecam a criatividade, o trabalho coletivo, a iniciativa
pessoal e a autonomia advinda do desenvolvimento da confianga na propria capacidade de

conhecer e enfrentar desafios” [2].



16

No ensino da Matematica, os problemas sdo extremamente importantes, pois fazem
com que os alunos sejam colocados diante de questionamentos, criando a capacidade de
desenvolver o pensamento matematico, possibilitando o exercicio do raciocinio l6gico e ndo
apenas o0 uso padronizado de regras que ocorre quando se utilizam exercicios rotineiros que
valorizam o aprendizado por reproducdo ou imitacdo. Um ensino sem a resolugido de
problemas ndo permite que haja o desenvolvimento de atitudes e capacidades intelectuais,
imprescindiveis para despertar a curiosidade dos alunos e torna-los capazes de lidar com

novas situagoes [2].

Uma érea da Matematica, destinada a resolucdo de situagdes-problema, com muitas
aplicacOes préticas, é a otimizagdo. Os problemas que procuram minimizar ou maximizar uma
funcdo numérica de uma ou mais variaveis, as quais estdo sujeitas a determinadas restricdes,
podem ser chamados de problemas de otimizacdo [3]. Tais situacGes podem ser bastante
interessantes aos alunos, estimulando neles a curiosidade e o interesse em resolvé-las,
podendo servir como ponto de partida para a explicacdo de determinados contedos ou, até
mesmo, para que os conteldos ja apresentados passem a ter significado pratico para os

estudantes.

O estudo da otimizacdo teve inicio atraves de métodos classicos e a necessidade de
resolver problemas de otimizacdo fez surgir o calculo diferencial e o calculo de variagdes.
Varios estudiosos contribuiram para o desenvolvimento de métodos de otimizacdo: Newton,
Lagrange e Cauchy (a existéncia dos métodos de otimizacdo pode ser atribuida a eles);
Newton e Leibnitz (contribuiram com o desenvolvimento dos métodos de célculo diferencial
de otimizacdo); Bernoulli, Euler, Lagrange e Weierstrass (deram o fundamento para o calculo
de variacgdes); Newton e Cauchy (os problemas de minimizacgéo irrestrita foram formulados
por meio de seus métodos classicos); Lagrange (os problemas de otimizacdo restritiva
comecaram pela adi¢do de multiplicadores, esse método ficou conhecido pelo seu nome) [4].
Consideradas contribui¢cfes valiosas, foram, no entanto, pequenas para 0 avango nas técnicas
de otimizagdo e muito pouco progresso foi obtido até mais ou menos a metade do século XX.
Quando os computadores digitais comecaram a ganhar velocidade, houve um grande avango

nos procedimentos de otimizagdo, com pesquisas de novas técnicas.

No entanto, no ensino basico, os alunos ndo tém conhecimento suficiente para fazerem
uso de métodos analiticos, uma vez que o estudo das “derivadas” (t3o utilizadas na resolugdo

de problemas de otimizacao) s6 ocorre no nivel superior de ensino.
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Por outro lado, se utilizarmos métodos que contemplem conteidos apresentados no
ensino basico, conseguiremos abordar de forma mais efetiva o céalculo de pontos criticos de
funcbes (e ndo apenas pedir para que os alunos calculem as coordenadas do vértice de uma

parabola, através de uma formula, sem que isso tenha um significado real para eles).

Isso € possivel através da abordagem de métodos numéricos que podem ser usados

para a otimizagédo de fungdes representativas de diversas situacdes-problema.

Os métodos numéricos correspondem a um conjunto de ferramentas ou técnicas
usadas para se obter, de forma aproximada, a solucdo de problemas matematicos [5]. As
técnicas numericas de otimizagdo foram introduzidas durante a Segunda Guerra Mundial para
a solucdo de problemas de operacGes logisticas militares. Nessa época, o professor George
Bernard Dantzig, um dos pioneiros nessa ciéncia, trabalhava para a forca aérea dos Estados
Unidos com a finalidade de resolver problema de alocacdo de aeronaves para o transporte de
suprimentos. Foi em 1947 que Dantzig desenvolveu 0 método Simplex para a resolucdo de
problemas de Programagdo Linear (minimizacdo de uma funcdo linear com restricOes
lineares) [6]. Mas para encontrar a solucdo 6tima de um problema de grande porte, ou seja,
com um numero muito grande de variaveis e equacdes, pode ser necessaria a utilizacdo de

modelos matematicos ndo lineares.

No Capitulo 1 deste trabalho abordamos, de um modo geral, a maneira como o estudo
de pontos de maximo e minimo € apresentado no Ensino Médio, destacando as competéncias

e habilidades a serem desenvolvidas nesse nivel de ensino.

No Capitulo 2 tratamos, de forma resumida, do enfoque dado ao estudo dos pontos de
méaximo e minimo de polindmios de qualquer grau ou fungdes ndo lineares com uma Unica
variavel, incluido em alguns livros da disciplina de Calculo I, dada no inicio de alguns cursos
de nivel superior, apresentando definicdes e teoremas importantes para a compreensao de tal
tema. Ao final do capitulo mostramos dois problemas de otimizacdo resolvidos pelo uso de

derivadas.

O Capitulo 3 aborda a utilizacdo de métodos numéricos para encontrar maximos e
minimos de funcdes reais, que podem ser discutidos no ensino basico, generalizando a
resolucdo, inclusive, para polinémios de qualquer grau e fungdes ndo lineares quaisquer.
Mesmo sabendo que tais contetdos sdo temas de estudo para o Ensino Superior, existem
métodos numéricos que podem, tranquilamente, ser apresentados aos alunos do Ensino Médio

sem prejuizo do conteudo a ser seguido por este nivel de ensino, uma vez que tais métodos
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fazem uso de conceitos ja conhecidos pelos alunos da educagdo basica. Apresentamos nesse
capitulo os algoritmos para os métodos da Pesquisa Dicotdmica, da Secdo Aurea e de

Fibonacci.

O Capitulo 4 trata da importancia do uso de atividades investigativas no ensino da
Matematica e de como a realizacdo de investigacbes matematicas pode ser um poderoso
instrumento no processo de construgdo do conhecimento. Nesse mesmo capitulo, abordamos
problemas de otimizacdo com resolucBes numéricas e apresentamos algumas atividades e
sugestdes de planos de aula sobre maximos e minimos que envolvem situacdes nas quais a
modelagem matemaética do problema nos leva a fungdes que normalmente o aluno do ensino
basico ndo estd acostumado a trabalhar. Outro ponto que queremos destacar € o uso das
tecnologias no auxilio do ensino da Matematica, pois sabemos que estas estdo cada vez mais
presentes no cotidiano de grande parte da populacdo, mas ainda € um desafio para as escolas
utilizarem-se deste recurso educacional. Sendo assim, nesse capitulo apresentamos, de forma
detalhada, como devem ser construidas as planilhas eletronicas no Excel para a aplicagdo dos

métodos numéricos da Pesquisa Dicotdmica, da Secdo Aurea e de Fibonacci.

O Capitulo 5 traz a aplicacdo de um dos planos de aula e as observacdes obtidas

durante a realizacdo das atividades.

No final, apresentamos as conclusdes deste trabalho. Pretendemos mostrar que a teoria
de otimizacdo pode ser apresentada aos alunos do Ensino Médio, fazendo uso de tecnologias
computacionais e abordando métodos numeéricos, tornando o ensino deste conteudo

matematico atrativo e significativo para os estudantes.
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Capitulo 1

O Estudo dos Pontos de Maximo e Minimo
de uma Funcdo Quadratica no Ensino
Meédio

De acordo com as Matrizes de Referéncia para a avaliagdo SARESP (Sistema de
Avaliacdo de Rendimento Escolar do Estado de S&o Paulo)’, o aluno, na educacio basica,
deve desenvolver competéncias e habilidades que o auxiliem, no caso especifico da disciplina

de Matemaética, no desenvolvimento de seu pensamento l6gico-matematico [7].

Dentre as competéncias das diversas areas da Matematica, queremos destacar a
“Competéncia de area 1”, para a qual o aluno deve “desenvolver o raciocinio quantitativo e
0 pensamento funcional, isto é, o pensamento em termos de relagdes e a variedade de suas
representacdes, incluindo as simbolicas, as algébricas, as graficas, as tabulares e as
geométricas. Aplicar expressoes analiticas para modelar e resolver problemas”. Ainda de
acordo com as Matrizes de Referéncia do SARESP, dentre as competéncias do Grupo |
(competéncias para observar), o aluno, ao final da educacdo basica, deve ter desenvolvido a
habilidade (H-06) de descrever as caracteristicas fundamentais da funcdo quadratica, relativas
ao seu grafico, crescimento, decrescimento, valores méximo ou minimo e, dentre as
competéncias do Grupo Il (competéncias para compreender), deve ter adquirido a habilidade

(H-08) para resolver problemas que envolvam equac@es do 2° grau [7].

! Avaliacdo externa em larga escala da Educacdo Basica, aplicada a cada ano desde 1996 pela Secretaria da
Educacdo do Estado de Sado Paulo, com a finalidade de diagnosticar a situacdo da escolaridade basica na rede
publica de ensino paulista.
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Isso nos leva a perceber que, mesmo tomando por base as Matrizes de Referéncia para
a avaliacdo SARESP [7], o problema de achar maximos e minimos de funcdes no Ensino
Médio parece se restringir a calcular estes valores de fungdes quadraticas, 0 que, na maioria
das vezes, é feito através de formulas prontas e acabadas sem nem demonstrar e/ou justificar a
utilizacdo destas, 0 que, por sua vez, acaba reforcando a ideia de que a Matematica € um

conjunto de férmulas que devem ser decoradas e utilizadas em situacGes bem especificas.

De certa forma, essa mentalidade vai contra o que os PCNs [2] preconizam: tratar a
resolucdo de problemas como ponto de partida da atividade Matematica, fazendo com que o
aluno a valorize como instrumento para compreender 0 mundo a sua volta e a veja como area
do conhecimento que estimula o interesse, a curiosidade, o espirito de investigacdo e o
desenvolvimento da capacidade para resolver problemas, propiciando ao aluno um ambiente
em que seja capaz de aplicar os conhecimentos matematicos construidos e desenvolver o

questionamento, a criacdo de estratégias e o compartilhamento de ideias.

Abordaremos nesta secdo apenas a questdo dos pontos de maximos e minimos de
fungdes quadréticas. O enfoque serd o que consideramos adequado para este assunto no

Ensino Médio.

Conforme abordado em livros didaticos do Ensino Médio [8, 9], uma funcéo f : R —
R chama-se quadréatica quando existem numeros reais a, b e ¢, com a # 0, tal que f(x) =
ax? + bx + c paratodo x € R. Além disso, temos que o grafico da funcdo quadratica é
uma cdnica chamada “parabola”, que tem concavidade para baixo se a < 0 e para cima se

a > 0.

Considerando a fungéo f(x) = ax? + bx + c, alguns livros [8] trazem a dedugdo a

sequir:

Reescrevendo a funcéo f(x) = ax? + bx + c de outra forma, temos:

a 4q? 4a?  a

2 b P b c\] _ <+b)2 b? —4ac] <+b)2 A
N T T aa2 202 a)| " 4|\ T 2a aaz |~ 4\ T 2d) T aa|

onde:

5 , b c , b b? b? ¢
f(x) = ax +bx+c=a<x +Ex+a)=a X+=x+-—|-——+—-|=

A= b? — 4ac.
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Essa dltima forma é denominada forma canénica da fung¢do quadratica.

. b A
Observando a forma canénica, podemos notar que a,z,m sdo constantes e apenas
x é variavel.

Se a > 0, entdo o valor minimo de f(x) ocorre quando ocorrer o valor minimo para

b\2 A b\2 , . . .
X + 2a) " aaz :como (x + 2a é sempre maior ou igual a zero, seu valor minimo

4a? "’
b . b N -
ocorre quando x + 2a 0, ou seja, quando x = — 2q  nessa situacdo, o valor minimo de
A A
x)é f(x =a[0——] = ——,
fGEf&) ===

Se a < 0, por meio de raciocinio semelhante, concluimos que o valor maximo de f(x)

A

b .
ocorre quando x = — 2a 0 que leva ao valor maximo de f(x) = — i

Os valores de x e de f(x) sdo conhecidos por x,, e y, (“x” do vértice da parabola ¢ “y”

do vértice da parabola) respectivamente.

Ao concluirem o Ensino Médio, os alunos devem, portanto, resolver os problemas que
envolvam célculos dos valores maximos e minimos de fungdes quadraticas por meio da

utiliza¢do das “formulas” deduzidas acima para x,, € y,,.

De acordo o Curriculo do Estado de S&o Paulo, no Ensino Médio “uma estratégia
muito fecunda é a via da problematizacdo, da formulagdo e do equacionamento de
problemas... Um caso especialmente importante para a cria¢édo e a exploracéo de centros de
interesse é o dos problemas que envolvem situacdes de otimizacdo de recursos em diferentes
contextos, ou seja, problemas de maximos ou de minimos... Procurar, em cada problema, nao
apenas uma solucé@o, mas sim a melhor solugdo, para minimizar 0s custos ou maximizar o0s
retornos, por exemplo, pode constituir um atrativo a mais na busca de contextualizagdo dos

contetdos estudados ” [10].
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Capitulo 2

Maximos e Minimos para Funcdes Nao

Lineares de uma Unica Variavel Real

Os livros didaticos do Ensino Médio abordam apenas os pontos de maximos e
minimos para fungdes quadraticas. Quando do estudo dos polindmios ou fun¢des ndo lineares
de grau superior a 2 (com uma Unica varidvel) , estuda-se, “no maximo” o calculo de suas

raizes. Funcdes nao lineares com mais de uma variavel ndo sdo abordadas no Ensino Médio.

Sendo assim, nesta secao, trataremos de forma resumida o enfoque dado ao estudo dos
pontos de maximo e minimo de polindmios de qualquer grau ou fungdes nao lineares com
uma Unica variavel, apresentado em alguns livros da disciplina de Célculo I, dada no inicio de

alguns cursos de Nivel Superior.

Tratando das fungdes polinomiais, temos que toda funcdo definida por f(x) = a,x™ +
Ap_1x™ 1+ -+ ayx? + a;x + a,, para todo x complexo, é denominada funcgdo polinomial
de grau n, em que n € um namero inteiro positivo ou nulo e a,, € diferente de zero [8]. Aqui,
iremos nos referir apenas as funcdes polinomiais com x pertencente ao conjunto dos nimeros

reais.

Antes de nos referirmos ao célculo dos pontos de méximo e minimo das fungbes ndo

lineares de um modo geral, precisaremos de algumas definicdes e teoremas [11, 12].
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2.1 — DefinicOes Basicas

Definicdo 2.1: Uma funcdo f : D — R tem maximo absoluto em "c¢" se f(x) < f(c) para

todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor maximo de f em D.

Defini¢do 2.2: Uma funcdo f : D — R tem minimo absoluto em "c" se f(x) = f(c) para

todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) € chamado valor minimo de f em D.

Definicdo 2.3: Uma fungdo tem maximo local (ou maximo relativo) em um ponto "c" de seu
dominio, se existe intervalo aberto I, tal que "c" € I e f(x) < f(c) para todo x € I. Neste

caso, dizemos que f(c) é valor maximo local de f.

Definicdo 2.4: Uma funcédo tem minimo local (ou minimo relativo) em um ponto ¢ de seu
dominio, se existe intervalo aberto I, tal que ¢ € I e f(x) = f(c) para todo x € I. Neste

caso, dizemos que f(c) é valor minimo local de f.

A Figura 2.1 mostra o gréfico de uma funcdo f:[a;b] — R definida apenas no

dominio a < x < b com pontos de maximo e minimo local e absoluto.

maximo
absoluto

maximo local

' maximo
1
 local

minimo
local

minino
, absoluto
.

e b H

T

mb-=-=-
=N

Figura 2.1 — Gréfico de uma funcdo f(x) definida apenas no dominioa < x <b

2.2 — Limites e Derivadas

Definicdo 2.5 (Limite): Seja f(x) definida num intervalo I, contendo "a", exceto,

possivelmente, no proprio "a". Dizemos que o limite de f(x) quando x aproxima-se de "a" é

um ndmero real L e escrevemos:
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limf(x)=1L

xXx—a

se, para todo € > 0, existeum § > 0, tal que |f(x) — L| < e sempreque 0 < |x — a| < 6.

Definicdo 2.6 (Limites laterais): Seja f uma funcéo definida em um intervalo aberto (a; c).
Dizemos que um namero real L é o limite & direita da fungdo f quando x tende a "a" e
escrevemos:
Jim, fCo) =1L,
se para todo € > 0 existe um § > 0, tal que |f(x) — L| < esemprequea < x < a+ 6.
Se lim,_,,+ f(x) = L, dizemos que f(x) tende a L quando x tende para "a" pela
direita. Usamos o simbolo x — a* para indicar que os valores sdo sempre maiores do que

Hall

Seja f uma funcéo definida em um intervalo aberto (c; a). Dizemos que um numero

real L € o limite a esquerda da funcdo f quando x tende a "a" e escrevemos:
lim f(x) =L,
x—-a
se paratodo € > 0 existeum § > 0, tal que [f(x) — L| < e semprequea — 6 < x < a.

Se lim,_,- f(x) = L, dizemos que f(x) tende a L quando x tende para "a" pela

esquerda. Usamos o simbolo x — a™ para indicar que os valores séo sempre menores do que

Teorema 2.1: Se f € uma funcdo definida em um intervalo aberto contendo "a", exceto
possivelmente no ponto "a", entdo lim,_, f(x) = L se, e somente se, lim,_,+ f(x) =L e
lim,_,- f(x) = L.

Prova:

Aqui seré provada apenas a condigdo suficiente. A condigdo necessaria é consequéncia
imediata das defini¢Ges dos limites envolvidos.

Vamos supor que lim,,_,,+ f(x) = L e lim,_,4- f(x) = L. Entdo para € > 0 arbitrério,
existe §; > 0, tal que |f(x) —L| < & sempre que a < x < a + &, e existe §, > 0, tal que
|f(x) — L] <esemprequea — 8, < x <a.

Seja 6 = min{6,,6,}. Entdoa —6, <a—56ea+ 6 <a+ 6, e portanto,se x # a e
a—6<x<a+d,temosque |f(x)—L| <e.

De forma equivalente, |f(x) — L| < & sempre que 0 < |[x —a| < & e, desta forma,
lim,._,, f(x) = L.
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Defini¢do 2.7 (Continuidade): Dizemos que uma funcdo f € continua no ponto "a" se as
seguintes condicOes forem satisfeitas:

(@)  f é definida no ponto "a";

(b) lim,_, f (x) existe;

©  limy,q f(x) = f(a).

Definicdo 2.8: Seja f: D — R. Dizemos que f é continua em D se f for continua em todos o0s

elementos de D.

Definicdo 2.9 (Derivada): Sejam f uma funcdo f: D — R e "a" um ponto de seu dominio. Se

existe, e é finito, o limite

1 f(x)—f(a)
im—————,

x—a X —a

0 chamaremos de derivada de f em "a" e indicaremos por f’(a). Dessa forma,

f'(a) = lim f—(x; :Z(a).

x—a

Quando f admite derivada em "a", dizemos que f é derivavel ou diferenciavel em "a".

Definicdo 2.10 (Derivada de uma Func¢do): A derivada de uma funcdo y=f (x) é a funcdo

denotada por f’(x), tal que seu valor em qualquer x € D(f) é dado por:

Y (CE Y (€5
) ,

x—0 Ax

se este limite existir.

Dizemos que uma funcéo é derivavel quando existe a derivada em todos os pontos de
seu dominio.

Geometricamente, a derivada de uma funcdo num ponto P pode ser vista como o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x,. De fato, dados f
e dois de pontos P(xq,yo) e Q(xq,y,) no grafico de f, temos que o coeficiente angular da

reta secante que passa por P e Q é:

f(x1) — f(xo).

X1 — Xo
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Ao fazer x; se aproximar de x,, obtemos retas secantes ao grafico de f com
coeficientes angulares cada vez mais proximos do coeficiente angular da reta tangente ao

grafico de f no ponto de abscissa x, (veja a Figura 2.2).

Figura 2.2 — Gréfico da funcdo y = f(x) e as retas obtidas ao fazer x; se aproximar de x,

Se fizermos x; se aproximar indefinidamente de x, obtemos o coeficiente angular da

reta tangente.

Definicdo 2.11 (Reta Tangente): Seja f uma funcéo derivavel em x,. A reta tangente a curva
y = f(x) no ponto P = (x,, f(x,)) € a reta que passa por P e cujo coeficiente angular é

dado por,
fa) — f(x%0)

"(x) = lim
f'(xo) R ——

Se em tal limite fizermos x; — x, = h, entdo, como x; — x,, temos que h — 0. Dessa

forma, o limite pode ser reescrito como:

f,(xo) — }ll_l;%f(xo + hz - f(XO).

A equacdo da reta tangente é dada por:

y = f(x0) = f'(x0) (x — xo).
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Devemos observar que nem toda funcdo continua é derivavel, pois, mesmo uma
funcdo sendo continua, os limites laterais, associados a defini¢do de derivada (Definicdo 2.9),
podem ser diferentes e, portanto, a funcdo ndo é derivavel.. Como exemplo, temos a funcéo
maodulo que é do tipo f(x) = |x|, continua qualquer que seja o valor de x, no entanto nao é

derivavel no ponto x, = 0, pois:

F@) = £(0) _ lxI— 10| _

li = -1
er(r)l- x—0 x—0
e
. fC)—=f(0) |x| -0
lim = =1.

x—07+ x—0 x—0

Podemos agora nos questionar se uma funcdo derivdvel em um ponto é também
continua naquele ponto. A resposta é afirmativa e esta demonstrada no resultado a seguir

(demonstragdo do Teorema 2.2).

2.3 — Teoremas importantes

Teorema 2.2: Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto I contendo "a". Se f é

derivavel em "a" entdo f é continua em "a".

Demonstracéao:

f@) = fla)

Fe) = fl@) = =7 =

(x — a).

Calculando o limite, quando x — a, temos:

X—a

lim [£(x) - f(@)] = l}m%} [im@ - o).
Como:

f(a) = H%W glci—r%(x —a) =0,
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segue que:
lim[f(x) - f(a)] = f'(a).0 = 0.
Assim:
lim[f(x) = f(@)] = 0 = lim f(x) — lim f(a) = 0 - lim f(x) = lim f(a) = f(a),

ou seja, se f é derivavel em "a" entdo f € continua em "a". o

Teorema 2.3 (teorema de Weierstrass para valores extremos): Suponha que f(x) é continua
em todo x no intervalo fechado [a; b]. Entdo f assume um valor minimo "m" e um valor
maximo "M" em [a; b], isto é, existem a e B em [a; b], tais que f(a) =me f(B) =M e
m < f(x) < M paratodo x em [a; b].

Demonstracéo: Ver [13].

Teorema 2.4 (teorema de Rolle): Seja f uma funcdo definida e continua em [a;b] e
derivavel em (a; b). Se f(a) = f(b), entdo existe pelo menos um ponto "c" entre "a" e "b" tal
que f'(c) = 0.
Demonstracéao:

Se f(x) =0, para todo x, a <x < b, entdo f'(x) =0 para todo x, a < x < b.
Portanto, qualquer numero entre "a" e "b" pode ser tomado para "c".

Entdo vamos supor f(x) # 0, paraalgum x, a < x < b. Como f €é continua em [a; b],
pelo Teorema 2.3, f assume maximo e minimo absolutos em [a; b]. Sendo f(x) # 0, a
funcdo f assumira um valor diferente de zero em um dos extremos (Maximo ou minimo).
Considerando f(a) = f(b), esse extremo sera atingido em um ponto "c" € (a; b).

Como f é derivavel em "c" € (a; b):

von e S = f(0)
f(c)—hm—_c

X—C X

i f-f@ _ . fO)=f()
= lim —————= = lim ——,

x—ct X—cC x—c” X—cC

Sabendo que f tem um ponto extremo em "c", se considerarmos esse ponto como
maximo relativo, se x estiver suficientemente proximo de "c", temos que f(c) = f(x) ou
f) = f(e) <0.

Se x - c*, temos x — ¢ > 0. Portanto:

f(x)_f(c)go.

X —C
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Entao:

- f(x):f(C)SO_

f'(e) = lim ——— &
Se x — ¢~, temos x — ¢ < 0. Portanto:
f@-f@©_
x—c
Entéo:
s o f)=f(©)
f'(c) = lim ————2>0. (2)

Por (1) e (2), concluimos que f'(c) = 0.

Se f tem um ponto de minimo relativo em "c", a demonstracdo € analoga. o

A Figura 2.3 ilustra o que foi estabelecido pelo Teorema de Rolle.

|
|
|
|
|
|
|
I
a Cq Co b

Figura 2.3 — Fungdes continuas em [a; b] e derivaveis em (a; b), sendo f(a) = f(b) e

ocorrendo f'(c) = 0

Teorema 2.5 (teorema do Valor Médio): Seja f uma funcdo continua em [a; b] e derivavel

em (a; b). Entdo existe um ndmero "c¢" no intervalo (a; b), tal que:

) —f(@)
fre) ==
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(

--24f(a)

b
i
1N

=~
=2
~
~
)

Figura 2.4 — llustracdo do Teorema do Valor Médio

Demonstracao:
Sejam P e Q pontos, tais que P(a, f(a)) € Q (b, f (b)). A equacio da reta PQ é:

_f()_JM( o

Fazendo y = h(x), temos:

O et T LC)

Como h(x) € uma fungéo polinomial, h(x) é continua e derivavel em todos os pontos.

Consideremos a funcdo g(x) = f(x) — h(x). Essa funcdo determina a distancia
vertical entre um ponto (x, f(x)) do gréafico de f e o ponto correspondente na reta secante
Pq.

Temos:

b
960 = £ -LOZID oy

A funcdo g(x) satisfaz as hipéteses do Teorema de Rolle em [a; b]. De fato,
(i) g(x) é continua em [a; b], ja que f(x) e h(x) sdo continuas em [a; b].
(ii) g(x) é derivavel em (a; b), pois f(x) e h(x) sdo derivaveis em (a; b).
(iit) g(a) = g(b) = 0,

9(a) = f(a )—IM( —a)—f(a)=0

o) = ) - LB oy f@ =0
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Portanto, existe um ponto "c" entre "a" e "b", tal que g'(c) = 0.

Como:
g = -0
temos:
g =0 - TOTD_,
e desta forma:
PAOLICO

b—a
2.4 — Crescimento e Decrescimento de uma Funcao

Definicdo 2.12: Dizemos que uma funcdo f, definida num intervalo I, € crescente neste

intervalo se para quaisquer x;,x, € I,x; < x5, temos f(x;) < f(xy).

Defini¢do 2.13: Dizemos que uma fungédo f, definida num intervalo I, é decrescente neste

intervalo se para quaisquer x;,x, € I,x; < x5, temos f(x;) = f(xy).

Se uma funcdo é crescente ou decrescente num intervalo, dizemos que é mondtona
neste intervalo.

Fungdo Crescente Fungdio Decrescente
Y 4

fxg) [ :

f("d e

Xy Xy X X, Xs X

Figura 2.5 — Funcéo Crescente e Fungdo Decrescente
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Analisando geometricamente o sinal da derivada, podemos determinar os intervalos

onde a funcéo derivavel é crescente ou decrescente. Temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicdo 2.1: Seja f uma fungdo continua no intervalo [a; b] e derivavel no intervalo
(a; b).
) Se f'(x) > 0 paratodo x € (a; b), entdo f é crescente em [a; b];

(i) Se f'(x) < 0 paratodo x € (a; b), entdo f é decrescente em [a; b].

Prova:
Sejam x; e x, dois nimeros quaisquer em [a; b], tais que x; < x,. Entdo f € continua
em [xq; x,] e derivavel em (x;; x,). Pelo Teorema do Valor Médio 3 ¢ € (xq; x,) tal que:

fxz) — f(x1).

X2 —Xq

f'le) = (3)

0] Por hipétese, f'(x) > 0 paratodo x € (a; b). Entdo f'(c) > 0. Como x; < x5,
X, —x1 > 0.
Analisando a igualdade (3), concluimos que f(x,) — f(x;) > 0, ou seja, f(x,) >
f(xy1). Logo, f é crescente em [a; b].

(i) Neste caso, f'(x) < 0 paratodo x € (a;b). Entdo f'(c) <0ex, —x; > 0.

Analisando a igualdade (3), concluimos que f(x,) — f(x;) <0, ou seja, f(x;) <

f(x;1). Logo, f é decrescente em [a; b].o

Vale ressaltar que a hipétese da continuidade de f no intervalo fechado [a; b] é muito

importante.

2.5 — Extremos de uma Funcao

Teorema 2.6: “Teste” da derivada primeira para determinagdo de extremos de uma fungao.

Seja f uma funcao continua num intervalo fechado [a; b], derivavel no intervalo (a; b).
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0] Se f'(x) >0 paratodo x < ce f'(x) < 0 para todo x > c, entdo f tem um
maximo relativo em "c".
(i) Se f'(x) <0 paratodo x <ce f'(x) >0 para todo x > c, entdo f tem um

minimo relativo em "c¢".

Prova:
0] Usando a Proposicdo 2.1, podemos concluir que f é crescente em [a;c] e
decrescente em [c; b]. Portanto, f(x) < f(c) para todo x = c em (a;b) e
assim f tem um méximo relativo em "c".
(i) Usando a Proposicdo 2.1, podemos concluir que f é decrescente em [a;c] e

crescente em [c; b]. Portanto, f(x) > f(c) para todo x # c em (a; b) e assim

f tem um minimo relativo em "c".
A Figura 2.6 ilustra (i) e (ii):

Y

(a) Maximo local (b) Minimo local

Figura 2.6 — Ilustragdo do “teste” da derivada primeira

Teorema 2.7: “Teste” da derivada segunda para determinagdo de extremos de uma fungao.
Sejam f uma funcdo derivavel num intervalo (a;b) e "c" um ponto critico de f neste
intervalo, isto é, f'(c) = 0,coma < ¢ < b. Se f admite a derivada f" em (a; b), temos:

(1) Se f"(c) < 0, f tem um valor maximo relativo em "c".

@ii)  Se f"(c) > 0, f tem um valor minimo relativo em "c".
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Para provar este teorema, utilizaremos o fato de que se lim,_, f(x) existe e é
negativo, existe um intervalo aberto contendo "a" tal que f(x) < 0 para todo x # a no
intervalo.

Prova do item (i): Por hipotese f"(c) existe e f"(c) < 0. Entéo:

(o) = lim DO

xX—C X c

Portanto, existe um intervalo aberto I, contendo "c", tal que, para todo x € I:

: /
f—(x)?:f © o @

Seja A o intervalo aberto que contém todos os pontos x € I, tais que x < c. Entédo, "c"
é o0 extremo direito do intervalo aberto A.

Seja B o intervalo aberto que contém todos o0s pontos x € I, tais que x > c. Entdo, "c"
é 0 extremo esquerdo do intervalo aberto B.

Se x € A, temos x — ¢ < 0. De (4), resulta que f'(x) > f'(c).

Se x € B, temos x — ¢ > 0. De (4), resulta que f'(x) < f'(c).

Como f'(c) = 0, concluimos que, se x € 4, f'(x) >0ese x €B, f'(x) <0. Pelo
“teste” da derivada primeira (Teorema 2.6), f tem um valor maximo relativo em c.

De forma andloga, (ii) pode ser provado. O

Finalmente, abordaremos alguns problemas de maximizacdo e minimizacdo de

funcBes ndo lineares de uma unica variavel.

Antes, no entanto, faremos um resumo das estratégias para se encontrar maximos e

minimos: [14]

0] Sempre que possivel, esbocar uma figura para ilustrar o problema, destacando
as partes que sdo importantes. Fazer uma distin¢do bem clara entre constantes e
variaveis.

(i)  Expressar, por meio de uma equagdo, a quantidade cujo maximo ou minimo
deve ser determinado. Se esta quantidade for denotada por y, é conveniente
exprimi-la em funcéo de uma Unica variavel independente x. 1sso podera exigir
algumas manipulagGes algébricas, a fim de utilizar as condi¢cdes auxiliares do
problema.

(iii) Se y = f(x) é a quantidade na qual se deve determinar 0 méaximo ou o

minimo, encontrar os valores de x, tais que f'(x) = 0.
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(iv)  Testar cada valor de x onde f'(x) =0, para ver se € um valor maximo,
minimo ou nenhum dos dois. Tais testes sdo: (a) se f"(x) > 0, y € um minimo;
(b) se f"(x) < 0,y € um maximo; (c) se f"(x) = 0, o teste falha.

(v) Se a derivada ndo existir em determinado ponto, testar esse ponto para ver se é
méaximo ou minimo (uma funcéo pode ter um valor maximo ou minimo em um
ponto onde sua derivada néo existe).

(vi) Seafuncdoy = f(x) estiver definida apenas para a < x < b, examinar f(a)

e f(b) como possiveis extremos de f.

2.6 — Problemas de Otimizacao

O Calculo Diferencial ¢ uma importante ferramenta utilizada na resolucdo de
problemas envolvendo maximizagdo ou minimizagdo de uma fungdo. Com base na Definicdo
2.9, podemos obter regras de derivacdo para funcBes polinomiais envolvendo adicdo,
subtracdo, produto, quociente e potenciacdo, por exemplo, que nos permitem o célculo da
derivada de tais funcBes sem que haja a necessidade de recorrermos sempre ao calculo das

derivadas pela sua definicao.
Os problemas a seguir ilustram como isso pode ser feito:

Exemplo 2.1 [14]: Determine dois nimeros positivos cuja soma seja 20 e cujo produto seja o

maior possivel.

Solugéo:
Se denotarmos um dos numeros por x, 0 outro serd (20 — x) e seu produto serd dado
por:
f(x) =x.(20 — x) = 20x — x2.

Usamos aqui, a regra de derivacdo para polindmios. Para este caso, por exemplo, “a
derivada da subtracdo é igual a subtracdo das derivadas”, o que nos leva a ter que calcular a
derivada de 20x (derivada do produto de uma constante por uma fungdo) e a derivada de x?

(regra da poténcia).
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A titulo de ilustracdo, provaremos aqui que:

(@) Se n é um namero inteiro positivo e f(x) = x™, entdo f'(x) =n.x""1 (regra da
poténcia) [12];

(b) Se f é uma funcdo, ¢ é uma constante e g a funcdo definida por g(x) = cf (x),

entdo, se f'(x) existe, g'(x) = cf'(x) [12].

Provas:

(@) Seja f(x) = x™. Entdo,

o fEHAD - F) L (kAR —x"
FO=im™ &% T &

Expandindo (x + Ax)™ pelo Bindbmio de Newton, temos:

f'x) =

[x" + nx"1Ax + n(nZ—Tl)x”‘z (Ax)? + -+ nx(Ax)™ 1 + (Ax)”] —xn
= ix

Ax [nx"‘1 + %x"‘%x + -+ nx(Ax)"? + (Ax)”‘l]
= y:

nn-—1
= lim lnx"‘1 + %x"‘zAx + -+ nx(Ax)" 2 + (Ax)”‘ll
x— !

=n.x""1o

(b) Por hipoétese, existe

flx+Ax) — f(x)
Ax '

e =,

Assim, temos:

) = i SO0 = 9)
g T Ax—0 Ax '

Mas g é a funcdo definida por g(x) = cf (x). Portanto:
cf(x+Ax)—cf(x): flx+ Ax) — f(x)

g9'(x) = AIJICTO Ax Al}lcl’_l;lo ¢ Ax
e+ - f|
= cAlylcr_r}Ol A =cf'(x).0
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Sendo assim, como a funcdo em questdo é f(x) = 20x — x2, temos f'(x) = 20 —
2x = 2.(10 — x) , que é positiva quando x < 10, negativa quando x > 10 e igual a “zero”
quando x = 10.

Além disso, f"(x) = —2, deste modo f"(10) = —2.

De acordo com 0 Teorema 2.6: “se f"(c) < 0, f tem um valor maximo relativo em c”,

0 que nos leva a concluir que f(x) assume valor maximo para x = 10.

Portanto, os nimeros que satisfazem as condi¢fes do problema séo:

20 —x =20-10 = 10.

E o produto f(x) = x.(20 — x) atinge o valor méximo de 100.

Exemplo 2.2 [14]: Corta-se um pedaco de arame de comprimento L em duas partes. Com
uma, faz-se uma circunferéncia e com a outra, um quadrado. Em que ponto deve-se cortar o

arame para que a soma das areas delimitadas pelas figuras seja maxima?

A situacdo-problema pode ser ilustrada de acordo com a Figura 2.7:

2wr 4x

\ SN /

Figura 2.7 — Um circulo e um quadrado feitos de arame medindo 2nr + 4x unidades de

comprimento
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Da observacdo da Figura 2.7, temos que a soma das areas é dada por:

A =mr? +x2, (5)
Além disso, temos que:
L = 2nr + 4x. (6)
De onde:
L —4x = 2nr,
_L- 4x -

Substituindo (7) em (5):

L —4x
2T

2
1 1
) +x?=nm.— (L—4x)2+x2=E.(L—4x)z+x2.

he |
T 412

Calculando a derivada primeira, em funcéo de x, pelas regras da adi¢éo, do produto,
da poténcia e da cadeia [12] (lembrando que o comprimento L é constante):
1
A'=0.(L—4x)%* + e 2.(L—4x).(—4) + 2x

—2L 8x 5 —2L + 8x + 2nx
T s s '

Queremos saber o valor de x para o qual A" = 0. Sendo assim:

—2L+8x+27rx_0
T

—2L+2x.(44+m) =0
2L =2x.(4 + )
L

447

X =

No entanto, ao calcularmos a derivada segunda de A em funcéo de x, temos:

8 8 + 2
A"=0+=+2= .
T T
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Portanto A" > 0, qualquer que seja o valor de x. De acordo com o Teorema 2.7 (se
f"(c) > 0, f tem um valor minimo relativo em c), concluimos que o valor encontrado para x

nos da o valor minimo de A, enquanto o problema pede o maximo de A.

Observando a Figura 2.7, percebemos que:

0<x<

N

Devemos, entdo, examinar os valores de A nos extremos desse intervalo.

Se:
N A
=R T A T
Se:
L —a=k
X = 4,7' =V, = 16.
Como:
L2 12
—_— < —,
16 4n
temos que a d&rea maxima é dada por:
LZ
A=—.
4r
Esse valor é obtido quando:
X=ver = 27_[.

Isto significa que o arame ndo deve ser cortado em nenhum ponto, mas sim enrolado
na forma de um circulo, para se obter a area maxima. Se a situacdo-problema indicar que o
arame deva, obrigatoriamente, ser cortado, entdo ndo ha solugéo, porque, por menor que seja
0 pedaco usado para formar o quadrado, sempre serd possivel obter uma area total maior,

tomando um pedaco cada vez menor do arame para confeccionar o quadrado.
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Capitulo 3

Metodos Numéricos para Encontrar

Maximos e Minimos de Funcdes Reais

Na resolucdo de problemas de otimizacao, € comum nos depararmos com fungdes que
ndo sdo quadraticas, o que faz com que o estudo das derivadas seja imprescindivel para a
localizagdo dos pontos de méaximo e minimo para a resolugdo desses tipos de situagdes-
problema. No entanto, a teoria das derivadas é bastante extensa e nao € apropriada para alunos
da educacéo basica (Ensino Médio).

A utilizacdo de métodos numéricos parece ser uma boa estratégia para se encontrar
maximos e minimos de funcbes reais no Ensino Médio, uma vez que sdo de facil
compreensdo, aléem de fazer uso da tecnologia (computador, planilhas eletrénicas),
favorecendo a aquisicdo de competéncias e habilidades que sirvam para o exercicio de

intervencdes e julgamentos praticos, conforme preconizado pelos PCNs [2].

Os métodos numeéricos correspondem a um conjunto de “ferramentas” ou métodos
usados para obter a solucdo de problemas matematicos de forma aproximada. Tais métodos
podem ser divididos em dois grupos: métodos diretos e métodos iterativos. Os métodos
diretos sdo aqueles que nos levam a solugédo exata a menos de erros de arredondamento, apos
um namero finito de passos. Os métodos iterativos sdo aqueles baseados na construcdo de
sequéncias de aproximac0es, ou seja, a cada passo, os valores calculados anteriormente séo

usados para melhorar a aproximacao [5, 15].

Neste Capitulo abordaremos o0s métodos numéricos iterativos da ‘“Pesquisa
Dicotomica”, da “Se¢do Aurea” e de “Fibonacci” [16]. Para isso, vamos considerar que as

fungbes estudadas sdo continuas num intervalo [a; b], garantindo, pelo Teorema de
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Weierstrass (Teorema 2.3), a existéncia de x; e x, em [a; b], tais que f(x;) < f(x) < f(xy)
para todo x em [a; b].

Além disso, devemos observar que, se uma funcdo f: D — R possui maximo em x,,
entdo a funcdo g(x) = —f(x) possui minimo em x, (como f tem méximo em x,, para todo
x € [a; b] temos f(x) < f(x.), logo g(x) = —f(x) = —f(x.) = g(x,) paratodo x € [a; b],
ou seja, a funcdo g(x) tem minimo emx,). Desse modo, nos preocuparemos apenas com o

problema de localizar o minimo de uma funcdo de uma variavel real.

3.1 — Método da Pesquisa Dicotdmica

Esse método representa uma busca sequencial, onde as avalia¢cBes realizadas
influenciam na escolha das avalia¢bes subsequentes. Baseado em tais avaliagOes, exclui-se
quase metade do intervalo de incerteza. O processo se repete até que a precisao desejada seja
atingida.

Antes de apresentarmos 0 método, sdo necessarias algumas explicagoes:

Definicdo 3.1: Dizemos que uma funcdo continua f:[a; b] = R é unimodal em [a; b]
quando ela possui um unico ponto de minimo x, em [a; b] e € estritamente decrescente em
[a; x.] e estritamente crescente em [ x,; b], ou seja,
f)>f@)Vyzelaxl]y<z
f)<f@Vyzel[x,bly<z

ittt =
13
w

Figura 3.1 — Gréafico da fungéo f(x) unimodal no intervalo [a; b]
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Definicdo 3.2: Seja a fungdo f: D — R. Considerando o problema de minimizagdo de f(x)
para a < x < b, desde que a localiza¢cdo exata do minimo de f ndo seja conhecida, este
intervalo é chamado de “intervalo de incerteza”. Durante as iteragoes do método, podem ser
excluidos pontos deste intervalo, que ndo contenham o minimo, fazendo com que o intervalo

de incerteza seja reduzido.

Teorema 3.1: Seja a funcdo f:D — R, unimodal no intervalo [a; b] € D. Sejam x; e
x; € [a; b], tais que x; < x,. Se f(xy) > f(xy), entdo f(x3) = f(x,) para todo x; €
[a; x1). Assim, 0 novo intervalo de incerteza passa a ser (x;; b]. Se f(x;) < f(x,), entédo

f(x3) = f(x;) paratodo x; € (x,; b] e 0 novo intervalo de incerteza passa a ser [a; x;).
Prova:

Suponha que f(x;) > f(x,) e, seja x3 € [a;x;). Por contradi¢do, suponha que
f(x3) < f(x;). Teriamos:

f(x1) <max{f(x3), f(x2)} = f(x3),

contradizendo f(x;) > f(x;). Por isso, f(x3) = f(x,) para todo x; € [a;x;). De forma

analoga, pode-se provar a segunda parte do Teorema 3.1.

fx) F(x)
f(xz) f )
a xy iﬂ b a xll %, b
novo intervalo novo intervalo

Figura 3.2 — Reducdo do intervalo de incerteza
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3.1.1 — Algoritmo da Pesquisa Dicotomica

Considere a funcdo f: [a;; b;] = R unimodal.

Passo inicial:
Dados € >0 e o “erro” & > 0, suficientemente pequenos e tais que € < §, seja

[a:; bq] 0 intervalo de incerteza inicial. Faca k = 1 e va para o passo principal.

Passo principal:

1) Se b, —a; < &, pare, pois 0 ponto de minimo esta no intervalo [ay; by] (ou seja, é
aproximadamente o ponto médio desse intervalo). Caso contrario, considere A; e B,
definidos a seguir, e va para o passo 2:

ak+bk ak+bk
k= > — £ Bk = >

+ ¢.

2) Se f(A4) < f(Br), faca ay,q = a, € byyq = Bi. Caso contrério, faca ay,; = A4 €
by.+1 = by. Substitua k por k + 1 e va para o passo 1.

Note que o “erro” no inicio da itera¢do k + 1 é dado por:

L b —ap + zg(1 —i).

(brt1 — Ap41) = oK ok

Sendo assim, como o valor de ¢ é suficientemente pequeno, podemos assumir que na

(k + 1) — ésima iteragdo o “erro” sera:

1
(b1 — Ag41) = Z_k(bl —ay). (8)

Esta formula pode ser usada para determinar o nimero de iteragdes necessarias para
encontrarmos a precisdo desejada.

A seguir a Figura 3.3 ilustra iteraces pelo Método da Pesquisa Dicotémica.
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P P —

Figura 3.3 — llustracédo de iteracdes pelo Método da Pesquisa Dicotémica

Exemplo 3.1: Seja a fungdo f:R— R, dada por f(x)=x3—3x%—22x + 24,

representada pelo gréfico abaixo (Figura 3.4).

(AR ERE RN R RN RN NN NN R AN AR
Fi

)
3530 25 -20- 158 -1 -4 4]

T o e iy
Sl- 0 g 200 28 20 3h

Figura 3.4 — Gréfico da funcdo f(x) = x3 — 3x% — 22x + 24
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Da observacdo do grafico, percebemos que o ponto de minimo encontra-se no
intervalo [—2; 5] e que tal intervalo é unimodal. Vamos, entdo, encontrar o minimo de f(x)
no intervalo [—2;5] pelo Método da Pesquisa Dicotdmica, considerando € = 0,01 e com
erro § = 0,05.

Inicialmente iremos calcular o nimero de iteracfes necessarias para que 0 erro seja

menor do que 0,05. Para isso, temos a; = —2 e b; = 5. Substituindo em (8), temos:

1(5+2)<005 L 7 < 0,05 1<0’05 2k > 7 2k > 140
— =>—. = — = —_—
2k ’ 2k ’ 2k 7 0,05
. 2,1461
log 2 >log140:>klog2>2,1461:>k>03010:~k>7.

Sendo assim, concluimos que serdo necessarias 8 iteracdes para chegarmos a

aproximacéo desejada.

Verificacdo inicial:

a, = —2,0000 e b, = 5,0000
b, — a; = 5,0000 — (—2,0000) = 7,0000(> &)

ag + bk ay + bk
A = 5 € k= > + e
a,+b
A, = 1 - 1_,
—2,0000 + 5,0000
1= > - 0,01 =1,5000—-0,01 =1,4900
ag + bk
fe=""
—2,0000 + 5,0000
1= 5 + 0,01 =1,5000 + 0,01 = 1,5100

Temos que f(A4,) = —12,1324 e f(B,) = —12,6173, sendo assim, como f(4;) >
f(B1), para a 22 iteracdo: a, = A; = 1,4900 e b, = b, = 5,0000.
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1% iteracao:
a, = 1,4900 e b, = 5,0000
b, —a, = 5,0000 — 1,4900 = 3,5100(> 6)

1,4900 + 5,0000
2 = 2

— 0,01 = 3,2350

1,4900 + 5,0000
2 = 2

+ 0,01 = 3,2550

Temos que f(1,) = —44,7107 ¢ f(B,) = —44,9083, sendo assim, como f(1,) >
f(B,), paraa 2% iteragdo: a; = A, = 3,2350 e b; = b, = 5,0000.

28 iteracdao:
az = 3,2350 e b; = 5,0000
b; —a; = 5,0000 — 3,2350 = 1,7650(> §)

3,2350 + 5,0000
3= 2

— 0,01 = 4,1075

3,2350 + 5,0000
3= >

+ 0,01 =4,1275

Temos que f(4A3) = —47,6798e f(B3) = —47,5966, sendo assim, como f(13) <
f(Bs), paraa 3% iteragdo: a, = az = 3,2350 e B, = b3 = 4,1275.

3% iteragao:
a, = 3,2350e b, = 4,1275
by —a, =4,1275 — 3,2350 = 0,8925 (> 9)

3,2350 + 4,1275
4 = ) -

0,01 = 3,6713

3,2350 + 4,1275
4 = 2

+ 0,01 = 3,6913
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Temos que f(A,) = —47,7203 e f(B,) = —47,7890, sendo assim, como f(A,) >
f(Bs), para a 4 iteracdo: as = A, = 3,6713 € by = b, = 4,1275.

48 jteracao:
as = 3,6713 e bs = 4,1275
bs —as = 4,1275 — 3,6713 = 0,4562 (> 6)

3,6713 + 4,1275
As = > — 0,01 = 3,8894

3,6713 + 4,1275
5 = 2

+ 0,01 = 3,9094

Temos que f(Ads) = —48,1125 e f(Bs) = —48,1081, sendo assim, como f(1s) <
f(Bs), para a 5% iteracdo: a; = as = 3,6713 e by = B53,9094.

5% iteracao:
as = 3,6713 e bg = 3,9094
bg — ag = 3,9094 — 3,6713 = 0,2381 (> 6)

3,6713 + 3,9094
6 = 2

— 0,01 = 3,7803

3,6713 + 3,9094
6 — 2

+ 0,01 = 3,8003

Temos que f(1g) = —48,0156 e f(Bs) = —48,0485, sendo assim, como f(Ag) >
f(Be), para a 62 iteracdo: a; = A¢ = 3,7803e b; = bg = 3,9094.

62 iteracao:
a, = 3,7803 e b, = 3,9094
b, — a; = 3,9094 — 3,7803 = 0,1291 (> )

3,7803 + 3,9094
7= 2

— 0,01 = 3,8348

3,7803 + 3,9094
7= >

+ 0,01 = 3,8548
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Temos que f(1,) = —48,0893 e f(B,) = —48,1037, sendo assim, como f(4,) >
f(B7), para a 7% iteracdo: ag = A, = 3,8348e bg = b; = 3,9094.

7% iteracao:
ag = 3,8348 e bg = 3,9094
bg — ag = 3,9094 — 3,8348 = 0,0745 (> 6)

3,8348 + 3,9094
8 = 2

— 0,01 = 3,8621

3,8348 + 3,9094
8 = )

+ 0,01 = 3,8821

Temos que f(1g) = —48,1115 e f(Bg) = —48,1118, sendo assim, como f(Ag) >
f(Bg), para a 8% iteragdo: ag = Ag = 3,8621 € by = bg = 3,9094.

8% iteracao:
aq = 3,8621 e by = 3,9094
bg — ag = 3,9094 — 3,8621 = 0,0473 (< 6)

Observamos que by — ag < & = 0,05, sendo assim, o valor procurado (x,) esta no

intervalo [3,8621; 3,9094], ou seja, é aproximadamente o ponto médio de tal intervalo.

Seja x, 0 minimo de f(x) no intervalo [ay; by ], assim teremos:

13,8621 +3,9094
N 2

X« = 3,8857

De forma resumida, apresentamos as iteragdes na Tabela 3.1:
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k Ak by Ay Bxk f(Ax) fBr) | b —ax x

1 —2,0000] 5,0000 | 1,4900 | 1,5100 |—12,1324|-12,6173| 7,0000 | 1,5000
2 1,4900 | 5,0000 | 3,2350 | 3,2550 |—44,7107 | —44,9083 | 3,5100 | 3,2450
3 3,2350 | 5,0000 | 4,1075 | 4,1275 |—47,6798 | —47,5966 | 1,7650 | 4,1175
4 3,2350 | 4,1275 | 3,6713 | 3,6913 | —47,7203|—47,7890| 0,8925 | 3,6813
5 3,6713 | 4,1275 | 3,8894 | 3,9094 | —48,1125|—48,1081| 0,4562 | 3,8994
6 3,6713 | 3,9094 | 3,7803 | 3,8003 |—48,0156 | —48,0485| 0,2381 | 3,7903
7 3,7803 | 3,9094 | 3,8348 | 3,8548 | —48,0893|—48,1037| 0,1291 | 3,8448
8 3,8348 | 3,9094 | 3,8621 | 3,8821 |—48,1073|—48,1123| 0,0745 | 3,8721
9 3,8621 | 3,9094 | 3,8757 | 3,8957 |—48,1115|—48,1118]| 0,0473 | 3,8857

Tabela 3.1 — Iteragdes obtidas pelo Método da Pesquisa Dicotémica

De fato, isto pode ser comprovado utilizando os testes das derivadas:

Para f'(x) = 0:

f(x) =x3—3x2—22x+24

f'(x) = 3x% — 6x — 22.

3x2—6x—22=0

A= (—6)2 — 4.3 .(=22) = 36 + 264 = 300

X =

Calculando f"(x):

Deste modo, temos:

_ 61300 6+ 17,3205 _{
2.3 -

6

f'(x) =6x—6.

X, = 3,8868
x, = —1,8868.

£"(3,88) = 6.3,8868 — 6 = 17,3208

F"(—1,88) = 6.(—1,8868) — 6 = —17,3208.

Como f"(3,8868) > 0, pelo teste da derivada segunda (Teorema 2.7), concluimos que

x aproximadamente igual a 3,8868 é ponto de minimo.
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3.2 — Método da Secéo Aurea

O Livro VI dos Elementos de Euclides traz a seguinte definigdo: “um segmento de reta
se diz dividido em média e extrema razao, se a razao entre 0 menor e 0 maior dos segmentos é
igual a raz&o entre o maior ¢ o segmento todo” [17].

Supondo que o segmento todo tenha comprimento igual a 1 unidade e que 0 segmento
maior tenha medida x, entdo a definicdo dada por Euclides pode ser escrita na forma da
seguinte equacéo:

1—x X

X 1°

Figura 3.5 — Ponto X dividindo o segmento AB na raz&o aurea

Do desenvolvimento da equagdo (9), temos:

x> +x—-1=0,
cujas raizes sdo:
-1++5 -1-+5
Xy = Xp =
No entanto, como x > 0, o Unico valor aceitavel é:
_-1++5
X = > .
Sendo assim,
—1++5
AX  x  —3— -1+v5 2 (-1++5) (3+5)
XB 1-x 2+1-45 2 '3-v5 (3-+5) (3++5)
2
_3-V5+43V545 242V5 145 _

9-5 4 2

Cabem aqui alguns esclarecimentos sobre o “numero de ouro” (indicado por @).
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3.2.1 — O NUumero de Ouro

O matematico Leonardo Fibonacci de Pisa (1170-1240), em seu livro Liber abaci
(1202), propds um problema matematico que se referia a reproducgédo de coelhos presos num
cercado, obedecendo as seguintes regras [18]:

1) Um casal de coelhos jovens é colocado num cercado.

2) Os coelhos precisam de dois meses até chegar a idade adulta e poder reproduzir-se.

3) Um casal de coelhos precisa cruzar para gerar um novo casal a cada més.

4) A cria precisa chegar a idade de dois meses até atingir a idade adulta e também
comecar a reproduzir-se.

5) Nenhum coelho mais pode vir de fora e nenhum coelho pode sair do cercado.

O numero de casais a cada més sucessivo, até o 8° més, é indicado na Tabela 3.2:

Més 1 2 3 4 5 6 7 8
NUmero
de 1 1 2 3 5 8 13 21
casais

Tabela 3.2 — NUmero de casais de coelhos até o 8° més de acordo com o problema proposto

por Fibonacci

A pergunta proposta por Fibonacci foi: “Quantos casais de coelhos havera no final do
ano?” Aplicando as regras estabelecidas, chegamos ao 12° termo de uma sequéncia (a
sequéncia de Fibonacci), cujo valor é 144,

Examinando as razdes entre os termos na sequéncia de Fibonacci (para cada par da
sequéncia, divide-se o segundo termo pelo primeiro) verificou-se que surgia um padréo: 1; 2;
1,5; 1,666; 1,60; 1,625; 1,615... ou seja, os valores oscilavam em torno de 1,62, para mais ou
para menos. Apos a observacao do que ocorria com uma quantidade muito grande de termos,
percebeu-se que a razao se aproximava de um nuamero irracional, que arredondado para seis
casas decimais é aproximadamente 1,618034, simbolizado pela letra grega @ (phi) e

conhecido por diversos nomes: “niimero dureo”, “numero de ouro”, “razdo durea”, “segmento

aureo”, “divina propor¢ao”.
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A Tabela 3.3 traz os 40 primeiros termos da sequéncia de Fibonacci:

n F, n F, n F, n F,

0 1 10 89 20 10946 30 1346269
1 1 11 144 21 17711 31 2178309
2 2 12 233 22 28657 32 3524578
3 3 13 377 23 46368 33 5702887
4 5 14 610 24 75025 34 9227465
5 8 15 987 25 121393 35 14930352
6 13 16 1597 26 196418 36 24157817
7 21 17 2584 27 317811 37 39088169
8 34 18 4181 28 514229 38 63245986
9 55 19 6765 29 832040 39 102334155

Tabela 3.3 — Os 40 primeiros termos da sequéncia de Fibonacci

E conhecido que os termos da sequéncia de Fibonacci obedecem & seguinte lei de
formacéo [19]:
Foyz =Fppr + By ,n € Nu{0}

Sendo assim, podemos escrever a equacao:
I R

Tal equacdo é exemplo de uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea® com
coeficientes constantes, cuja equacao caracteristica’ é dada por [19]:
r’—r—1=0,

tendo como raizes:

1445
r = >
e
_1-+5
r, = >
E possivel observar que r;, = @ er, = —1/.

? Recorréncia linear de 22 ordem: cada termo da sequéncia é expresso em fungdo dos dois antecessores
imediatos, como é o caso do sequéncia de Fibonacci. A relagdo de recorréncia é dita homogénea quando em
um dos lados da igualdade estdo todos os termos da sequéncia e do outro lado resta apenas o zero.

? Uma das técnicas para se resolver recorréncias lineares de 22 ordem com coeficientes constantes, consiste
em encontrar progressdes geométricas da forma r™ que resolvem a recorréncia e cujas razdes r sdo raizes de
uma equacao algébrica do 22 grau, chamada equagdo caracteristica da recorréncia.
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3.2.2 — Secdo Aurea

O termo “Segdo Aurea” esta relacionado a forma como faremos a parti¢io do intervalo
[a; b], ou seja, o intervalo sera dividido em duas partes, de tal forma que a razdo entre o
comprimento do intervalo original e o comprimento da parte maior é igual a razdo entre o
comprimento da parte maior e 0 comprimento da parte menor.
Considere uma iteracdo k, do Método da Secdo Aurea e o intervalo de incerteza
[ay; by ]. Pelo Teorema 3.1, supondo f uma funcdo unimodal, o novo intervalo de incerteza
[@+1; bre+1] sera dado por [Ax; by] se f(Ax) > f(Bx) € por [ay; Bi] se f(Ax) < f(Bx). Os
pontos A, e B séo selecionados de tal modo que:
1) O comprimento do novo intervalo de incerteza by,; — ax,, nao depende da k —
ésima iteracdo, isto é, se f(A;) > f(Br) ou f(Ax) < f(Bx)- Por isso, devemos ter

by — Ay = Bi — ay. Assim, se A;, é da forma:

A = ap + (1 — a) (b — ay), (10)
onde a € (0; 1), entdo B} pode ser da forma:
Bk = ax + a(by — ai). (11)

Se [@ 415 bres1] = [Ai; brel:
b1 = Qrv1 = b — Ak
De (10), temos:
b1 — Ar41 = b — ag — (1 — a) (b — a)
= b —ay — by +a, + a(b, —ag)
= a(by — ai).
Se [ap+1; bre+1] = [ag; Bil:
br+1 — Q1 = B — ak
De (11), temos:
brs1 — Q1 = a + a(by — a) — ay
= a(by — ay).

Assim:

biy1 — ary1 = alby — ai).
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2) Como Ay4q € Brs+q S80 selecionados para 0 proposito de uma nova iteracdo, Ayyq
coincide com S, ou B4 coincide com 4,. Se isso pode ser realizado, entdo durante a
iteracdo k + 1 apenas uma observacdo extra é necesséria. Para ilustrar, vamos

considerar as Figuras 3.6 e 3.7 e 0s seguintes dois casos:

Caso 1: f(Ax) > f(Bx)

Neste caso, a1 = A € by,1 = by. Para satisfazer A,,, = By e aplicando (10), com

k substituido por k + 1, teremos:

Br = Aks1 = Ags1 + (1 — @) (bgy1 — Ag1) = A + (1 — ) (b — Ax).

Substituindo as expressdes de A, e de S, de (10) e (11) na equagdo acima, teremos:

a?+a—-1=0.

ﬂ'k Ak .ng b;{

Caso 1
Qs Aws1 By b1

Figura 3.6 — llustracdo da régua da Secdo Aurea para 0 Caso 1

Caso 2: f(Ax) < f(Br)

Neste caso, ai,1 = ai € by+1 = Py. Para satisfazer .., = A, e aplicando (9) com k
substituido por k + 1, teremos:
A = Brar = Qg1 + albryr — gyr) = ag + a(By — ar).
Observando (10) e (11), a equacdo acima poderé ser escrita na forma:

a?+a—-1=0.
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Ly, Ay B b,

Caso 2:
] Aps1 Brsq by sq

Figura 3.7 — llustracdo da régua da Secdo Aurea para o Caso 2

Como podemos observar, tanto para o Caso 1 como para o Caso 2, chegamos a

equacdo a? + a — 1 = 0, cujas raizes sdo a, aproximadamente igual a 0,618 e a,, —1,618

(note que a; = 1/® e a, = —& ). No entanto, a € (0; 1), entdo a é aproximadamente 0,618.

Para resumir, se na iteracdo k, A, e 5, sdo escolhidos de acordo com (10) e (11), onde

a = 0,618, entdo o intervalo de incerteza sera reduzido por um fator de 0,618. Na primeira

iteracdo sdo necessarias duas observacdes (em A; e ), mas em cada iteracdo seguinte,

apenas uma avaliacao sera necessaria, ja que Adx.q; = B OU Br+1 = Ak.

3.2.3 — Algoritmo da Secdo Aurea

1)

2)

3)

Considere a funcdo f: [a;; b;] = R unimodal.

Passo inicial:

Escolha uma medida final de incerteza (também chamada de “erro”), § > 0. Seja
[ai; by] O intervalo de incerteza inicial e seja A, =a; + (1 —a)(by —ay) € B; =
a; + a(by —a,), onde a = 0,618. Avalie f(1,) e f(B,), faca k =1 e va para o

passo principal.

Passo principal:

Se b, —a; < &, pare, pois a solugdo 6tima encontra-se no intervalo [ay; b]. Caso
contrario, se f(A;) > f(By), va para o passo 2 e se f(A,) < f(Bx), va para 0 passo
3.

Seja axy1 = A € bryq = by. Além disso, seja Axy1 = Pr € Seja Lri1 = Agaq +
a(bgs1 — ax41). Avalie f(Br41) € va para o passo 4.

Seja ag4q1 = ai € byyq = Br. Além disso, seja Bri1 = Ak € Seja Agyq = Apqq + (1 —

Q) (bygy1 — aryq)- Avalie f (A1) € Va para o passo 4.



56

4) Substitua k por k + 1 e va para o passo 1.

Aqui é interessante perceber que o “erro” no inicio da itera¢dao k + 1 é dado por:

(b+1 — Ax+1) = 0,618%(b; — ay). (12)

Esta formula pode ser usada para determinar o nimero de iteragdes necessarias para
encontrarmos a precisao desejada.

A sequir, a Figura 3.8 que ilustra iteracdes pelo Método da Secdo Aurea.

W $remcnaccncnancncnan-

Il

|| guemmmmm——-

|

Api1 = Apyq

~
»

Bics1

K bk+1 bk

Figura 3.8 — llustracdo de iteracdes pelo Método da Secdo Aurea

Exemplo 3.2: Seja f(x) = x3 — 3x2 — 22x + 24. Vamos encontrar o minimo de f(x) no
intervalo [—2; 5] pelo Método da Sec&o Aurea, com erro § = 0,05 (trata-se de um exemplo

idéntico ao Exemplo 3.1, no entanto, aqui, sera resolvido por este outro método).

Inicialmente iremos calcular o nimero de iteragdes necessarias para que 0 erro seja

menor que 0,05. Para isso, temos a; = —2 e b; = 5. Substituindo em (12), temos:

0,05
0,618%(b; — a;) < 0,05 = 0,618%(5 + 2) < 0,05 = 0,618* < = = 0,618*

< 0,0071
= log 0,618% < 1og 0,0071

Klog 0,618 < —21487 = k > —22487 1 S 10
= - = —_— = )
Mk ’ log 0,618
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Sendo assim, concluimos que serdo necessarias 11 iteracBes para chegarmos a
aproximacdo desejada (€ importante perceber que para as tais 11 iteracdes necessarias para se
chegar a um erro inferior a 0,05, serdo observadas 12 avalia¢bes de funcdo, enquanto que, 0
mesmo exemplo resolvido pelo Método da Pesquisa Dicotdmica, necessitou de 16 avaliagdes
de fungdo, mesmo usando um numero menor de iteragdes).

A funcéo f a ser minimizada é unimodal ¢ o intervalo inicial de incerteza “mede” 7
unidades. Assim, para a observacéo inicial, temos:

M=a;+(0-a)(by—a)) 24 =—-2+(1-0,618)(5+2) =
>0 =-240382.7= 1, =0,674
Bi=a;+alby—ay) =B, =—2+0618.7 = B, = 2,326

Temos que f(4;) =8,1154 e f(B,) = —30,8185, sendo assim, f(A;) > f(By).
Portanto o novo intervalo de incerteza é [A4; b;], Ou seja, [0,6740;5,0000]. O processo &
repetido e as iteracdes seguintes encontram-se na Tabela 3.4, onde x é o ponto médio do

intervalo [ay; by].

k a by, Ak Bx f(A) f(Br) by — ay X

1 -2,0000 | 5,0000 | 0,6740 | 2,3260 | 8,1154 -30,8185 | 7,0000 | 1,5000
2 0,6740 | 5,0000 | 2,3265 | 3,3475 | -30,8290 | -45,7507 | 4,3260 | 2,8370
3 2,3265 | 5,0000 | 3,3478 | 3,9787 | -45,7535 | -48,0385 | 2,6735 | 3,6633
4 3,3478 | 5,0000 | 3,9789 | 4,3689 | -48,0381 | -45,9876 | 1,6522 | 4,1739
5 3,3478 | 4,3689 | 3,7378 | 3,9788 | -47,9238 | -48,0383 | 1,0211 | 3,8583
6 3,7378 | 4,3689 | 3,9789 | 4,1278 | -48,0382 | -47,5953 | 0,6310 | 4,0534
7 3,7378 | 4,1278 | 3,8868 | 3,9788 | -48,1125 | -48,0383 | 0,3900 | 3,9328
8 3,7378 | 3,9788 | 3,8299 | 3,8868 | -48,0847 | -48,1125 | 0,2410 | 3,8583
9 3,8299 | 3,9788 | 3,8868 | 3,9219 | -48,1125 | -48,1018 | 0,1489 | 3,9044
10 3,8299 | 3,9219 | 3,8651 | 3,8868 | -48,1085 | -48,1125 | 0,0920 | 3,8759
11 3,8651 | 3,9219 | 3,8868 | 3,9002 | -48,1125 | -48,1109 | 0,0569 | 3,8935
12 3,8651 | 3,9002 | 3,8785 | 3,8868 | -48,1119 | -48,1125 | 0,0352 | 3,8826

Tabela 3.4 — Iteraces obtidas pelo Método da Secdo Aurea

Assim, pelo Método da Secdo Aurea, concluimos que o minimo de f(x) é dado por
x, = 3,8826 (note que, pelo teste da derivada segunda, o valor de x, € muito préximo ao

encontrado, aproximadamente igual a 3,8868).
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3.3 — Método de Fibonacci

O Método de Fibonacci, assim como os métodos da Pesquisa Dicotdmica e da Secdo
Aurea, pode ser utilizado para minimizar uma funcio unimodal ao longo de um intervalo
fechado e limitado. De forma similar ao Método da Secdo Aurea, o Método de Fibonacci faz
duas avaliagcbes funcionais na primeira iteracdo e, depois, apenas uma avaliacdo para cada
iteracdo seguinte. No entanto, a principal diferenca entre os dois métodos é que, enquanto
para 0 Método da Secdo Aurea a reducdo do intervalo de incerteza a cada iteragdo ocorre a
uma taxa constante de 0,618, para o Método de Fibonacci a reducdo do intervalo de incerteza
varia de uma iteracao para a outra.

O procedimento é baseado na Sequéncia de Fibonacci , descrita na Secédo 3.2.1. Na
iteracdo k, vamos supor que o intervalo de incerteza seja [ay; by ] e considerar os dois pontos

A, € B dados a seguir, onde n € o nimero total de avaliagdes funcionais planejadas:

F_p_
/1k = ag + Fn k1 (bk — ak), (13)
n—-k+1
_ Ph—k
ﬁk = Qg + (bk - ak), (14)
n—-k+1

onde:
k=12,..,n—1,

F;= namero da Sequéncia de Fibonacci, na posicao i.
Pelo Teorema 3.1, 0 novo intervalo de incerteza [ay+; bi+1] serd dado por [A; by ] se
fAr) > f(Br) e por [ag; Br] se f(Ak) < f(Bx). Observando (13) e sabendo que by, —

Ar+1 = by — A, para o primeiro caso, temos:

byx+1 — Qg1 = b — A

E,_._
= by — ax — =L (by, — ay)
n—k+1
E,_._
=(1—Fn “ 1>(bk_ak)
n—k+1

(Fﬁ—k+1"Fh—k—1
Fﬁ—k+1

) (b — ag).
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Mas:
Fpnks1 = Fokeq1 + Fnk = Fky1 — Fooke1 = Fnie
portanto:
Fok
bry1 — g1 = (F = ) (b — ay).
n—-k+1

Para o segundo caso, observando (13), temos:

byit1 — Qg1 = B — ax

Fr—k
:ﬁk—ak:( Z

Fﬁ—k+1

) (b — ag).

Deste modo, em ambos 0s casos, o intervalo de incerteza € reduzido pelo fator:
Fh—k

Fh—k+1

Agora, supondo f(Ax) > f(Bk), pelo Teorema 3.1 ja sabemos que ax,, = A, €
byx+1 = by. Aplicando (13), com k substituido por k + 1, temos:

Fpk—2
Ak+1 = Agy1 + (;—> (bi+1 — Qk41)
n—k

Fp_k-
=/1k+(;,k 2)(bk_Ak)'
n-k

Usando novamente (13), vem:

F,_._
/1k+1:ak+<FnZ1>(bk_ak)+(nk2 (ak+ nl;i)(bk—ak)
n—k+ Frk+
F. F.
=ak+(n—kl>(bk_ak)+(nk2) by — ay — (nk1>(bk_ak)
Fh—k+1 Ph k n k+1
F. _._ F.
= ot (F2) b — ) + (B2) (o - ) - (522) (22) (e - )
Fﬁ—k+1 Ph k n k+1

- e ((F22) o (Bee) - () () -
((Fn—k—l)(Fn—k) + (Fp—k—2) (Fp—k+1) — (Fn—k—z)(Fn—k—1)>

(Fr—k+1) (Fn—k) (b — ag).
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Mas, como ja sabemos:

Frok+1 = Fpog—1+ Fpg

e
Fn—k = Fn—k—Z + Fn—k—l = Fn—k - Fn—k—l = Fn—k—z-
Assim:
(Fn— - )(Fn— )+(Fn— _Fn— - )(Fn— - +Fn— )_(Fn— - )(Fn— _Fn— - )
Ak+1 =ak+< k-1 k k k(; _k+1k)(} _k) k k-1 k k 1)(bk_ak)
o+ <(Fn—k—1)(Fn—k) +FEE —Fr 1 — (Fpog—1) (Fpop) + Fr%—k—l) (b — @)
" (Fr—ier1) (Fni) oo e
Portanto:
Fok
A1 = i + (F = )(bk — ag). (15)
n—k+1

Comparando (14) e (15), segue que Ax;1 = Pk-

De forma similar, se f(Ax) < f(Bx), podemos verificar que S, = Ax. Sendo assim,
em cada caso, apenas uma observacao é necessaria na iteracdo k + 1, ou seja, na primeira

iteracdo sdo feitas duas observacdes e nas iteragdes seguintes, apenas uma.

3.3.1 — Escolhendo o NUmero de Observacoes

Diferente dos Métodos da Pesquisa Dicotdmica e da Secdo Aurea, o Método de
Fibonacci requer que o numero total n de observacdes seja escolhido de anteméo. Isto porque

o fator de reducéo de cada iteragdo, como visto anteriormente, é dado por:
Fn—k

Fn—k+1

)

ou seja, depende de n.
No final de n — 1 iteragOes, n observacOes finais devem ter sido feitas; assim, a
medida do intervalo de incerteza é reduzida de b, — a, para b, — a,, = (b — a,)/E,. Por

essa razdo, n deve ser encontrado de modo que (b; — a,)/F, reflita a precisao requerida.
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3.3.2 — Algoritmo de Fibonacci

Considere a funcdo f: [a;; b;] = R unimodal.
Dados o intervalo inicial de incerteza [aq; b;y], 0 “erro” § > 0 e uma constante

suficientemente pequena € > 0, com ¢ < §, siga 0s seguintes passos:

Passo inicial:

Encontre o0 nimero de observagdes n a serem tomadas, de modo que:

by —a,
6> —,
E,
ou ainda:
by —a,
Fo>—
Faca:
F,_
M=a +;.—2(b1 —ay)
n
e

F_ _
b1 =a1+—;, 1(b1—a1).
n

Avalie f(1,) e f(B;1), faca k = 1 e va para o passo 1.
Passo 1: Se f(1x) > f(Bx), va para o passo 2; se f(A;) < f(Bx), va para o passo 3.

Passo 2: Faga ayy1 = Ag € bry1 = by. Além disso, faca A1 = Br €

Fﬁ—k—l
Br+1 = Q41 + —F (bkt+1 — Qpy1)-
n—-k

Se k = n — 2, v para o0 passo 5; caso contrario, avalie f(By+1) € V& para o passo 4.

Passo 3: Faga ayy1 = ay € bxy1 = L. Além disso, faca 11 = Ax €

Fok—2
Aj+1 = Qg + Zv—(bk+1 — Qj+1)-
n-k

Se k = n — 2, v& para o0 passo 5; caso contrario, avalie f(4,41) € va para o passo 4.
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Passo 4: Substitua k por k + 1 e va para o passo 1.

Passo 5: Faca A, =4,_1 € B =Ap_1+e€ Sef(A,) > f(Bn), faca a, =1, €
b,, = b,,_;. Caso contrério, se f(1,) < f(Bn), seja a, = a,_, e b, = A,,. Pare, pois

a solucéo 6tima é aproximadamente o ponto médio do intervalo [a,; b, ].

Exemplo 3.3: Seja f(x) = x3 — 3x2 — 22x + 24. Vamos encontrar o minimo de f(x) no
intervalo [—2; 5] pelo Método de Fibonacci, com erro § = 0,05 e adotando uma constante
e = 0,01 (trata-se de um exemplo idéntico ao Exemplo 3.1, no entanto, aqui, sera resolvido

por este outro método).

Para chegarmos a precisdo requerida devemos ter:
bt 32 S 7 p s 140
"7 0,05 "7 0,05 n '

Sendo assim, devemos utilizar F;; = 144 e, portanto, n = 11.

E, >

Observagéo:

As duas primeiras observacdes sdo realizadas em:

A = 2+F9 (5+2)=> A = 2+55 7= 1, = 0,6736
1= Fiq 1= 144 1=

= 2+F1°(5+2):> = 2+89 7 = B, = 2.3264
ﬁl_ F11 ﬁl_ 144' ﬁl_ ) .

E possivel observar que f(1,) = 8,1198 e f(B;) = —30,8221. Sendo assim f(1;) >
f(B1) e o novo intervalo de incerteza sera dado por [A4; b;], ou seja [0,6738; 5,0000].
O processo € repetido e as iteragdes encontram-se resumidas na Tabela 3.5, onde x é o

ponto médio do intervalo [ay; by].
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n k Ay by Ay Bxk JAG) fBr) | b —ax X

11 1 |-2,0000 |{5,0000 |0,6738 |2,3262 |8,1198 -30,8221 |7,0000 |1,5000
10 2 10,6738 |5,0000 |2,3262 |3,3476 |-30,8221 |-45,7522 |4,3262 |2,8369
9 3 12,3262 |5,0000 |3,3476 |3,9785 |-45,7522 |-48,0388 |2,6738 |3,6631
8 4 13,3476 |5,0000 |3,9785 |4,3691 |-48,0388 |-45,9854 |1,6524 |4,1738
7 5 |[3,3476 |4,3691 |3,7382 |3,9785 |-47,9247 |-48,0388 |1,0215 |3,8584
6 6 |[3,7382 |4,3691 |3,9785 |4,1288 |-48,0388 |-47,5912 |0,6309 |4,0536
5 7 13,7382 |4,1288 |3,8884 |3,9785 |-48,1125 |-48,0388 |0,3906 |3,9335
4 8 13,7382 |3,9785 |3,8283 |3,8884 |-48,0832 |-48,1125 |0,2403 |3,8584
3 9 13,8283 |3,9785 |3,8884 |3,9185 |-48,1125 |-48,1038 |0,1502 |3,9034
2 10 |3,8283 |3,9185 |3,8584 |3,8884 |-48,1056 |-48,1125 |0,0901 |3,8734
1 11 13,8584 |3,9185 |3,8884 |3,8884 |-48,1125 |-48,1125 |0,0601 |3,8884
0 12 13,8584 |3,8884 |3,8584 |3,8884 |-48,1056 |-48,1125 |0,0300 |3,8734

Tabela 3.5 — IteracGes obtidas pelo Método de Fibonacci

Assim, pelo Método de Fibonacci, concluimos que o minimo de f(x) é dado por

x, = 3,8734 (note que pelo teste da derivada segunda o valor de x, é muito préximo ao

encontrado, igual a aproximadamente 3,8868).

Nos Exemplos 3.1 a 3.3 tratamos da mesma funcéo, partindo de um mesmo intervalo

inicial de incerteza. A Tabela 3.6 nos apresenta uma comparagdao entre os trés métodos

estudados:
Método NUmero de Iteracoes Observacdes X,
funcionais
Pesquisa Dicotdmica 8 16 3,8857
Secdo Aurea 11 13 3,8826
Fibonacci 12 13 3,8734

Tabela 3.6 — Comparagéo dos resultados obtidos a partir dos trés métodos estudados
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Capitulo 4

Atividades Investigativas no Ensino da
Matematica e o Estudo de Problemas de

Otimizacao com Resolucdo Numeérica

4.1 - Atividades investigativas no ensino da

Matematica

Algumas vezes, fala-se em investigacdo para a realizacdo de atividades que envolvam
a busca de informacdes, como por exemplo, quando se pede aos alunos para que facam uma
pesquisa na Internet. No entanto, para os matematicos profissionais, investigar é descobrir
relacbes entre objetos matematicos conhecidos e desconhecidos, procurando identificar
propriedades [20].

A investigacdo matematica costuma desenvolver-se a partir de um ou mais problemas,
podendo-se dizer que o primeiro passo para realizar qualquer investigacdo é identificar
claramente o problema a se resolver.

De um modo geral, quando trabalhamos num problema, nosso objetivo é resolvé-lo.
Porém, durante a resolucdo do problema proposto, podemos fazer descobertas ou chegarmos a
conclusdes que podem ser até mais interessantes do que a solugdo do problema original.

O envolvimento dos alunos na realizagdo de investigagdes matematicas pode ser um
poderoso instrumento no processo de construgdo do conhecimento, uma vez que eles podem
realizar um trabalho independente e criativo, generalizando a partir de casos, fazendo
argumentacdes por inducdo ou analogia, reconhecendo ou extraindo conceitos matematicos a

partir de situagGes concretas [21].
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A Tabela 4.1 nos da, de forma resumida, um panorama dos momentos na realizacéo de
uma atividade investigativa [20]. Tais momentos podem ocorrer de forma simultanea e deve
haver a interacdo dos envolvidos na resolucdo da situacdo-problema, em especial na parte

final, por meio da socializacdo e confirmacgéo dos resultados.

Exploracdo e formulacao de questdes: e Reconhecer uma situa¢do-problema;
e Explorar a situagdo-problema;

e Formular questdes.

Conjecturas: e Organizar dados;

e Formular conjecturas e fazer afirmacdes

sobre elas.

Testes e reformulagéo: * Realizar testes;

e Refinar uma conjectura.

Justificativa e avaliacdo: * Justificar uma conjectura;

e Avaliar o raciocinio ou o resultado do

raciocinio.

Tabela 4.1 — Momentos na realiza¢do de uma atividade investigativa

Todos os momentos descritos na Tabela 4.1 estdo ao alcance dos alunos na sala de
aula de Matematica e as situacdes-problema podem envolver temas cotidianos, situacfes
concretas, mostrando ao estudante a utilidade pratica do ensino da Matematica.

Os PCNs dao grande importancia a realizacdo de atividades investigativas e de
pesquisa no ensino e na aprendizagem da Matematica, associadas a resolucdo de problemas
como ponto de partida para o desenvolvimento de habilidades e competéncias. Além disso, 0s
PCNs dizem que “a calculadora favorece a busca e percep¢ao de regularidades matematicas
e o desenvolvimento de estratégias de resolucdo de situacbes-problema, pois estimula a
descoberta de estratégias e a investigacdo de hipoteses, uma vez que os alunos ganham
tempo na execugdo dos cdlculos” [2].

A realizacdo de atividades investigativas como estratégia para o ensino da Matematica

pode contribuir para que os alunos aprendam e desenvolvam o gosto por essa disciplina.
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4.2 - Problemas de otimizacdo com resolucao

numeéerica

Neste capitulo apresentaremos algumas atividades sobre maximos e minimos que
envolvem situacBes nas quais a modelagem matematica do problema nos leva a fungdes que
normalmente o aluno do ensino béasico ndo estd acostumado a trabalhar. A abordagem
numérica pode agregar valores na resolucdo do problema, por se tratar de métodos cuja
compreensdo, por parte dos alunos do Ensino Médio, é possivel, uma vez que se utilizam de
informagdes de facil assimilacdo e conteldos ja estudados por eles (como as avaliagdes

funcionais, por exemplo).

Para isso vamos observar que as situa¢fes escolhidas nos levam a resolugdo de
problemas de maximos e minimos que sdo modelados por fun¢bes continuas unimodais (ou

gue suas opostas sdo unimodais) no intervalo onde o problema faz sentido.

As atividades foram elaboradas para serem aplicadas na terceira série do Ensino
Médio, momento em que se deve abordar um panorama das funcdes ja estudadas nas séries

anteriores e suas principais propriedades [22].

4.3 — Planos de aula

4.3.1 - Construindo Caixas de Papel

Conteudos
e Polinémios — funcdes polinomiais, gréaficos e propriedades;
e Geometria espacial — Problemas de otimizacao;

e Unidades de medida.

Publico alvo: 3?2 Série do Ensino Médio
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Cronograma

e 12 e 2% aulas: Introducdo do problema, colocando sua aplicabilidade na vida pratica.
Construcéo de caixas de papel e grafico com as informacg6es obtidas.

e 3%e 42 aulas: Explicacdo e ilustragdo do método numérico que serd utilizado.

e 5% e 6% aulas: Aplicacdo do método ao problema com o uso de planilha eletronica.

Socializacao dos resultados.

Motivacao

Este experimento lida com a otimizagdo do uso de materiais na construgdo de
embalagens, assunto que € uma preocupacao frequente na indistria de maneira geral. Além
disso, o interesse da Matematica por esse tipo de questdo ja rendeu, e ainda rende, discussoes
muito frutiferas em diversas areas. A construcao de caixas pode ser uma atividade muito rica
no desenvolvimento de contetidos de Matemaética para os alunos do Ensino Médio, na medida
em que o professor envolve diversos conceitos a serem explorados na construcdo desses
artefatos. Desde a geometria plana, passando pela algebra e atingindo a geometria analitica, 0s

conteddos véo sendo apresentados nas diversas etapas dessa construcao.

O simples fato de cortar, dobrar, colar etc. alivia a tensdo provocada pela aula
tradicional da sala de aula e o aluno vai aprendendo sem precisar saber que esta sendo

ensinado.

O problema consiste em construir uma caixa sem tampa para obter o maior volume
interno possivel, a partir de uma quantidade fixa de material, maximizando a capacidade e

minimizando o consumo de matéria prima.

O experimento aborda uma aplicagdo importante de otimizacao que envolve uma etapa
bastante pratica e simples de construcdo. Com conteddos matematicos de Ensino Médio
(gréafico de polinbmio e conceito de maximo de uma funcéo) e usando materiais simples,

serdo simuladas situacdes de producéo de caixas, a partir do papel sulfite de tamanho A4.

As tarefas incluem trabalho com régua, senso espacial e raciocinio geométrico, além
da manipulacdo de papel quadriculado para a construcdo de graficos. A férmula do volume do

paralelepipedo sera verificada e aplicada. Func¢des polinomiais e seus extremos serdo tratados.



68

Objetivos gerais

(i) Discutir com o aluno o conceito de volume aliado ao comportamento de funcdes.
(ii) Permitir que os alunos tomem conhecimento de métodos numéricos que podem ser

usados para problemas de otimizacéo.

Objetivos especificos:

(i) Relembrar o calculo do volume do paralelepipedo.
(if) Relembrar algumas propriedades das fungdes.
(iii) Resolver situacdes problema que envolvam maximos e minimos de funcdes.

(iv) Relembrar unidades do sistema métrico de medidas.

Conhecimentos prévios dos alunos
(i) Sistema métrico de medidas.
(if) Calculo do valor de funcGes para diferentes pontos.

(iii) Esboco do gréafico de fungdes, dados alguns de seus pontos.

Competéncias e Habilidades envolvidas nesta atividade (de acordo com as “Matrizes de

Referéncia para a Avaliagdo SARESP — Ensino Fundamental e Médio”) [7]:

Competéncia de area 1: Desenvolver o raciocinio quantitativo e o pensamento
funcional, isto é, o pensamento em termos de relacdes e a variedade de suas representacdes,
incluindo as simbdlicas, as algébricas, as gréaficas, as tabulares e as geométricas. Aplicar

expressdes analiticas para modelar e resolver problemas.

H12 — (Ensino Fundamental) Ler e escrever expressdes algébricas correspondentes a
textos matematicos escritos em linguagem corrente e vice-versa.
H6 — (Ensino Médio) Descrever as caracteristicas fundamentais da funcéo

quadratica, relativas ao grafico, crescimento, decrescimento, valores maximo ou minimo.

Competéncia de area 2: Compreender as propriedades dos objetos e a sua posi¢ao

relativa e desenvolver o raciocinio espacial por meio de construcdes e de formas.

H28 — (Ensino Fundamental) Usar o plano cartesiano para representacdo de pares

ordenados.
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Competéncia de area 3: Construir e ampliar nocdes de variacdo de grandeza para a
compreensdo da realidade e da solugcéo de problemas do cotidiano. Compreender e fazer uso
das medidas, ou de sistemas convencionais, para o calculo de perimetros, areas, volumes e

relacdes entre as diferentes unidades de medida.

H40 — (Ensino Fundamental) Resolver problemas que envolvam nogdes de volume.

Observacédo: algumas das habilidades e competéncias apresentadas aqui fazem parte
do que deveria ser desenvolvido no Ensino Fundamental. No entanto, percebe-se que muitas
vezes 0s alunos, mesmo estando no Ensino Médio, ndo as dominam. Portanto estas serdo

contempladas no desenvolvimento das atividades propostas.

Materiais de apoio
Papel sulfite,
Tesoura,
Régua,
Fita adesiva,
Lapis preto,
Borracha,
Papel quadriculado,
Equipamento de Datashow,
Lousa e giz,

Computador com planilha eletronica instalada.

Metodologia

12 e 22 aulas:
Inicialmente pode-se discutir com os alunos o problema do desperdicio/economia de
matéria prima na confeccdo de embalagens e o quanto isso pode influenciar no custo do

produto final.

Em seguida, os alunos devem ser divididos em duplas para a confeccdo de caixas
retangulares sem tampa com uma folha de papel sulfite. A dupla deve discutir e decidir qual a
medida do lado dos quadrados que devem ser recortados em cada canto da folha de papel
sulfite de tal forma que, dobrando-se a folha pelos vincos formados assim, possam obter uma

caixa retangular (um paralelepipedo) sem tampa com o maior volume possivel. Ou seja, 0
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problema consiste em determinar o comprimento dos lados dos quadradinhos que

proporcionam o volume maximo da caixa, conforme ilustrado na Figura 4.1:

Figura 4.1 — Quadrados de lado x que devem ser recortados para que a caixa tenha volume

maximo

Com as caixas confeccionadas, cada dupla deve calcular seu volume e preencher uma
tabela colocada na lousa, com o valor de x e o volume encontrado. Todas as duplas devem

conferir se os valores calculados estdo corretos.

A partir dos dados da tabela, os alunos devem construir um grafico em papel

quadriculado relacionando x com o volume calculado.

Neste momento podem-se fazer alguns questionamentos aos alunos, como por

exemplo:

1) Escreva uma expressao que represente o volume da caixa calculado em funcdo de x.

2) Existe algum valor de x que faz com que o volume da caixa seja igual a “zero”? Em
caso afirmativo, qual seria esse valor?

3) O valor de x pode ser negativo? Justifique sua resposta.

4) Em que intervalo devem estar os valores de x?

5) Quais conclusdes podem ser tiradas a partir do grafico construido?

Tais questdes devem fazer com que os alunos cheguem a algumas conclusdes, como
por exemplo: devem existir um valor minimo e um valor maximo de x para que a caixa exista,
ou seja, seu volume seja diferente de “zero” (lembrando o significado de dominio de uma

funcéo); além disso, pelo grafico, os alunos devem perceber que existe um valor de x que faz
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com que o volume da caixa seja maximo. Eles até podem estimar esse valor (visualmente).

Aqui podemos falar em “erro”.

Ap0s a construcdo do grafico em papel quadriculado, os alunos podem conferir se suas
observacdes estdo corretas e se chegaram a funcdo que realmente representa o volume da
caixa, com o auxilio do software matematico GeoGebra [24], instalado em todos o0s
computadores do Programa Acessa Escola (uma iniciativa do Governo do Estado de Séo
Paulo, conduzida pela Secretaria da Educacdo, em parceria com a Secretaria de Gestdo
Publica, que tem por objetivo promover a inclusdo digital e social, além de estimular o uso da
internet para enriquecimento da formagdo cultural, intelectual e social dos usuérios das

escolas da rede estadual de ensino).

3% e 42 aulas:

Explicacdo e ilustragdo do método numérico que serd utilizado para a resolucdo do
problema proposto. Deve-se também fazer a distincdo entre método numérico e método
analitico.

Pode-se escolher um dos trés métodos numéricos apresentados no Capitulo 3 e
explicar de forma clara e detalhada a construcdo da planilha, com o auxilio do equipamento
de Datashow.

Nesse momento os alunos ja podem ser orientados com relagdo a confec¢do da
planilha eletronica.

Um aspecto importante a ser salientado é de que os métodos numéricos apresentados
sdo utilizados para a minimizagdo, no entanto, queremos usa-los para a maximizagdo. Sendo
assim, devemos mostrar aos alunos que G(x) = —V(x), onde V(x) representa o volume da

caixa e G (x) a funcdo a ser minimizada.

5% e 62 aulas:

A aplicacdo do método numeérico escolhido ao problema das caixas deve ser feita com
o auxilio de planilha eletrénica. A planilha escolhida foi o Microsoft Office Excel, pois
encontra-se instalada em todos os computadores do Programa Acessa Escola.

Apos a confeccdo das planilhas, os alunos devem socializar os resultados e apresentar
suas opinides sobre a atividade, falando de suas conclusdes e expondo as dificuldades que,

eventualmente, possam ter encontrado.
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Avaliacao:

Os alunos serdo avaliados individualmente durante todo o desenvolvimento da
atividade de acordo com sua participacdo na mesma, por meio de observacdes e, ao final, cada

dupla sera avaliada por sua apresentacao dos resultados.

Observacéao: este plano de aula foi elaborado usando-se como sugestdo a atividade
“Caixa de Papel” [23].

4.3.1.1 — Resolucdo da Situacdo-Problema com o uso de Derivadas

Nesta secdo, a situacdo-problema apresentada sera resolvida com o uso de derivadas
apenas para que, posteriormente, possamos comprovar que os valores obtidos com o uso dos
métodos numéricos sdao muito préximos. Esta forma de resolugdo ndo deve ser apresentada

aos alunos, uma vez que o estudo das derivadas s6 ocorre no Ensino Superior.

As dimensao de uma folha de papel sulfite de tamanho A4 sdo de aproximadamente
29,7 cm por 21,1 cm. Retirando um quadrado de lado x de cada canto da folha (conforme a

Figura 4.1) e confeccionando a caixa, teremos as seguintes medidas:

Largura: (29,7 — 2x).

Comprimento: (21,1 — 2x).

Altura: x.

Desse modo, o volume da caixa sera dado, em fungéo de x, por:

V(x)=(29,7 — 2x)(21,1 — 2x)x

= (626,67 — 59,4x — 42,2x + 4x?)x
= (626,67 — 101,6x + 4x?)x
= 4x3 — 101,6x2% + 626,67x.

No entanto, x ndo pode ser um nimero negativo, pois se trata da medida do lado de
um quadrado. Além disso, o valor de x ndo pode ser maior do que a metade da medida do
lado menor do papel (21,1 + 2 = 10,55), pois seria impossivel recortar os quadrados dos

cantos da folha nesse caso. Desse modo, concluimos que 0 < x < 10,55.
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Se V(x) = 4x3 —101,6x2 + 626,67x, entdo V'(x) = 12x? — 203,2x + 626,67.

Fazendo V'(x) =0, temos que 12x2? —203,2x + 626,67 = 0. Resolvendo essa

equacao:

A= (—203,2)2 —4.12.626,67 = 11210,08

203,2 ++/11210,08 {xl = 12,8782
X =

2.12 X, = 4,0551.

Derivando V' (x):
V"(x) = 24x — 203,2.
Assim:
V"(12,8782) = 24.12,8782 — 203,2 = 105,8768

V"(4,0551) = 24.4,0551 — 203,2 = —105,8776.

De acordo com o Teorema 2.6: “se f"(c) < 0, f tem um valor maximo relativo em c¢”,
0 que nos leva a concluir que x = 4,0551 faz com que V(x) assuma valor maximo no

intervalo [0; 10,55]. Resta-nos avaliar o comportamento da fungdo em seus extremos.
Realizando os célculos, temos:
V() =0
17(10,55) =0

V(4,0551) = 1137,24.

Ou seja, para que a caixa tenha volume maximo, o lado de cada quadrado retirado dos

cantos do papel sulfite deve medir 4,0551 cm.

Aqui vale notar que, como percebido anteriormente, 0 < x < 10,55, sendo assim, x
ndo poderia assumir o valor de 12,8782 cm. No entanto, se construirmos o grafico de V(x),
perceberemos que x = 12,8782 faz com que a fungdo assuma valor minimo, fato

comprovado pelo teste da derivada segunda (pois "(12,8782) = 105,8768 > 0).
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4.3.1.2 — Aplicacdo do Método da Pesquisa Dicotdmica

Ja sabemos que V(x) = 4x3 — 101,6x2 + 626,67x e, além disso, 0 < x < 10,55.
Como, antes de aplicar o método, resolvemos o problema com o uso de derivadas, sabemos
que, sem causar nenhum problema, podemos considerar o intervalo inicial de incerteza como
sendo [0; 10].

Para encontrarmos 0 maximo de V(x) devemos encontrar o0 minimo de G(x), de tal

forma que G(x) = —V(x). Ou seja:
G(x) = —4x3 +101,6x% — 626,67x.

O problema agora consiste em encontrar o minimo de G(x) no intervalo [0; 10] pelo

Método da Pesquisa Dicotémica, considerando € = 0,01 e com “erro” § = 0,05.

Inicialmente iremos calcular o nimero de iteracfes necessarias para que 0O erro seja

menor que 0,05. Para isso, temos a; = 0 e b; = 10. Substituindo em (8), temos:

1(10 0)<005:>1 10 < 0,055 — < 2% _ s = 2k > 200
2k ’ 2k ’ 2k 710 0,05
. 2,3010
log 2 >10g200$k10g2>2,3010=>k>m=>k>8

Sendo assim, concluimos que serdo necessarias 9 iteracbes para chegarmos a

aproximacéo desejada.

Para as iteracOes, foi montada uma planilha no Excel com 10 linhas (9 linhas para as

iteragOes e a 12 linha para a avaliagdo inicial).

Para as iteracdes, foi montada uma planilha no Excel da seguinte maneira:

@ PaginaInicial | Inserir Revisio  Exibigio a@oF =
=N ¥ = H ) =) T T B I AutoSoma * Ar
Calibri S Quebrar Texto Automaticamente  Geral N =) 7 4
Ei = Fi:] ! = A= [&] Preencher - /4?
Colar N I s ZE 55 | [ Mesdlar e Centralizar - $ -+ o% g0 | %0 % | Formatagio  Formatar  Estilos de  Inserir Excluir Formatar Classificar Localizar &
- ks «% * | Condicional - como Tabela = Célula - - - <2 Limpar ~ Filtrar = Selecionar =
rea de Tran Font linhamento N Estil Células Edicio
D13 - S ~

0,0000 10,0000

Figura 4.2 — Planilha para o0 Método da Pesquisa Dicotdémica
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Onde, usando a nomenclatura apresentada em 3.1.1:

k = nGmero da iteracdo

a e b = extremos do intervalo de incerteza para cada iteracdo (ay € by)
C=A

d= P

f(c) = f(Ax)

f(d) = £ (Br)

b —a = comprimento do intervalo de incerteza

X" = ponto médio do intervalo de incerteza.

Para a avaliagéo inicial, precisamos de:

_ayt+ by

1= €.

Portanto, clicamos na célula “D2” e digitamos “=((B2+C2)/2) — 0,01”, conforme a

Figura 4.3:

Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Férmulas Dados Revisdo Exibi¢do s @ o @ =
3 i' calibri S A === » S Quebrar Texto Automaticamente | Nimero - :Eji' :FE& ___3" jﬂj :r\ ﬂJ E?::::n’:j: f}:ﬂ_f' l]ia
Colar N 7 8§ - i~ d-A- === = af Estilos de | Inserir Excluir Formatar | ocalizar e

- = - = T - ela~ Célula= - - - &2 limpar ~ i

Area de Tran... Fonte Alphamento lula:

D2 - I :((BZ+E2},’Z}VD,DI< I
A B c D E F G H | J K L M N o] P Q R s

1K a b [4 d fic) f(d) b-a x*
2 1 0,0000 1D.DDDDI 4,9500!

3 2

4 3

5 4

6 5

7 6

8 7

9 8

10 9

11 10 L

12 1

Figura 4.3 — Formula para 1; (Pesquisa Dicotémica)

Ainda na avaliagéo inicial, precisamos de:

_a;+b
B=—5
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Portanto, clicamos na célula “E2” e digitamos “=((B2+C2)/2) + 0,01, conforme a

Figura 4.4:

PaginaInicial | Inserir Layout da Pagina Férmulas Dados Revisio Exibicio a@ o & =
== - = ! | & He B X AutoSoma ~
B & Calibri 11 - A A = Quebrar Texto Automaticamente  Numero - ijj % E“ﬂ' e A [ utosoma 7‘? Ea
E3- =] — [#] Preencher- &
Colar N 7 5~ |&iv| - A~ ESl Mesdlar e Centralizar ~ $ - % g | %2 9 Formatagio  Formatar FEstilosde Inserir Excluir Formatar Classificar Localizar e
- - - - <" ™% | Condicional - como Tabela * Célula = o o S 2 limpar © eFiltrar + Selecionar =
Area de Tran... Fonte Nimero ] Estilo Células Edicio

£ - f | =((B2+C2)/2)+0,01 < ]

A B C D E F G H 1 J K L M N o P Q R s T u

[« »=

1K a b 4 d flc) fd) b-a x*

2 1 0,0000 10,0000 4,5900' S,DIDDII

3 2

4 3

5 4

6 5

7 6

8 7

9 8

10 9

1 10 L
12 1

Figura 4.4 — Formula para 8; (Pesquisa Dicotémica)

Para as células “F2” e “G2” devemos digitar as formulas que representam a fun¢do em
questdo para A, e ; ou seja, digitamos em “F2” “= -4 * D2~ 3 + 101,6 * D2 ~ 2 — 626,67
D2” e em “G2”, “=-4*E2" 3+ 101,6 * E2 " 2 — 626,67 E2”, conforme Figuras 4.5 ¢ 4.6,

respectivamente.

Figinalnicial | Inserir  LlayoutdaPigina  Fémmulas  Dados  Revisio  Exibigio s @@=
=] . LA e = .= . }ﬁ P R ;J I Autosoma ~ ﬁ? :
Bl . Calibri 1 A W o ~ =¥ Quebrar Texto Automaticamente  Nimera ﬁk ii&;d gﬁ B g R 7 E&
g M Ze|E| A | Becrecome- | 8- 8 o o e e S | - Sty Lok

Area de Tran... Fonte s — ] Nimera . Estilo Células Edicio

F2 - Jx | =-4*D2*3+101,6*D242-626,67*D2 -
:|_I A

-

A B c D E F G H 1 J K L M N o] P Q R s T Uz

1K a b [4 d f(c] f(d) b-a X* i

2 10,0000 10,0000  4,9300 5,01oo|-1094,2391_|

3 2

a 3

5 4

6 5

7 6

8 7

9 8

10 9

11 10 E

12 1

Figura 4.5 — Avaliacdo da funcdo em A, (Pesquisa Dicotdémica)
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Faginalnicial | Inserir Layout da Pag Formulas  Dados  Revisio  Exibigdo s @@ =
3 * Caliby 11 -~ A A = ;f; - =r Quebrar Texto Automaticamente  Numero - 1} ﬂ \:;‘ﬂ" jﬂj j‘* _;J I Autosoma - ‘f,? l}a
=1 e . @] Preencher -
G g N8 E [ A EE R EF Eeecoinr | $ | ) S, fomte, etlote mo st - St s
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G2 - e :JI‘EZ’\E+IDI,6‘E2’\27626,67‘E2< I ~
A B = D E F G H | J K L M N o P Q R S T ;
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3 2
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Figura 4.6 — Avaliacdo da funcdo em g, (Pesquisa Dicotébmica)

A coluna “H”, nesta planilha, destina-se ao calculo do comprimento do intervalo de
incerteza a cada iteragdo. Para isso, na célula “H2”, digitamos “= C2 — B2”, conforme a

Figura 4.7:

Paginatnicial | Inserir layoutdaPigina  Férmulas  Dados  Revisdo  Exibigdo o @o@F@ =
3 * Calibri <1 -lA A = =[Z|| ®- | SiQuebrar Texto Automaticamente || Numero - 7 [ T Z Autosoma - ;‘? l}a
Ba- [#] Preencher- &
Calay 7 N I s H-A- EE= £ Mesclar e Centralizar - $ - % 000 | %5 5% 2| 2 Limpar+ ass alare
rea de Tran.. % Font . e Nr
H2 - J | =c2-B2 |
A 8 c D E F G H 1 J K L M N o P Q R s
1K a b [4 d flc) f(d) b-a x*
2 1 00000 10,0000 4,9900  5,0100 -1094,2391 -1092,4525| 1n,nnoo_|
3 2
a 3
5 4
6 5
7 6
2 7
9 8
10 9
11 10 L
12 1

Figura 4.7 — Férmula para obter o comprimento do intervalo de incerteza a cada iteragdo

(Pesquisa Dicotdmica)

Finalmente, a ultima coluna da planilha, destina-se aos valores de x*, ou seja, 0 ponto
médio dos intervalos de incerteza a cada iteracdo. Na Ultima linha dessa coluna encontraremos

0 minimo de G (x). Assim, na célula “I2” digitamos “= (B2 + C2)/2”, conforme a Figura 4.8:
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Paginalnicial | Inserit  layoutdaPagina  Férmulas  Dados  Revisdo  Exibicdo f@o @ =
m R = 1 oo e .
B i' calibri ~ 11 v AT A S5 Quebrar Texto Automaticamente  Nimero - ij % ,’—:d = o [ E:‘:::;’:jv Zi? Ea
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A B [ D E F G H 1 J K L M N o} P Q R s T ;
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Figura 4.8 — Formula para o ponto médio dos intervalos de incerteza (Pesquisa Dicotdmica)

Para a primeira iteracdo precisamos verificar se G(1,) < G(B,). Devemos, portanto,

usar o recurso da “légica”, assinalado na Figura 4.9:

Paginalnicial  Inserir  layoutdgPégina  Formulas | Dades  Revisio  Exibigdo 6@ o @ =
f\: z m‘j m@ AJ @ ﬁ @ mﬁ § 3 Definir nome ~ fj}c:RastrearPreceuemes 5 Mostrar Férmulas j @ @ Catcutar agors
. - , £ Usar em Formula =% Rastrear Dependentes ¥ Verificagdo de Erros + | -—
Inserit | AutoSoma  Usadas  Financeird Légica ieto Dastae Pesquisae Matemiticae  Mais  Gerenciador ) b ) Janela de | Opcdes de [T Calcular Planilha
Funcio v Recentementer v hd Hora~ Referéncia ™ Trigonometria = Funcdes~ | de Nomes EE Criara partir da Selecio | .7 Remover Setas &, Avaliar Férmula Inspecio | Célculo ™ =
Biblioteca de Funcdes Nomes Definidos Auditoria de Férmulas Calculo
B3 - 5 e
-
v
A B £ D E F G H 1 ] K L M N (o] P Q R S T ;
1K a b c d ) fid) b-a x* M
2 10,0000 10,0000 4,3900 5,0100 -1094,2391 -1092,4525 10,0000  5,0000
=] b
a 3
5 4
6 5
7 6
8 7
9 8
10 9
11 10 L
12 1

Figura 4.9 — Recurso da logica disponivel na planilha do Excel (Pesquisa Dicotdémica)

Devemos escolher a funciao “SE” desse recurso, pois queremos que, a partir da 1?
b b

iteracdo, sejam feitas as seguintes avaliagoes:

Se G(Ax) < G(Br), seja axy1 = ay € byyq = Br. Caso contrario, seja axy; = Ay €

bx+1 = Dy.
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a@=o@ R

[

Janela de | Opcdes de (B calcular Planilha
Inspecio | Calculo -

[ calcutar Agora

(&) Avaliar Férmula

Auditoria de Férmulas

7. Remover Setas -
Calculo

G H 1 J K L
= fid) b-a x*
SEERRO 91 -1092,4525 10,0000  5,0000

VERDADEIRO

& Inserir Funcdo..,

21| FRNS

Figura 4.10 — Escolha da fun¢ao “SE” no recurso da logica (Pesquisa Dicotémica)

Para a célula “B3” devemos dar o seguinte comando: “SE (F2<G2; B2; D2)”. Isso fara

com que, se G(Ax) < G(By), tenhamos ay,; = ay, Caso contrario, ay,, = Ay.

el | Paginalnical  Inserir  layoutdaPagina | Férmulas | Dados  Revisio  Exibicdo Argumentos da funcdo e =s @& =
e Z . 18 B0 @® =
2 oo ma Teste_légico |F2<G2 VERDADEIRO
N N Valor_se_verdadeiro |B2 0
Biblioteca de Fungdes lo
Valor_se_falso | D2 4,99
SE ~ (" X & Jfe| =SE(F2<G2;B2;D2) -
= -
Verifica se uma condigao foi satisfeita e retorna um valor se for VERDADEIRG e retorna um outro valor se for FALSO.
-
Valor_se_falso & o valor retornado se Teste_légico' for FALSO, Quando ndo espedficado, & =
A B c D E F G H 1 J retornado FALSO. T -
1K a b 4 d fic) fld) b-a x* M
2 10,0000 10,0000\ 4,8900) 5,0100 -1094,2391 -1092,4525 10,0000  5,0000
w0 | Resultado da férmula = 0,0000
3 28202 |
5 4
6 5
7 6
8 7
9 8
10 9
11 10 L
12

Figura 4.11 — Comparacao entre G(4;) e G(By) para a decisdo sobre a;,; (Pesquisa

Dicotémica)

Para a “C3” devemos dar o seguinte comando: “SE (G2<F2; C2; E2)”. Isso fard com

que, se G(A;) < G(By), tenhamos b1 = By, Caso contrario, by, = by.
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Figura 4.12 — Comparacao entre G(4;) e G(By) para a decisdo sobre by, (Pesquisa

Dicotémica)

Como todas as formulas ja foram digitadas nas células “D2” a “I2”, agora basta clicar
no canto direito inferior de cada uma e “arrastar” para baixo, preenchendo as células
referentes a proxima iteragdo. Desta maneira iremos obter a 1? iteragdo, conforme ilustra a
Figura 4.13:
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Figura 4.13 — Obtencdo da 12 iteragdo (Pesquisa Dicotdmica)

Realizada a 1? iteracdo, devemos selecionar todas as células da segunda linha da
planilha, pois ja temos todas as formulas, inclusive a que nos da a decisdo sobre aj,; € by41.
Em seguida, clicamos no canto inferior direito da parte selecionada ¢ “arrastamos” para baixo,

até a ultima linha da planilha (k = 10).
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Figura 4.14 — Obtencéo das demais iteracOes (Pesquisa Dicotémica)

Na 92 iteracdo, verificamos que o intervalo de incerteza é menor que 0,05, portanto
teremos que x, = 4,0546, 0 que nos mostra um valor muito préximo do obtido com o uso de

derivadas (x, = 4,0551).
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8 73,8984 40744 35764  3,9964 -1136,9116 -1137,0582  0,1759  3,9864
9 8 39764 40744 40154  4,0354 -1137,1577 -1137,2208  0,0980  4,0254
10 94,0154 40744  4,0349  4,0549 -1137,2197 -1137,2414___0,0590 _4,0449
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12

Figura 4.15 — Minimo de G (x) pelo Método da Pesquisa Dicotémica

Assim, concluimos que, de acordo com o Método da Pesquisa Dicotémica, o valor de

x que faz com que V(x) seja maximo é 4,0546 cm.
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4.3.1.3 - Aplicacdo do Método da Secdo Aurea

Como ja vimos anteriormente, V (x) = 4x3 — 101,6x% + 626,67x € 0 < x < 10,55 ¢,
sem causar nenhum problema, podemos considerar o intervalo inicial de incerteza como
sendo [0; 10].

Assim como no Método da Pesquisa Dicotdmica, para encontrarmos 0 maximo de
V(x) devemos encontrar o minimo de G(x), de tal forma que G(x) = —=V(x) = —4x3 +

101,6x% — 626,67x

O problema agora consiste em encontrar o0 minimo de G(x) no intervalo [0; 10] pelo

Método da Secdo Aurea, com “erro” § = 0,05.

Inicialmente iremos calcular o nimero de iteragdes necessarias para que O erro seja

menor que 0,05. Para isso, temos a; = 0 e b; = 10. Substituindo em (12), temos:

)

0,618%(b; — a;) < 0,05 = 0,618%(10 — 0) < 0,05 = 0,618%* < —— = 0,618*

10
< 0,0050
= log 0,618% < 1og 0,0050
= klog0,618 < —2,3010 = k > ﬂ =>k>11
log 0,618

Sendo assim, concluimos que serdo necessarias 12 iteracBes para chegarmos a

aproximacdo desejada.

Para as iteracGes, foi montada uma planilha no Excel com 13 linhas (12 linhas para as
iteracOes e a 12 linha para a avaliagdo inicial).
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5
icamente  Geral - P‘J j 4 fm =_l % Autosoma - :‘? }}
) =) 5 a= g Z
e | Inserir Excluir
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$ - % g0 | @ | Formatacio

o F ‘ormatar
Condicional ~ como Tabela -
E

lassificar Localizar e
&2 Limpar ~ eFiltrar = Selecionar =

0,0000 10,0000

Figura 4.16 - Planilha para o Método da Secdo Aurea



Onde, usando a nomenclatura apresentada em 3.2.3:

k = nimero da iteracdo

a e b = extremos do intervalo de incerteza a cada iteragédo

C=A
d =By
f(c) = f(Aw)
f(d) = £ (Bi)

b —a = comprimento do intervalo de incerteza

X = ponto médio do intervalo de incerteza.

Assim, para a avaliacao inicial, devemos ter:

AMh=a+ 0 —-a)(b; —ay).

Lembrando que a = 0,618 ¢, portanto 1 — a = 0,382.
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Portanto, clicamos na célula “D2” e digitamos “=B2+ 0,382 * (C2 — B2)”, conforme a

Figura 4.17:
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Figura 4.17 — Formula para 1, (Secdo Aurea)
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Ainda na avaliagéo inicial, precisamos de:
B1 = a; + a(by — ay).

Portanto, clicamos na célula “E2” e digitamos “= B2 + 0,618 * (C2-B2)”, conforme a

Figura 4.18:
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Figura 4.18 — Formula para 8, (Secdo Aurea)

Para as células “F2” e “G2” devemos digitar as formulas que representam a fungdo em
questdo para A, e ; ou seja, digitamos em “F2” “= -4 * D2~ 3 + 101,6 * D2 ~ 2 — 626,67
D2”eem “G2”, “=-4*E2/73+101,6 *E2 "2 - 626,67 E2”, conforme Figuras 4.19 e 4.20,

respectivamente.
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Figura 4.19 — Avaliacdo da funcdo em 2, (Secdo Aurea)
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Figura 4.20 - Avaliacdo da funcdo em f3; (Secdo Aurea)

A coluna “H”, nesta planilha, destina-se ao calculo do comprimento do intervalo de

incerteza a cada iteragdo. Para isso, na célula “H2”, digitamos “= C2 — B2”, conforme a

Figura 4.21:
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Figura 4.21 — Formula para obter o comprimento do intervalo de incerteza a cada iteracdo

(Secdo Aurea)

Finalmente, a Gltima coluna da planilha, destina-se aos valores de x*, ou seja, 0 ponto

médio dos intervalos de incerteza a cada iteragdo. Na ultima linha dessa coluna encontraremos

0 minimo de G (x). Assim, na célula “I2” digitamos “= (B2 + C2)/2”, conforme a Figura 4.22:
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Figura 4.22 — Formula para o ponto médio dos intervalos de incerteza (Secio Aurea)

Para a segunda iteracdo precisamos verificar se G(1,) < G(B,). Devemos, portanto,

usar o recurso da “logica”, assinalado na Figura 4.23:
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Figura 4.23 — Recurso da l6gica disponivel na planilha do Excel (Secdo Aurea)

Devemos escolher a fun¢do “SE” desse recurso, pois queremos que, a partir da 1?

iteracdo, sejam feitas as seguintes avaliagoes:

Se G(Ax) > G(Br), axs1 = Ak € b1 = by. Caso contrario, ay,q = ay € by = Px.
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Figura 4.24 — Escolha da fungdo “SE” no recurso da logica (Secdo Aurea)

Para a célula “B3” devemos dar o seguinte comando: “SE (F2 > G2; D2; B2)”. Isso

fara com que, se G(4;) > G(By), tenhamos ay,; = A, Caso contrario, a,,, = a.
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Figura 4.25 — Comparacéo entre G(1;) e G(B,) para a decisio sobre a,,; (Secdo Aurea)

Para a “C3” devemos dar o seguinte comando: “SE (F2>G2; C2; E2)”. Isso fard com

que, se G(A;) > G(By), tenhamos by, = by, caso contrario, by ., = B.
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Figura 4.26 — Comparacéo entre G (1;) e G(B) para a decisdo sobre by, (Secdo Aurea)

Como todas as formulas ja foram digitadas nas células “D2” a “I2”, agora basta clicar
no canto direito inferior de cada uma e “arrastar” para baixo, preenchendo as células
referentes a proxima iteragdo. Desta maneira iremos obter a 1? iteragdo, conforme ilustra a
Figura 4.27:
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Figura 4.27 — Obtencéo da 12 iteracio (Secdo Aurea)

Realizada a 1? iteracdo, devemos selecionar todas as células da segunda linha da
planilha, pois ja temos todas as férmulas, inclusive a que nos da a decisdo sobre ay ., € by41.
Em seguida, clicamos no canto inferior direito da parte selecionada e “arrastamos” para baixo,

até a Gltima linha da planilha (k = 13).
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Figura 4.28 — Obtencéo das demais iteracdes (Secdo Aurea)

Na 122 iteracdo, verificamos que o intervalo de incerteza é menor que 0,05, portanto
teremos que x, = 4,0479, o que nos mostra um valor muito préximo do obtido com o uso de
derivadas (x, = 4,0551).
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Figura 4.29 — Minimo de G (x) pelo Método da Secéo Aurea

Assim, concluimos que, de acordo com o Método da Secdo Aurea, o valor de x que

faz com que V (x) seja maximo e 4,0479 cm.
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4.3.1.4- Aplicacao do Método de Fibonacci

Assim como para 0os Métodos da Pesquisa Dicotdmica e da Secdo Aurea, V(x) =
4x3 —101,6x% + 626,67x e 0 <x < 10,55 e, sem causar nenhum problema, também
podemos considerar o intervalo inicial de incerteza como sendo [0; 10]. Além disso, como
nos outros dois métodos, para encontrarmos 0 maximo de V (x) devemos encontrar o minimo

de G(x), de tal forma que G(x) = =V (x) = —4x3 + 101,6x? — 626,67x

O problema agora consiste em encontrar o0 minimo de G(x) no intervalo [0; 10] pelo

Método de Fibonacci, com “erro” 6 = 0,05 e adotando uma constante suficientemente
pequena € = 0,01.

Para chegarmos a preciséo requerida devemos ter:

b—a,_ . 10-0
s "~ 0,05

10
ﬁFn>0’ﬁ$Fn>200.

E, >
Sendo assim, devemos utilizar F;, = 233.
Observagéo:

Assim, para as iteragdes, foi montada uma planilha no Excel com 13 linhas, pois, para

chegarmos a precisao requerida, necessitamos de n = 12 (lembrando que n = 0).
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Figura 4.30 - Planilha para o Método de Fibonacci
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Onde, usando a nomenclatura apresentada em 3.3.2:

k = nGmero da iteracdo

a e b = extremos do intervalo de incerteza a cada iteragédo
c=A

d=

f(c) = f(A)

f(d) = £ (Br)

b —a = comprimento do intervalo de incerteza

X = ponto médio do intervalo de incerteza.

Além disso, precisamos ter a Sequéncia de Fibonacci na mesma planilha, pois, como
sabemos, 0s numeros dessa sequéncia sdo usados para o célculo de A, e B;. Para facilitar os
calculos, os numeros da Sequéncia de Fibonacci foram escritos em ordem decrescente,

conforme apresentado na Figura 4.31.
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Figura 4.31 — Planilha com a Sequéncia de Fibonacci em destaque



92

Para a primeira iteracdo, temos:
FlO

89
AL=0+—10-0)=24,=0+—.10=> 1, = 3,8197
1 +F12( ) 1 +233 1

Portanto, clicamos na célula “D2” e digitamos “=B2+ (N12/N10) * (C2 — B2)”,
conforme a Figura 4.32:
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Figura 4.32 — Férmula para 1, (Fibonacci)

Devemos observar que “N12” ¢ “N10” referem-se as células onde se encontram F;, e
F;,, respectivamente.

Ainda na 1?2 iteragdo, devemos calcular o valor de S;:

F“(10 0) = B, = 0+144 10 = B, = 6,1803
F12 Bl - 233 . ﬁl — Y, .

Desse modo, clicamos na célula “E2” e digitamos “B2 + (N11/N10) * (C2 — B2)”,

pr =0+

como apresentado na Figura 4.33.
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Figura 4.33 — Férmula para g; (Fibonacci)

Para as células “F2” e “G2” devemos digitar as formulas que representam a funcdo em
questdo para A, e ; ou seja, digitamos em “F2” “= -4 * D2~ 3 + 101,6 * D2 ~ 2 — 626,67
D2” eem “G2”, “=-4*E27 3+ 101,6 *E2 "2 - 626,67 E2”, conforme Figuras 4.34 ¢ 4.35,
respectivamente.
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Figura 4.34 — Avaliacéo da funcdo em A, (Fibonacci)
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Figura 4.35 — Avaliacédo da funcdo em S; (Fibonacci)

A coluna “H”, nesta planilha, destina-se ao calculo do comprimento do intervalo de
incerteza a cada iteragdo. Para isso, na célula “H2”, digitamos “= C2 — B2”, conforme a

Figura 4.36:
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Figura 4.36 — Férmula para obter o comprimento do intervalo de incerteza a cada iteracao
(Fibonacci)
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Finalmente, a Ultima coluna da planilha, destina-se aos valores de x*, ou seja, 0 ponto
médio dos intervalos de incerteza a cada iteragdo. Na ultima linha dessa coluna encontraremos

0 minimo de G (x). Assim, na célula “I2” digitamos “= (B2 + C2)/2”, conforme a Figura 4.37:
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Figura 4.37 — Férmula para o ponto médio dos intervalos de incerteza (Fibonacci)

Para a segunda iteracdo precisamos verificar se G(1,) < G(B,). Devemos, portanto,

usar o recurso da “légica”, assinalado na Figura 4.38:
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Figura 4.38 — Recurso da l6gica disponivel na planilha do Excel (Fibonacci)

Devemos escolher a fun¢do “SE” desse recurso, pois queremos que, a partir da 1?

iteracdo, sejam feitas as seguintes avalia¢@es:

Se G(Ak) > G(Bi), Qg1 = Ak € byeyq
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by Caso CoNntrario, ay; = ay € byyq = Pi.
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Figura 4.39 — Escolha da fungdo “SE” no recurso da logica (Fibonacci)
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Para a célula “B3” devemos dar o seguinte comando: “SE (F2 > G2; D2; B2)”. Isso

fard com que, se G(4;) > G(By), tenhamos ay,; = Ay, Caso contrario, ai,, = a.

GGl | Paginalnicial  Inserit  LlayoutdaPagina | Formulas | Dados  Revisio  Exibigdo Argumentos da fungéa % e @ =
fo = | 8 A E @ 6 =
AutoSoma Teste logico F2:G2 FALSO
- Valor_se_verdadeiro |D2 3,819742489
Biblioteca de Funcdes Lio
Valor_se_falso |52 0
SE - (" ® ¥ [ =SE(F2>G2;D2B2) ~
Verifica se uma condigo foi satisfeita e retorna um valor se for VERDADEIRO e retorna um outro valor se for FALSO. :
Valor_se_falso & o valor retornado se Teste_légico’ for FALSO. Quando o especificado, & =
A c D E F G H ! retornado FALSG. T Ly
1K 2 c d f(c) fld) b-a x* M
2 0,0000; 10,0000 3,8197  6,1803 -1134,2568 -936,5449 10,0000  5,0000
=l Resultado da férmula = 0,0000
3
6 16 1597
7 15 987
g 14 610
9 13 a7
10 12 233
1 11 144 =
12 11 10 89
13 12 9 55
14 13 8 34
15 7 21
16 6 13
17 5 8
13 4 5
19 3 3
20 2 2
21 1 1 L
22 0 1
23

Figura 4.40 — Comparacdo entre G(A) e G(By) para a decisao sobre a;.; (Fibonacci)

Para a “C3” devemos dar o seguinte comando: “SE (F2 < = G2;

com que, se G(Ax) > G(By), tenhamos by, = by, caso contrario, by,1 = Br.
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Ajuda sobre esta funciio

16 1597
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13 377
12 233
1 144
10 83
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8 34
7 21
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4 5
3 3
2 2
1 1
0 1

Figura 4.41 — Comparacdo entre G(4,) e G(By) para a decisdo sobre by, (Fibonacci)



98

Como todas as formulas ja foram digitadas nas células “D2” a “I2”, agora basta clicar
no canto direito inferior de cada uma e “arrastar” para baixo, preenchendo as células
referentes a proxima iteracdo. Desta maneira iremos obter a 12 iteracdo, conforme ilustra a
Figura 4.42:
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Figura 4.42 — Obtencéo da 12 iteracdo (Fibonacci)

Realizada a 1?2 iteracdo, devemos selecionar todas as células da segunda linha da
planilha, pois ja temos todas as formulas, inclusive a que nos da a decisdo sobre a1 € by41.
Em seguida, clicamos no canto inferior direito da parte selecionada e “arrastamos” para baixo,

até a ultima linha da planilha (k = 13).
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Figura 4.43 — Obtencéo das demais iterac6es (Fibonacci)

Na 132 linha da planilha, verificamos que o intervalo de incerteza é menor que 0,05,

portanto teremos que x, = 4,0129, o que nos mostra um valor muito proximo do obtido com
0 uso de derivadas (x, = 4,0551).
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Figura 4.44 — Minimo de G (x) pelo Método de Fibonacci
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Assim, concluimos que, de acordo com o Método de Fibonacci, o valor de x que faz

com que V(x) seja maximo é 4,0129 cm.

A Tabela 4.2 nos d& a comparacéo entre os trés métodos estudados:

Método NUmero de iteracoes Ndmero de x = Valor que
observagdes maximiza V(x)
funcionais
Pesquisa Dicotdmica 9 18 4,0546
Secdo Aurea 12 13 4,0479
Fibonacci 13 14 4,0129

Tabela 4.2 — Comparacéo entre os Métodos da Pesquisa Dicotdmica, da Se¢do Aurea e de

Fibonacci

Resolvendo este mesmo problema com o uso de derivadas (Secdo 4.3.1.1), foi possivel
observar que o valor que maximiza V(x) é x, = 4,0551. Calculando o médulo da diferenca

entre x, e X, temos:
e Pesquisa Dicotdmica: |4,0551 — 4,0546| = 0,0005;
e Secdo Aurea: |4,0551 — 4,0479| = 0,0072;
e Fibonacci: [4,0551 — 4,0129| = 0,0422.

O que nos leva a perceber que o0 método da Pesquisa Dicotdmica nos deu a melhor
aproximacio, no entanto, o Método da Se¢io Aurea é mais “econdmico” em termos de

numero de observagdes funcionais.

4.3.2 — Problema de Distancia

Conteudos
e Polindmios — fungdes polinomiais, gréaficos e propriedades;
e Geometria plana — Problemas de otimizacao;

e Unidades de medida.
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Publico alvo: 32 Série do Ensino Médio
Cronograma

e 12 e 22 aulas: Introducdo do problema, explorando ao méaximo, colocando sua
aplicabilidade na vida pratica. Estratégias para a localizacdo de um ponto ideal.

e 3¢ 4 aulas: Explicacdo e ilustracdo do método numérico que sera utilizado.

e 5%¢ 6% aulas: Aplicacdo do método ao problema com o uso de planilha eletrénica.

Socializacao dos resultados.

Motivacao

Este experimento lida com a otimizacdo no sentido de localizar um ponto ideal para a
construcdo de um reservatdrio de dgua para duas industrias, de tal modo que o cano que liga o
reservatorio a cada uma das industrias tenha 0 menor comprimento possivel. Numa situacédo
real, isso significa economia de material na construcdo. Esta atividade pode gerar algumas
discussbes muito ricas no desenvolvimento de conteldos de matematica para os alunos do
Ensino Médio, na medida em que o professor envolve diversos conceitos que devem ser
levados em consideracdo pelos alunos na tomada da decisdo que solucione o problema

apresentado.

Com contetudos matematicos de Ensino Médio (gréafico de polindmio e conceito de
méaximo de uma funcdo) e usando materiais simples, o experimento aborda uma aplicacdo
importante de otimizacdo que envolve o desenvolvimento de estratégias para a tomada de

decisoes.

As tarefas incluem trabalho com régua, senso espacial e raciocinio geométrico, além
da manipulagdo de papel quadriculado para a construcdo de graficos. A geometria plana, em
especial na exploracdo de propriedades de triangulos retangulos, serd de grande utilidade.

Fungdes quadraticas e seus extremos serdo tratados.

Objetivos gerais

(i) Estimular nos alunos o desenvolvimento de estratégias que auxiliem na tomada de
decisdes.
(if) Permitir que os alunos tomem conhecimento de métodos numéricos que podem ser

usados para a otimizacao.
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Objetivos especificos

(i) Relembrar o uso e aplicacdo do Teorema de Pitagoras.
(ii) Relembrar algumas propriedades das funcdes.

(iii) Resolver situacdes problema que envolvam maximos e minimos de funcdes.

Conhecimentos previos dos alunos
(i) Teorema de Pitagoras.
(ii) Calculo do valor de funcGes para diferentes pontos.
(iii) Esbogo do grafico de funcdes, dados alguns de seus pontos.

Competéncias e Habilidades envolvidas nesta atividade (de acordo com as “Matrizes de

Referéncia para a Avaliacdo SARESP — Ensino Fundamental e Médio”) [7]:

Competéncia de area 1: Desenvolver o raciocinio quantitativo e o pensamento
funcional, isto é, o pensamento em termos de relagdes e a variedade de suas representacdes,
incluindo as simbdlicas, as algébricas, as gréaficas, as tabulares e as geométricas. Aplicar

expressdes analiticas para modelar e resolver problemas.

H12 — (Ensino Fundamental) Ler e escrever expressdes algébricas correspondentes a

textos matematicos escritos em linguagem corrente e vice-versa.

H6 — (Ensino Médio) Descrever as caracteristicas fundamentais da funcéo

quadratica, relativas ao grafico, crescimento, decrescimento, valores maximo ou minimo.

Competéncia de area 2: Compreender as propriedades dos objetos e a sua posi¢ao

relativa e desenvolver o raciocinio espacial por meio de construcdes e de formas.

H28 — (Ensino Fundamental) Usar o plano cartesiano para representacdo de pares

ordenados.

Competéncia de area 3: Construir e ampliar nogdes de variacdo de grandeza para a
compreensao da realidade e da solugéo de problemas do cotidiano. Compreender e fazer uso
das medidas, ou de sistemas convencionais, para o calculo de perimetros, areas, volumes e

relacdes entre as diferentes unidades de medida.

H28 — (Ensino Médio) Resolver problemas em diferentes contextos, que envolvam as

relacdes métricas dos triangulos retangulos. (Teorema de Pitagoras).
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Observacéo: algumas das habilidades e competéncias apresentadas aqui fazem parte
do que deveria ser desenvolvido no Ensino Fundamental. No entanto, percebe-se que muitas
vezes 0s alunos, mesmo estando no Ensino Medio, ndo as dominam, portanto estas serdo

contempladas no desenvolvimento das atividades propostas.

Materiais de apoio
Papel sulfite,
Régua,
Lapis preto,
Borracha,
Papel quadriculado,
Equipamento de Datashow,
Lousa e giz,

Computador com o planilha eletronica instalada.

Metodologia

12 e 22 aulas:
Inicialmente pode-se discutir com os alunos o problema da tomada de decisdes
levando em consideracdo a economia/desperdicio de materiais, especialmente na area da

construcdo civil.

Em seguida, os alunos devem ser divididos em duplas para discutir e desenvolver

estratégias para a solugdo do seguinte problema:

Duas industrias A e B necessitam de agua potavel. A Figura 4.45 esquematiza a
posicdo das industrias, bem como a posi¢do de um encanamento retilineo [, ja existente. Em
que ponto do encanamento deve ser instalado um reservatorio de modo que a metragem de

cano a ser utilizado seja minima?
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"
4 km = B

- e 2 km

Reservatdrio

12 km

Figura 4.45 — Esquematizacédo da situacdo-problema

Cada dupla deve receber uma folha de papel quadriculado, onde, com lapis e régua,

devera elaborar estratégias que solucionem o problema proposto.

Apols algum tempo, determinado pelo professor, as duplas deverdo expor suas
estratégias e qual a metragem de cano encontrada. Caso nenhuma dupla tenha chegado ao
valor esperado ou até tenha chegado ao valor, propondo outra estratégia, a seguinte atividade

pode ser proposta para conferir o resultado:

Tracar duas retas paralelas distando 12 ¢cm uma da outra. Uma das paralelas deve

medir 4 cm e a outra, 2 cm.

e Na parte superior da maior paralela marcar o ponto A e, da menor, o ponto B.

e Na parte inferior das paralelas, tragar uma reta para uni-las, fazendo marcacdes a cada
centimetro.

e Com o auxilio de uma régua, unir o ponto A a cada marcacdo da reta que une as duas
paralelas. Depois fazer o mesmo com o ponto B.

e Considerar cada marcacdo como uma possivel localizacdo para o reservatorio e medir

o tamanho de cada segmento formado (de A até o reservatorio e do reservatorio até B),

conforme a Figura 4.46.

e Anotar os valores encontrados.
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Figura 4.46 — Possivel estratégia para a localizacdo da posicdo 6tima para o reservatério

Com os valores obtidos, os alunos devem construir um grafico em papel quadriculado

e observar suas caracteristicas e informacgfes importantes, considerando x como sendo as
possiveis localizagdes do reservatdrio e y as possiveis metragens do cano.

Neste momento podem-se fazer alguns questionamentos aos alunos, como por
exemplo:

1) Escreva uma expressao que represente a metragem total de cano a ser utilizada em
funcéo de x.

2) Entre quais valores deve estar compreendido x?
3) Quais conclusbes podem ser tiradas a partir do grafico construido?
Tais questdes devem fazer com que os alunos percebam que existe uma fungdo que
representa a medida do cano a ser utilizado para a ligacdo das industrias A e B ao reservatorio

de agua. Se calcularmos o valor de x que faz com que essa medida seja minima, estaremos
solucionando o problema proposto.

Ja com grafico em papel quadriculado, os alunos podem conferir se suas observacoes

estdo corretas e se chegaram a funcdo que realmente representa a metragem do cano, com 0
auxilio do software GeoGebra.
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3% e 42 aulas:

Explicacdo e ilustracdo do método numérico que sera utilizado para a resolucdo do
problema proposto.

Pode-se escolher um dos trés métodos numéricos apresentados no Capitulo 3 e
explica-lo de forma clara e detalhada, com o auxilio do equipamento de Datashow.

Nesse momento os alunos ja podem ser orientados com relacdo a confeccdo da

planilha eletronica.

5% e 6% aulas:

A aplicacdo do método numérico escolhido para a resolucdo do problema deve ser
feita com o auxilio de planilha eletrdnica. A planilha escolhida foi o Microsoft Office Excel,
pois encontra-se instalada em todos os computadores do Programa Acessa Escola (uma
iniciativa do Governo do Estado de S&o Paulo, conduzida pela Secretaria da Educacdo, em
parceria com a Secretaria de Gestdo Publica, que tem por objetivo promover a inclusdo digital
e social, além de estimular o uso da internet para enriquecimento da formacédo cultural,
intelectual e social dos usuérios das escolas da rede estadual de ensino).

Apos a confecgédo das planilhas, os alunos devem socializar os resultados e apresentar
suas opinides sobre a atividade, falando de suas conclusfes e expondo as dificuldades que,

eventualmente, possam ter encontrado.

Avaliacao

Os alunos serdo avaliados individualmente durante todo o desenvolvimento da
atividade de acordo com sua participacdo na mesma, por meio de observacoes e, ao final, cada

dupla sera avaliada pela apresentacdo dos resultados.

Observacdo: Este plano de aula foi elaborado a partir de um exercicio da pagina 224
de [12].
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4.3.2.1 — Resolugéo da Situagao Problema com o uso de Derivadas

Nesta secdo, a situacdo problema apresentada sera resolvida com o uso de derivadas
apenas para que, posteriormente, possamos comprovar que os valores obtidos com o uso dos
métodos numéricos sdo muito proximos. Portanto ndo se deve tratar desse ponto com 0s

alunos, uma vez que o estudo das derivadas s6 ocorre no Ensino Superior.

Observando a Figura 4.47, e utilizando o Teorema de Pitagoras, é possivel chegar a

funcédo f(x) para a qual queremos encontrar o ponto de minimo.

12 — x x

12

Figura 4.47 — Esquematizacéo da situacdo-problema para se chegar a funcdo a ser minimizada

a2 =424+ (12— x)2 > a? = 16 + 144 — 24x + x% = a = \/x2 — 24x + 160

b2 =224+x?=2b>=4+x>=2b=+/x2+4

F(x) = /x2 — 24x + 160 + /x2 + 4

Durante o desenvolvimento da atividade, os alunos devem perceber que 0 < x < 12.
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Se f(x) = Vx2% — 24x + 160 + Vx2 + 4, entio:

1 1
) =5 . (x — 24x + 160)72. (2x — 24) + 5 G+ 4)72.2x >

x—12 4 X
VxZ—24x +160 Vx2+4

= f'(x) =

Fazendo f'(x) = 0, temos que:

x—12 4 X —0
Vx?2 —24x+ 160 Vx2+4

Observando os valores possiveis para x, percebemos que x? — 24x + 160 e x? + 4

sempre assumirdo valores maiores do que “zero”. Assim, resolvendo essa equacao:

() = ()
Vx?2 — 24x + 160 B x2+4

x2—24x+144_ x?
x2 —24x + 160 x2+4

(x% — 24x + 144) (x? + 4) = x2(x? — 24x + 160)

x* — 24x3 + 144x% + 4x? — 96x + 576 = x* — 24x3 + 160x?
12x24+96x — 576 =0 (+12)
x2+8x—48=0
A= 8% —4.1.(~48) = 256

—8+ /756 { X, =4
X=———
2.1 x2=_12'

Devemos notar que x = —12 ndo serve como solugédo, pois 0 < x < 12.

Derivando f'(x):

16 4
3 + 3"
(x%2 —24x +160)z (x%2+4)2

') =
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Assim:

3v5
f"(4) = m > 0.

De acordo com o Teorema 6.2: “se f"(c) > 0, f tem um valor minimo relativo em c”,

concluimos que x = 4 faz com que f(x) assuma valor minimo.

Resta-nos observar os valores de f(x) nos extremos da funcéo para verificar se x = 4

€ minimo local ou absoluto:
£(0) = 12,64 + 2 = 14,64
f(12) =44+12,17 = 16,17

f(4) =894 + 447 = 13,41,

Isso nos leva a concluir que x = 4 é minimo absoluto no intervalo [0; 12], ou seja,
para que o cano tenha a metragem minima, o reservatorio deve estar situado a 4 km do

encontro da canalizacdo [ com a perpendicular que passa por B.

Para esta situacdo-problema, em especial, o célculo da derivada segunda é bastante
“trabalhoso”, exigindo a aplicagdo de diversas regras de derivacao. Casos como este mostram

que, em algumas situacdes, a aplicacdo de métodos numeéricos é de grande utilidade.

4.3.2.2 — Aplicacdo do Método Numérico

Como 0 passo a passo para a construcao das planilhas eletrdnicas ja foi detalhado nas
secOes 4.3.1.2 a 4.3.1.4, nesta secdo apresentaremos a aplicacdo de um dos métodos
numéricos para demonstrar que o resultado obtido é muito préximo ao encontrado pelo uso do
método com derivadas. O método escolhido foi o da Pesquisa Dicotdmica, mas qualquer um

dos outros dois poderiam ter sido utilizados.

Inicialmente iremos calcular o nimero de iteracfes necessarias para que 0 erro seja
menor que 0,05. Para isso, temos a; = 0 e b; = 12. Substituindo em (8), temos:
0,08

1(12 0)<005=>1 12 < 0,05 > —~ < 52k > 249k s 240
2k ’ 2k ’ 2k 7 12 0,05



log 2% > 1log 240 = klog2 > 2,3802 = k >

2,3802
0,3010

=>k>709.
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Sendo assim, concluimos que serdo necessarias 8 iteracbes para chegarmos a

aproximacdo desejada (k = 1 refere-se a avaliacdo inicial, portanto a tabela terd 9 linhas).

*

k Ay by Ak Bk fa) | fB) | b—a x

1 0,0000 | 12,0000 | 5,9900 | 6,0100 | 13,5345 | 13,5368 | 12,0000 | 6,0000
2 0,0000 | 6,0100 | 2,9950 | 3,0150 | 13,4548 | 13,4532 | 6,0100 | 3,0050
3 2,9950 | 6,0100 | 4,4925 | 45125 | 13,4242 | 13,4248 | 3,0150 | 4,5025
4 2,9950 | 4,5125 | 3,7438 | 3,7638 | 13,4187 | 13,4183 | 1,5175 | 3,7538
5 3,7438 | 45125 | 4,1181 | 4,1381 | 13,4169 | 13,4170 | 0,7687 | 4,1281
6 3,7438 | 4,1381 | 3,9309 | 3,9509 | 13,4166 | 13,4165 | 0,3944 | 3,9409
7 3,9309 | 4,1381 | 4,0245 | 4,0445 | 13,4164 | 13,4165 | 0,2072 | 4,0345
8 3,9309 | 4,0445 | 3,9777 | 3,9977 | 13,4164 | 13,4164 | 0,1136 | 3,9877
9 3,9777 | 4,0445 | 4,0011 | 4,0211 | 13,4164 | 13,4164 | 0,0668 | 4,0111

Tabela 4.3 — IteracGes pelo Método da Pesquisa Dicotdbmica

Assim, concluimos que, de acordo com o Método da Pesquisa Dicotdmica, o valor de

x que faz com que f(x) seja minimo € 4,0111, ou seja, um valor muito préximo ao

encontrado com o uso das derivadas (x = 4). Portanto, para que o0 cano tenha a metragem

minima, o reservatorio deve estar situado a 4,0111 km do encontro da canaliza¢do [ com a

perpendicular que passa por B.
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Capitulo 5

Aplicacdo da Atividade

A metodologia utilizada para o desenvolvimento desta atividade baseia-se numa
abordagem qualitativa, pois ndo tem por pretensdo quantificar os dados obtidos, mas analisa-
los de maneira que torne possivel a compreensdo das estratégias elaboradas pelos alunos para

a resolucéo de situacOes-problema e das dificuldades encontradas pelos mesmos.

As aulas foram ministradas para alunos da 3?2 série do Ensino Médio de uma escola
estadual localizada na cidade de Campinas-SP, durante o periodo de uma semana (6 aulas de
50 minutos cada). O desenvolvimento das atividades foi fotografado, sem, no entanto, que 0s

alunos pudessem ser identificados.

Dentre os documentos a serem entregues pelos professores, bimestralmente a escola,

estdo os Guias de Aprendizagem. Este documento deve obedecer ao seguinte modelo:

Escola:

Professor: | Disciplina: | Série e turma: | Bimestre:
Justificativa do contetdo do bimestre:

Objetivos: Conteudos da disciplina: | Habilidades a serem desenvolvidas no bimestre:

Temas transversais:

Estratégias didaticas

Atividades Atividades Didatico-Cooperativas Atividades
Autodidaticas Complementares
Valores trabalhados na disciplina | Critérios de Avaliagio

Referéncias

Figura 5.1 — Modelo do Guia de Aprendizagem a ser entregue na escola
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No 3° bimestre, de acordo com o Curriculo de Matematica, elaborado pela Secretaria
da Educacdo do Estado de Sao Paulo [22], 0 assunto a ser abordado na 3% Série do Ensino
Médio deve ser um “panorama” das fungdes ja estudadas e suas principais propriedades,
devido a grande importancia de tal conte(do. Dessa forma, tornou-se oportuna a aplicacdo da
atividade “Construindo caixas de papel”, abordando o tema transversal “Trabalho e
Consumo”. Através de tal tema foi discutida a importancia da otimizag¢do (especialmente na
confeccdo de embalagens) para a economia de matéria prima e se evitar o desperdicio de

materiais.

Na 12 e 22 aulas foi feita uma introducdo ao problema, explorando o assunto e tratando
de sua aplicabilidade na vida pratica, estimulando a participa¢do dos estudantes. Além disso,
em duplas, os alunos construiram caixas de papel sulfite sem tampa. Apds decidirem qual a
medida do lado dos quadrados que deveriam ser recortados em cada canto da folha de papel
sulfite, os valores foram anotados na lousa. Em seguida, os alunos dobraram a folha nos
vincos formados e colaram os cantos, assim, obtiveram uma caixa retangular (um
paralelepipedo) sem tampa. Com o auxilio de régua, os alunos mediram as trés dimensdes da

caixa e calcularam seu volume.

As Figuras 5.2 a 5.11 mostram o desenvolvimento dessa parte da atividade.

Figura 5.2 — Desenvolvimento da atividade (medida dos quadrados nos cantos da folha de

papel sulfite) - a
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Figura 5.3 — Desenvolvimento da atividade (medida dos quadrados nos cantos da folha de

papel sulfite) - b

Figura 5.4 — Desenvolvimento da atividade (medida dos quadrados nos cantos da folha de

papel sulfite) - ¢
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Figura 5.5 — Desenvolvimento da atividade (medida dos quadrados nos cantos da folha de

papel sulfite) - d

Figura 5.6 — Desenvolvimento da atividade (medida dos quadrados nos cantos da folha de

papel sulfite) - e
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Figura 5.7 — Desenvolvimento da atividade (recorte dos quadrados nos cantos da folha de
papel sulfite) - a

Figura 5.8 — Desenvolvimento da atividade (recorte dos quadrados nos cantos da folha de

papel sulfite) - b
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Figura 5.9 — Desenvolvimento da atividade (recorte dos quadrados nos cantos da folha de

papel sulfite) - ¢

Figura 5.10 — Desenvolvimento da atividade (montagem da caixa de papel sulfite)
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Figura 5.11 — Caixas de papel sulfite construidas pelos alunos

Com os dados obtidos e os volumes das caixas calculados pelos alunos, foi possivel

construir a Tabela 5.1.

Medida do lado do quadrado (cm) Volume da caixa (cm®)
1,0 522,5
1,5 720,9
2,0 882,4
2,5 994,2
3,0 1057,5
3,5 1127,0
4,0 1144,0
4,5 1127,1
5,0 1100,0
55 1043,5
6,0 982,6
6,5 922,7
7,0 759,5
7,5 663,4
8,0 616,0
8,5 456,4

Tabela 5.1 — Medida do lado dos quadrados retirados de cada canto da folha de papel sulfite e

volume da caixa construida




118

Observando os dados da Tabela 5.1 uma das alunas iniciou o seguinte diélogo:
Aluna: Professora, tem alguma coisa errada, ndo tem?
Professora: O que vocé acha que esta errado?

Aluna: Conforme a medida do lado do quadrado aumentou, o volume foi aumentando,

mas de repente comegou a diminuir.
Professora: Mas, por que vocé acha que isto esta errado?
Antes que a conversa continuasse, outro aluno fez a seguinte observacao:

Aluno: Conforme o lado do quadrado aumenta, a altura da caixa aumenta, mas a base

diminui. Chega uma hora que a base fica bem pequena, por isso o0 volume comega a diminuir.

A aluna (e todos os demais) concordou com 0 que o0 colega falou e assim todos

perceberam que havia uma medida que fazia com que o volume fosse o maior possivel.

A partir dos dados da Tabela 5.1, os alunos esbocaram um grafico em papel
quadriculado relacionando a medida x do lado do quadrado retirado de cada canto da folha de
papel sulfite, com o volume calculado. No entanto, antes do esbog¢o do grafico, alguns alunos

perceberam que seria “tipo uma parabola com a concavidade voltada para baixo”.
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Figura 5.12 — Grafico esbog¢ado em papel quadriculado

Apobs o0 esboco do grafico, 0 mesmo também foi construido com o auxilio do Excel e
projetado com o uso de equipamento de Data Show, para que os alunos pudessem conferir
seus esbocos. Nesse momento, Varios alunos perceberam que ndo se tratava de uma parabola,
e uma das justificativas era que os ramos (ascendente e descendente) ndo eram simétricos em

relagdo ao eixo que passa pelo “vértice” (no caso, ponto de maximo).
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Figura 5.13 — Gréfico construido com o auxilio do Excel

Entdo, os alunos foram questionados sobre até que valor a medida do lado do
quadrado poderia aumentar. Sem muita dificuldade, todos perceberam que se o lado do
quadrado medisse metade do que mede o lado menor da folha de sulfite, a construcéo da caixa
seria impossivel. Em seguida, o questionamento foi se existiria algum valor de x que faria
com que o volume da caixa fosse igual a “zero” e, em caso afirmativo, qual seria esse valor.
Ap0s pensar por um tempo, alguns alunos disseram que se ndo recortassem os quadrados dos
cantos da folha, s6 haveria a base da caixa, sendo assim, “sem a altura”, o volume seria igual
a “zero”. Disseram, também, que se o quadrado tivesse a medida dos lados igual a metade da
medida do lado menor da folha de sulfite, a caixa “ficaria sem base”, por isso seu volume

também seria nulo.

Em seguida, foi solicitado que os alunos obtivessem as medidas dos lados de uma
folha de sulfite, sem retirar os quadrados dos cantos. Os valores obtidos foram 21,1 cm de
largura e 29,7 cm de comprimento. A partir dessas informacdes, os alunos foram orientados a
“encontrar” uma expressao que represente o calculo do volume de uma caixa em funcao da
medida x do lado do quadrado retirado de cada canto da folha. A expressdo obtida foi a

seguinte:
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V(x) =(29,7 — 2x)(21,1 — 2x)x.
Apos os calculos necessarios, ficou da seguinte maneira:

V(x) = 4x3 — 101,6x? + 626,67x.

Com o auxilio do software GeoGebra, o grafico foi construido e projetado para os
alunos.

1.5 4

0.5 4

0

T T T T T T T T T T T
11-10-9 -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -1

T T L T L T T L T LA T T L T T T T
01 2 3 4 5 6 7 8 9 101 1213 14/15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Figura 5.14 — Grafico da funcdo V(x) = 4x3 — 101,6x% + 626,67x, obtido com o auxilio do

software GeoGebra

Assim, os alunos perceberam que, através dos dados obtidos, tinham construido
apenas uma parte do grafico da funcdo, ou seja, para 0 < x < 10,55 cm (lembrando que a

medida “zero” € para o caso de nao se cortarem quadrados dos cantos da folha de papel sulfite
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e que o valor 10,55 c¢m é a metade da medida do lado menor da folha). Os alunos perceberam
também que se x <0 ou x =>10,55c¢m, 0 volume da caixa seria negativo, o que é

impossivel.

Nas duas aulas seguintes foram dadas as explicacBes e ilustracGes referentes ao
método numeérico que deveria ser aplicado pelos alunos para que 0s mesmos compreendessem

a construcéo da planilha eletronica. No caso, 0 método escolhido foi o da Secdo Aurea.

Nas duas Ultimas aulas da aplicacdo da atividade, os alunos foram até a sala de
informética da escola, onde puderam aplicar o método da Secdo Aurea com o auxilio de
planilha eletrdnica (Excel). Para essa parte da atividade, os estudantes foram divididos em
grupos de até 3 pessoas e seguiram, sem muitas dificuldades o “passo a passo” para a
montagem da planilha. Como esperado (e j& descrito na Se¢do 4.3.1.3) o resultado obtido foi

muito proximo ao conseguido por meio do experimento.

Figura 5.15 — Alunos na Sala de Informatica
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Conclusao

A abordagem feita neste trabalho procurou mostrar a riqueza, em termos de contetdo e
estratégias, que problemas de otimizacdo podem trazer para professores do ensino basico,
uma vez que se pode, através deles, chegar a questionamentos novos e incorporar
metodologias diferenciadas a problemas desta natureza. O envolvimento dos alunos com as
atividades propostas, os questionamentos feitos por eles e suas conclusées vdo de encontro ao
que os PCNs preconizam: fazer com que o aluno valorize a disciplina de Matemaética como
instrumento para compreender 0 mundo & sua volta e a veja como &rea do conhecimento que
estimula o interesse, a curiosidade, o espirito de investigacdo e o desenvolvimento da

capacidade para resolver problemas.

Com o passar dos anos, percebemos que a busca por metodologias diferenciadas para
0 ensino da Matematica deve ser constante por parte dos professores da educagdo béasica. No
entanto, muitas vezes, tais metodologias ndo sdo encontradas nos livros didaticos, dai a
importancia da pesquisa por parte do docente. Deste modo, este material busca servir de fonte

de consulta para os professores.

Mesmo sabendo que muitos resultados do Calculo Diferencial e Integral ndo séo
abordados diretamente no Ensino Médio, acreditamos que a boa compreensdo destes
resultados por parte do professor faz parte de sua formacdo adequada. Tais resultados, mesmo
que ndo utilizados diretamente com os alunos, sdo Uteis no sentido de garantir a existéncia de
solucédo para os problemas, assim como fornecem métodos para a verificacdo da validade de

sua solucao numeérica.

Acreditamos que os métodos numéricos, e sua aplicacdo mais dindmica quando
fazemos uso de recursos computacionais, podem fazer com que os alunos tenham um ganho
importante na capacidade de resolver situacGes-problema diversas, uma vez que precisam
compreender uma série de informagdes para chegarem a funcdo que se quer otimizar,

construir as planilhas eletrdnicas e interpretar os resultados obtidos.

Algumas dificuldades na realizacdo de atividades diferenciadas devem ser destacadas

como, por exemplo, salas de aula numerosas, que dificultam a participacdo de boa parte dos
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alunos, uma vez que aqueles que tém mais facilidade para a compreensdo dos contetdos se
expressam rapidamente, enquanto que 0s que necessitam de um tempo maior para a
compreensdo precisariam de atencdo especial; a necessidade, quase que constante, de se
retomar contetdos de séries anteriores (pela deficiéncia na aquisi¢ao de certas competéncias e
habilidades) que fazem com que as atividades diferenciadas tenham que ser aplicadas de
forma relativamente lenta; o fato de o professor “ter que cumprir um curriculo”, o que pode

levar talvez a que ele ndo consiga aplicar tais atividades com a frequéncia que gostaria.

Porém, apesar de todas as dificuldades, as aulas de Matematica, partindo de situacdes-
problema desafiadoras (como muitas vezes podem ser os problemas de otimizagdo), que
fazem com que os alunos precisem elaborar suas préprias estratégias e tirar conclusdes,
tornam-se muito mais atrativas. Portanto é extremamente necessario um maior “investimento”

neste tipo de metodologia.
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