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RESUMO

Neste trabalho de dissertacao temos por objetivo destacar a importancia do estudo dos
Numeros Complexos como teoria, a sua aplicabilidade e interdisciplinaridade. O con-
texto historico fara uma abordagem com o objetivo de orientar a origem do estudo dos
Numeros Complexos, até entao apresentada nas escolas apenas como uma extensao dos
Numeros Reais, esquecendo do relevante papel desempenhado pelos matematicos no es-
tudo das equacoes cubicas. Além disso, buscamos saber o que os PCN’s dizem e orientam
sobre ensino dos Numeros Complexos e, também, a proposta do novo curriculo elabo-
rada e apresentada pela SBM (Sociedade Brasileira de Matemaética). Nesta dissertacao
serao apresentadas varias aplicagoes envolvendo a rotagao de um complexo na forma tri-
gonométrica (com aplicagoes na Matematica e nas Artes), aplicagoes na Fisica (como a
reflexdo de um espelho plano e as correntes e ddp’s alternadas em circuitos elétricos), e
também, por exemplo, as aplicacoes envolvendo os Numeros Complexos e a Geometria
Plana. Por fim, apresentamos a resolucao das aplicagoes propostas.

Palavras-chave: Niumeros complexos. Rotagao. Aplicagoes.



ABSTRACT

In this dissertation we aim to highlight the importance of the study of Complex Num-
bers as theory, its applicability and interdisciplinarity. The historical context will make
an approach with the aim of guiding the origin of the study of Complex Numbers, pre-
viously presented in schools only as an extension of the Real Numbers, forgetting the
important role played by mathematicians in the study of cubic equations. In addition,
we seek to know what the NCP’s claim and advise on teaching of Complex Numbers and
also the proposed new curriculum prepared and submitted by SBM (Brazilian Society of
Mathematics). This dissertation will be submitted several applications involving rota-
tion of a complex in the trigonometric form (with applications in Mathematics and the
Arts), applications in physics (such as the reflection of a plane mirror and the currents
and ddp’s alternating electrical circuits), and also, for example, applications involving
Complex Numbers and plane geometry. Finally, we present the resolution of proposed
applications.
Key - words: complex numbers, rotation, applications
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Capitulo 1
Introducao

Neste capitulo abordaremos alguns fatos histéricos que contribuiram para o surgi-
mento dos Niumeros Complexos. Geralmente as abordagens, pedagogica e histérica, feitas
em sala de aula consideram como ponto fundamental para o surgimento dos Numeros
Complexos as equacoes do 2° grau. Nao mencionando o estudo das equagoes cubicas

como parte integrante, e essencial, dessa construcgao historica.

1.1 Contexto historico

Normalmente, o estudo dos Numeros Complexos no Ensino Médio ¢ justificado,
por professores, como uma histérica necessidade de ampliacao dos conjuntos numéricos.
Neste caso, o Conjunto dos Numeros Reais. Desta forma, encontrar solucoes das equacoes
do 2° sem solucdo real, como 22+1 = 0, era necessario. Assim, z = v/—1 seria uma possivel
solucao nao real. Contudo, historicamente sabemos que os acontecimentos nao ocorreram
sob essa perspectiva e ordem. Na verdade equacoes como 2%+ 1 = 0 eram, simplesmente,
ditas sem solucgao.

Muito do avanco algébrico se deu entre os séculos XV e XVI, devido aos esforcos
empregados para as resolugoes de equagoes cibicas. Atualmente, as equagoes cubicas sao
pensadas como sendo todas de um mesmo tipo, ou forma, e podendo serem resolvidas de
uma mesma maneira. Contudo, neste periodo o estudo dessas equacoes nao era assim:
existiam vérios tipos de equacoes cibicas. Entre elas a equacao 2 + ma? = n. No inicio
do século XVI o matematico Scipione Del Ferro obtém uma féormula para a resolucao
de equacgoOes ctbicas de um determinado tipo de equagao. O que para época era uma
novidade. Mas como de costume para o periodo, a férmula foi mantida em segredo. E
o italiano Niccolo Fontana, também conhecido por Tartaglia(que significa corcunda), que
alguns anos depois consegue resolver diversas equacoes ctibicas do tipo z3 + ma? = n.

Registra a histéria que um outro matemaético italiano, Girolamo Cardano (1501-
1576), que aparentemente obteve a formula de Tartaglia e a devia manter em segredo, a

publicou em 1545 em sua obra Ars Magna (A Grande Arte), na qual o autor faz mengao
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a um novo tipo de nimero. Chamado por ele de “quantidade ficticia” ou “raizes menos
puras”. Hoje esses numeros, chamados por Cardano de “ficticios”, sao denominados de
Numeros Complexos ou imaginarios.

Sobre esse processo histérico do surgimento dos Nimeros Complexos [6] registra

que:

“Se um algebrista desejava negar a existéncia de nimeros
irracionais ou negativos, dizia simplesmente, como os gregos
antigos, que as equacoes 2 = 2 e £ + 2 = 0 nao sao re-
soliveis. Semelhantemente os algebristas tinham podido evi-
tar os imagindrios, simplesmente dizendo que uma equacao
como z2 + 1 = 0 ndo é resolivel. Nao havia necessidade de
considerar raizes quadradas de niimeros negativos. Porém,
com a solugcao da equagao cubica, a situacdo mudou radi-
calmente. Sempre que as raizes de uma equacao cibica sao
reais e diferente de zero, a férmula de Tartaglia-Cardano
leva inevitavelmente a raizes quadradas de numeros nega-
tivos. Sabia-se que o alvo era um ndmero real, mas podia
ser atingido sem que se compreendesse alguma coisa sobre
ntumeros imaginarios. Era agora necessario levar em conta os
imagindrios mesmo que se concordasse em sé aceitar raizes
reais.”

Em 1572 o matematico italiano Rafael Bombelli publicou /flgebm, uma obra que
tratava dos mesmos assuntos que o livro de Cardano, Ars Magna. Durante seus estu-
dos Bombelli realizou operagoes com os “ntimeros ficticios”, afim de obter os resultados
desejados, que eram as raizes reais das equacoes. Uma das equacoes que Bombelli re-
solveu, e aplicou a férmula de Tartaglia-Cardano, foi #® = 15z + 4 e encontrou como
resposta r = €/2+ V121 + {’/2 —+/—121. Bombelli percebeu que x = 4 era uma

solucao da equagao e, assim, mesmo existindo raizes “imagindrias” no processo de re-

solucao da equagao o resultado era um nimero real. Vale ressaltar que Bombelli reconhece
a existéncia das raizes negativas e faz uso delas em seu céalculos, contudo segue afirmando
que tais expressoes sao mais sofisticas que reais. Em [5], a reproducao a seguir foi retirada

da obra de Bombelli L’algebra. Vejamos:



“ Encontrei um tipo de raiz ctibica composta muito diferente
das outras, que nasce no capitulo do “cubo igual a tanto e
ntimero”, quando o cubo da terca parte do tanto é maior que
o quadrado da metade do nimero, como nesse capitulo se
demostrard, (...) porque quando o cubo do terco do tanto é
maior que o quadrado da metade do nimero, o excesso nao
se pode chamar nem mais nem menos, pelo que lhe chamarei
de piu di meno, quando se adicionar e meno di meno quando
se subtrair. (...) E esta operac@o é necessaria (...) pois s@o
muitos os casos de adicionar onde surge esta raiz, (...) que
poderd parecer a muitos mais sofistica que real, tendo eu
também essa opinido, até ter encontrado a sua demonstracao
(...) mais primeiro tratarei de os multiplicar, escrevendo a
regra de mais e de menos.”

Bourbaki, historiador da Matematica, é um, entre outros, que afirma que pil,
meno, meno di meno e piu di meno sao respectivamente 1,—1, —i e i. Muito em razao
do axioma que Bombelli escreveu no capitulo Summare di p.di m. et m.di m. Neste
axioma Bombelli revela que nao se pode somar pit com pii.di.meno. Ou seja, existe uma
independéncia linear entre as partes real e imaginaria.

Muitos outros matematicos se dedicaram ao estudo desse “novo” conjunto numérico,
dentre eles pode-se citar Caspar Wessel (1745-1818), Jean Robert Argand (1768-1822) e
Carl Friedrich Gauss (1777-1855). A eles é dado o crédito de associacdo dos nimeros
complexos a pontos do plano real. Em 1799 Wessel publicou um artigo sobre os niimeros
complexos e os pontos do plano, contudo, em razao da demora do reconhecimento de seu
trabalho é frequente creditarem e denominar de plano de Argand-Gauss. Posteriormente,
William Rowan Hamilton (1805-1865) representou um nimero complexo como um par or-
denado de nimeros reais, podendo assim definir operacoes algébricas com esses niimeros
de maneira mais simples do que a utilizada inicialmente.

Hoje, os Numeros Complexos sao bem definidos e tem seus estudos aplicados em
varios ramos do conhecimento cientifico.

E com base nesse contexto histérico, e de informagoes, que o conjunto dos Nuimeros
Complexos sera apresentado neste trabalho.

No segundo capitulo trataremos do que recomendam os PCN’s e uma possivel
abordagem feita no Ensino Médio. No capitulo 111 faremos a construcao algébrica dos
complexos onde as operagoes de adi¢ao e multiplicacao ficam bem definidas. O capitulo IV
é um dos mais relevantes, pois é nele que trataremos da rotacao de um nimero complexo
e de suas consequéncias. Logo em seguida, no capitulo V| teremos algumas aplicacoes
envolvendo niimeros complexos associados a contextos, ou mesmo, com assuntos de outra
disciplina como € o caso da Fisica.

Atualmente, os Numeros Complexos vao muito além das fronteiras das raizes

quadradas de um numero negativo. E gracas a este conjunto que problemas como o do



tesouro perdido, que sera enunciado e solucionado nos capitulos posteriores, podem ser
propostos e ter sentido tedrico-pratico. Além disso, podemos associar os complexos, por
exemplo, a reflexao em espelhos planos ou a circuitos elétricos em que a corrente e a
diferenca de potencial sao alternados, trabalhar conceitos geométricos no plano complexo
como a equacao da reta, retas paralelas e perpendiculares, semelhanca de triangulos. Os
nimeros complexos tem aplicacao, até mesmo, na aerodinamica de um aviao.

Contudo, os Numeros Complexos nos dias atuais sao estudados de forma bem
diferente daquela que levou ao surgimento das raizes “ficticias” (é dado o crédito as
raizes de equagdes do 2° grau que nao tinham solucao real). Até pouco tempo atras eles
(Ntumeros Complexos) apareciam nas grades curriculares. Todavia, é um assunto que
vem perdendo espaco na grades curriculares e, ha casos, em que nem se exige mais tal
conhecimento. Um bom exemplo disto é o do ENEM (exame nacional do ensino médio)
que nao cobra em suas provas. Nos livros didaticos pouco se explora sobre suas aplicagoes
nos exercicios, nao passando apenas (na grande maioria das vezes) de exercicios de fixagao
de conceitos.

A intencao deste trabalho é chamar a atencao para a falta do ensino dos Numeros
Complexos, que é uma ferramenta pouco utilizada no Ensino Médio, e , principalmente,
para o seu valor inestimavel em razao das aplicacoes existentes em outros segmentos de

estudos.
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Capitulo 2

Os numeros complexos numa

abordagem dos Pcn’s

Neste capitulo faremos uma breve explanagao dos Nimeros Complexos segundo
os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s). Afinal, estes s@o as referéncias elaboradas

pelo Governo Federal para orientarem o ensino no Brasil.

2.1 Os PCN'’s

E com o texto a seguir que comega a apresentagao de [8], no que diz respeito as

Ciencias da Natureza, Matematica e suas tecnologias.

“O Ensino Médio deve, sem ser profissionalizante, propiciar

um aprendizado util a vida e ao trabalho, desenvolvendo

instrumentos reais de julgamento, atuacao e aprendizado.”

O ensino atual no Brasil, de uma forma geral, se pauta no que os conceitos,

definicoes, teoremas, teses e outros podem de fato contribuir, de forma direta, na vida

do aluno em nossa sociedade. Levando em conta, pricipalmente, a sua aplicabilidade.

O curriculo da educacgao bésica no Brasil é escolhido, geralmente, com o propédsito de
responder a seguinte pergunta: para que isto servird na vida do aluno?

O conceito de curriculo é um tanto quanto novo. Em [9], seu conceito estd escrito

assim:

“O curriculo é um conceito de uso relativamente recente en-
tre nds, se considerarmos a significagdo que tem em outros
contextos culturais e pedagdgicos nos quais conta com uma
maior tradigao.”

Mais adiante [9] faz outro registro:
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“...Ele comeca a ser utilizado em nivel de linguagem especia-
lizada, mas também nao é sequer de uso corrente entre o pro-
fessorado. Nossa cultura pedagogica tratou o problema dos
programas escolares, o trabalho escolar, etc. como capitulos
didaticos, mas sem a amplitude nem a ordenacao de signifi-
cados que quer sistematizar o tratamento sobre curriculos.”

Assim, definir qual curriculo de Matematica deve ser adotado no Ensino Médio,
por exemplo, nao é tarefa facil. E nesse contexto entra o estudo do Conjunto Numeros
Complexos.

No ano de 1998, quando ainda faziamos 3° ano do 2° grau,tivemos contato pela
primeira vez com o Conjunto dos Numeros Complexos. O nome do assunto a ser estudado
ja era para se assustar. Contudo, as aulas transcorreram de uma forma melhor tranquila.
Os professores diziam que os Niimeros Complexos teriam surgido a partir das equagoes do
2° que apresentavam, como solugao, raizes quadradas negativas. Fato este que sabemos
nao ser assim, como ja foi dito. Todavia, estudar os nimeros complexos era no minimo
duvidoso. Pois como entender o que seria a unidade imagindria e como aplicar em nosso
cotidiano?

E com a ideia da raiz quadrada negativa de uma equacao do 2° grau, que os

PCN’s véem os Nimeros Complexos. O trecho a seguir foi retirado de [8]. Leiamos:

“Os numeros complexos devem ser apresentados como uma
histoérica necessidade de ampliacao do conjunto de solucoes
de uma equacao, tomando-se, para isso, uma equacao bem
simples, a saber, 22+ 1 =0."

E isso é tudo que os PCN’s recomendam quanto a abordagem que se deve fazer
sobre o assunto.

Além de uma apresentacao simples e breve, os PCN’s tratam os Numeros Com-
plexos apenas como uma “histérica necessidade de ampliagao do conjunto de solugoes de
uma equacao”, como se seu estudo tivesse sempre sido aceito no meio dos matematicos
da época quando as raizes quadradas negativas comecgaram a aparecer. Sem contar que
esta recomendacgao dos PCN’s nos leva a pensar que os Niumeros Complexos surgem em
razao das equacgoes do 2° grau. O que nao é fato. Assim, nos dias atuais a cronologia pe-
dagdgica de ensino dos Numeros Complexos (equagdes do 2° grau implicam em Numeros
Complexos) nao ¢ a mesma como historicamente aconteceu (estudo de equagoes ciibicas
implicaram no surgimento dos Complexos). E, ao nosso ver, isto é prejudicial no processo
de ensino.

A experiéncia que temos em sala de aula ao longo de, aproximadamente, 16 anos
nos leva a acreditar que alguns professores evitam ensinar Numeros Complexos. Qual a
razao disso? Nao podemos precisar. Mas uma possivel deficiéncia no processo de ensino,

desde o Ensino Médio até o Superior, pode ter contribuido para isto.
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Para muitos alunos do Ensino Bésico nao é motivante o estudo dos Niimeros Reais.
Estes tem aplicacoes em diversas areas do conhecimento além de situagoes, diretas, que
envolvem a vida desses alunos. Desta forma, como motivar o aluno do Ensino Médio a
estudar Numeros Complexos, cujas aplicacoes, nao sao tao presentes e vivenciadas por
esse aluno? Talvez uma abordagem diferente daquela que vem sendo feita seja uma opcao.

Com o objetivo de melhorar o ensino e a aprendizagem da matematica, no Ensino
Baésico, a SBM(Sociedade Brasileira de Matematica) langou um proposta curricular. Em

sua apresentacdo, o presidente da SBM em [12] escreve:

“A presente proposta é resultado de uma discussao ao longo
de um pouco mais de trés meses, com base na experiéncia
em sala de aula, na andlise de curriculos em vigor no pais
e no exterior e no nosso ponto de vista sobre os contetidos
apresentados nos principais livros didaticos usados pelas es-
colas brasileiras. Desta forma, foi construida uma grade com
os principais conteiudos de Matematica, visando contemplar
habilidades a serem alcancadas pelos alunos concludentes
do Ensino Médio. Pretendemos que este trabalho contri-
bua com discussao sobre a elaboracao de um Curriculo Na-
cional de Matemdtica para essa tultima etapa da educacgao
bésica.(...) Por isso, buscamos equilibrar teoria e prética, a
partir dos principais referenciais de contetido de Matematica
para a formacao continuada do professor que leciona Ma-
tematica do Ensino Médio, mantendo atencao para a pratica
possivel em sala de aula. Consideramos quatro grandes areas
de trabalho, que permeiam as trés séries do Ensino Médio,
através de conteuidos chaves que conduzirao a aquisicao das
habilidades esperadas. Dentro de cada area, acrescentamos
um bloco chamado “temas suplementares”, a fim de pro-
vocar uma discussao ao optar por uma proposta relativa-
mente ousada sobre o tipo de ensino que se pretende ofe-
recer (Cientifico, Humanistico ou Geral). Iniciamos com a
organizagao das dreas e seus conteidos e das metas suple-
mentares em cada série. Depois, procuramos detalhar os
tépicos de conteudos, enfatizando as habilidades ligadas a
cada topico.*”
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A tabela a seguir foi copiada do site [12]. Nela consta a proposta da SBM para

o ensino médio.

TABELA DESCRITIVA DE AREAS POR SERIE

Tratamento da

Numeros e Fungoes Geometria Matematica Discreta [ ————

+ Conjuntos e nogdes de + Geometria Plana: + Conjuntos e Contagem. + Nogdes de amostragem.
légica. congruéncia, semelhanca *  Aritmética. + Organizacio de dados:
+ Conjuntos Numéricos. e dreas. distribuicdes de
* Proporcionalidade. + Trigonometria do frequéncias e graficos.
+ Funcoes: aspectos gerais. tridangulo.
* Funcoes Afime
‘Quadratica.
®  Sequéncias. & Perimetro e drea de & Matematica Financeira +  Medidas resumo e
# QOutras fungdes reais. figuras semelhantes. # Técnicas de Contagem distribuicio de dados.
« Funcoes Exponenciais e « Circulo.
Logaritmicas. & Geometria Espacial de

& Equagbes e Sistemas Posicao.
Lineares.

Fungbes Trigonométricas.
Desigualdades e médias.

Paliedros. + Probabilidade. + MNogdes de Estatistica
Areas e Volumes. bivariada.
Geometria Analitica.

» Taxas de variacdo. e Areas de figuras planas: * Grafos.

* QOutras funcdes outras abordagens. *  Aritmética.
trigonométricas. * Vetores no plano. + QOutros métodos de

& Numeros Complexos. ¢ Transformacdes contagem.

& Noghes sobre matrizes geométricas e simetria.

e transformagbes
elementares no plano e
no espage.

Fonte da figura: SBM

Esta tabela mostra a divisao dos conteuidos para o 1° ano, 2° ano, 3° ano e, o que
a SBM chama, os temas suplementares. Nela vemos que os Numeros Complexos estao
classificados no grupo dos temas suplementares e niumeros e fung¢des, juntamente com
outros assuntos.

E bem claro na proposta da SBM, que os Numeros Complexos sao organizados
e pensados da mesma forma com o que vem ocorrendo. Nao existem propostas evidentes
de um fazer diferente no ensino dos Numeros Complexos.

Acreditamos que estd seria uma étima oportunidade para se propor algo novo.
Fazer uma construcao histoérica dos fatos, em sala de aula, levando em conta as equagoes
cubicas; olhar o estudo das raizes de equagoes do 2° grau como uma consequéncia e nao
como a razao para o estudo dos Numeros Complexos e enfatizar a sua aplicabilidade,
como na Fisica por exemplo.

Assim, os parametros curriculares nacionais miniminizam um assunto relevante.

Procurar a melhor forma de aborda-lo é o nosso desafio.
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2.2 Os Numeros Complexos no Ensino Médio

Geralmente ao iniciar o estudo de matematica no Ensino Médio o professor conse-
gue fazer exemplificagoes que, até certo ponto, fazem sentido na vida do estudante. Agora
o que dizer da primeira aula de Numeros Complexos? O aluno passa uma boa parte da
vida estudantil aprendendo que nao existe a raiz quadrada de um ntumero negativo e, de
um ano para o outro isso muda.

Em razao disso surgem algumas perguntas como: Qual a razao de ensinarmos e
estudarmos certos conteudos matematicos? Esse conteido é relevante na vida do aluno?
Contudo, essas perguntas nao sao muito simples de serem respondidas.

O estudo dos Numeros Complexos no Ensino Médio e na graduagao parece apre-
sentar possiveis falhas. Esta nossa observagao foi alvo de estudo da professora Juliana
Santos.

A professora Juliana Santos Barcellos Chagas, em sua dissertagao de mestrado,
no ano de 2013, preparou um questionario, com muitos quesitos, que tinha por objetivo
analisar o ensino dos Numeros Complexos. Este questionario ficou disponivel durante
22 dias na internet e foi respondido por 151 professores. Estes eram de varios estados
do Brasil e atuavam no ensino médio. As respostas obtidas levaram a varios resultados,
dentre esses destacamos os seguintes:

1°- A formacao do professor e os niimeros complexos em sua formacao.

Nesse quesito a professora Juliana detectou que 22 dos professores entrevistados
possuem apenas a graduacao, 57 sao especialistas, 19 sao mestres e somente 2 eram
doutores. Entre os 151 professores que responderam o questionario, 104 responderam que
estudaram nimeros complexos no ensino médio, 38 disseram que nao estudaram e 9 nao
lembravam. Dos que estudaram no ensino médio, 12 disseram nao terem visto o assunto
na graduacao ficando condicionados ao que viram no ensino médio ou estudos realizados
por conta propria.

2°- A relevancia do estudo dos nimeros complexos no ensino Médio.

Daqueles que responderam ao questionario verificou-se que 48 dos professores
acham o estudo dos complexos relevante, 20 acreditam ser indispensavel, 3 consideram
irrelevante e 29 acham pouco relevante o estudo desse assunto.

Assim, é possivel questionar que em algum momento no processo de ensino dos
Numeros Complexos ocorreram falhas?

Nao é possivel afirmarmos categoricamente. Afinal, o espago amostral da pesquisa
da professora Juliana é muito pequeno em relagao ao universo de professores do Brasil.
Além disso, sabemos que existem muitas varidveis no processo de ensino que podem se
alterar, de acordo com a regiao, e que sao relevantes para serem ignoradas.

Contudo, alguns fatos sao importantes a serem questionados. Dentre eles desta-

camos alguns:
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= Todos professores de Matematica conhecem a intima relacao que existe entre
a algebra e a geometria, além de saber como isso pode ser abordado?

= Os professores fazem uma contextualizacao histérica do processo que levou
a criacao do conjunto dos Numeros Complexos, levando em conta o estudo das equagoes
cubicas?

—> Fazem alguma referéncia ao fato dos matematicos da época usarem esses
nimeros, mesmo sem aceita-los como tais, e até mesmo negando a sua existéncia?

Estas indagacoes também nao podemos responder. Todavia, acreditamos que
essas lacunas, caso existam, nao devam ser imputadas ao professor.

Deve-se ressaltar que o futuro professor, quando ainda aluno do Ensino Baésico,
vé alguns contetidos (na maioria das vezes nao em totalidade) e que, em razao disso,
deixam algumas incertezas. Por outro lado, quando ele chega no curso de licenciatura,
onde deveria aprender como ensinar matematica, o foco é desviado do alvo e, assim, as
coisas nao acontecem como deveriam ocorrer.

Em razao do exposto anteriormente, é bem possivel muitos dos colegas professores
de matematica ao iniciarem as aulas de Numeros Complexos comecem, por exemplo, com

uma expressao do tipo:
V-4 =+-14=vV-1V4=2/-1.

E o roteiro das explicagoes seja, mais ou menos, o que vemos a seguir. Isto é:

N&o sendo uma raiz real o niimero v/—1 e tendo por objetivo encontrar raizes para
este nimero, entdo convencionou-se a chamar v/—1 = i. O que implicaria que 7> = —1.
E, por consequéncia, seria possivel operar com esse tipo de niimero sem problemas.

Todavia, isto se torna muito vago para o aluno. Pois, na verdade isso nao faz
muito sentido para ele. E o que dizer quando escrevemos um nimero complexo na forma de
uma expressao algébrica? Que é o caso da forma algébrica de um complexo. Com sentido
analogo, de entendimento e conhecimento, ao da forma algébrica nos conduzimos a sua
forma trigonométrica. A partir de entao, o ensino de Numeros Complexos se resumira a
em encontrar o médulo, fazer a transformacao da forma algébrica para a trigonométrica
e operagoes. Nao muito mais que isso.

Possivelmente, alguns fazem isso com medo. Medo de falar o que nao é muito
claro ou faz sentido, ou, ainda, por nao ter o dominio necessario para explorar o assunto.

Nosso primeiro contato com os Nimeros Complexos se resumiu a saber que i? =
—1 e a operar esses numeros nas formas algébrica e trigonométrica. Contudo, sem que
houvesse uma abordagem mais significativa e contextualizada. E isso teve consequéncias
em nosso aprendizado.

Certa vez, quando estudavamos em um livro de mateméatica do Ensino Médio e

lemos o problema do tesouro perdido, logo depois da abordagem dos Ntimeros Complexos,
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nao conseguiamos fazer relagao com o assunto abordado. Lemos varias vezes mas nao
conseguiamos relacionar o contetido com o problema.

Mas qual a razao de nao conseguir?

Talvez em razao do contetdo ser apresentado de forma muito objetiva e nao fazer
mencao a algum tipo de contexto da vida ou historico. Além da nossa formacao, no

Ensino Médio e Superior, nao termos vistos aplicagoes envolvendo os complexos.
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Capitulo 3

A construcao algébrica dos Numeros

Complexos

Como vimos, historicamente, o estudo dos complexos surge a partir da resolucao
de equacoes cubicas que passavam por “numeros”’ nao definidos mas que o resultado final
era um numero real.

O matemaético italiano Cardano obteve a férmula

5| —q (@7, ®)° , s/ —q (0> | )°
:\/7+\/T+2—7+\/7—VT+2—7

para o cdlculo das raizes ctibicas de equacoes do tipo 2% + px? + ¢ = 0. Esta férmula

era utilizada por outros matematicos da época. Bombelli, outro matematico italiano,
resolveu a seguinte equacao z® — 15z — 4 = 0 utilizando a férmula de Cardano. E em
sua resolucao, para a surpresa de Bombelli, surgiu um elemento numérico desconhecido
que hoje é chamado de niimero complexo. Vejamos essa resolugao usando a féormula de
Cardano.

Solucao: Na equacao 2% — 152 — 4 = 0 temos que p = —15 e ¢ = —4. Aplicando

na féormula de Cardano temos que

Jocy | [CE P o[-0y [CAF o
x:\/ 2 +\/ FRERT +\/ 2 _\/ T
x—\/ \/ 3375 \/——\/ 3375 x—\/Q—l—\/ 1—125 +\/2—\/4—125

ST = €/2+\/—121+€/2—\/—121.

A solucao encontrada por Bombelli é a tltima igualdade anterior. Contudo, o
aparecimento de y/—121 intrigava Bombelli. Pois, além de /—121 nao ser um numero
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conhecido, o processo de resolucao levava a uma raiz real. Neste caso x = 4.

Assim, trilhando caminhos como o que Bombelli fez é que surge o estudo de um
novo conjunto chamado Conjunto dos Numeros Complexos.

Neste capitulo apresentaremos a construcao algébrica dos Nimeros Complexos
pautada no que registram [2] e [3].

Aqui veremos que o conjunto dos numeros complexos é mais que uma extensao
dos numeros reais e, sim, um conjunto com as operacoes bem definidas e no qual faz
sentindo extrair raizes quadradas de nimeros negativos além de sua representacao como
um par ordenado de ntimeros reais.

Como vimos na introducao deste trabalho, o estudo dos Niimeros Complexos tem
seu inicio nas equagoes cubicas. Equagoes estas que tinham em seu processo de resolucao
raizes quadradas de niimeros negativos, mas apresentava uma solucao real.

Assim, para uma melhor fundamentagao tedrica vamos relembrar as operagoes de
soma(+) e produto(.) de nimeros reais e suas propriedades fundamentais.

1) A adicdo e multiplicacao sdo comutativas, isto é, se a e b sao reais, entao:

at+b=b+a

a.b=b.a

2) A adic@o e a multiplicagdo sao associativas, isto é, se a , b e ¢ sdo nimeros

reais tem-se que:

(a+b)+c=a+(b+c)

(a.b).c = a.(b.c)

3) A multiplicagao é distributiva relativamente a adicao, isto é,se a , b e ¢ sdo

numeros reais tem-se que:

a(b+c¢) =a.b+a.c

4) Existem e s@o unicos os nimeros 0 e 1 satisfazendo as condigoes:

a+0=0+a=a
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para todo nimero real a.

5) A todo numero real a corresponde um tnico real (—a), e se a # 0, um tnico

nuamero real — tal que:
a

a.— =1
a

A partir das cinco propriedades anteriores apresentadas é possivel determinar to-
das as demais operacoes artiméticas sobre os niimeros reais. Por exemplo, da propriedade

4 podemos escrever

(-1)1=-1

e de (3) e (4) temos que

at+a0=a(l+0)=al=a

, ou seja, a.0 =0 .

Vejamos um outro importante exemplo: a “regra dos sinais”. Sabemos que
(—1)(—1) =1 e isso se comprova por: (—1)(—1)+ (—1) = (-1)((—1)+1) =(-1).0=0.
Assim, como (1)+(—1) =0e (—1)(—1)+(—1) = 0, entdo devemos ter que (—1)(—1) = 1.

E daf que concluimos que o quadrado, a?> = a.a, de um ndmero real a nunca é
negativo. Ou seja, no conjunto dos ntiimeros reais nao é possivel calcular a raiz quadrada

de um niimero negativo.

3.1 Definicao de Nimeros Complexos

Definicao 3.1. Os nimeros complexos constituem um conjunto C, onde estao definidas
as operagoes de adigao (indicado pelo sinal +) e de multiplicagao (indicado pela simples
justaposigao de letras) com as propriedades (1), (2), (3), (4) e (5). Além disso, os nimeros
reais estao incluidos em C e:

a) Existe um ntimero complexo 7 com % = —1.

b) Todo nimero real complexo pode ser escrito de uma maneira tnica na forma
a + bi, onde a e b sdo reais (a é chamado parte real e b é chamado parte imagindria do

complexo a + bi). Usa-se a notacao Re(a + bi) = a e Im(a + bi) = b.

Agora, levando em conta as propriedades de (1) & (5) e que i* = —1, podemos
operar o conjunto dos complexos de forma semelhante ao conjunto dos reais.

Exemplos:
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a) (8+2i)+(34+7)=8+3+2i+T7Ti=11+(2+7)i=114+9

b)(=3 + 5i)(1 — i) = (=3).1 + (=3).(—i) + 5i.1 + 5i.i = —3 + 3i + 51 + 5% =
—3+8—-5=-8—-8;

Desta forma, torna-se conveniente representar um nidmero complexo por z =
a+ bi. E, sendo a um nimero real podemos escrever a + 0t = a, ou seja, todo e qualquer

nimero real também é um complexo.

3.1.1 Igualdade de Numeros Complexos

Consideremos a func¢ao ¢ : C — R? tal que (a + bi) — (a,b). Note que ¢
é uma bijecao. Utilizaremos essa aplicacao para definir em R? as operacoes de adicao e

multiplicagao como segue:

(a,b) + (¢,d) := p((a+bi) + (c+ di)) = p((a+c)+i(b+d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b)-(c,d) := @((a+bi).(c+di)) = p(actadi+bci+bdi*) = (ac—bd)+i(ad+be) = (ac—bd, ad+bc).

O plano cartesiano munido das operagoes anteriores é chamado de plano complexo
ou plano de Argand-Gauss. Neste contexto a estrutura algébrica introduzida em R? é
compativel a estrutura algébrica de C, assim valendo as mesmas propriedades para as
duas estruturas. Em suma isso significa que a + bi e (a,b) representam o mesmo objeto.

Tendo em vista a igualdade de pares ordenados diremos que dois complexos sao
iguais se, e somente se, eles possuem as mesmas partes reais e imaginarias.

Sejam o complexo z = a + bi e o par ordenado (a,b) formado pelas partes real
e imaginaria do complexo z. Desta forma, dados os complexos 23 = (a,b) e 2o = (¢, d)
temos que z; = 2o quando a = c e b = d. Ou seja, dois complexos sao iguais quando tem
as partes reais iguais e as partes imaginérias iguais.

Exemplo

Dados os complexos z; = (z — 1) +i e 2o = 3+ (2y — 3)i temos que z; = 25 se, e

somente se, tivermos:

r—1=3=>x=4

20—3=1=y=2.
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3.1.2 Modulos e conjugados

Pela propriedade fundamental (5), temos que dado um complexo z = a + bi e

1
sendo este diferente de zero, entao deve existir um complexo da forma — tal que z— = 1.
z z

Assim, é conveniente determinarmos a forma algébrica de E na forma c + di.

Para tanto, definamos o conjugado de um nimero complexo z = a + bi como
sendo o complexo Z = a — bi. A representacao geométrica do conjugado de z é o seu
simétrico em relagao ao eixo Ox.

Uma outra importante definicao dentro dos complexos é de modulo. Chama-se
médulo de um complexo z o nimero real nao negativo = va2 + b2. E possivel verificar
que, geometricamente, |z| é a distancia de O a z, isto é, mede o comprimento do vetor
que representa o complexo z.

Notemos que 2z = (a + bi)(a — bi) = a* + b* = |z|?. Desta forma, o produto de

um nimero complexo z por seu conjugado ¢é igual ao quadrado do modulo de z.

A Im(z) z = (a,b)
|
2] :
| b
|
a |
: Re(z)
|
|
|
|
2z = (a,—b)

Fonte da figura: Autor

Dito estas coisas , podemos determinar a forma algébrica do conjugado do com-

1
plexo z. Como z— = 1, entao podemos escrever:
z
1 z z .
z-=1=—-=—=-—,ouseja,
z z 2z |z
1 a—bi a b

— = — 7.
a+bi  a?4+b  a?+b  a?+bh?

Nao é interessante memorizar estd tltima relagao, mas entender que para dividir
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dois complexos basta multiplicar numerador e denominador pelo conjugado do denomi-

nador.

3.1.3 Adicao e subtragao de complexos

Levando em conta que um complexo z = a + b pode ser representado pelo
par ordenado (a,b) e, também, as operagoes de adigao e subtracdo de pares ordenados
temos que: dados os complexos z; = (a,b) e zo = (¢,d) define-se adigdo e a subtragao,

respectivamente, como sendo

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) = 21+ 20 =(a+c)+ (b+ d)i
(a,b) — (¢,d)=(a—c,b—d) =21 —2z0=(a—c¢)+ (b—d)i

A soma de dois complexos tem a sua representacao geométrica. Isto é, dados dois
numeros complexos, z; = (a,b) e z3 = (¢, d), tem-se como representa¢ao no plano um vetor
cujas as componentes sao as somas dos componentes de cada vetor. Geometricamente,
como vemos na figura a seguir, somar dois complexos equivale a somar dois vetores, cujo

o resultado ¢ a diagonal do paralelogramo construido a partir dos vetores dados.

A_ Iin(_Z) __________ (a+¢,b+d)
d (©d) |
d | :
) I
br - T — (a,b) |
C a<c—> RG(Z)

Fonte da figura: Autor

3.1.4 Multiplicacao e divisao de complexos

Efetuamos a multiplicacao de dois complexos aplicando a propriedade distributiva

e lembrando que 2 = —1. Assim, dados z; = a + bi e 2z = ¢ + di tem-se que:

z1.20 = (a4 bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i
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o Z1 1 21 21 %2
. Para efetuarmos a divisao basta lembrar que — = z;(—) e fazer — = ——.
22 22 ) z2 %2

Outro sim, é que para quaisquer complexos z e w temos que sao validas as

seguintes propriedades:

iii) zZw = zZ.w B

iv) Se w # 0, (E) = é
w' W

v) Se z é real, z = Z.

vi) Z = z.

vii) Se z é um inteiro positivo, z" = z™.

As demosntragoes dessas propriedades estao no apéndice A.

3.1.5 As poténcias de i

Por definicao vimos que i> = —1. A partir dessa informacao, é possivel verificar
que as poténcias de ¢ tem um comportamento interessante de tal forma que os possiveis

resultados se repetem em ciclos de 4. Vejamos:

¥ =1;
il =i
i? = —1;
3

Para estes primeiros exemplos, vemos que os resultados para as poténcias de

sao: 1, 7, —1 e —i. De fato,
i =gt =1 =

Assim, podemos estabelecer uma regra para o calculo das poténcias de i. Isto é, para
calcular " basta dividir n por 4 e notar que " = ¢". Com efeito, se ¢ é o quociente da

divisdo, i" = 407 = ()04 = 194" = i"

Exemplo: Calcular 5%,

8

Neste caso calcular i*38 é equivalente a calcular ", onde r é o resto da divisao de
b

538 por 4. Como 538 deixa o mesmo resto que 38, quando dividido por 4, entdao temos

que 1738 =42 = —1.
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3.2 Forma trigonométrica ou polar

Sabemos que todo complexo é da forma z = a + bi, com a e b reais. Assim, z
pode ser pensado como sendo um ponto do plano cujas as coordenadas s@o (a, b) ou, ainda,
como o vetor Oz de origem O e extremidade (a, b), ou seja, pode ser representado no plano
cartesiano, que também é conhecido como plano de Argand-Gauss em homenagem aos
matemadticos Jean Robert Argand (1768-1822) e Carl Friedrich Gauss(1777-1855).

Vejamos abaixo uma possivel representacao para o complexo z = a + bi no plano

H
cartesiano, onde r é a norma do vetor Oz, também chamado de médulo de z, e 6 é o

N - .
angulo formado pelo vetor Oz e o eixo real.

Im(z)

z=(a,b)

b = rsenf

.
\j

a = rcost Re(z)

Fonte da figura: Autor

Do gréafico anterior podemos estabelecer as seguintes relagoes trigonométricas:

z=a+bi=r-cost+r-senf =1 - (cosd +i- send)

onde z se destaca pelos elementos geométricos r e # do vetor Oz. Assim, chama-

mos de forma trigonométrica ou polar do complexo z a relacdo z = r(cosf + i - senf).

Observacao 3.1. A interpretacao da multiplicacao de dois niimeros complexos tratare-

mos no capitulo sobre rotacgao.
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Capitulo 4
Rotacao

Este capitulo dard énfase a interpretacao geométrica da multiplicacao de dois
ndmeros complexos e suas consequencias. E nele que entenderemos o que é a rotacao
de um complexo e como isso pode ser interpretado geometricamente. Com a definigao
de rotacao de um complexo é possivel interpretar e solucionar problemas como o famoso
problema do tesouro perdido. Além disso, serao apresentadas: a formula de De Moivre,

as raizes da unidade e o teorema fundamental da trigonometria.

4.1 A interpretacao geométrica da multiplicacao de

dois complexos

Muitos dos conceitos matematicos podem melhor ser compreendidos quando, efe-
tivamente, se enxerga o que estd acontecendo. A multiplicacao de dois niimeros complexos
na forma trigonométrica é uma dessas situagoes.

Aqui daremos énfase ao que ensina [2] sobre o assunto.

Sendo x um nimero qualquer, consideremos que:

T
cos(x + 5) = —senx
e
T
sen(x + 5) = cosx
De fato, os triangulos OPP; e OQ(@): da figura abaixo sao congruentes por terem
angulos iguais e os lados |OP| = |OQ)|. Portanto, em valor absoluto, tem-se que:

™
cos( + 5)] = [QQ1| = [PPy| = |senc
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|sen(x + g)| = |0Q1| = |OP,| = |cosz|.

A Im(z)

Q
- P

Fonte da figura: Autor

Logo, as relagoes estao demonstradas em valores absolutos. Notemos que z e
x + T estao sempre em quadrantes adjacentes, o que nos garante a obtencao dos sinais
indicados. Além disso, a figura dos triangulos poderia ser feita em qualquer quadrante e
a demonstracao também seria valida.

Antes de generalizarmos a multiplicacao de dois complexos na forma trigonométrica,
facamos dois casos em que os complexos sao unitarios. Assim, seja w; = cosfy + isent;
um nimero complexo de médulo 1 e que é ponto do circulo unitario S*. Multiplicando
w1y por ¢ temos:

iwy = i(coshy + isendy) = icosf; + i*send
iw, = —senby + icosb

s s

iwy = cos(01 + E) + isen(01 + 5),

dai concluimos que multiplicar w; por ¢ equivale a efetuar no ponto w; uma rotacao
T

positiva de 5 que ¢é o argumento do complexo i. Consideremos agora um outro ponto

wy = cosby + isenbly do circulo unitario e facamos:
wiwe = (wy = cosbhy + isenby)w = cosbrw; + isenbawy,

ou seja, o vetor que representa wiws é a soma dos vetores perpendiculares cosfrw, e
senbw;. Agora tomando um sistema de eixos de coordenadas xOy cujo o eixo Ox coincide

com Ow;, como mostra a figura a seguir, teremos que o angulo entre w; e wyws é o angulo

0.
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Desta forma é possivel concluir que multiplicar dois complexos unitarios, w; e
wy, significa, geometricamente, dar a um deles uma rotagao positiva de angulo igual ao
angulo do outro.

Agora escrevamos z; = rjw e zo = raws tal que |wi| = |we| =1 e, teremos que:
2129 = TMWiTraWsa

21292 = T TraWi1Wa.

Isto é, a multiplicacao de dois complexos nao unitarios ¢ igual ao produto dos

complexos unitarios multiplicado pelo ntimero r;7;.

A Im(z)

Fonte da figura: Autor

Assim, sejam z; = r1(costy + isenby) e zo = 1ro(cosby + isendy). Fazendo z;.z5 temos que:
21.29 = 11(cosby + isenby).ro(coshy + isenby) =

21.29 = 111r9(cosbicosty + icoshysenby + isenbicoshy + i2sen«91sen6’2).

Agrupando, convenientemente, os termos da tltima igualdade vem:

21.29 = 1119[(costycoshy — senbysenbsy) + i(cosbsenby + senbcostsy)] =
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21.29 = 1rra[cos(by + O3) + i(senby + 65)].

A divisao de complexos na forma trigonométrica é um caso particular da multi-
plicacao e, nos garante que:

Dados z; = ri(cosfy + isenby) e zo = ra(cosby + isenby), com zs # 0, temos que
<1 1

= —[cos(0y — O2) + isen(0; — 65)].

22 T2
Para tanto, basta mostrarmos que E[003(91 — 05) + isen(f; — 63)] multiplicado
T2
por zo € igual a z;. Assim, temos que:
r r
2271[003(91 —0y) +isen(fy — 0s)] = rg.r—l[cos(él — Oy + 0y) +isen(0y — 02 + 05),
2 2

esta ultima igualdade é uma consequéncia direta da multiplicacao de dois complexos na

forma trigonométrica. Dali, segue que:

ZQT—l[cos(@l — 0y) +isen(by — )] = ri(cosby + isenty = z1,
()

como queriamos demonstrar. Portanto,

2= Dlcos(0y — 02) + isen(0y — 6,)].

zZ9 T2

4.1.1 Os desdobramentos da forma trigonométrica

A forma trigonométrica dos nimeros complexos nos permite demonstrar algumas
relagoes como a férmula de De Moivre,as férmulas cos(x + y) e sen(z 4+ y) e a lei dos

cossenos por exemplo. Demonstraremos estas afirmacoes a seguir.

4.1.2 Foérmula de De Moivre

Esta férmula, para o calculo de poténcias de um complexo, é conhecida com o
nome de Formula de De Moivre, em homenagem a Abraham de Moivre que viveu entre
1667 a 1754.

A fundamentagao teérica adotada neste caso é a de [1].

Foérmula de Moivre: Se n é inteiro,
[r.(cosl + isenf)]™ = r".[cos(nB) + isen(nd)]

Prova: Notemos que paran = 0 oun = 1 a féormula é valida. E, sendo n um nimero
inteiro maior que 1, a férmula é verificada para reiteradas aplicagoes da férmula da mul-
tiplicacgao.

Consideremos o caso em que n é um inteiro negativo.

Seja n = —m, com m inteiro e positivo. Temos que:
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[r.(cost + isenf)|™ = [r.(cosf + isend)]™™

1

. 0+ isend)|" =
[r:(cost + isend)] [r.(cost + isenf)]™

1.cos0 + isen0
r™[cos(mf) + isen(mb)]

[1.(cosO + isenf)]" =

[.(cosh + isenf)]" = Timcos(o — mb) + isen(0 — mb0)
[r.(cost + isenf)|™ = r~"[cos(—mBb) + isen(—mB)]
[1.(cost + isenf)|" = r"[cos(nd) + isen(nb)],

como queriamos demonstrar.
Exemplo: Calcule (1 + i/3)%.

Solugdo: o nimero complexo (1 +iv/3)?° tem médulo igual a

r=y(12+V3 =2

1 3
e 6 é tal que cost = 3 e senl = - Logo, 0 = g e, dai temos que:

(1+iv3)" = (2[cosT +isen])”

3
20 20
(1+iV3)? = 220.[003T7T + isen%]
2 2
(144v3)% = 220.[00537T + isen%]

-1 3
(14iV3)20 =22(— + z‘i).
2 2
Portanto,

(1+1iv3)% = 2%(—1 +iV/3).

Ora, ja que é possivel calcular 2™ entao também podemos calcular /z. Logo,

calcular {/r.(cosf + isenf) é determinar os complexos z tais que 2" = r(cosf + isenf).

Fazendo z = p(cosa + isena), temos que
p(cosa + isena)™ = r.(cost + isend).
Aplicando a férmula De Moivre obtemos,

p".[cos(na) + isen(na)] = r.(cost + isenf).
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Sendo vélida a equacao acima se tivermos p” = r e na = 0 + 2kn, com k inteiro.

0+ 2k
Dai segue que p = {/r e a = u Por fim, temos que
n
0+ 2k 0+ 2k
Y/r.(cost + isend) = {L/F[cos: + isenu].
n n

Notemos que as rafzes tém todas o mesmo mdédulo que é /7. Sendo r # 0 tem-se
que as imagens dessas raizes sao pontos de uma circunferéncia de centro na origem e raio

W/r. Além disso, se atribuirmos valores inteiros a k, os argumentos crescem em PA de

. 27 e : : .
razao —, 0 que garante que as raizes estao distribuidas uniformemente na circunferéncia.
n

Assim, se r # 0, as imagens dessas raizes sao vértices de um poligono regular de n lados

inscrito nessa circunferéncia. E, sendo » = 0, entao todas as raizes sao nulas.

Ay
29 21
\ /
\ /
\ /
\ /
\ / 20
\\\ \ /Zﬂ/n///
\\ \ //
~ 6/n _
~ ~ o
//’ /N \\\ z
- / \ RS
/ \ Zn—1
/ \
/ \
/ \
/ \

Fonte da figura: Autor

4.1.3 Raizes da Unidade

No conjunto dos nimeros reais sabemos, por exemplo, que v/1 = 1. Por outro
lado, quando estendemos o conceito de raiz n-ésima ao conjunto dos nimeros complexos
obtemos resultados diferentes.

Para um melhor entendimento do exposto acima faremos uma abordagem sobre
o assunto, com teoremas, propriedades, corolario e exemplos. Vejamos:

Uma estrutura interessante é dada, para cada n fixo, pelas raizes n-ésimas da

unidade. Existem n raizes n-ésimas da unidade e,cujas imagens no plano complexo, sao

31



vértices de um poligono regular de n lados centrado na origem.

No conjunto dos niimeros complexos temos que

V1 = {/1[cos0 + isen0] =
V1 = V13/cos0 + isen0 =

0+ 2k 0+ 2k
V1= \’71[003u + isen:] =
n n

2k 2k
V1= cos = + isen—W,
n n
com k inteiro tal que £k = 0,1,2,...,n — 1. Sendo n fixo, as raizes n-ésimas da unidade

serao representadas por ¢, tal que

T . 2kr
e = cos— +isen—,k =0,1,2,....n — 1.
n n
Como exemplo, calculemos as raizes cibicas da unidade.
Solugao: As raizes cubicas da unidade sdo da forma

2k 2k
€k = cosT7T + isenTﬁ, k=0,1,2.

Assim, fazendo k assumir os valores 0,1 e 2 temos:

2.07 ) 2.07 )
€9 = cosT + zsenT = cos0 + isen0 = 1,

217 L 217 o v o 1 N V3
E1 = COS 1SEeEN = COS— 1Sen— — —— 11—
! 3 3 3 3 2 2
2971 L 2.1 A L A 1 V3
E9 = COS 1S€en = COS— 1sen— —= —— — 1——.

2 3 3 3 3 2 2

Assim, os complexos €q, €1 € €9, quando elevados ao cubo tem como resultado 1.

Vejamos agora algumas propriedades das raizes n-ésimas da unidade com n fixo.

Propriedade 1: O produto de duas raizes n-ésimas da unidade € também raiz
uma e-nésima da unidade.

Prova: Como 2" =1 e w™ = 1, entao
(zw)" =z"w" =1.1=1.

Propriedade 2: O inverso de uma raiz e-nésima da unidade é também uma raiz

e-nésima da unidade.
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Prova: Seja 2™ = 1, assim podemos escrever

Corolario

O quociente de duas raizes e-nésimas da unidade é também uma raiz e-nésima
da unidade.

Por falarmos em quociente é bom mencionarmos a aritmética modulo n. Como
sabemos, na aritmética moédulo n trabalha-se com os numeros inteiros 0,1,2,....n — 1 e
as operacoes sao feitas tomando-se o resto da divisao por n do resultado da operacao na
aritmética usual. Por exemplo, as horas do dia nos fazem pensar e agir, nao de forma
objetiva e consciente, na aritmética médulo n. Afinal, em alguns momentos pensamos as
horas do dia como em dois blocos de 12 horas ou em um de 24 horas. Assim, quando se
diz que sao 17 horas, concluimos que sao 5 horas da tarde, pois 12+ 5 = 17 e 17 quando
dividido por 12 deixa resto 5. Da mesma forma que 8 horas apds 23 horas sao 7 horas da
manha, pois 8 + 23 = 31 e 31 deixa resto 7 na divisao por 24. Na aritmética médulo n,
a adicao e a multiplicacao sao comutativas e a multiplicagao é distributiva em relagao a
adicao. O 0 é o elemento neutro da adicao, ou seja, 0 + x = x 4+ 0 = x para todo niimero
x. Ja o nimero 1 é o elemento neutro da multiplicacao, pois 1.x = x.1 = = para todo
x. Além disso, todo nimero possui um simétrico, ou seja, o simétrico de um nimero x é
n —x pois  +n —x =n é igual a 0 modulo n.

Desta forma, as propriedades apresentadas anteriormente sao as mesmas da aritmética
dos niimeros reais. Com uma ressalva. Na aritmética médulo n isso nem sempre é verdade.
O teorema a seguir nos diz quando isto acontece.

Teorema

Se n € primo, todos os numeros diferentes de zero sao invertiveis na aritmética
modulo n.

Prova: Na aritmética médulo n, os nimeros sao 0,1,...,n — 1. Seja z # 0 um
desses niimeros. Mostraremos que x é invertivel.

Consideremos, médulo n, os n — 1 produtos x.1,2.2,...,x.(n — 1). Nenhum deles
¢ 0, pois se 2.7 = 0 médulo n, com j € {1,2,...,n — 1}, x.j seria miltiplo de n; como n é
primo, isso sé seria possivel com x miltiplo de n, o que é absurdo pois = € {1,2,...,n—1},
ou com j multiplo de n, o que também é absurdo pois j € {1,2,...,n — 1}.

Logo, o conjunto {z.1,2.2,...,z.(n— 1)} estd contido no conjunto {1,2,...,n—1}.

Mostraremos agora que o conjunto {z.1, 2.2, ...,x.(n—1)} possui n— 1 elementos,
o que implicara

{z.1,2.2,..,2.n—1)} ={1,2,...,n— 1}

Isso nao é ébvio pois poderia haver dois produtos z.j e z.k(j < k) que fossem

iguais, o que faria o conjunto ter menos do que n — 1 elementos.
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Se fosse x.j = x.k médulo n, com j, k € {1,2,...n—1} e j < k,xk—xj = x(k—j)
seria multiplo de n. Como n é primo, isso seria possivel com x multiplo de n, o que é
absurdo pois z € {1,2,...,n — 1}, ou k — j miltiplo de n, o que também é absurdo pois
k—je{l,2,..,n—2}. Logo,

{z.1,2.2,....,2(n — 1)},

e existe no conjunto do lado esquerdo da igualdade algum elemento, digamos x.p que é

igual a 1 médulo n. Mas entao p é o inverso de n.

Teorema
Sejam
2kmr . 2kw
€k = COS—— +1Sen——
n n
‘ 2j 27
g = cos 2T + isenﬁ, k,je{l,2,..,n—1},
n n
duas raizes n-ésimas da unidade. Entao, ei.c; = €y, onde a adi¢ao € modulo n.
Prova: ‘ ‘
2kr . 2km 2jm . 27
£.€; = [cos— + isen—].[cos—— + isen——]
n n n n
2km 29 . 2kw 29 . 2km 29 2km 2jm
Ek.Ej = COS——.COS—— ~+ 1COS——.5en—— + isen .COS — sen .sen
n n n n n n n n
2km 2gm 2km 29T 2km 29T 2gm 2km
£.Ej = COS——.C0OS— — sen—.sen—— + i(sen .COS + sen .COS )
n n n n n n n n
2km + 20 . 2km+ 2jm
Ek-Ej = COS—————— F+1sen——"""—
n n
2(k+7 2(k+j
Ex-Ej = cos% + isen%.

Se k 4+ j = r médulo n, isso significa que r é o resto da divisao de k + j por n, ou

seja, existe um inteiro g tal que k +j=qgn+rer €{0,1,2,...,n — 1}. Entao,

2(k+7 2(k+7
n n
2 2
E.€5 = cosw + isenw =&,

Exemplo 1: Consideremos as raizes centésimas da unidade,

2k 2k
Ep = cosﬁg + isenﬁg, k€ {0,1,...,100}.

Notemos que g47.665 = €15, pois 47468 = 15 médulo 100. Além disso, (£7)'® = eq,
pois temos um produto com 18 fatores £7.€7...67 0 que pelo teorema anterior nos garante
que o resultado é 7.18 = 26 mddulo 100.
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Exemplo 2: Como vimos, poténcias de raizes n-ésimas da unidade sao também

raizes n-ésimas da unidade. Por exemplo, as raizes quartas da unidade sao

2km i 2km
£ = COS—— + 1sen——
k 4 4 )
com k € {0,1,2,3}. Assim, as raizes quartas da unidade sdo ¢y = 1,67 = i,e9 = —1 e
E3 = —1.
E fécil observar que as poténcias de £; =i e €5 = —1 sao todas iguais a 7, —1, —i

oul, el ou —1, respectivamente.

Nos dois casos vemos, como ja sabemos, que poténcias n-ésimas da unidade
também sao poténcias n-ésimas da unidade, com uma diferenca. No caso, as poténcias de
g9 = —1 geram apenas algumas raizes quartas da unidade. Ja as poténcias €; = 7, geram
todas as raizes quartas da unidade.

Assim, uma raiz n-ésima da unidade é dita primitiva quando suas poténcias ge-
rarem todas as raizes n-ésimas da unidade.

Logo, sao raizes n-ésimas da unidade £ =i e €3 = —1.

O teorema a seguir vem garantir em que casos teremos raizes n-ésimas da unidade
primitivas.

Teorema A raiz n-ésima da unidade

2k 2k
£ = cos =2l + isen—ﬁ,k € {0,1,...,n—1}
n n

€ primitiva se, e somente se, k e n sao relativamente primos.
k_p
Prova: Se k é primo com n, a fragao — pode ser reduzida e termos — = =, com
n

n q
g < n. Entao a raiz n-ésima da unidade

2km . 2k 2km . 2k
€ = COS—— + 1sen—— = €, = cOS—— + isen——
n n q q

também é uma raiz g-ésima da unidade ( é a raiz g-ésima da unidade ¢, ). Mas entao
suas poteéncias, por serem raizes g-ésimas da unidade, poderao ter no maximo ¢ valores
distintos e nao poderao dar origem a todas as n raizes n-ésimas da unidade pois g < n.

Se k é primo com n, considere as n poténcias

€k,(€k)2,.”,(€k)n.

Essas n poténcias sao raizes n-ésimas da unidade. Como existem precisamente n raizes n-
ésimas da unidade, se essas poténcias forem distintas, elas serao todas as n raizes n-ésimas

da unidade. Portanto, devemos provar apenas que essas poténcias sao todas diferentes.
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Consideremos duas dessas poténcias, (g;)% e ()", com s < t. Se fosse

(ex)® = (er)",

terfamos
(er)° = (e8)" = (&) " =1
2k 2k — 2k(t —
(cos—7T + z‘sen—ﬂ)s_t =1= cos (t=s)m +isen (t=s) = 1.
n n n n
2k(t — s)m 2k(t — s)m

O que acarreta que ¢ multiplo de 27, ou seja, ¢ um numero inteiro.
Como k é primo com n,t — s deve ser multiplo de n. Isso é absurdo pois como t,s €
{1,2,..,n}es<tit—se{l,2,..,n—1}.

Exemplo: As raizes de indice 12 da unidade sao

2kmr . 2km
€k = COS—- + @senﬁ,k €{1,2,3,...,11}.

Dentre elas, sao primitivas as raizes €1, €5, €7, €11.

4.1.4 Teorema fundamental da trigonometria

O teorema fundamental da trigonometria é o resultado mais importante da inter-
pretacao geométrica da multiplicagao de complexos. O teorema nos garante que se x e y

sao numeros reais quaisquer, entao tem-se que:

cos(x +y) = cosxcosy — senzseny

sen(x +y) = senxcosy + senycosx.

A abordagem sobre a demonstracao é pautada no que registra [2].

Demonstracao:

Sejam x e y nimeros reais tais que

0<2z<2me0 <y < 2w, e escrevemos w, = COST + 1SenT € Wy = CoSyYy + 1seny.

Entao,pela interpretagao geométrica da multiplicacao de dois complexos na forma
trigonométrica, wywy = cos(x + y) + isen(x +y) (i). Além disso, temos que

wiwy = (cosx + isenx)(cosy + iseny)

W1We = COSTCOSY + ICoSTSENY + iSenTcosy — senrseny

wiwy = (cosxcosy — senxseny) + i(cosrseny + senxcosy) (ii).

Como (i) = (ii) temos que:

cos(x+y)+isen(z+y) = (cosrcosy — senxseny) +i(cosrseny+ senxcosy), sendo

a igualdade acima verdadeira se, e somente se, tivermos
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cos(x +y) = coszcosy — senxseny e sen(x +y) = senxcosy + cosxseny. Ficando
demonstrado sua validade para este caso.

Suponhamos agora que x e y s@o nimeros quaisquer, entao achamos inteiros k e

[ tais que
0<z+2kr=xe0<Ly+2r=1y.
Logo, levando em consideracao a igualdade acima temos que cosr = cosxy,

senx = senxy, COSYy = cosy; e seny = seny; e, consequentemente, teremos cos(z + y) =
cos(x1+y1) e sen(z+y) = sen(x1+y;). Assim, sendo vélidas as relagoes para z; e y; segue
que também sao validas para z e y. Portanto, o teorema fundamental da trigonometria é

verdadeiro para todos nimeros reais x e y.
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Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo serao vistas algumas aplicagoes dos niimeros complexos associadas

a rotacao de um complexo, a reflexdao em um espelho plano, a corrente e diferenca de

potencial alternadas em um circuito elétrico e exercicios gerais sobre o tema abordado

neste trabalho.

5.1

Exercicios diversos

1) Calcular cos3x sem o uso de féormulas da adicao.

)
1
2) Determinar as raizes ctbicas do complexo z = — +i—.
)

2
3) ABCD é um quadrado. Dados A = (1,2) e B = (3,5), determine C e D.

4)Dois vértices consecutivos de um octégono regular convexo sao (1,2) e (3, —2).

Determine o centro do octégono.

5) Determine o complexo z sabendo que as imagens de z, i e iz sao vértices de

um triangulo equilatero.

6) Seja v o volume de um cubo de aresta = e v" o volume de um paralelepipedo

retangulo cuja area da base é 3 e cuja altura ¢é igual a x. Determinar x de modo que

v:v/—i—l.

7) Considere as raizes de indice 34 da unidade,

€k = 0052;—; + iseanf—I, k=0,1,2,...,33.
Calcule:
)521 €19
b)(€12)
c)(e2)™!
d)es + €25.
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8) Quais das raizes de indice 15 da unidade,

2k 2k
€L = 0031—57r + isenl—;, k=0,1,2,...,14,

sao primitivas?

5.1.1 O problema do tesouro perdido

Este é um problema classico da Matematica. Ele faz alusao aos niimeros comple-
xo0s sem cita-lo. Para a pessoa que desconhece os conceitos e fundamentos dos niimeros
complexos, certamente terd um grande problema ao tentar resolver este problema. Exis-
tem véarias versoes do seu texto, uma delas é a que segue abaixo:

Um antigo mapa dava as seguintes instrugoes para localizar um tesouro enterrado
em certa ilha...

”Ande da palmeira até a entrada da caverna. La chegando, vire 90° a direita e
caminhe o mesmo numero de passos. No fim desse trajeto, coloque uma marca e retorne
a palmeira. Agora, caminhe em direcao a pedra. La chegando, vire 90° a esquerda e
caminhe o mesmo nimero de passos que foram dados da palmeira a pedra. Coloque uma
marca no fim desse trajeto. O tesouro estd no ponto médio dessas marcas.”

Quando chegamos a ilha, a palmeira nao existia mais. Como fazer para achar o

tesouro?

5.1.2 Uma aplicacao a eletricidade

Esta aplicacao a eletricidade fornece uma ideia do uso dos complexos nesse pro-
cesso. Veremos que o uso dos complexos serao muito importantes nos calculos que envol-
vem os conceitos de corrente alternada e diferenca de potencial (ddp). Sendo em alguns
casos indispensavel.

O texto a seguir ¢é de [4]. Vejamos:

No processo de geracao de energia, desde a hidrilétrica até nossas residéncias,
muitos calculos mateméticos sao feitos.

Dentre os elementos envolvidos nesse processo, podemos destacar a corrente
elétrica (fluxo de elétrons que passa por um fio, medido em ampere) e a tensdo (ener-
gia potencial por unidade de carga elétrica, medida em volt), que podem assumir valores
continuos ou alternados. No caso da corrente elétrica, por exemplo, ela é chamada de
continua quando os elétrons se movimentam em um unico sentido, e alternada quando
estes alternam o sentido do movimento constantemente, fazendo com que os valores da
corrente oscilem entre um valor maximo e um minimo.

No sistema de transmissao, por serem alternadas, a tensao e a corrente, podem ser

representadas por sinais senoidais com valores instantaneos da tensao(v) e da corrente(i),
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dados por v(t) = V.sen(w.t + o) e i(t) = I.sen(w.t + fy), ou seja, senoides dependentes
do tempo t, com amplitudes V' e I, respectivamente, também chamadas de valores de
pico. A frequéncia angular w representa a velocidade de oscilacao da senoide, dada em
radianos por segundo(rad/s). Os valores ag e 5y representam a fase inicial da fungao.

Essas expressoes matematicas para tensoes e correntes elétricas nao permitem
métodos praticos para a andlise de circuitos elétricos, pois nao sao faceis de serem alge-
bricamente operadas. Na pratica, para facilitar as operagoes algébricas costuma-se utilizar
um vetor radial girante denominado fasor, o qual, em cada instante, representa um ponto
da senoide, possunido, assim, a mesma frequéncia. O médulo do fasor corresponde a
amplitude de oscilagao da senoide.

Como sao vetores de médulos constantes, os fasores podem ser representados por
nimeros complexos na forma trigonométrica, o que facilita as operacoes algébricas dos
sinais senoidais. Em rela¢ao a tensao alternada no instante inicial (¢ = 0), por exemplo

temos o fasor v(t) = V.(cosap + senay).

5.1.3 Uma aplicagao a arte

Certamente, para quem nao entende do assunto sobre obras artisticas, pode acre-
ditar que pintar um quadro ou elaborar um projeto de arte passe apenas pelo processo da
inspiracao. Mas pelo que parece nao é s isso. Muitas obras artisticas feitas pelo homem
tem conceitos matematicos embutidos em seu processo de construcao. Um caso particular
dessa situagao é a rotacao de um complexo, cujo os conceitos estao presentes em obras
artisticas.

E com o uso da rotacao de imagens que o artista Maurits Cornelis Escher (Le-
euwarden, Paises Baixos, 17 de junho de 1898 - Hilversum, Paises Baixos, 27 de margo de
1972) fez muitas de suas obras. Nas figuras a seguir(que sdo obras artisticas de Maurits
Cornelis retiradas da internet e que foram adaptadas com uso do geogebra para obter
o resultado mostrado), vemos que a imagem como um todo pode ser obtida a partir da
rotacao de uma imagem pré definida.

Nesta primeira figura vemos que as duas tartaguras e o peixe formam a imagem
que é rotacionada num angulo de 120", obtendo assim o resultado desejado pelo artista.
J4 na segunda figura é possivel notar que sao feitas quatro rotacoes, de 90°, de um grupo

de borboletas que resulta na bela obra do artista.
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Imageml1

Fonteda figura: Autor

Imagem?

Fonte da figura: Autor

Muitas das obras do artista citado anteriormente, sao visivelmente resultados da rotacao
de um conjunto de figuras. Nao posso afirmar que o artista usou esse conceito matematico
de forma intencional. Contudo, é possivel notar a construcao de poligonos regulares
em ca imagem. Na primeira imagem existe um poligono regular inscrito, no caso um
triangulo equilatero, e na segunda imagem € possivel obter um quadrado. Em outras obras
de Maurits estao presentes, de forma implicita, outros poligonos regulares. A proxima
imagem, que é de 1960 e é intitulada de Limite circular IV (céu e inferno), é um
exemplo disto.

Neste caso, a obra artistica tem ”escondido” um hexagono regular que é obtido a
partir da rotacao dos seis anjos, que cercam os quatro demonios, que estao no centro do

poligono.
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Imagem3

Fonte da figura: Autor

5.1.4 Aplicacoes a aerodinamica

Como pode uma maquina tao grande e pesada, como o aviao, voar? Ou, o que
fazer para melhorar o seu desempenho?

Certamente, essas podem ter sido perguntas feitas pelos norte-americanos ao criar
o NACA (National Advisory Committee for Aeronautics - Comité Consultivo Nacional so-
bre Aerondutica) em 1915. Foi o NACA que antecedeu a NASA ((National Aeronautics
and Space Administration - Administragdao Aerondutica e Espacial Nacional). Entre 1920
e 1930 o NACA realizou varios testes em avioes, com uma variedade de aerofdlios possi-
bilitando, assim, um aperfeicoamento nesse equipamento tao vital ao aviao.

O russo Nikolai Joukowski (1847 — 1921) desenvolveu um trabalho que ficou co-
nhecido como Transformacao Joukowski. Esse trabalho possibilitou aos engenheiros ae-
ronauticos a realizar pesquisas sobre aerofélios e suas influéncias na forca de sustentacao
de um aviao.

Nikolai Joukowski utilizou os conceitos sobre niimeros complexos para a realizacao
de seu trabalho. Os calculos realizados pelos engenheiros requerem conhecimento acima
do que estamos propostos a enfatizar nessa dissertacao. Contudo, é essencial o comentario

para que saibamos que os nimeros complexos sao fundamentais nesse ramo da engenharia.

5.1.5 Aplicacoes a geometria

Os ntmeros complexos e a geometria tem uma forte ligacao como veremos. Nas
aplicacoes a seguir faremos uso dos resultados, sem demostra-los, obtidos pela professora
Fernanda Caon em sua dissertagao de mestrado em 2013 pela Universidade Estadual de
Ponta Grossa. Algumas dessas relagoes serao apresentadas no plano complexo. Vejamos
algumas delas:

Movimento no plano
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Neste exemplo é possivel verificar que o triangulo resultante é obtido através do
movimento dos complexos 21, z3 € z3 por operagoes, ou seja, o0 movimento no plano pode
ser estudado através de operacoes com complexos.

Enunciado 1

Considere, no plano complexo, conforme a figura, o triangulo de vértices z; = 2,

22:5623:64‘21'.

Ot ——————_—-——

Fonte da figura: Autor

A area do trangulo de vértices wy = 121, wy = 129 € w3 = 2123 €7

Translacao

Dada uma figura no plano é possivel movimenté-la de tal forma que sejam man-
tidos forma, angulos, medidas e orientagao. Isso é possivel através de uma translagao.
Para que isso ocorra basta adicionar um complexo z a seus pontos, como os vértices por
exemplo.

Enunciado 2

Considere, no plano complexo, conforme a figura, o triangulo de vértices z; = 2,
zp=5ez3 =06+ 2i.
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Ot ———————-——

Fonte da figura: Autor

Fazer as translagoes dessa figura, em cada caso a seguir, somando o complexo:

a) z=(—2,0);
b) z = (0, 3);
c) z=(-2,3).

Dilatacao e contracao

As figuras no plano complexo podem sofrer dilatacao ou contragao através da
operacao com complexos. Assim, dada uma figura no plano complexo é possivel obter
uma dilatacao, por exemplo, multiplicando os pontos dessa figura por um um niimero real
k > 0. Se o objetivo for uma contracao, entao multiplicamos os pontos da figura por um
real 0 < k < 1.

Enunciado 3

Os vértices do triangulo do enunciado da questao anterior foram multiplicados
pork=2ek= 3 Qual o resultado algébrico e geométrico disso?

A equacgao da reta

Consideremos os pontos A = (a,c) e B = (b,d) no plano complexo e P = (z,y)
um ponto qualquer da reta r que passa por A e B. Assim, a equagao da reta que passa
por esses trés pontos é dada por z = r(k) = z; + k.(22 — 21), onde k é real e indica a razdo
de proporcionalidade da colinearidade entre AP e AB, z; = OA, 2o = OB, z = OP e
29 — 21 indica a direcao da reta r.

Enunciado 4

Dados os pontos A = (3,5) e B = (8, —2), determinar a equagao da reta r que
passa por esses pontos.

Retas paralelas e retas perpendiculares
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Dadas as retas no plano complexo (k) = z; +k.(22 — 21) e s(k) = 25+ k.(24 — 23),

que passam pelos pontos A e B, e C' e D, respectivamente, dizemos que elas sao paralelas
g2 — X1, z2 — X1

se ——— é um ndmero real. Caso ——— seja imagindrio puro, entdo as retas r(k) e
24 — 23 24 — Z3
s(k) sao perpendiculares.
Enunciado 5

Observe o plano cartesiano e determine a equacgao das retas s e t.

w
IS
(9]
oA

r//s//t

Fonte da figura: Autor

Enunciado 6

As retas representadas no plano cartesiano sao perpendiculares?
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yA

N

g Y

Fonte da figura: Autor

Alinhamento de trés pontos
Dados os pontos A, B e C', dizemos que os mesmos estao alinhados se existir um

ndimero real k tal que z3 = r(k), ou seja, z3 = (k) = 21 + k.(22 — 2z1). O que implica que
23 — A1

23 = .
Z9 — 21

Enunciado 7

Dados z1 = (6,2) e 2o = (9,5), determinar a equagao da reta que passa esses

pontos e verificar se o complexo z3 = (—1,4) estd alinhado com z; e 2.

Mediatriz
Sejam z; e zy dois nimeros no plano complexo. A equagao da mediatriz deter-
. , . z1+ 2
minada por 2 e z é dada por m(t) = z + t(z5 — 2).i, onde z = = 5 2

Enunciado 8

Dados os complexos z; = (3,5) e 2o = (1, —4), determinar a equagao da mediatriz
determinada por esses complexos.

Reflexao

Neste caso, veremos a aplicacao da relexao em torno de uma reta que passa pela
origem. Resultado este que estd associado a multiplicacao de complexos. Assim, dado um
complexo z e uma reta r que forma um angulo S com a origem, entao o simétrico de z em
relacao a r é obtido pela multiplicacao do conjugado Z pelo complexo w = cos23+isen2f.

Enunciado 9
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Considere a figura a seguir.

Fonte da figura: Autor

Fazer as reflexdes da figura, em relacao a reta r que passa pela origem, quando r tem

equacao x =0, y=0e y = x.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho foram apresentados fatos historicos que contribuiram no surgi-
mento do Conjunto dos Numeros Complexos e algumas aplicacoes vinculadas a Ma-
tematica e a outras areas do conhecimento.

Ao fazer o comentério anterior pode-se passar uma falsa sensacao de que escrever
este trabalho tenha sido facil ou simples. Contudo, nao foi bem assim. Escrever sobre os
Numeros Complexos torna-se dificil a medida que a maioria dos livros do Ensino Médio
nao trazem nada muito novo, ou diferente, do que publicagoes anteriores nao tenham feito.
Sao exercicios parecidos e sem aplicagoes.

A coleta de informagoes como fatos histéricos, conceitos e exercicios (como geral-
mente sao apresentados nos livros didéticos) foi a parte mais acessivel. Todavia, como um
dos propositos desse trabalho era a aplicabilidade dos Nimeros Complexos. E encontrar
exercicios em que os mesmos nao fossem apenas para fixar conceitos foi dificil. Na verdade
sao poucas as aplicacoes com Numeros Complexos nos livros de matematica do Ensino
Médio. Talvez essa seja uma boa razao para que o ensino dos complexos tenha diminuido
na educacao basica. Algumas aplicacoes exigem um conhecimento acima do que o aluno
do Ensino Médio esteja preparado, como € o caso do estudo do vetor fasor. Por outro lado
devo confessar que ficamos entusiasmados quando vimos aplicacoes na arte, aerodinamica
e a relacao entre Nimeros Complexos e geometria plana.

No que se refere aos PCN’s e a SBM ficamos surpresos com relacao as suas
propostas sobre o tema.

Antes de lermos o que os PCN’s orientavam sobre os Nimeros Complexos, tinhamos
uma concepcao de orientacao diferente daquela dada nos PCN’s. Imagindvamos que seria
algo que valorizasse o assunto tanto pelo carater historico quanto por suas aplicabilidades.
O que nao ocorre. Os PCN’s veem na contramao dos fatos histéricos que levaram ao sur-
gimento dos complexos e nao enfatiza nenhuma possivel abordagem sobre suas aplicagoes.
O que implica, na atualidade, fazer essa abordagem em sala de aula exatamente como
sempre ocorreu: referir-se aos complexos apenas como uma extensao dos Numeros Reais.

No caso da SBM, imaginamos que ela apontaria para as lacunas deixadas pelos
PCN’s. O que também nao ocorreu. Sabemos que existem saberes matematicos essenciais
como a Matematica Financeira e a Geometria. Talvez, a principio, os Nimeros Complexos

nao sejam vistos como essenciais. Mas acreditamos serem importantes, principalmente
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para o aluno que chega na universidade. Assim, colocar o estudo dos complexos como um
tema suplementar (opcional) no Ensino Médio nos parece passivel de possiveis indagagoes.

Acreditamos que o estudo dos Numeros Complexos no Ensino Médio deva, a
principio, se pautar no fato de ser conhecimento exigido em cursos de nivel superior. Uma
outra razao é a de intensificar as suas aplicacoes na forma de exercicios contextualizados.

Certamente, esta nao é uma tarefa das mais faceis. Mas se nos propormos a
trilharmos este caminho, que provavelmente é espinhoso, chegaremos a um ”oésis”de
satisfacao profissional. Propiciando, assim, aos alunos um deleite sobre o estudo dos

Nimeros Complexos.
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Apeéendice A

Demonstracao das propriedades do

conjugado de um complexo

Aqui estao demonstradas as propriedades do conjugado de um complexo. A saber

que:

v) Se z é real,

vi) Z = z.

vii) Se z é um inteiro positivo, z" = z™.

Demonstracgoes

Para estas demonstragoes vamos considerar que z = a + bi e w = ¢ + di, com
a,b,c e d nimeros reais.

Assim, para a propriedade i), temos que
ztw=(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+ (c—di)=Z+w.

Para ii) escrevemos z —w = (a — ¢) + (b— d)i, o que acarreta z —w = (a —c¢) + (d —b)i =

a—bi—c+di=a—bi—(c—di)=Z—w=.Jano caso de iii) tem-se que

zaw = (ac—bd)—(ad+bc)i = (ac—bci)—(adi+bidi) = (a—bi)c—(a—bi)di = (a—bi)(c—di) = Z.W.

bd be — ad)i
Em iv) tem-se que % _ (ac + Cli(dgc ad)i

0 que tem por consequencia

E_ (ac+bd) — (bc —ad)i  (ac+bd) + (ad — be)i  ac — bei + bd + adi

c* +d? c? + d? c? + d?

g |
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dai segue

(a=bi)c+ (a—bi)di (a—0bi)(c+di) a—Dbi

z
)= c? 4 d? T (e+di)e—di)  c—di W

(

em\

Para v), sendo z real, ou seja, z = a+ 0i = a — 0i = Z. E por fim zZ" = Z.Z...Z, com n

fatores iguais a Z e por iii) escrevemos z" = Z.z...z = 2" como querfamos demostrar.
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Apendice B

Respostas e solucoes das aplicacoes e

exerciclos

Solucao da questao 1: Notemos que pela férmula de De Moivre podemos
escrever
c0s3z + isendx = (cosx + isenz)® =

cos3x + isen3x = cosz® + 3cosxilsenx® + 3cosxZisenx + i*senx’ =

2

c0s3x + isen3x = cosz® — 3cosrsenx? + i(3cosr’sent — senz?).

Da igualdade acima temos que a parte real do 1° membro é igual a parte real do

2° membro. O mesmo ocorrendo para as partes imaginarias. Assim, escrevemos:

cos3x = cosx® — 3cosrsenz? e senx = 3cosr’senx — senxs.

Portanto, cos3z = cosx® — 3coszsena?.
Solucao da questao 2: Encontrar as raizes cibicas de z, equivale a encontrar

3 = 2. A representaciao de z na forma trigonométrica é z =

um complexo w tal que w
c0s30° + isen30”, mas como existem outras determinacdes para o argumento de z entdo
escrevemos z = cos(30° +k360°)+isen(30° +£360°), onde k representa um nimero inteiro.

Logo, pela formula de De Moivre, os complexos da forma

30° + k360 30" + k360°
wy, = cos(———5——) + isen(———5—)
3 3

sao raizes de z. Fazendo k variar no conjunto 0,1,2,3,4,5 temos que:

30° + 0.360° 30° + 0.360° o o
wp = cos(%) + zsen(%) = cos10 +isenl0 ;

30° + 1.360° 30° 4+ 1.360° . o
wy = cos(%) en(%) = c0s130 + isenl30 ;

307 + 2.360° 30" + 2.360° . .
wy = cos(%) en(—i_T) = 05250 + isen250 ;

30° + 3.360° 30° + 3.360° o o
w3 = cos(%) + zsen(%) = cos10 +isenl0 ;

30° + 4.360° 30° 4 4.360° . o
wy = cos(—'—T) + zsen(%) = cos130 + isenl30 ;

54



30" +5.360 30" +5.360 o o
ws = cos(%) + isen(+—) = 05250 + isen250 .

Como vemos, a partir de k > 3 as raizes de z comegam a se repetir.

Fazendo k variar entre os inteiros negativos temos que:

o _1 . o o _1 . o ] .
W(—1) = 008(30 + (3 ) 360 )+isen(30 i <3 ) 360 ) = cos(—110" )+isen(—110") =

c05250" + isen250°;

30° + (—2).360° 30° + (—2).360°

w(-2) = cos( 3 )+isen( 3 ) = cos(—=230")+isen(—230") =
c05130° + isenl30";
30" + (—3).360° 30" + (—3).360° o o
w(_3) = cos( £ (=3) )+isen( +(=3) ) = cos(—350")+isen(—350") =

3 3

cos10” + isenl10’.

Dai, as raizes de z comecam a se repetir. Portanto, existem exatamente trés
raizes cubicas de z que sao:

wo = cos10” + isenlOo, wy = c0s130° + isenl30° e wy = c0s250° + isen250°.

A figura a seguir mostra como as raizes de z se comportam ao longo do circulo

trigonométrico.

wy = cos130° 4 isen130°

6 =250°

wy = 082507 + isen250°.
Fonte da figura: Autor

Solucao da questao 3: Neste problema sao dados dois pontos que sao os vértices de

quadrado e pede-se para encontrar os outros dois vértices. Assim, o problema nos leva a
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duas possiveis solucoes conforme mostra a figura abaixo.

A=(1,2) B =(3,5)

[ ]
F G

Fonte da figura: Autor

Da figura acima podemos escrever:
1@ =B—A=(2,3) =2+ 3i e que o vetor ﬁ = 1@2 Desta ultima igualdade
temos que:
AD = ABi=D—A=(B— A
D—(1+2)=2+3)i=D=2+3>+1+2i

D=—2+4i=(-24).

ComoB:B?, entao
—2+44i—-1-2i=C—-3-5i=-3+4+2i=C—-3-5i=C=71=(0,7).

Por outro lado temos que A é ponto médio DD’, ou seja,

wz1:—2+xﬂ:2:xﬂ:4
e
%:2:>4+yl)/:4:>yyzo.

Portanto, D = (4,0).

De forma andloga encontramos C" = (6, 3).

26



A representacao geométrica da solucao é a que segue abaixo.

Im(z) A

C=(0,7)

Fonte da figura: Autor

Solugao da questao 5: Do problema sabemos que z = a + bi = (a,b), z; =i = (0,1) e

29 =iz = —b+ ai = (—b,a) e que os médulos z e z; sdo iguais, ou seja,
|z| = |z1| = a® + b2

Dai temos:

d(z,i) = /(a —0)2+ (b—1)2 = /a2 + (b— 1)
d(z,iz) = /(a+0)2 + (b— a)?

d(i,iz) = /(0402 + (1 —a)2 = /b2 + (1 — a)?

Como d(z,i) = d(i,iz) entao:

Va2+b—-12=yR+(1-a2=ad+b-1)2=0+(1-a)?=a=bh

Sendo a = b segue que d(i,12) = 1/(2a)?> = V4a? = 2a e,
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(a+b)2+(b—aP=0+(1-a)P=a*+b"=1-2a=2a>+2a—1=0.

-1 V3 1 V3

As raizes da equacao do 2° grau sdo: a = <> + Sooua=—-—
Portanto, o nimero z assume os seguintes valores que sao solugoes do problema:

z:G;+1§y+G;+3§ﬁ

ou

O gréfico abaixo representa a solugao do problema.

A Im(z)

i

05 1 15
Re(z)

Fonte da figura: Autor

Solucao da questao 6: De acordo com os dados do problema temos que o volume do
cubo é dado por V = z? e do paralelepipedo por V' = 3z. Além disso , sabe-se que

V =V’ 4+ 1. Substituindo os valores de V e V' nesta tltima equacdo vem:
3 _ 3 _
>=3r+1=2"-3r—-1=0.

Usando a féormula de Cardano, onde a = —3 e b = —1 temos que:

LU [ Lo et 3N =3
T=Va2TVg 2 Vi V2"V 2 V71
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NI {,/ T
=4{/=4+=V3 — — =V3.
’ \/2 TaVEt g 5V3
Desta tltima igualdade podemos escrever os complexos z; e 2z, tais que z; =

1 1
3 + %\/3 e 29 = 5~ %\/3 O que nos sugere calcular as raizes cubicas de 21 e 2y

Assim | temos que |21] = |z2| = 1.

1 3 0
Para z; temos que costh = 3 e senfl; = BB o que implica que #; = 60 .
Logo, z1 = cos60° + isen60” e as congruéncias sao da forma z; = cos(60° + k.360°) +

isen(60° + k.360°), com k inteiro. Desta forma as raizes ciibicas de z, sdao da forma

60" + £.360° , 60" + £.360°

xy = cos( 3 )+ isen( 3 ). Fazendo k variar de 0 a 2 tem-se:

To = c0s20” + isenQOo; z, = cos140” + isen140°;a:2 = ¢05260" + isen260°.

Como z representa uma medida positiva, entao devemos considerar como parte

da solucao cos20 .

Usando raciocinio andlogo ao de z;, podemos escrever que 2z, = cos(300° +
o o o 300" + k.360° 300° + £.360°
k.360 )+isen(300 +k.360") e as solugbes da forma x, = cos(+)+zsen(+).

Com k variando de 0 a 2 vem:
zo = c0s100” + isenlOOo; z1 = c0s220° + isen2200; Ty = c0s340° + isen340°.

Pela mesma razao de z;, consideramos passa nossa solucio apenas cos20’ =
c0s340°.

Como a solucio geral é dada por & = c0s20° + c0s20” = 2c0s20° = 1,879 u.c.

Solugcao da questao 7:

a) Aplicando o teorema das raizes n-ésimas da unidade, temos que:

€21-€19 = €21419 = €40 = E6-

B 2.6 . 2.6m o o n o
€6 = COS a1 sen a1 €6 = COS 7 sen17.

b) Temos que (£12)? = €15.€12...€19, com 13 fatores iguais £15. Aplicando a mesma

propriedade do item anterior, podemos escrever:

(512)13 = €12.13 = €136 = €o-

Dai segue que:
2.0 2.0

31 + sen v

c¢) Neste caso podemos escrever:

= co0s0 + 1sen() = 1.

€9 = COS
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1 1

- 11~ c0s30 307
(512) cos30m n sends0m

17 17

pois (812)11 — €132 — €30-

Por outro lado,

1 cos0 + isen0

—11 _ _
(e12) " = cos30m N sen30m  cos30m i sen30m

17 17 17 17

30 30 30 30
(12) " = cos(0 — 1—;) + isen(0 — 1—;) = cos(—l—;r) + isen(—l—;r)

307 , 307
= 608(1—7) - zsen(1—7).

€4 -
d) Como 5%“5 = —, entao podemos escrever:
€25

portanto, (e19)~

8m , 8w
B 003(3—4) + zsen(3—4)

a 20 20
£25 (COS—W) + isen(l)

34 34

€4 —217r) w (—217T
isen
€25 17 17

)

portanto,

€4 21t . 217
— = c0OS—— — 1Sen——

€95 17 17 '

Solucao da questao 8:

2k 2k
As raizes de indice 15 da unidade sao da forma g, = 6081—; + isenl—;, com

k=1,2,3,..,14. Pelo teorema da raiz n-ésima da unidade, sao primitivas aquelas que
sao primas relativas com 15. Portanto, sao 1,2,4,7,8,11,13, 14.
Solucao do problema do tesouro: Este problema, a principio parece nao

7

. ~ , . . o
ter ligacao com os numeros complexos. Todavia, quando fala-se em ”...girar 90 ...” nos
remete a rotacao de nimeros complexos. Por outro lado é importante notar que, de acordo
com as informagoes deixadas no mapa, nao precisamos identificar a palmeira. Isso sera

mostrado a seguir. Para tanto, consideremos a figura a abaixo. Nela estao representadas
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as informacoes do problema.
Palmeira
Caverna
Pedra
Marca 1

Tesouro

Marca 2

Fonte da figura: autor

Para encontrarmos o tesouro precisamos encontrar os pontos A e B. Assim, consideremos
os vetores PC', que tem origem na palmeira e extremidade na caverna, e PK de origem
na palmeira e extremidade na pedra.
2’ . . ~ o . . 7 .
O ponto A é obtido a partir de uma rotacao de 90 , no sentindo anti-horario, do

vetor F@ . Mas rotacionar 90° no sentindo anti-horario é equivalente a multiplicar o vetor
ﬁ por —i, isto é:

CA=PC.(~i)= A—C=(C—P)(~i)= A=C(1—i)+iP

De maneira andloga ao ponto A, podemos encontrar o ponto B levando em conta que o
~ o . ;. ey 4
vetor K § é obtido a partir de uma rotacao de 90 , no sentindo horario, do vetor PK por

7, ou seja:
KB=PK.i)=B—K=(K—P)i=B=K(1+i) —iP.
Somando membro a membro as duas igualdades obtidas, dos pontos A e B, temos:
A+B=iP—iP+C—-Ci+ K+ Ki=(C+K)+ (K - C)i.

Como o tesouro T esta no ponto médio de AB, entao segue que:

_A4B _(CH+E)+(K-C)i C+K  (K-C)i

T
2 2 2 * 2

Geometricamente o tesouro T se encontra na semi-soma dos pontos C e K com o vetor
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H o . . s . . .
C'K rotacionado 90 no sentido anti-horéario. A figura a seguir ilustra esse fato.

Caverna

Tesouro

Fonte da figura: Autor

Solugao das aplicagcoes de geometria

Solugao do enunciado 1

A figura abaixo reprsenta o resultado obtido a partir das operactes com os com-
plexos z1, z5 e z3. Nela vemos w; = 42y, geometricamente, equivale a uma rotacao no
sentido anti-horario de 90°. O mesmo ocorrendo com o complexo wy = iz5. J& 0 complexo
w3 = 2123 tem uma rotagao de 9007 no mesmo sentido de w; e wy, € um aumento em seu
modulo, pois foi multiplicado por 2.

Assim, pela figura, a area do triangulo de vértices wy = iz, wy = 129 € w3 = 2123
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5.4
5 — = 10u.a.

A
Im(z)
zp = —4+12¢ 121
104
8
230 = (6 + 2¢)i 6
Zoy = 5t
4
28 2y, = 2i 23 =06+ 2¢
T T T 0 F L T -0 T p T
-6 -4 -2 0 2 4 6 8
21=2 Z2="5 Re(z)
Fonte da figura: Autor

Solugao do enunciado 2
a) Como z; = (2,0), 2o = (5,0) e 23 = (6,2) entao a soma destes complexos com

z = (—2,0) resulta na translacdo mostrada na figura a seguir.

A Im(z)
3_
23
2_ __________________________________
I
I
& !
I
21+ 2 :
0 ! -
-1 0 1 2 3 6 7
“1 Re(z)
-1
Fonte da figura: Autor
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b) De forma andloga ao item a), temos como solucao a figura a seguir.

23+ 2

<3

Y

7
Re(z)
_1 -
Fonte da figura: Autor
¢) O resultado obtido neste item é uma juncao dos itens a) e b).
Im(z) A
o it~ 23+ 2z
1
I
:
4- |
I
I
z1+ 2 |
3 1 :
20+ z : :
: :
/7% e z3
| I
| I
| I
| I
1 | |
I
: 1 :
: : !
T 0 T T I : T : =
-1 0 1 2 3 4 5 6
41 %2 Re(z)
_1 -
Fonte da figura: Autor
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Solucao do enunciado 3

. 1
A multiplicacao dos complexos z1, 25 € 23 por 2 e — resulta, respectivamente, em:

1 ) 1
,0) e 34 = (3,1). A

1
221 = (4,0), 220 = (10,0), 223 = (12,4), 5% = (1,0), 3% = (5
figura a seguir é o resultado geométrico da dilatagao e da contracao.

Fonte da figura: Autor

Solugao do enunciado 4

Podemos associar as pontos A = (3,5) e B = (8,2) os complexos z; e zo respec-
tivamente. Assim, a equacao da reta no plano complexo que passa por A e B é dada por
z =r(k) = 21+ k(22 — 21). Como 2z, — 2, = (5,—7), segue que a reta r tem equagao
z=r(k) = (3,5)+ k(5,—7), com k real.

Solugao do enunciado 5

Ao plano cartesiano associemos o eixo real de tal forma que coincida como eixo
das abscissas e, da mesma forma, o eixo imaginario ao eixo das ordenadas.

Desta forma podemos escrever z; = (=,0) e zo = (0, —1), que sdo pontos que

pertencem a reta r. Por outro lado temos z3 = (2,0) que pertence a reta s e z4 = (a,b)

um ponto genérico de s. Como z5 — 21 = (7,

é real, ou seja,

—1), 24 —23=(a—2,b) easretas r e s

~ ~ , 22— 21
sao paralelas, entao o niimero

24 — 23

m—an o) a9 42— 2ai 4 bi+ 4 a2 “2atbd

2 —2  (a—2,b) 202 + 2b% — 4a + 8 202 +2b% —4a+ 8 2a2 + 202 — da + 8"
— —2a+b+4

Ora, para que o nimero Z — 2 seja real entao devemos ter 57 +;Lb:_—1_a+8 =0,0
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que implica que b = 2a — 4. Assim, fazendo b = 2, por exemplo, temos que a = 3 e a
equagao da reta s é s(k) = (2,0) + K(1,2).

Com raciocinio analogo ao empregado a reta s, encontramos a equagao da reta t
que é dada por t(k) = (3,0) + K(3,6).

Solugao do enunciado 6

Para sabermos se as retas do problema sao perpendiculares basta aplicar a relacao
2y — 21 —2— 41 (—1 —17
z = = = .
24— 23 T—3 29° 29
sao perpendiculares.

). Como z nao é imaginério puro, entao as retas nao

Solucao do enunciado 7

A equacao da reta que passa pelos complexos z; = (6,2) e 2o = (9,5) é r(k) =
(6,2) + k(3,3). Se z1, 22 e 23 = (—1,4) estdo alinhados, entdo existe um nimero real k
tal que (—1,4) = (6,2) + k(3,3). Assim, k = % = (%5, %) Como o niimero k nao
é real, entao z1, 2o e z3 nao estao alinhados.
Solugao do enunciado 8

Sabemos que a equacao da mediatriz determinada por dois complexos, z; e za,

¢ dada por m(t) = z 4+ t(z9 — 21)i com z = 2t A Nesse caso, como z; = (3,5) e
3+1 5—-4 1
2o = (1,—4) segue que z = (%, T) = (2, 5) Portanto, a equacao da mediatriz é

1
Solugcao do enunciado 9
Primeiramente, fagamos o caso em que z = 0, ou seja, a figura sofre uma reflexao
. c e, . N m N .1
em torno do eixo imédginario. Assim, o angulo § = 5 e, por consequéncia, basta multiplicar
os complexos associados aos vértices do triangulo pelo complexo w = cosw + isenw. O

resultado dessa reflexao é mostrado na figura a seguir.

Fonte da figura: Autor

Quando y = 0 a figura reflete em torno do eixo real, ou seja, § = m. Assim, basta

multiplicar os conjugados de 21, 29 e z3 pelo complexo w = cos2m + isen2nm = 1. O
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resultado dessa reflexao é mostrado a seguir.

Fonte da figura: Autor

70
J& para y = x a reta r forma um angulo g = 1 Assim, para obter o resultado desejado

v T
basta multiplicar os conjugados de 21, 25 e 23 pelo complexo w = cos5 + isena. Vejamos

o resultado a seguir.

\J

o
N
SN
X
2
P
s

Fonte da figura: Autor
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