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Resumo

Nas ultimas décadas os aparelhos eletronicos se desenvolveram em um ritmo acelerado.
Intimeras opgoes tecnoldgicas nos oferecem facilidades e entretenimentos de variados tipos.
Os efeitos visuais, por exemplo, estao cada vez mais proximos de se confundirem com
a realidade. Filmes, jogos, fotografias, ambientes virtuais,... Todo esse processo pode
ser interpretado como a necessidade de representagao em telas planas de nosso mundo
tridimensional. Para isso, uma técnica ja antiga na inducao de interpretacoes cerebrais

ainda é utilizada: a perspectiva.

Embora seja uma técnica comumente associada ao Estudo das Artes, esse
Trabalho de Conclusao de Curso mostra como é possivel, com conceitos matematicos tra-
balhados no Ensino Médio, interpretar algumas de suas caracteristicas. A representacao
de pontos do espacgo em telas de projecao é estudada com elementos geométricos e tri-
gonométricos; planos e retas se encontram e geram formas conhecidas dos alunos da
Educacao Basica. A semelhanga de triangulos é utilizada na caracterizagao da proporci-
onalidade entre objetos e imagens. Prismas auxiliam na identificacao de simetrias e sao
interpretados por iniimeros pontos de vista. O Ciclo Trigonométrico é trabalhado como

uma alternativa na orientacao de segmentos de retas.

Todos esses conceitos sao desenvolvidos de forma gradativa. A partir deles, é
exemplificado como um vértice de uma piramide, com coordenadas cartesianas conhecidas,
é projetado em uma tela plana. A imagem passa a ser identificada em relagdo a eixos

devidamente escolhidos durante o desenvolvimento.

Uma série de atividades é proposta para caracterizacao da Fundamentacao
Teorica. Nelas, alunos do terceiro ano do Ensino Médio sao convidados a revisar conceitos
amplamente exigidos em Exames Vestibulares além de entenderem melhor como artistas

e técnicos trabalham no desenvolvimento dos efeitos visuais.

Uma andlise complementar é feita pelo Professor Anderson Stumpf no Trabalho

de Conclusao de Curso intitulado “Multiplicacao de Matrizes e Perspectiva”.

Palavras-chave: Perspectiva, Ponto de Fuga, Geometria, Trigonometria, Geogebra, Tec-

nologia.
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1 Introducao

1.1 A arte de ver

De todos os lados informacgoes estao disponiveis. Imagens, sons, sabores, odores, tex-
turas,..E] Caracteristicas de um Universo que se mostra e nao depende das percepcoes
humanas. Sinais de uma Natureza repleta de revelagoes alcancaveis e expostas sem res-
tricoes de qualquer preferéncia. Paralelamente, cada ser humano possui uma curiosidade
nata repleta de motivacoes e vontades para buscar entendimentos sobre o contexto de sua
existéncia. Uma necessidade de conhecer aquilo que o precede e de confirmar o prazetﬂ

que sente durante esse processo.

Receber e interpretar informacoes como quem interage com o meio externo e

se descobre integrante do mesmo!
Comparar como quem associa elementos e deslumbra diferencas e igualdades!

Confrontar impressoes com os demais e assim notar a existéncia de intimeros

pontos de vistal

Memorizar e partilhar ganhando maturidade intelectual para repetir os pro-

cessos acima citados e chegar a novas conclusoes!

Mesmo entre os homens primitivos, ja era a inteligéncia humana dotada de
uma faculdade especial: o senso numérico. Esta faculdade permite reconhecer, de forma
puramente visual, se uma reuniao de objetos foi aumentada ou diminuida, isto é, se sofreu

modificagbes numéricas.

Nao se deve confundir senso numérico com a faculdade de contar. Sé a inte-
ligéncia humana pode atingir o grau de abstracao capaz de permitir a conta, ao passo que
o sentido do nimero é observado entre muitos animais. Alguns passaros, por exemplo, na

visualizacao dos ovos que deixam no ninho, podem distinguir dois de trés.Certas vespas

14Os cinco sentidos sdo os guias da alma.” Leonardo da Vinci 7]
2“Todos os homens tém, por natureza, desejo de conhecer: uma prova disso é o prazer das sensacoes.

(...) E da memodria que deriva aos homens a experiéncia: pois as recordagoes repetidas da mesma coisa

produzem o efeito de uma tdnica experiéncia.” Aristételes [6]
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chegam a diferenciar cinco e dez.

Da semente visual do senso numérico, toda uma ciéncia légica foi desenvolvida
num processo gradativo de evolugao. As formas geométricas e os niimeros passaram a
interagir cada vez mais. Crescia assim uma alianca responsavel pelo desenvolvimento
da Matematica, pois além de representar o visual passou a interpretar o cosmos e suas

interagoes.

Informagoes estritamente sensitivas foram transformadas em dedugoes funda-

mentais para o progresso humano e trouxeram um entendimento melhor do mundo real.

Mas, o que é considerado real? Aquilo que é visto? O mecanismo do processo
visual ja é bastante conhecido pelos especialistas nos dias de hoje. Varios aparelhos sao
utilizados para ampliacao de nossas capacidades, como telescépios e microscopios. Alguns
atendem nossas necessidades, como 6culos e lentes de correcao. Outros sao capazes de
registrar imagens como maquinas fotograficas e de filmagem. Intervengoes médicas sao
capazes de eliminar ou atenuar patologias. Mas, ainda somos vitimas de ilusoes causadas

por falsas interpretacoes cerebrais.

Por exemplo, comodos possuem dimensoes aparentemente ampliadas devido
a existéncia de espelhos. Nao é raro encontrarmos lojas com limitacao de medidas se

valendo dessa técnica na valorizacao de seus produtos e espacos.

As chamadas miragens do deserto sao, inicialmente, causadas pela incapaci-
dade de percebermos que raios de luz se desviam ao cruzar camadas de ar com tempera-
turas variaveis. Logo, interpretamos que o azul do céu se localiza em uma duna de areia,
isso é sugestivo para quem busca agua. Cores, movimentos, texturas, formas e outras

caracteristicas visuais se interagem e nos levam a grandes ilusoes interpretativas.

O cérebro extrai caracteristicas constantes dos objetos a partir das informacoes
que recebe. Embora a imagem na retina seja a fonte principal de dados no processo de
visao, ¢ na interpretacao de um suposto ambiente tridimensional é na interagao entre os

elementos visualizados que varios tipos de ilusoes de distancia e profundidade acontecem.

Entao, ver consiste em completar o que esta acessivel ao aparelho ocular com
aquilo que o cérebro julga “estar vendo”. A visao nao é a imagem na retina. E uma inter-
pretacao criada no cérebro, baseado na informacao sobre as caracteristicas encontradas e

nas interpretacoes sobre o que esta sendo visto.
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Um exemplo cléssico sao as chamadas ilusoes de dtica.

Figura 1.1: Ilusao de Hering

Fonte: Wikipedia|

No desenho acima, temos a interpretagao de que existem duas linhas nao pa-
ralelas. Contudo, com auxilio de réguas, podemos confirmar que ambas sao horizontais.

Esse caso é conhecido como ilusao de Hering.

Figura 1.2: Blivet ou Poiuyt

Fonte: Wikipediaﬁ

Nesse outro exemplo, que recebe o nome de blivet ou poiuyt, temos a impressao
de que existem trés pontas cilindricas de um lado que se transformam, misteriosamente,

em uma base retangular no outro.

3Disponivel em http://en.wikipedia.org/wiki/Hering_illusion. Acesso em 09/04,/2013.
4Disponivel em http://en.wikipedia.org/wiki/Blivet. Acesso em 09/04,/2013.


http://en.wikipedia.org/wiki/Hering_illusion
http://en.wikipedia.org/wiki/Blivet
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Fonte: WikipediaEl

Uma das principais referéncias na arte de induzir ilusoes visuais é o artista
grafico holandés Maurits Cornelis Escher, (1898-1972). Notavel pelas suas xilogravuras,

litografias e meios-tons.

Contudo, ficou famoso pela capacidade de representar construcoes impossiveis,
preenchimento regular do plano, exploragoes do infinito e as metamorfoses: padroes
geométricos entrecruzados que se transformam gradualmente para formas completamente

diferentes.

Foi numa visita a Alhambra, na Espanha, que o artista conheceu e se encantou
pelos mosaicos de construcao arabe. Encantado pela forma como cada figura se entrelacava
a outra e se repetia, formando belos padroes geométricos, teve a inspiracao para os seus
trabalhos mais famosos, que consistiam no preenchimento regular do plano, normalmente

utilizando imagens geométricas e nao figurativas.

®Disponfvel em http://en.wikipedia.org/wiki/File:EscherSelf1929.jpg. Acesso  em
09/04/2013.


http://en.wikipedia.org/wiki/File:EscherSelf1929.jpg
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Figura 1.4: “Sky and Water 1”7, de M. C. Escher

Fonte: Sitio Oficial de M.C.Escher

A partir de uma malha de poligonos, regulares ou nao, fazia surgir figuras de

homens, peixes, aves ou lagartos. Tudo representado num plano bidimensional.

Também gostava de representar o espaco, que € tridimensional, num plano
bidimensional, como a folha de papel. Com isto ele criava figuras impossiveis, repre-
sentagoes distorcidas e paradoxais. Posteriormente foi considerado um grande matematico

geométricd’|

Figura 1.5: “Waterfall”, de M. C. Escher
: — 2

Fonte: Sitio Oficial de M.C.Escheif]

Disponivel em http://www.mcescher.com. Acesso em 09/04/2013.
740 espaco é o objeto que o gedbmetra deve estudar.” Poincaré @
8Disponivel em http://www.mcescher.com. Acesso em 09/04/2013.


http://www.mcescher.com
http://www.mcescher.com
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Esta é uma das suas pinturas mais famosas, a chamada “Waterfall” (“Cas-
cata”) de Escher. Induz a confusa interpretacao sobre o sentido real do movimento da
agua. Em alguns pontos a dgua aparenta subir, em contradi¢ao com a sensagao trazida

por outros pontos do desenho.

Na Arte Fotografica também existem iniimeros exemplos de como iludir usando
técnicas relativamente simples. Registro de imagens com distancias distintas a lentes

fotogréaficas podem induzir falsas interpretagoes.

Figura 1.6: Quem ¢é maior, o Professor Anderson Stumpf ou a piramide?
- \ e

Fonte: Acervo pessoal de Anderson Stumpf
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Figura 1.7: Quando os filhos do Professor Allan Filho crescem demais!

Fonte: Acervo pessoal de Allan Kardec de Souza Filho

1.2 Representacoes tridimensionais

Na antiguidade egipcia as pinturas e desenhos normalmente utilizavam uma escala para
objetos e personagens de acordo com seu valor espiritual ou tematico logo, o Farad era
representado maior do que os seus suditos. Além disso, os elementos retratados tinham a

forma mais facil de reconhecimento, ou seja, eram desenhados de perfil.

Fonte: “Wikimedia Commons”Pl

Durante a Idade Média, as tentativas de representacgoes tridimensionais foram

pouco precisas. Os objetos eram justapostos sem considerar suas relagoes espaciais.

9Disponivel em http://commons.wikimedia.org/wiki/File:BD_Hunefer.jpg. Acesso em

09,/04,/2013.


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:BD_Hunefer.jpg
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Figura 1.9: “Reconstrucao do Templo de Gerusalém”, de William of Tyre
. Seektalietel

Fonte: Wikipediaﬂ

A pintura anterior, “Reconstrugao do Templo de Jerusalém”de William of Tyre
do século XIII, tem as arestas paralelas dos objetos e as representacoes humanas ainda

sem o efeito de profundidade.

Durante o Renascimento surgiu, oficialmente, a perspectiva, que passou a ser
considerada uma técnica de representagao grafica. O espago passa a ser ilimitado e tridi-
mensional. Logo, exige alguns truques ilusionistas quando se deseja representd-lo em um

plano bidimensional.

O arquiteto florentino Filippo Brunelleschi (1377-1446) é considerado o pre-
cursor da aplicacao de principios matematicos na simulagao da profundidade. Represen-
tou objetos em telas planas com técnicas que simulam o tridimensional com aparentes

distancias e posicoes. Essa forma de representacao ficou conhecida como perspectiva.

Brunelleschi realizou na praca da Catedral de Florenca, na Itdlia, um desenho
sobre uma pequena tela. O desenho era a visao urbana de um espectador que estivesse a

porta da Catedral. Depois, com o auxilio de um espelho, olhou através de um buraco feito

0Disponivel em http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Reconstruction_of_the_temple_of _

Jerusalem. jpg. Acesso em 09/04/2013.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Reconstruction_of_the_temple_of_Jerusalem.jpg
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Reconstruction_of_the_temple_of_Jerusalem.jpg
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no centro da tela. Movimentando o espelho devidamente, conseguiu coincidir a imagem

do desenho refletida pelo espelho com a realidade visualizada.

Figura 1.10: Brunelleschi e espelho

Fonte: Maltaly["]

Deduziu, a partir dessa técnica, a representacao um objeto tridimensional a
partir de um ponto - o ponto de fuga. Todas as linhas de projecao da pintura convergiam

para esse ponto.

Figura 1.11: “Ponto de Fuga”, de Ivan Cabral

Fonte: Sorriso pensa,ntelﬂ

UDisponivel em  http://maitaly.wordpress.com/2011/04/28 /brunelleschi-and-the-re-discovery-of-

linear-perspective/. Acesso em 09/04,/2013.
“Disponivel em http://www.ivancabral.com/2012/02/charge-do-dia-ponto-de-fuga.html.

Acesso em 09/04/2013.


http://maitaly.wordpress.com/2011/04/28/brunelleschi-and-the-re-discovery-of-linear-perspective/
http://maitaly.wordpress.com/2011/04/28/brunelleschi-and-the-re-discovery-of-linear-perspective/
http://www.ivancabral.com/2012/02/charge-do-dia-ponto-de-fuga.html
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Os elementos localizados entre linhas de projecao sao interpretados pelo tama-
nho. Os menores representam os mais distantes.

A geometria criada por Euclides (360 a.C.-295 a.C), no que diz respeito a
perspectiva, tinha por base a questao do angulo visual, afirmando que um objeto tinha
um tamanho aparente a partir do angulo sob o qual era observado. Assim, um objeto era

duas vezes maior quando visto por um angulo duas vezes maior.

Figura 1.12: Angulo de visao

Fonte: Math Central™)

Atentou para a questao do comprimento e nao se limitou apenas com o estudo

do angulo visual. Assim, demonstrou que o tamanho aparente de um objeto é inversa-

mente proporcional a sua distancia do olho.

Figura 1.13: Angulo visual
. S N Angulo Visual

O estudo da perspectiva contribuiu mais decisivamente para os fisicos e para

os pintoreq"]

A tridimensionalidade na pintura se tornou um conjunto de especulagoes e

técnicas com a finalidade da representacao racional do espaco. Em uma dessas técnicas,

BDisponivel em http://mathcentral.uregina.ca/QQ/database/QQ.09.08/j/Joliel.html. Acesso

em 09/04/2013.
14«A pratica deve sempre ser construida sobre a teoria, para a qual a perspectiva é o sinal e o portal

de entrada, e sem perspectiva nada pode ser feito bem nos campos da pintura.” Leonardo da Vinci@


http://mathcentral.uregina.ca/QQ/database/QQ.09.08/j/Jolie1.html
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famosa pela utilizacao de Albrecht Diirer (1471—1528)@ o pintor visualizava o objeto a
ser desenhado através de um quadrado (janela) de vidro, por sua vez quadriculado. A
observagao era a partir de um ponto fixo (ponto de vista) para nao haver distor¢ao da

imagem.

Figura 1.14: “Artista e Mulher reclinada”, de Albrecht Diirer

= LY -2
|H —— z: .

Fonte: Sitio do The Motropolitan Museum of Art|

Uma técnica equivalente foi criada para forcar o observador a se colocar sob
um determinado ponto de vista e ter, em qualquer outra posicao, a imagem deformada e
incompreensivel. Este foi um método descrito nos estudos de Piero della Francesca (1415-
1492) sobre perspectiva. Recebeu o nome de anamorfose e foi muito utilizada na pintura
mural dos séculos XVI e XVII para criar ilusoes de 6tica na pintura sobre superficies

curvas, como as abébadas das igrejas.

15« desde que a Geometria é o verdadeiro fundamento de toda a pintura...decidi ensinar os seus

rudimentos e principios a todos os iniciados na arte...Espero que o meu sistema nao seja criticado...porque
pode beneficiar nao s6 os pintores mas também ourives, escultores, pedreiros, carpinteiros e todos aqueles

que trabalham com a medida.” Diirer ﬂmﬂ
1%Disponivel em http://www.metmuseum.org/Collections/search-the-collections/90039053.

Acesso em 09/04/2013.


http://www.metmuseum.org/Collections/search-the-collections/90039053
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Figura 1.15: Abobada da Igreja de Santo Indcio, em Roma, por Andrea Pozzo, 1685

Fonte: Wikipedia]|

Essa técnica é muito utilizada nos dias atuais pelo artista inglés Julian Beever

que cria desenhos tridimensionais com giz.

Seus desenhos sao minunciosamente projetados e milimetricamente executados.

Em média, o artista leva cerca de trés dias para completar as obras maiores.

Figura 1.16: Julian Beever e um dos seus desenhos feitos em uma rua plana.

Fonte: Sitio oficial de Julian Beever™]

A perspectiva e suas técnicas continuaram evoluindo ao longo dos anos. Nos
dias atuais sao muito utilizadas por programadores de jogos ou desenhistas de animacao.

Objetos tridimensionais sao projetados em telas, neste caso, monitores digitais.

"Disponivel em http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Sant%27Ignazio_-_affresco_

soffitto_-antmoose.jpg. Acesso em 09/04/2013.
®Disponivel em http://www.julianbeever.net/. Acesso em 09/04/2013.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Sant%27Ignazio_-_affresco_soffitto_-antmoose.jpg
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Sant%27Ignazio_-_affresco_soffitto_-antmoose.jpg
http://www.julianbeever.net/
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Figura 1.17: Tela do Jogo Sonic, SEGA Corporatlon

1.3 Objetivos deste trabalho

Por mais que o conceito de perspectiva esteja presente em desenhos ou fotografias e
por mais que sejamos capazes de percebé-lo e interpreta-lo, nem sempre valorizamos os

conceitos matematicas em torno do processo.

O objetivo desse trabalho é apresentar uma anélise mateméatica e um programa
de atividades que farao alunos e professores utilizarem as habilidades adquiridas em geo-

metria e trigonometria para explorar o problema da representacao em perspectivaEl.

Uma abordagem equivalente estd no trabalho “Multiplicacao de Matrizes e
Perspectiva”’do professor Anderson Stumpf que, por meio de outras ferramentas ma-

tematicas, apresenta uma visao complementar sobre o mesmo tema.

19«Por toda a parte, existe Geometria”Platéo
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2 Fundamentacao Teodrica

2.1 Definicoes

Projetar pode ser caracterizado como a visualizagao de objetos tridimensionais em planos.
Uma maneira de exemplificar isso é colocar uma tela retangular entre um observador e

um objeto visualizado.

Figura 2.1: Projecao

Chamaremos o ponto no qual se localiza o olho ou a lente do observador de
centro de observagao e cada uma das retas que ligam o centro de observagao e o objeto

de reta projetante ou simplesmente projetante.

Cada projetante encontra a tela em um ponto, conhecido como imagem, de
forma que cada ponto do objeto original tem uma unica imagem na tela, contudo, nao
podemos garantir o contrario. Algumas imagens podem resultar de dois ou mais pontos
distintos no objeto original. Nesse caso, os dois pontos definem uma reta ao qual pertence

o centro de observacao.

A projecgao de todos os pontos do objeto gera a imagem projetada. O dominio

da técnica de projecao, ainda que feita de forma intuitiva pelo artista, é o requisito
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necessario a criacao de desenhos bidimensionais capazes de induzir “interpretacoes tridi-

mensionais” .

No desenho anterior temos um cubo, o poliedro regular de oito vértices, seis
faces quadradas e doze arestas. A projecao dos oito vértices determina oito ponto, que,
por sua vez, sao vértices de seis quadrilateros no plano; cada um destes quadrilateros

representa a projecao de uma face do cubo

Quando o centro de observacao encontra-se entre o plano de projecao e o objeto
temos uma situagao mais fiel ao que acontece fisicamente numa méaquina fotografica ou

no processo visual humano. Nesse caso a imagem formada é invertida.

Figura 2.2: Camera ou olho humano
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Caso o plano de projecao se encontre entre o centro de observagao e o objeto,

forma-se uma imagem com a mesma orientagao do objeto.

Figura 2.3: Simulacao de projecao

Esse caso pode representar a situagao onde uma pessoa, a frente de um monitor
de video, observa uma imagem que, interpretada pelo cérebro, aparenta um objeto atras

do video.
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Para fins de simplificacao das situagoes possiveis, escolheremos esse 1iltimo caso
para analise e representaremos um ponto genérico do objeto observado por P, ao qual
chamaremos de ponto objeto. A analise desse ponto servird de base para a interpretacao

de objetos mais complexos.

Seja um plano de projecao 7 colocado entre o centro de observacao O e o ponto
objeto P. Por definigao, este plano € ilimitado, representando assim uma situacao tedrica

inexistente em problemas préticos de projecao, na qual estaremos restritos a uma tela.

A"\« b

»\"C ;

Chamaremos precisamente de tela um retangulo ABC'D contido no plano de
projecao de tal forma que a projecao ortogonal de O sobre 7w coincida com o centro £ do

retangulo, isto é, o encontro de suas diagonais.
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A
B
E
O'—//
D
C

A reta projetante é determinada pelos pontos O e P e intersecta o plano de

projecao no ponto imagem I, que é a projegao, propriamente dita do ponto objeto P.

A‘\
p B

Nosso objetivo neste trabalho é construir um ferramental matematico que per-
mita localizar com precisao o ponto imagem [ a partir do conhecimento da posicao dos

pontos de observagao O, objeto P e do plano de projecao 7 (ou, tela de projecao ABCD).

2.2 Geometria em Perspectiva|

Neste texto, denotaremos por XY um segmento de extremos nos pontos X e Y e por XY

a medida deste segmento, relativa a uma unidade fixada.

Considere o paralelepipedo reto-retangulo (isto é, no qual todas as faces sao
retangulares) construido de forma que O e P sejam diagonalmente opostos e todas as

faces sejam paralelas ou perpendiculares a tela de projecao.

L«A Geometria faz com que possamos adquirir o hébito de raciocinar, e esse hdbito pode ser empregado,

entao, na pesquisa da verdade e ajudar-nos na vida.” Jacques Bernoulli
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O ponto E, como ja foi citado, é a projecao ortogonal do ponto O no plano
de projecao, logo, o segmento EI é perpendicular ao segmento OF. O segmento K P ¢é
a diagonal da face KLPJ e, como o paralelepipedo é reto-retangulo, o segmento K P ¢é
perpendicular ao segmento OK. Sendo assim, os triangulos AOKP e AOFEI sao seme-

lhantes, pois possuem os mesmos angulos.

Podemos encontrar a medida ET do segmento EI utilizando a proporcionali-
dade entre os segmentos.
Bl _OF  OE-KP
KP OK ' OK
Observe que essa construcao nem sempre é possivel, pois, caso o ponto P esteja
no mesmo plano vertical ou horizontal que passa por O, o paralelepipedo fica indefinido.
O retangulo OKPH, de lados paralelos ou perpendiculares a tela de projecao e com
pontos O e P diagonalmente opostos garante a semelhanga, pois os triangulos AOKP e
AOFI possuem os mesmos angulos. Tal procedimento é equivalente ao anterior e fornece

a mesma relacdo utilizada na determinacao de ET.
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Mas esta forma de analise nao atende inteiramente aos nossos objetivos; nao
podemos precisar a localizacao do ponto I simplesmente pela distancia FI. Tracando
em 7 a circunferéncia de centro E e raio encontraremos infinitos pontos imagens com a

mesma distancia FI a E.

Para saber quais dos pontos da circunferéncia corresponderia ao ponto imagem
I que deveriamos escolher, ficamos na dependéncia de uma situacao real, de maquetes
ilustrativas ou de representagoes graficas feitas com programas de Geometria Dinamica.

Contudo, esses artificios nem sempre estao acessiveis, o que dificulta o processo.

Precisamos de um novo processo que forneca, de forma precisa e sem a necessi-
dade de escolhas, a localizagao do ponto imagem. O ponto imagem I é um ponto qualquer
de um plano dado (o plano 7), portanto é coerente pensar que sua localizagdo deva ser
determinada por pelo duas informagoes posicionais numéricas independentes (a discussao
anterior nos mostrou que apenas uma ¢ insuficiente.). Com essa intengao, vamos estudar
as chamadas vistas de projecao. Funcionam como se olhasse-mos de diferentes posicoes a
mesma situacao, buscando assim mais de uma informacao que nos leve a localizagao do

ponto.
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2.2 Geometria em Perspectiva

Figura 2.4: Vista superior

Pela vista superior, acima exemplificada, podemos analisar o triangulo AOK L

retangulo em K. A hipotenusa OL encontra o plano de proje¢ao em um ponto que dista

do segmento OK a mesma distancia que o ponto I dista da face OHJK. Vamos chamar

essa distancia de X7.

X, OE .Y_E-OE
KL Ok ' OK

BY

A wista lateral acima permite, de forma equivalente a anterior, a andlise do

triangulo AGLP retangulo em L. A hipotenusa G P encontra o plano de projecao em um

ponto que dista do segmento GL a mesma distancia que o ponto I dista da face OGLK

Vamos chamar essa distancia de Y7.

i, _OF o KJ-OE
KJ Ok ' OK
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Figura 2.6: Vista frontal
A® ® E

A localizagao do ponto imagem passa a ser determinada por duas medidas,
X1 e Y, que podem ser definidas, respectivamente, as medidas das projecoes horizontal e
vertical do ponto imagem I. Essas medidas das projecoes sao facilmente identificadas na

vista frontal acima.

Considere agora um novo ponto objeto P’, simétrico ao ponto objeto original
P em relacao a face OK JH do paralelepipedo. Repetindo o processo para P’ encontramos

as medidas das projecoes do ponto Imagem I’.

Figura 2.7: Vista frontal com duas imagens
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A repeticao do processo para determinacao das medidas das projecoes de I’

mostram que as projecoes se repetem, isto é, I e I’ possuem as mesmas medidas das
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projecoes horizontal e vertical:

X, OE - KL'-OF
_ X, = B YR

KL OK OK

Como KL' = KL, temos X = X].

Yo _OE o KJ-OE
KJ Ok ' OK
Como KJ' = KJ, temos Yy = Y;.

Sendo assim, para um ponto objeto escolhido P, mais baixo do que o ponto O
e nao localizado no plano vertical que passa por O e é perpendicular ao plano de projegao,
sempre teremos um ponto objeto P’ com imagem [’ de mesmas medidas das projecoes
que I. Ou seja, a simetria em relacao a face OK JH faz com que I e I’ tenham as mesmas

medidas das projecoes Xy e Y.

Precisamos distinguir segmentos com orientagoes distintas. Mas como, utili-

zando elementos geométricos, conseguiremos diferenciar pontos simétricos em relacao a

face OHJK?

Uma forma eficiente de diferencia-los é a orientagao trigonométrica.

2.3 Trigonometria em perspectiva

Na trigonometria, acrescentamos as medidas dos angulos um sinal, que corresponde ao
“sentido” com que o arco descrito pelo angulo é percorrido no circulo. Usualmente, angulos
com sinal positivo representam percursos no sentido anti-horério, e angulos negativos no

sentido oposto.
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BOA = 6
IG“ B [=4
[+] I—O =
BOA = — 6

Vamos retomar a andlise da Vista Superior, com a representacao das duas

imagens I e I’ equidistantes do centro E da tela de projecao.

Redesenhando com a inclusao do circulo trigonométrico temos
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Dessa forma, o calculo das projecoes X e Xj, pode ser feito a partir da

tangente de um angulo agudo de um triangulo retangulo.

Entao, no triangulo AOK L' temos:

KL Xy _
:_:=",X/:OE't 0
Ok OE ! 8(0)

tg(0)

No triangulo AOK L temos:

KL Xp _
=—=— .. Xy =0F-tg(—-0).
Ok OF I g( )

tg(—0)

Como, pelos conhecimentos trigonométricos temos:

tg(0) = — tg(-0),

podemos concluir

X, =OF - tg(—0) = —OF - tg(0) = X; .. Xpp = X|.
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Vimos, pela trigonometria, o significado do sinal na orientagao de angulos, mas

qual o significa do sinal na orientacao de segmentos?

Seja uma reta r e um ponto O qualquer pertencente a mesma. A partir desse
ponto podemos apoiar sobre a reta dois segmentos de mesmo tamanho mas para lados
opostos encontrando assim os pontos A e A’. Esses pontos sdo caracterizados como
simétricos em relagao a O. A utilizacao do sinal na orientagao de segmentos nos permite
diferencia-los apesar de terem o mesmo tamanho. Caso um deles seja considerado positivo

o outro, por estar oposto, recebe o sinal negativo.

Dessa forma podemos dizer que as projecoes de I e I’ possuem a mesma medida
em valor absoluto, mas sao diferenciadas pelo sinal, devido a orientacao que possuem em
relacao a face OK JH. Caso escolhamos um dos sentidos como positivo o outro passa a
ser o negativo [

Figura 2.8: Vista frontal com projegoes orientadas

)
L *

=T | P

Mas, se escolhermos pontos P’ e P, simétricos de P e P’, respectivamente, em

relacao a face OK LG do paralelepipedo, e repetirmos todo o processo da secao anterior,

2¢0s sinais + e - modificam a quantidade diante da qual sdo colocados como o adjetivo modifica o

substantivo.” Cauchy
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teremos o surgimento dos pontos I” e I"”. Estes também possuem medidas das projecoes

equivalentes ao ponto original P.

Figura 2.9: Vista frontal com projecoes horizontais orientadas
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No desenho anterior apenas as projecoes horizontais estao diferenciadas. Con-
tudo, todo o raciocinio de diferenciacao, utilizando orientagoes trigonométricas, pode ser

aplicado com as projecoes horizontais.

Figura 2.10: Vista lateral com as projecoes horizontais orientadas

Logo, caso orientemos o sentido ascendente como positivo, o sentido oposto,

descendente, passa a ser representado como negativo.
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Figura 2.11: Vista frontal com projecoes orientadas
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I tem projecao horizontal X; e projecao vertical —Y7.

I tem projecao horizontal —X; e projecao vertical —Y7.

I"” tem projecao horizontal —X; e projecao vertical Y;.

I" tem projecao horizontal X; e projecao vertical Y7.

Entao, dois pontos objetos de retas projetantes distintas passam a ter pontos
imagens diferenciados pelo par X; e Y;. Ou seja, na condi¢ao citada, nao hd pontos

imagens com o mesmo par de projegoes orientadas.

E possivel representar as projecoes dos pontos imagens em retas paralelas aos

lados do retangulo ABC'D que passam pelo ponto E.



2.4 Em perspectiva 34

A
™ i
Y o
" ---g--
, i
1
1
; '
1
1 E 1
————
| ] "'|
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
|- --@
i I
@ @
D C

Tal representacao é equivalente a utilizada no estudo da Geometria Analitica
onde o eixo horizontal é chamada de eizo das abscissas e o eixo vertical de eizo das ordena-
das. As medidas das projecoes sao as coordenadas cartesianas e podem ser representadas

por pares ordenados.

]: (Xla_Y}) ]//: (_XIaYI>
I'=(=X;,-Y7) I" = (X1, Y7)

2.4 Em perspectiva

As abordagens anteriores mostraram que, nas condigoes citadas, para qualquer posicio-
namento do centro de observacao O e do ponto objeto P, sempre é possivel representar
o Ponto Imagem [ com coordenadas horizontal e vertical relativas aos eixos gerados no

plano de projecao m, contendo a tela ABC'D. Vamos representa-las por I = (2/,1/).
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: 4

Vamos agora tomar como o centro de observacao o ponto O, cujas coordenadas
em um sistema cartesiano tridimensional sejam O = (zo,y0,20). Como trabalhamos
anteriormente, o ponto de encontro das diagonais de ABC'D, que chamaremos de F é a
projegao ortogonal de O sobre ABC'D. Para simplificar o processo de andlise e torna-lo
mais acessivel ao estudante do Ensino Médio vamos posiciona-lo com a mesma altura que

o ponto de observagao O. Logo, E = (zg,yE, 20)-

Da mesma forma, nosso ponto objeto P serd representado por suas coorde-
nadas P = (zp,yp,2p). Na figura seguinte, tomaremos como P o vértice da piramide

quadrangular regular.

[}

z

Nosso objetivo é determinar I = (2,y') relativos ao sistema de coordenadas
bidimensionais do plano de projecao 7, ou tela de projecao ABC'D. Queremos que estas

coordenadas z’ e ¢y dependam apenas das coordenadas dos pontos P, O e E.
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A medida OF do segmento OF representa a distancia entre o centro de ob-

servacao O e a tela de projecao ABCD.Para simplificar a notacdo, faremos OF = d.

Vamos analisar a vista superior do caso proposto.

A projecao do segmento orientado E'1 no plano horizontal z = zp é a coorde-
nada 2’ desejada. Para obté-la, vamos trabalhar com os angulos «, 3 e 7, respectivamente
as projecoes em z = zp dos angulos entre o segmento OF e a direcao do eixo y, entre o

segmento OI e a direcao do eixo y e entre os segmentos OF e O1.

Figura 2.12: 6 > 0

’

E importante enfatizar que dependendo da posicao da reta (<)_1> o valor do
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angulo 6§ pode ser positivo ou negativo. Observe que 6 é a medida do angulo EOI no

sentido trigonométrico, isto é, percorrido de E para I. Na figura anterior, temos 6 > 0.

Figura 2.13: 6 <0

Na figura acima, o percurso de E para [ é no sentido horario, logo negativo.

Assim,
/

tg@z%.‘.x'zd-tg@

0=0—a. . tgh=tg(f—a),

logo
B tg b —tga
1+ (tgh) - (tga)’

tg 0 (2.1)

Vamos encontrar os valores de tg « e tg § utilizando as coordenadas dos pontos

P,OekFE.
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Assim, substituindo (2.2)) e (2.3) em (2.1)),

Tp—To _ TE—TO
tg@ — yr—Yo YE—Yo

() ()
g (@p—20)(ys —yo) — (25 — 20)(yr — yo)
(yp — y0)(YE — Yo) + (zp — z0) (x5 — 7o)’

cotg

(2.2)
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logo
o — g &p = 20)(yr — yo) — (w5 — T0)(yr — yo)
(yp — yo)(Yye — yo) + (xp — o) (xE — z0)’

lembrando que d = OF = \/(xo —rg)? + (Yo — yr)*

Para encontrarmos 3’ vamos projetar o ponto objeto P no plano vertical que
passa pelos pontos O e E. A projecao P’ determina um segmento que encontra a tela de

projecao ABC'D num pondo de mesma coordenada ¢ do ponto imagem 1.

P

O prolongamento do segmento OF encontra a vertical baixada de P’ no ponto

E’, formando assim o triangulo retangulo OP'E’ de angulo P’ OE' =4¢.
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temos

y P S5 ~ ., d-(zp—20)
E—OE/ e P/EI—ZP—Zo..y—T.

tg =

Para encontrarmos o valor de O E’ vamos, novamente, utilizar a vista superior.

tga=2M  n-—tr—To
MN tga
logo
PN = yp—yo — MN . PN = yp —yo — =29 .
tg o
. PN = (yp—yo)-tgoz—(xp—xo)
o tg a '
Como
NE'
cosa = —,
PFE
NE"= PN -cosa . NE' = (yr — yo) -tg o = (xp — 7o) - COoS .
tg o
e, como

Ip —X0o
seno = ——,

ON
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temos
Tp — IO
sena

=
=
I

Mas OF = ON + NE', e assim,

zp—z0 (yp —yo)-tga— (zp —z0)

OF' = + - COS (v
sen o tg «
- OF — Tp — To n (yp —yo) tga — (xp — 0) . cos® o
sen o sen o
OF — (rp —20)(1 — cos? a) + (yp — Yo) sena cos
N sen o
oF (xp — z0)sen* a+ (yp — yo) sena cos

sen «

" OF" = (zp —xo)sena + (yp — yo) cos «

- OF = (zp — 20) (rp ; o) + (wp — vo) (ye ; Yo)
- OF — (zp — xo0)(zE — o) + (yr — yo)(¥E — Yo)
. y ,
Assim,
, d(zp—2z0) d(zp — 20)
Y="8 (e —s0) 25 —s0) +(ur—y0)(vE—v0)
Ly = d*(zp — 20)
. (xp —w0)(2E — 10) + (YP — Y0)(YE — YO)

Entao, para o centro de observacao O = (x0, %0, 20), 0 ponto objeto P =
(xp,yp,zp) € E = (xg,yr, 20), com coordenadas relativas aos eixos cartesianos, encon-
tramos o ponto imagem I = (2’,73) com coordenadas horizontal e vertical relativas aos

eixos perpendiculares gerados no plano de projecao ABC'D com origem em E dadas por:

r— . (zp — 20)(ye — yo) — (x5 — x0)(yr — yo)

e (yp —yo)(ye —yo) + (xp — xo)(xE — x0)
;) d*(zp — z0)
V7 (wr —20)(w — 20) + (ur — 40) (e — Y0).

onde d = \/(zo — zg)? + (Yo — yr)*.

Dessa forma, conseguimos atender os nossos objetivos, pois esse processo de-

termina, de forma precisa, a localizacao do ponto imagem.

As relagoes encontradas para 2’ e Yy podem ser extremamente tteis em um
processo de modelagem tridimensional (ou 3D) que visa o desenvolvimento de uma repre-

sentacao matematica de qualquer superficie tridimensional de um objeto. Basta criarmos
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um procedimento padrao onde coordenadas cartesianas tridimensionais sao transforma-
das, pelas formulas encontradas, em coordenadas cartesianas bidimensionais na Tela de

Pro jeg&oﬂ

2.5 QOutra visao

A criacao de formas, objetos, personagens, cenarios que, embora planificados, induzam a
interpretacao tridimensional exige ferramentas computacionais avangadas e direcionadas

para este tipo de tarefa.

Trata da simulacao de solugoes para problemas cientificos, analisando os fenomenos,
desenvolvendo modelos matematicos para sua descri¢ao e elaborando cédigos computaci-

onais para obtencao das solugoes.

O produto final é chamado de modelo tridimensional.

No trabalho do professor Anderson Stumpf, Multiplicagao de Matrizes e Pers-
pectiva, encontramos referéncias a outra técnica de modelagem computacional. Observe

a operacao matricial seguinte.

3“Matemética, de modo algum, sdo férmulas, assim como a misica nio sdo notas.”Y. Jurquim
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[ 1 00 —1/d- -COSQ —senf 0 O- -1 0 0 —:130- -I'p-
0 1.0 O senfl cosf 0 0 01 0 —yo yp
0 01 0 0 0 10 0 0 01 —zo Zp

I 1/d 0 0 0 | [0 0 1] (00 0 1T | [ 1]

A primeira matriz é chamada de matriz de projecao, a segunda de matriz de

rotacao e a quarta de matriz de translagao.

Se

Tg —Zo
d

YE — Yo
d )

cosf =

cosf =

o resultado é a matriz coluna abaixo

[ 1 [ (25-20)(@p—20)-(yr—yo)(yp—yo)—1 |
d

(zr—20)(yp—yo)—(zr—20)(YP—Yyo)
d

Zp — 20

S Q ™ =

(zp—zo)(zg—20)+(yr—yo)(YE—YO)
2

Reparem que a razao entre B e D gera a férmula da coordenada x’ enquanto

a razao entre C e D, a férmula da coordenada y’, ambas encontradas no item anterior.

o = B _ d- (xp —20)(yE —Yo) — (x5 — 20)(YP — YoO)
D (yp —yo)(We — yo) + (xp — x0)(xE — 20)

J = C_ d*(zp — 20)
D (xp—xz0)(xp —x0)+ (yp — Yo)(WE — Yo)’

E possivel escrever o mesmo processo de uma forma mais usual. Basta consi-

derar as coordenadas de uma forma diferente.

—1 0 O 0 ] _COSQ 0 —sené O_ _1 0 O —:Eo_ _mp_
01 0 0 0 1 0 0 01 0 —yo yp
00 1 -1/d sen 0 cosf O 0 0 01 —z20 | zp

100 1/d 0 | [ 0 0 0 Ly (oo o0 1 | | 1]
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Nesta configuragao, o eixo y é o vertical (para cima), x e z sao horizontais e
a projecao ¢é feita sobre o plano z = d. Esta é a forma comumente utilizada em técnicas

computacionais de geragao de imagens tridimensionais.
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3 Proposta de Atividade

As aulas propostas abaixo tém por objetivo revisar conceitos de Geometria e Trigonome-
tria a partir de uma motivacao associada a projecoes em telas planas e representagoes em

perspectiva.

1* aula: Vistas de sélidos espaciais

Esta aula visa desenvolver a percepcao espacial do aluno, principalmente a capacidade de

representar um objeto por meio de diferentes pontos de vista.

1. Comecar a aula com a exposicao de vérios objetos tridimensionais;

: ilindri ix ix
Exemplos: Latas cilindricas, caixas de presentes, caixas de sapatos, bolas, de
preferéncia objetos que possam ser associados a soélidos classicos do ensino de Geo-

metria Espacial)
2. Convidar os alunos a desenha-los;

3. Debater com a turma sobre a dificuldade de se desenhar sélidos em folhas ou quadros

de aula planos;

4. Convida-los a olhar os objetos de diferentes pontos de vista. De cima, de baixo, de

frente e de lado;
5. Propor novos desenhos pelos referenciais das vistas dos objetos expostos;

6. Debater sobre o que viram e como o conjunto de vistas ajuda a definir um sélido;

Exemplos: Como é a visao lateral de uma lata? E de uma caixa?...
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7. Apresentar e exemplificar o conceito de Vistas;

o R,

8. Mostrar exercicios ilustrativos de Geometria Espacial onde podemos nos valer de
e D . . -
vistas”ou da visualizagao de figuras planas internas para a interpretagao do pro-

blema;
Exemplos: Determine a medida da geratriz de um cone equildtero de altura v/3cm.

A vista lateral de um cone equilatero é o triangulo equilatero. Logo a geratriz é o

H

lado do triangulo. Por trigonometria do triangulo retangulo temos que L = —%,

entao L = 2 cm.
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2% aula: Interpretacao visual e percepcao da perspec-
tiva

Esta aula pretende apresentar aos alunos a dificuldade de representagao plana de in-

formacoes tridimensionais. Faz referéncias a Historia da Arte e das perspectivas.

1. Dividir os alunos em duplas;
2. Levé-los para algum ambiente externo da escola;

3. Convidar um dos integrantes da dupla para segurar uma folha de papel trans-parente
A4 enquanto o outro tenta desenhar aquilo que esta vendo na estrutura da escola

através do papel;
Exemplos: corredores, salas, patios, quadras... (nao é necessario precisao dos
tragos, o objetivo é a percepgao do conceito de perspectiva)

4. Debater sobre a percepcao da profundidade e mostrar algumas imagens associadas;

Exemplos:
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Figura 3.1: “Ultima Ceia de Jesus com seus Apéstolos”, de Leonardo da Vinci

-

Fonte: WikipediaEl

Figura 3.2: “A No

ite Estrelada”, de Van Gogh

% e

Fonte: Wikipediaﬂ

!Disponivel em http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Leonardo_da_Vinci_(1452-1519) _-_

The_Last_Supper_(1495-1498) . jpg. Acesso em 09/04/2013.
“Disponivel em http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Van_Gogh_-_Starry_Night_-_Google_

Art_Project.jpg. Acesso em 09/04/2013.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Leonardo_da_Vinci_(1452-1519)_-_The_Last_Supper_(1495-1498).jpg
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Leonardo_da_Vinci_(1452-1519)_-_The_Last_Supper_(1495-1498).jpg
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Van_Gogh_-_Starry_Night_-_Google_Art_Project.jpg
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Van_Gogh_-_Starry_Night_-_Google_Art_Project.jpg

3 Proposta de Atividade 49

Figura 3.3: “Ponto de fuga”, de Ivan Cabral

St -.
i

Fonte: Sorriso pensantd’]

Chamar a atencao de que esse processo foi fundamental no Renascimento na tenta-

tiva de se fazer quadros com essa impressao de profundidade;

5. Apresentar o filme produzido pelo Ministério da Cultura intitulado “O Mundo
da Matematica - Perspectiva’disponibilizado em http://webeduc.mec.gov.br/

portaldoprofessor/matematica/condigitall/episodios/ep_14.html

6. Falar como o cérebro interpreta o pequeno como longe e das ilusoes de 6tica que nas-
cem disso; Mostrar alguns exemplos como em http://www.tricks-and-illusions.com /2008 /04 /ne:

perspective-optical-illusion.html

7. Mostrar que hoje esse conceito é muito 1til nas animacgoes e nos jogos

3Disponivel em http://www.ivancabral.com/2012/02/charge-do-dia-ponto-de-fuga.html.
Acesso em 09/04/2013.


http://webeduc.mec.gov.br/portaldoprofessor/matematica/condigital1/episodios/ep_14.html
http://webeduc.mec.gov.br/portaldoprofessor/matematica/condigital1/episodios/ep_14.html
http://www.ivancabral.com/2012/02/charge-do-dia-ponto-de-fuga.html
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e,

(AZE E'-f.';b‘ra'/lﬁme 7 ::'Ff;ea‘msr
*1'12"043 Ly,

8. Orientar como desenhar sélidos cldssicos na ajuda de resolugoes de problemas (cu-

bos, piramides, esferas, prismas e cones);

3% aula: Estudo geométrico de projecoes em telas

Esta aula visa mostrar, com o auxilio da Geometria Plana, a andlise de Projecoes em

Telas.

1. Mostrar com lanternas e folhas transparentes como um ponto objeto P tem uma
Imagem [ na tela de Projecao. Enfatizar como a mudanca das posi¢oes do Foco de

Luz ou do Ponto Objeto mudam a posi¢cao do Ponto Imagem;

2. Pedir a alguns alunos que segurem outros papéis transparentes e mostrar os varios

pontos de incidéncia da luz nesses papéis;

3. Citar que apenas um desses papéis representa a tela de projecao e os demais servem
apenas para a visualizacao de outros pontos no espago que, caso fossem Pontos

Objetos, teriam o mesmo Ponto Imagem;

4. Com o auxilio do software Geogebra mostrar uma simulacao da situacao ilustrada
anteriormente (esta simulagao esté disponivel para download; veja a lista “Recursos

multimeios utilizados”no fim deste trabalho);

5. Criar situacoes numéricas para que os alunos calculem o valor da distancia do Ponto

Imagem ao ponto central da tela E usando conceitos da Geometria ou Trigonometria;
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Exemplo: Determine a medida do segmento E1 sabendo que OF = 4 cm, OK = 20
cm e OP = 25 cm.

Utilizando o teorema de Pitagoras no triangulo OK P temos , P +20% = 252 logo
KP =15 cm. Por semelhanca dos triangulos OET e OK P temos

4 El  —
—=—_ . FE]l =3cm.
20 15

6. Questionar se encontrar a medida do segmento EI é suficiente na identificacao do
ponto imagem, em outras palavras, se é o Unico segmento com esta medida que

possui E' como um dos extremos;

7. Questionar a denominacao da figura geométrica que nasce da juncao de todos os

pontos I de mesma distancia ao ponto E e contidos no plano de projecao;

4* aula: Simetrias e projecoes

O objetivo dessa aula ¢ a percepcao da importancia das projecoes horizontal e vertical na

determinacao de uma imagem.

1. Apresentar imagens de objetos ou simbolos simétricos e caracterizar tipos de simetria

como horizontais, verticais, centrais ou axiais.

Exemplos:
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3. Separar os alunos em duplas e entregar a cada grupo dois cartoes, um com a vista

superior e o outro com a vista lateral, como na representacao abaixo;

Figura 3.4: Vista superior
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Figura 3.5: Vista lateral

4. Pedir que os alunos desenhem uma possivel vista frontal associada as vistas repre-

sentadas nos cartoes;

5. Mostrar que as vistas citadas podem representar uma caixa com os pontos A, B, C,

D e E como a representacao abaixo;

6. Mostrar que, contextualizando, os pontos A, B, C', D e E podem estar associados

a, por exemplo, uma borboleta como na figura abaixo;
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7.

10.

11.

12.

13.

Fornecer a cada aluno da dupla, sem que o outro veja, um cartao com trés pontos

distribuidos de forma aleatoria.
Figura 3.6: Exemplos de Cartoes aleatérios

Cada aluno tera que escrever, com as préprias palavras, como os trés pontos estao
distribuidos e entregar apara o colega da dupla. O desafio é reproduzir, usando

apenas as informagoes escritas, o desenho do cartao escondido.
Discutir com a turma sobre as dificuldades de execugao da tarefa anterior;

Pedir que os alunos peguem o cartao que possui o desenho da vista superior e tracem

segmentos unindo os pontos Ae B, Ae C, Ae D e, finalmente, A e F;

Repetir o procedimento no cartao que possui a vista lateral na construcao de seg-

mentos que possuam as mesmas extremidades;
Debater sobre o significado desses segmentos;
Questionar sobre as diferencas desses segmentos de uma vista para outra,;

Pedir que os alunos refacam, na vista frontal desenhada por eles, segmentos congru-

entes aos tracados na vista frontal;
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14. Inserir eixos perpendiculares que ajudem na andlise dos pontos

15. Debater como os eixos auxiliam na localizacao dos pontos;

16. Repetir a atividade 7. Os cartoes podem ser trocados entre os grupos ou, simples-

mente, rotacionados para novas visualizagoes;

17. Comentar sobre a necessidade de se “explicar” para um aparelho eletronico como se

deseja que determinado ponto aparega na tela.

5* aula: Trigonometria do triangulo retangulo e projecoes

O objetivo dessa aula ¢ mostrar, usando a trigonometria do triangulo retangulo, como
encontrar os valores das projecoes cartesianas e sua aplicabilidade em outras areas ci-

entificas.

1. Recordar os conceitos da Trigonometria do Triangulo Retangulo e aplicar na deter-

minacao dos valores das projecoes cartesianas de um segmento ou vetor;

Figura 3.7: d, =d-cosa e d, = d - sena
Y

2. Refazer os grupos da aula anterior e entregar a cada grupo uma folha com o desenho

abaixo.
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Lembrar que esse desenho ¢é a vista frontal da atividade proposta na aula anterior.
Pedir aos alunos que encontrem o valor das projecoes cartesianas de A, B, C', D e

E com o auxilio de réguas, transferidores e calculadoras cientificas.

3. Citar, num paralelo com a Fisica, a necessidade de se utilizar projecoes de grandezas

vetorias como forgas, velocidade, aceleragao...

Exemplo: Decomposicao do vetor Peso em corpos colocados em planos inclinados.

4. Entregar um novo desenho onde os pontos I’ e I” possuem projegoes de comprimen-

tos iguais. Cada grupo devera identificar esse cartao com os nomes dos integrantes;



3 Proposta de Atividade 57

D Cc

Pedir aos alunos que encontrem as medidas das projecoes de EI’ e EI” com dados

numeéricos. Caso, seja necessario, pode-se trabalhar com vérios valores.

Exemplo: EI' =2 cm, EI"=2cm e a = 30°.
El, =FI", =2-cos30° =3
El'y=FEI", =2 -sen30° =1
5. Ressaltar que que os pontos I’ e I” determinam as projecoes de mesmas medidas;

6. Os cartoes devem ser guardados para uso na aula posterior;

6* aula: Ciclo trigonométrico

O objetivo dessa aula é estender o conceito trigonométrico para o estudo do Ciclo Trigo-
nométrico e mostrar sua importancia como ferramenta valiosa na orientagao das projecoes

estudadas.

1. Recordar o conceito de Ciclo Trigonométrico;
2. Enfatizar a definicao de angulos equivalentes e suas relagoes trigonométricas;
3. Voltar aos grupos e ao questionamento das aulas anteriores;

4. Induzir os alunos na percepgao de como o Ciclo Trigonométrico é uma ferramenta

capaz de nos ajudar na diferenciacao das projegoes;

El',=FEIl -cosa e EI",=FEI"-cosp3
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El'y=FEI -sena e EI",=FEI" senp3

2R

5. Entregar o cartao utilizado na aula anterior;

6. Pedir que os alunos encontrem os medidas das projecoes de e com os dados utilizados

na aula anterior mas diferenciando pelos sinais;
Exemplo: EI' =2 cm, EI” =2 cm e o = 30°.
ET, =2-cos 210° = —/3
EI", =2-cos 330° = V3
ET', =2-sen 210° = —1

EI", =2 -sen 330° = —1

7. Os alunos resolveriam outros exercicios com angulos de funcgoes trigonométricas

conhecidas;

8. Ressaltar que os pontos I’ e I” nao determinam mais proje¢oes de mesmas medidas,

se consideradas com sinal;
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7* aula: Pratica para a determinacao da projecao x’

Os alunos serao submetidos a uma analise geométrica de uma situacao problema e depois
perceberao que estao diante de um método capaz de fornecer a coordenada x’ da projecao

de um ponto tridimensional na tela.

1. Expor o desenho abaixo e solicitar que encontrem a medida de 2’ para os seguintes
dados: a = 45°, PM =9 cm, OM = 3 cm e d = 2v/2 cm. Durante o processo o

professor pode fornecer algumas dicas de como chegar a esse resultado;

Resolucao sugerida: Como o = 45° temos OM = MN =3 cm e ON = —seﬁo =
3v/2 cm.

PN =PM —-MN =9—-3=06cm

PE = NE' = PN -send5° = 3v2 cm e OFE' = ON + NE' = 3v2 + 32 = 62

cm

Os triangulos OET e OFE’'P sao semelhantes, logo
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! !
o _d T N2, s
PE' OF ""3v2 6v2

2. Mostrar, depois de resolvido, a interpretacao do desenho como sendo a vista superior

da situacao seguinte:

[ |

Z

3. Enfatizar como foi desnecessario o valor da coordenada z dos pontos citados na

determinacao de z';

4. Mostrar a férmula de z’ e enfatizar que a mesma é determinada a partir de proce-

dimentos similares aos realizados no item 1;

o =d. (zp — 2o)(yr — yo) — (zr — o) (yr — Yo)
(yp = y0)(Ye — yo) + (xp — xo)(rr — ¥0)

)

5. Deduzir com os alunos as coordenadas dos pontos citados na questao proposta;
O =1(0,0,20), P =1(3,9,zp), F = (2,2, 2p)

O ponto E depende da andlise trigonométrica seguinte

d 2
€T = = =
BB sen 45°

6. Encontrar 2’ usando a férmula;

, B-0)2-0=2-00©0-0 5 (12
x_2\/5'(9—0)(2—0)+(3—0)(2—0)Cm_Q\@( > )

logo x = —/2cm.
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7. Discutir com os alunos a importancia do sinal como diferenciador de outras posicoes

de imagens equidistantes dos eixos z’ e 3y'. Mostrar esses pontos.

8* aula: Pratica para a determinacao da projecao 2’ e

/

Y

1. Recordar o conceito de plano e espago cartesiano (isto é, R? e R? respectivamente.

Enfatizar a questao do uso de sinais nas coordenadas;

2. Voltar a situacao tridimensional mostrada na aula anterior e enfatizar que um ponto
objeto colocado em um espaco tridimensional, ao ser projetado, passa a ter uma

representacao plana, ou seja, bidimensional,

[ |

Os alunos devem determinar o valor de 2z’ para O = (2,2,2), P = (5,11,5) e E =
(4,4,2)

Mostrar aos alunos, apds a resolugao deles, que o problema proposto ¢ um caso

equivalente ao resolvido na aula anterior. Basta determinarmos as medidas dos
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segmentos PM = 9 cm, OM = 3 cm e d = 2v/2 cm e do angulo o = 45°. A

resolucao é a mesma ja realizada. Caracterizar esse processo como uma translagao.

3. Inspirados pela determinagao de ', propor a determinacao de y’ para as mesmas

coordenadas citadas;

A medida OM pode ser encontrada a partir do teorema de Pitagoras interpretado
na vista superior da aula anterior. O cuidado necessario é a valorizacao do fato de

que M’ é a projecao horizontal de P.

OM' = \/ (6v2)2 + (3v2)2 .. OM' = 3/10.

A medida OI pode ser encontrada pela semelhanca entre os triangulos OEI e OE' M’
(representado pelo triangulo OF'P do desenho e na aula anterior)

- ol _ \/5_ ol
M'E"  OM' " 3v3 3V10

Q‘

.01 =+/10.
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[

PM' =z2p—2zg=5—2=3cm.

Aplicando a semelhanca de triangulos na figura anterior, temos:

y _ 0L y_vio ., |
MNP oM 3 3vio YT

4. Mostrar a férmula de y/:

/ d2<ZP — ZO)

Yy = (xp —z0)(xg — x0) + (yp — Y0)(YE — YO)

5. Encontrar 3 usando a féormula:

) (2v/2)2(5 - 2) 8-3 24

= -2)d-2)+(11-2)(d-2) 3.2+9.2 2 -

6. Discutir com os alunos a possibilidade, atendida pela férmula, do ponto P estar

mais baixo que ponto O. Nesse caso, o valor de 3/ é negativo;

7. Caso a turma esteja interessada demonstrar as formulas de z’ e 3/;

9% aula: Problema inverso

1. Mostrar imagens ou videos que nos induzam a percepcao tridimensional;

Exemplos possiveis:

(a) Tapete que simula degraus de uma escada:
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Fonte: Dylan Freeth Designﬁ

(b) Tapetes publicitarios que sdo colocados ao lado das traves do gol. Exibir o video
“Brasil 2 x 2 Ttélia, melhores momentos - Amistoso Internacional, 21/03/2013”,

disponivel em http://www.youtube.com/watch?v=Y25Ep_zfpNO.

(¢) Desenhos realizados por artistas como Julian Beever

4Disponivel em http://www.dylanfreeth.com/index.php?/project/updown-rug/. Acesso em
09/04/2013.


http://www.youtube.com/watch?v=Y25Ep_zfpN0
http://www.dylanfreeth.com/index.php?/project/updown-rug/

3 Proposta de Atividade 65

Fonte: Sitio oficial de Julian Beeverl]

2. Citar a anamorfose, técnica muito utilizada na pintura mural dos séculos XVI e

XVII;
3. Caracterizar que, nesse caso, o processo € o inverso dos citados anteriormente;

4. Colocar os alunos em dupla com papéis transparentes e pedir que escrevam palavras

de até 4 letras ocupando todo o papel transparente;

Exemplos: AMOR, LUA, CASA, VIDA...

5. Um dos integrantes da dupla segura o papel escrito enquanto o outro se posiciona
de tal forma que fique com os olhos de um lado da folha vertical e com as maos do

outro;

6. O aluno que nao esta segurando a folha escolhe uma posicao fixa de observacao e

tenta desenhar, numa folha horizontal, a projecao da palavra;

7. Mostrar o video “Anamorfose com comentarios e musica”’, disponivel em https:

///www .youtube.com/watch?v=zQLEL4PHMd4.

8. Juntar duas duplas e formar grupos de até 4 pessoas com a tarefa de cada grupo

fazer um painel para ser colocado no chao ou parede de algum lugar da escola. A

°Disponivel em http://www.julianbeever.net/index.php?option=com_phocagallery&view=|

|category&id=2&Itemid=8| Acesso em 09/04/2013.



https://www.youtube.com/watch?v=zQLEL4PHMd4
https://www.youtube.com/watch?v=zQLEL4PHMd4
http://www.julianbeever.net/index.php?option=com_phocagallery&view=category&id=2&Itemid=8
http://www.julianbeever.net/index.php?option=com_phocagallery&view=category&id=2&Itemid=8
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imagem precisa ser interpretada como tridimensional da partir de algum ponto de

vista e deve ser realizada em até uma semana de prazo;

9. Avaliar o grupo a partir da realizagao da tarefa (A avaliacdo sera considerada sa-
tisfatoria caso o efeito tridimensional seja alcangado! O professor pode quantificar
a tarefa de acordo com as determinacoes de avaliagoes adotados pela instituicao.
Tal atividade pode ser considerada como uma avaliagao processual e ter pontuagao

adicional a média dos alunos).
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4 Palavras finais

A Arte e a Matematica possuem muita coisa em comum. A analise e a perspicdcia na
obtencao da solucao de um problema matematico também possui um valor estético. Uma

série de resultados se encaixa num resultado final que surpreende e encanta.

E uma atividade governada pelas mesmas regras relacionadas as sinfonias de
Beethoven, as pinturas de Da Vinci e a poesia de Homero. A dedicagao permite o apa-
recimento de intimeras obras de arte atingindo patamares tao altos quanto os atingidos

pela imaginacao.

Os artistas sao profundos admiradores do belo e fiéis seguidores dessa ins-
piracao. MEDIR O MUNDO também é uma postura admiradora da natureza e ENTEN-
DER O MUNDO ¢ a busca natural de todos os seres humanos motivados também pelo

belo. Logo, h4 muita ARTE na matemadtica e muito MATEMATICA na arte.

E preciso resgatar em cada pessoa o interesse pelos porqués. Reencontrar
o sentido em entender mesmo sem relacionar esse conhecimento com algo em especial.

Reencontrar sentido naquilo que vemos todos os dias e nao sabemos como funciona.

Esse trabalho é um exemplo de como estimular a descoberta a partir das
caracteristicas da Perspectiva, técnica capaz de nos apresentar um universo tridimensional
em uma tela plana. De simular profundidade a partir de modelos matematicos acessiveis

aos alunos do Ensino Médio. De fascinar e atrair interesses.

Acreditamos que é preciso estimular a descoberta. Dessa forma buscamos

resgatar o prazer pelo pensar matematico que estda além do conceito matematico.



[10]
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