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Resumo

A obra Sobre a Esfera e o Cilindro de Arquimedes apresenta a coincidente razao entre as
areas de uma esfera e do cilindro circunscrito a essa esfera e entre seus volumes. Partindo
dessa premissa, este trabalho busca a extensao do resultado do matematico grego para
novos pares de sélidos: os duplos-bolos e os prismas que os circunscrevem. Para chegar
a esse objetivo, estuda-se um caso particular desses solidos: o bicilindro e o cubo que o
circunscreve — objetos que sao relacionados na supracitada literatura do matematico grego
e também em outras fontes histéricas, como em um dos primeiros registros remanescentes
da matematica chinesa, o Nove Capitulos na Arte Matemdtica. Um argumento recorrente
que merece destaque no trabalho é o principio de Cavalieri para volumes, que o aproxima
aos estudantes de ensino médio, enquanto que demonstracoes alternativas, utilizando-se
do Célculo Diferencial e Integral, podem ser melhor compreendidas por alunos de nivel
superior. Dessa forma, contribui-se para a aplicagdo desses conceitos na elaboragao de

sequéncias didaticas.

Palavras-chave: Arquimedes, Principio de Cavalieri, Areas e Volumes, Bicilindros, Duplos-

bolos.



Abstract

Archimedes’ book On the Sphere and Cylinder shows the same ratio between the surface
areas of the sphere and its circumscribed cylinder, and between their volumes. Starting
from this premise, this work seeks to the extension of the result obtained by the Greek
mathematician to a new pair of solids: the doublecake and its circumscribing prism. To reach
that, a particular case of it is examined: the bicylinder and its circumscribing cube — objects
that are mentioned at the aforementioned literature of the Greek mathematician and also
at other historical sources, as in one of earliest registers of Chinese mathematics, the Nine
Chapters on the Mathematical Art. A recurring topic that deserves to be emphasized is
the Cavalieri Principle for volumes, which make this dissertation accessible to high school
students, whereas alternative demonstrations, using differential and integral calculus, could
be better understood by college students. Thus, the work contributes to the use of these

concepts at the elaboration of teaching sequences.

Keywords: Archimedes, Cavalieri’s Principle, Surfaces and Volumes, Bicylinders, Double-

cakes.
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Introducao

A razao entre as areas das superficies de uma esfera e do cilindro circunscrito
a essa esfera, bem como a razao entre os volumes dos mesmos solidos, descobertas por
Arquimedes e publicadas no seu livro Sobre a Fsfera e o Cilindro, servem como base para
o desenvolvimento do presente trabalho. Inicialmente, como elemento de ligagao com os
Ensinos Fundamental e Médio, busca-se o resgate histérico dos conceitos matematicos
envolvidos, ou seja, as areas e volumes da esfera, cilindro e cone serdao obtidos, na maioria dos
casos, utilizando fundamentos da matematica basica, sem elementos de calculo diferencial
e integral. A essa discussao, sucedera o estudo da mesma razao, agora envolvendo outros
solidos: o bicilindro - soélido proveniente da interseccao de dois cilindros retos de eixos

ortogonais (figura|l]) e o cubo que o circunscreve.

Figura 1 — Bicilindro em destaque na intersecgao de dois cilindros (figura extraida de [18]).

A determinagao do volume do bicilindro seré feita de trés maneiras. Inicialmente,
uma demonstracao vinda do outro lado do mundo, h& mais de 1500 anos, mostra quao
engenhosa era a matematica chinesa, utilizando-se inclusive das ideias do principio de
Cavalieri, que s6 viria a ser enunciado pelo matemaético italiano em pouco mais de um
milénio depois. Tal recurso (Principio de Cavalieri), frequentemente apresentado em livros
didaticos de Ensino Médio para algumas demonstragoes de formulas de volume, também é
a base para a segunda demonstracao do volume do bicilindro. Para finalizar, a terceira

demonstragao, relativamente simples, utiliza-se de elementos basicos do Calculo integral.

Uma extensao do resultado encontrado para o bicilindro serd discutida ao

introduzir solidos formados pela interseccao de trés ou mais cilindros, de eixos concorrentes
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e coplanares, formando angulos congruentes entre si. Tais sélidos serao aqui denominados
duplo bolos, com inspiracao no termo doublecake utilizado em [12] e traduzido dessa maneira

m [I4]. Para relacionar areas e volumes, considerar-se-4 o prisma reto que circunscreve o
duplo bolo, cuja base possui nimero de lados igual ao dobro do niimero de cilindros que

se intersectam.
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1 Areas e Volumes

Arquimedes de Siracusa (287- 212 a.C.) foi um dos mais notéveis matema-
ticos gregos, a quem sao atribuidas diversas invengoes e descobertas. Seu trabalho em
Hidrostatica foi pioneiro e, pautado nele, outros resultados importantes foram atingidos.
Na matematica, foi fundamental sua contribuicdo para o desenvolvimento do que viria a
ser conhecido por Célculo Diferencial e Integral, estudado por Newton e Leibniz. Como
destacado em [I1], ndo podemos, efetivamente, considera-lo o “descobridor” do célculo
devido a alguns fatores indispensaveis, dentre eles: a introdugao explicita do conceito de
limite (os gregos mantinham uma distancia abismal do infinito, como menciona [15]) e o
uso de um algoritmo computacional geral para calcular areas e volumes (esses calculos
eram feitos a partir de cada problema proposto e nao se utilizava de resultados mais gerais
e previamente estabelecidos). Sua obra Sobre a Esfera e o Cilindro, vol. 1, é estruturada
com muito rigor, a partir de defini¢oes, postulados e proposi¢des. Dentre essas proposigoes,

destacam-se as

Proposicdo 33. A superficie de toda esfera é quatro vezes o maior circulo

contido nela.

Proposicao 34. Toda esfera é quatro vezes o cone que tem como base o maior

circulo da esfera e como altura, o raio da esfera.

As demonstragoes dessas proposigoes podem ser encontradas em [4, [I5] e sao
baseadas em um procedimento chamado dupla reducdo ao absurdo. Essa argumentacao
intrigou muitos estudiosos, uma vez que nao permite “descobrir” um valor para o que se
esta querendo encontrar, mas apenas confirmar que tal valor é o correto. Por exemplo:
na demonstracao da Proposicao 34, Arquimedes prova que o volume da esfera nao pode
ser diferente de (4/3)7R®. Nao se sabia como Arquimedes tinha o conhecimento prévio
desses valores. Como ¢ destacado em [4], somente no inicio do séc. XX foi encontrado
um manuscrito de um livro de Arquimedes intitulado O Método, no qual ele mostra
mecanicamente como chegou a alguns resultados. Ainda salienta que esses resultados nao
sao definitivos por ndo haver uma demonstragao. Segue um trecho da carta de Arquimedes
a Eratéstenes, na qual ele afirma ter descoberto o “Método”:

"...julguei conveniente escrever-lhe para explicar as peculiaridades de
um certo método pelo qual é possivel investigar alguns problemas de
Matemdtica por meios mecanicos... Certas coisas primeiro se tornaram
claras para mim pelo método mecanico, embora depois tivessem de ser
demonstradas pela Geometria, jd que sua investigacdo pelo referido método
nao conduzisse a provas aceitdveis. Certamente é mais facil fazer as
demonstragoes quando temos previamente adquirido, pelo método, algum
conhecimento das questoes do que sem esse conhecimento..." [5]

Das proposicoes acima, resulta um corolario que ¢é o elemento motivador deste
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trabalho:

Corolario. E, sendo provadas essas proposicoes, € obvio que todo cilindro, que
tem como base o maior circulo da esfera e, como altura, o diametro da esfera é uma vez e

meia a esfera e sua superficie, com as bases, é uma vez e meia a superficie da esfera.

Dessa forma, Arquimedes relacionou os volumes e as superficies da esfera e de
seu cilindro circunscrito. Logo,
Area(cilindro)  Volume(cilindro) 3

- = = —=1.5. 1.1
Area(esfera) Volume(esfera) 2 (1.1)

Com esse resultado, Arquimedes colocava definitivamente seu nome na historia
da Matematica, tendo sido, inclusive, o escolhido para estampar a mais importante

premiacao mateméatica mundial: a medalha Fields.

Figura 2 — Medalha Fields (figura extraida de http://goo.gl/gwCS6w).

A medalha Fields foi desenhada pelo escultor canadense Robert Tait McKenzie.
Em sua frente (figura a esquerda em , tem-se o busto de Arquimedes, seu nome (em
grego) e a inscricao (em latim) TRANSIRE SUUM PECTUS MUNDOQUE POTIRI, que
significa “Superar os limites da inteligencia e conquistar o universo”. Na parte de tras
(figura a direita em , aparece o desenho de uma esfera inscrita em um cilindro com a
frase (novamente em latim): CONGREGATI EX TOTO ORBE MATHEMATICI OB
SCRIPTA INSIGNIA TRIBUERE, que significa “Matemdticos de todo o mundo reunidos
prestam homenagem por obras notdveis” [5]. O desenho da esfera inscrita em um cilindro

remete ao resultado acima descrito em (|1.1]), que agora serd demonstrado.

Na terminologia atual, é facil chegar ao resultado (|1.1)), utilizando as conhecidas
formulas de areas e volumes. Além da esfera inscrita ao cilindro, também serd analisado o

cone inscrito no cilindro, cujas bases sao coincidentes.
Sejam Sq, Sy e S3 os solidos descritos por:

S1: Cilindro reto equilatero, ou seja, altura e didmetro da base possuem a

mesma medida 2R;


http://goo.gl/gwCS6w
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Sy: Esfera de raio R;
S3: Cone reto de altura igual ao didmetro 2R da base.

Considerando as medidas acima, o cilindro circunscreve tanto a esfera quanto

o cone. Assim, os calculos dos volumes de tais sélidos estao descritos a seguir,

Vs, = Ap.h = TR*2R = 2w R?, (1.2)
4 3
V52 = gﬂ'R s (]_ 3)
1 1 2
ng = gAb h = §7TR22R = *7TR3 (1 4)
Logo,
Vs, 1 Vg, : Vg, =3:2: 1. (1.5)

Analogamente, os calculos das areas sao dados por:

Ag, =24, + AL = 2rR* + 2nR.2R = 67 R?, (1.6)
Ag, = 47 R?, (1.7)
Ag, = Ay + Ap = TR* + mRg = mR* + TR.R\V5 = TR*(1 + V/5). (1.8)

Portanto,

1
Ag, 1 Ag, 1 Ag, =3 :2: +2\/5. (1.9)

Tomando os resultados referentes ao cilindro e a esfera nas equagoes (1.5)) e

(1.9), chega-se ao resultado de Arquimedes ({1.1)).

As férmulas utilizadas acima podem ser demonstradas sem usar elementos do
calculo integral, com excecao a area da esfera, para qual serd dada uma visao intuitiva da
demonstracao, com aplicabilidade no Ensino Médio, mas que nao pode ser reconhecida

pelo rigor.

Para demonstrar as férmulas que calculam os volumes do cilindro, do cone e

da esfera, utiliza-se o Principio de Cavaliersi.
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1.1 Principio de Cavalieri

Dois solidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano, determina
superficies de areas iguais (superficies equivalentes), sdo sélidos de volumes iguais (sélidos
equivalentes) [10] (cf. figura |3)).

IV‘ .

Figura 3 — Principio de Cavalieri (figura extraida de [10]).

Esse é o enunciando mais frequente em livros didaticos para o resultado do
matematico italiano para volumes. Tratado como postulado no Ensino Médio, o principio
de Cavalieri é um, ou melhor, dois teoremas (na esséncia, usam do mesmo raciocinio, mas
relacionam diferentes indivisiveis), como bem destaca Cecilia Yumi Kurokawa em sua

dissertacao de Mestrado (PROFMAT) [20] e apresenta suas demonstragoes.

No ja citado “Método” de Arquimedes, a ideia dos indivisiveis presente no
trabalho de Cavalieiri ja aparecia, mas como o gedmetra grego nao trabalhava com a ideia
de limite (como mencionado acima, ele "fugia" do infinito), tinha que formalizar as suas
demonstragoes por meio da dupla redugao ao absurdo, um processo longo e exaustivo. A
partir do séc. XVI, alguns matematicos tentaram evitar essa argumentacao e passaram a
explorar as possibilidades de tomar limites. Dentre esses matematicos, destacam-se Simon
Stevin, Luca Valerio, Johann Kepler e Galileu Galilei, padrinho matematico de Cavalieri e

que o incentivou a publicar seu raciocinio de indivisiveis [7].

As novidades propostas por Cavalieri, que diferenciavam seu raciocinio, segundo

[11], eram basicamente duas:

e Estabelecimento de uma relacao biunivoca entre os elementos indivisiveis de duas
figuras geométricas dadas, ao invés de considerar como indivisiveis infinitas partes
de uma figura dada. Se tal correspondéncia estabelecesse uma razao (constante),
entdao Cavalieri podia concluir que as areas ou volumes das figuras dadas tinham a
mesma razao. Certamente um raciocinio muito eficaz quando se conhece a area ou o

volume de uma das figuras.

e Sobre os infinitesimais, Cavalieri considerava uma figura geométrica composta de um

numero indefinido de indivisiveis de uma dimensao inferior, ou seja, ele considerava
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segmentos de reta paralelos e equidistantes compondo uma area e se¢oes planas
paralelas e equidistantes compondo um volume. Isso difere do raciocinio "tradicional
da época, que considerava uma figura geométrica sendo composta de indivisiveis
de mesma dimensao (areas ou volumes infinitesimais), isto é, subdividia-se um(a)

volume(area) em infinitésimos(as) volumes (areas).

Nas subsegoes seguintes o Principio (Teorema) de Cavalieri para volumes sera
utilizado muitas vezes. O objetivo é demonstrar algumas férmulas que calculam volumes
de sélidos tradicionais (esfera, cilindro, cone, entre outros) e também de alguns nao tao

6bvios (bicilindro e duplo-bolo) da geometria espacial.

1.1.1 Volume do cilindro

Considere um cilindro de altura h e area da base B; = B e um prisma de
altura h e drea da base By = B. O cilindro e o prisma tém alturas congruentes e bases

equivalentes isto é, com mesma area.

Suponha que os dois solidos tém as bases num mesmo plano « e estao contidos

num dos semi-espacos determinados por «.

Figura 4 — Cilindro e prisma (figura extraida de [10]).

Qualquer plano 8 paralelo a «, que secciona o cilindro, também secciona o
. ~ / / . A 7 . . . ~ N
prisma e as se¢oes (B e By, respectivamente) tém areas iguais, pois sdo congruentes as
/

respectivas bases (B;=°', B=P? e B; = B, = B). Logo, BIIEB2. Entéao, pelo principio de

Cavalieri, o cilindro e o prisma (cf. Figura 4)) tém volumes iguais:

‘/cilindro = V})risma = BQh = B.h = 7T7’2.h. (110)

1.1.2 Volume do cone

Um resultado relativo a tetraedros deve ser considerado para dar suporte a

demonstracao da férmula do volume do cone.

Lema 1.1. Quando se secciona um tetraedro por um plano paralelo a base, a razdo entre

as dreas da sec¢ao e da base € igual ao quadrado da razdo de suas distancias ao vértice.
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Figura 5 — Segao paralela & base do tetraedro (figura extraida de [10]).

Demonstracao. Considerando a Figura , é facil ver que os tridngulos VH'A" e VHA sdo
semelhantes, pois as retas A'H' e AH sido paralelas, pelo fato de serem intersecgoes de

planos paralelos a um terceiro. Logo,

VA VH W

VA VH h'

Como os angulos da secgao (AA'B'C’) e os angulos da base (AABC) sao
congruentes, pois seus lados sdo respectivamente paralelos, segue que a se¢do e a base sao
tridngulos semelhantes. Da mesma forma, AVA'B’ ~ AV AB. Assim,

W VA AB  AC BC B

h VA AB AC BC BD’

sendo B'D’ e BD duas respectivas alturas da seccio e da base.

Finalmente, tem-se que

1 ral '
Area(na By  FAC)BD) gy gy

Area(ANABC) ;(AO).(BD) h'h  h

]

Considere agora um cone de altura H; = h e area da base By = B e um
tetraedro de altura Hy, = h e area da base By = B. O cone e a piramide tém alturas

congruentes e bases equivalentes.

Suponha que os dois sélidos tém as bases num mesmo plano « e que os vértices

estao num mesmo semi-espago dos determinados por a.

Qualquer plano secante [ paralelo a «, que secciona o cone e dista h’ do seu

7z . ’ . 7’ ~ / / .
vértice, também secciona o tetraedro, e sendo as areas das se¢oes B, e B,, respectivamente,
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Figura 6 — Cone e tetraedro (figura extraida de [10]).

tem-se pelo Lema [I.1] que

'—B, - L .
Como By = By = B, segue que B; ?*. Entao, pelo principio de Cavalieri, o
cone e o tetraedro tém volumes iguais

1 1 1
‘/cone = ‘/tetraedro = §B2h = gBh = *71'7"2]7/-

. (1.11)

1.1.3 Volume da esfera

Considere um cilindro equildtero de raio da base r (altura 2r) e seja .S o ponto
médio do eixo do cilindro. Tome dois cones tendo como bases as do cilindro e S como
vértice comum (a reuniao desses dois cones é um sélido chamado clépsidra). O sélido que

estd dentro do cilindro e fora da clépsidra sera designado por X (tal sélido é chamado
anticlépsidra).

r

ASPQ & isbsceles:
SP = d = PO = d.

Figura 7 — Principio de Cavalieri para a esfera (figura extraida de [10]).

19
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Considere agora uma esfera de raio r tangente a um plano « que contém a base
do cilindro que originou o sdlido X e tal que os dois sdlidos, esfera e sélido X, estejam

num mesmo semi-espaco dos determinados por a.

Qualquer plano /3 secante a esfera e paralelo a «, distando d (< r) do centro da
esfera (e, consequentemente, do vértice comum do sélido X, o ponto S), também secciona

o so6lido X de modo que
Area da secio na esfera = Area(circulo) = ws? = 7(r? — d?),
Area da secdo no sélido X = Area(coroa circular) = 772 — nd? = n(r? — d?).

Dessa forma, as areas das secoes na esfera e no sélido X sao iguais. Entao, pelo

principio de Cavalieri, a esfera e o sélido X tém volumes iguais. Assim

1 2 4
Vestera = Vx = Veitindro — 2Veone = Tl 2r — 2.§7r7“2.7’ =21 — gwrs = §7T7‘3. (1.12)

1.2 Areas

O estudo das areas de superficies curvas e até mesmo o proprio conceito de
superficie podem se mostrar muito complexos se abordados com maior generalidade. Dessa
forma, optou-se por apresentar as demonstragoes classicas, utilizando conceitos elementares

encontrados em livros como [10] 22].

1.2.1 Area do cilindro

Considere um cilindro circular reto de altura h, cuja base é um circulo de raio
R. Sua superficie é formada por dois circulos de raio R mais a superficie lateral, reuniao
de segmentos de comprimento h perpendiculares a base, levantados a partir dos pontos da
circunferéncia basica. Cortando o cilindro ao longo de um desses segmentos, é possivel
“desenrolar” sua superficie lateral, sem alterar a area, de modo a obter um retangulo de

base 2R e altura h, como mostra a Figura [§

Figura 8 — Cilindro e superficie lateral planificada (figura extraida de [22]).

Logo, a area da superficie lateral do cilindro é igual a area desse retangulo, ou

seja, 2w Rh. Assim,

Aeitindro = Atateral + 2Apase = 21Rh + 27 R* = 27 R(h + R). (1.13)
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1.2.2 Area do cone

O procedimento utilizado na demonstracao anterior é aqui repetido, ou seja,
desenvolver a superficie lateral de um cone no plano sem alterar sua area. Considere o
cone reto de altura h, com base num circulo de raio R. Sua area é formada pela base
(circulo) e pela superficie lateral, que é a reunido de todos os segmentos de reta ligando o
vértice do cone aos pontos da circunferéncia da base. Num cone reto, esses segmentos tém
o mesmo comprimento [, denominado geratriz do cone. Tomando o triangulo formado pela
altura do cone, um raio da base e uma geratriz, todos adjacentes, fica claro que o mesmo

é retangulo, de hipotenusa [, como ilustrado na Figura [9]

&

Figura 9 — Cone e superficie lateral planificada (figura extraida de [22]).

| = V2 + R (1.14)

Assim, desenvolvendo a superficie lateral num plano, obtém-se um setor circular
de raio [ o qual subentende um arco de circunferéncia de comprimento 2w R. A &area lateral
A, do cone é igual a area desse setor, a qual é diretamente proporcional ao comprimento

de arco que ele subentende. Logo,

A, 2rR R
ST — A iR (1.15)

1.2.3 Area da esfera

Diferentemente do cilindro e do cone, nao é possivel desenvolver a superficie da
esfera num plano, ou seja, fazer cortes nela e depois aplica-la no plano, sem dobrar nem
esticar, mantendo inalterada sua area. Para chegar a uma férmula para a area da esfera,
mesmo que nao seja de forma rigorosa, é preciso a noc¢ao de limite. A demonstracao formal
da area da superficie esférica utiliza-se do Célculo Integral e estd contemplada na préxima
subsecao. Ja o procedimento usado por Arquimedes para chegar a area da esfera pode ser

acompanhado em [15].

Considere uma esfera de raio R. Dado um nimero positivo A, considere outra
esfera de mesmo centro, porém de raio R + h. O volume Vy da regiao entre essas duas

esferas concéntricas é dado por
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4 4 4 4
Vy = §7T<R +h)® - §”R3 = g7r[(R +h)? - R?] = §7r[3R2h + 3Rh* + h%].

A partir desse calculo, pode-se escrever que

4
V}j = gw(i’)RQ + 3Rh + h?). (1.16)

Tal regido Y pode ser vista como uma “casca” esférica de espessura h, como

mostra a Figura |10

Figura 10 — Casca esférica (figura extraida de [25]).

Entao é aceitavel que, quanto menor for essa espessura, mais proximo o volume
da casca fica da 4rea da esfera de raio R. Além disso, as parcelas 3Rh e h* em ((1.16))

ficam cada vez mais insignificantes a medida que A diminui. Na notacao de limites, ficaria

}Lir% TX = Acsfera © ]llin% 3Rh = }lLiII(l] h* = 0 e, portanto, de (1.16]) temos:

4
Acspera = §7r(3R2 +0+0) = 47R>. (1.17)

1.2.4 Area da esfera via Célculo Integral

Um resultado importante relativo ao célculo de areas de superficies de revolucao
[29] serd utilizado no célculo da area da superficie esférica, a qual é gerada pela rotagao

de uma semi-circunferéncia ao redor da reta que contém seu didmetro.

Seja C' uma curva plana descrita parametricamente pelas equagoes x = f(t),
y=g9(t),a<t<b, com f', ¢ fungdes continuas em [a,b]. Se C' é percorrida uma tinica

vez a medida que t varia de a até b, entao o comprimento da curva C é

Y ()

A érea da superficie de revolugao obtida pela rotacao da curva C' em torno do

b dz\” dy 2
se o (%) 5 (%Y

eixo x é dada por
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A esfera de raio r é obtida pela rotacao do semicirculo z = rcost, y = rt,

0 <t < 7 ao redor do eixo z. Portanto

Acsfera = f 27rrt\/(—rt)2 + (rcost)? dt

0

= 27rrj tA/12(?t + cos? t) dt
0

= 27Tr2f tdt

0
= 27mr? [— cost];

= 2mr*{~[(-1) — 1]}

= 4772,
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2 O bicilindro e a razao Arquimediana

A maneira mais simples de visualizar um bicilindro é pela intersec¢ao de dois

cilindros retos iguais cujos eixos intersectam-se perpendicularmente, como foi mostrado na
Figura [T}

A primeira menc¢ao ao bicilindro vem do ja citado Arquimedes. Em uma de
suas cartas a Eratdstenes, propoe que o volume do bicilindro é 2/3 do volume do cubo nele
circunscrito (Figura , justamente a razao a ser encontrada no final desse capitulo. Nessa
carta, Arquimedes afirma que, juntamente ao enunciado de alguns teoremas, estao suas
demonstragoes, tanto mecéanicas (via Método), quanto geométricas (via exaustao/dupla
reducgao ao absurdo - as demonstragoes rigorosas feitas a época eram assim chamadas, pois
baseavam-se na teoria das proporgoes geométricas criadas por Eudoxo, como ¢ destacado
em [5]). Mas é justamente essa parte da sua obra que foi perdida (ou, quem sabe, ainda
nao descoberta). Em [15], uma sugestao de como Arquimedes teria calculado o volume do

bicilindro através do método empirico é apresentada.

.

Figura 11 — Visualizagao do bicilindro e do cubo circunscrito (figura extraida de [§]).

Apesar de alguns softwares tornarem a visualizagao do bicilindro relativamente
simples, vale lembrar que, segundo [19], Liu Hui, célebre matematico chinés do século III
d.C., foi o primeiro a conceber uma figura que representava corretamente o bicilindro, ao
qual se referiam por mduhefanggai (que vem da expressao em chinés para “dois guarda-
chuvas quadrados”[33] e serd designado, a partir de agora, por Mhfg). O estudo desse
solido se fez necessario a partir da tentativa de calcular o volume da esfera. E, curiosamente,
a concepc¢ao do Mhfg nao foi feita através da interseccao de cilindros, como foi proposto
no inicio do capitulo (e também por Arquimedes). Para obté-lo, Liu Hui considerou a esfera
como uma pilha de circulos de raios variados (sendo no maximo igual ao raio da esfera)

e substituiu cada circulo pelos quadrados que os circunscreviam. A Figura [12] mostra o
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procedimento descrito acima e os caracteres chineses que representam o nome do sélido,
enquanto que na Figura [13| destaca-se que, devido ao método utilizado para construir o

bicilindro, fica evidente que o mesmo circunscreve a esfera.

B oF o —f

Figura 12 — Constru¢ao da metade superior do bicilindro pelo método chinés (figura
extraida de [19]).

Figura 13 — Bicilindro circunscrevendo a esfera (figura extraida de https://goo.gl/
JNOiha).

Vale lembrar que, atualmente, o bicilindro é conhecido como sélido de Steinmetz,
devido ao engenheiro alemao Charles Proteus Steinmetz. A origem desse nome nao é muito
certa, mas diz-se que em uma reuniao entre intelectuais, na qual ele estava presente, fora

desafiado a calcular o volume do bicilindro e o fizera em menos de dois minutos [16], 31].

2.1 Volume do bicilindro

Serao apresentadas a seguir trés demonstracoes para o calculo do volume do
bicilindro: a primeira é destacada tanto pela relevancia historica, quanto pela elegancia dos
argumentos e segue o raciocinio desenvolvido na China hé 1500 anos atrés. A segunda é
uma aplicacdo mais imediata do principio de Cavalieri, com possibilidade de desenvolvé-la
no Ensino Médio. E, finalmente, a tultima demonstragao sera feita a partir do Célculo

Integral.


https://goo.gl/JNOiha
https://goo.gl/JNOiha
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2.1.1 Procedimento chinés

Um dos registros mais importantes dos primérdios da Matematica chinesa é o
livro Jiu Zhang Suanshu (Nove Capitulos na Arte Matemdtica) que compilava toda a mate-
matica chinesa até entao (séc. III d.C.). Esta é uma coletanea de 246 problemas (divididos
em nove capitulos) e respostas, sem preocupagoes com demonstracoes, apenas destacando
procedimentos sem justificativas. Essa obra era estudada pelos matematicos chineses, os
quais faziam seus comentarios a respeito dos resultados, confirmando-os ou mostrando
erros, gerando novos documentos a respeito do desenvolvimento da Matematica (como
funcionaram as cartas de Arquimedes aos seus contemporaneos Dositeus e Eratéstenes).
Um desses registros, de 263 d.C., devido ao matematico chinés ja citado, Liu Hui, é de
grande valia para o estudo do bicilindro. Liu Hui foi o primeiro a se preocupar em justificar
os métodos utilizados nas resolugoes de problemas. No capitulo 1 de Nove Capitulos, um
dos métodos colocados para resolver um problema de area de circulo assume que o valor
de 7 é 3. A respeito disso, Liu Hui escreveu o que pode ser considerado um (pioneiro!)
comentario de cunho pedagdgico:

Aqueles que transmitem esse método ds prérimas geragées nunca se
importaram em examind-lo profundamente, e sim apenas repetir o que
eles aprenderam de seus predecessores, assim passando o erro a frente.
Sem uma explicacdo clara e uma justificativa definitiva é muito dificil
separar a verdade da faldcia.[30]

Para descobrir uma aproximacao razoavel para m, ele se utilizou de um método
muito parecido com o da exaustao de Arquimedes, que consistia em circunscrever e inscrever
o circulo com poligonos regulares para obter uma aproximacao por excesso e por falta,
determinando assim intervalos cada vez menores que continham o valor de 7. A diferenca
¢ que Liu Hui apenas inscrevia poligonos e obteve um valor com duas casas decimais de
precisao, o que o fez crer que a utilizacao do valor 3.14 para 7 fosse suficiente para efeitos

préticos [30].

O problema 24 do capitulo 4 de Nove Capitulos aponta para a formula (9/16)d?
para o volume da esfera de diametro d. Liu Hui descobriu que estava incorreto, mesmo
utilizando m ~ 3. Em seus estudos, percebeu que, para chegar a essa férmula, o equivoco
estava em considerar que a razao entre os volumes da esfera e do cilindro circunscrito
fosse m/4. Sua justificativa para esse erro consiste na construcao do ja citado Mhfg. Pela
Figura [13], cada segdo plana produz um circulo e o quadrado que o circunscreve. Dessa
forma, a razao entre as suas areas é m/4 e, consequentemente, a razao entre os volumes da
esfera e do Mhfg também serd /4. Nota-se aqui o uso implicito do principio de Cavalieri,

mais de um milénio antes do italiano. Assim

M = Z (2.1)
Vun fg 4
Como o bicilindro tem volume menor que o cilindro, por (2.1)), fica claro o erro

em assumir que a razao entre os volumes da esfera e do cilindro circunscrito seja 7/4, ja



Capitulo 2. O bicilindro e a razdo Arquimediana 27

que deveria ser menor que 7/4 (tal razao ja foi determinada no texto (|1.1)) e seu valor é
2/3).

Dessa forma, Liu Hui deparou-se com o desafio de calcular o volume do Mhfg
para, assim, chegar ao da esfera. Como nao conseguiu, traduziu em forma de poema seu
insucesso [32]. Coube a Tsu Ch’ung-chih e seu filho, Tsu Ch’eng-chih, apds dois séculos,

descobrir o volume do Mhfg e, consequentemente, o da esfera.

Para isso, observada a simetria do Mhfg, dividiu-o em oito octantes, cujas bases
sao quadradas de lado r (j& que a esfera tem raio r), duas de suas faces sao perpendiculares
a base quadrada e correspondem a um quarto de um circulo de raio r e as outras duas
faces sao curvas. Esse octante estd inscrito num cubo de aresta r, que corresponde a um
oitavo do cubo que circunscreve todo o Mhfg, como mostra a Figura [14 O volume da
diferenca entre esses sélidos sera calculado através do equivalente ao hoje conhecido por

principio de Cavalieri, enunciado por Tsu Ch’ung-chih em versos:

Se volumes sdo construidos de blocos empilhados
E as dreas correspondentes sao iguais
Entdo os volumes ndo podem ser diferentes. [32)

A uma altura h da base do octante (e consequentemente do cubo que o
circunscreve), a sua se¢ao plana é um quadrado de lado s, a saber, e a se¢ao do cubo é
um quadrado de lado r. Pela Figura |15 nota-se um triangulo retangulo de catetos h e s e
hipotenusa r. Dessa forma, pelo teorema de Pitdgoras (que ja havia sido demonstrado por
Liu Hui ([30]) e era conhecido por teorema gou-gu), s> = r* —h?. Assim, a area da diferenca
entre a segao do cubo e do octante (parte sombreada na Figura ér? — (r* — h?) = h*
Logo, pelo principio de Cavalieri, o volume do sélido interno ao cubo e externo ao octante
do Mhfg ¢ igual ao de um solido cuja secao plana a uma altura h seja um quadrado de
lado h. Tal solido era conhecido por ydngmd e é muito familiar: uma piramide de base
quadrada invertida, como mostra a Figura[I5] Mas o volume da pirdmide também ja havia

sido demonstrado por Liu Hui no séc.III ([30]). Ou seja,
o | -_/

-~ I

Figura 14 — Um oitavo do cubo "original'(figura extraida de [21]).
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-

3

Figura 15 — Se¢oes planas comparadas entre o Mhfg e a pirdmide (figura extraida de
[30]).

1 1 16
é'Vthg = g.T2-T’ = Vthg = 37“3. (2.2)

‘/cubo - ‘/octa,nte = V;n'rémide = T3 -

Logo, o volume do Mhfg (ou seja, do bicilindro) é (16/3)r".
Para complementar o raciocinio de Tsu Ch'ung-chih, pelo resultado anterior e

pela equagao (2.1)), segue que

‘/es era V;as era 4
! :Ezif:zz‘/esferazfﬂ-rs'
Vthg 4 (16/3)7“3 4 3

2.1.2 Qutra aplicacdo do principio de Cavalieri

Seguindo a linha das demonstracdes dos volumes até aqui e também pela
simplicidade dos argumentos (como é destacado em [§]), utiliza-se, novamente, o Principio
de Cavalieri para determinar o volume do bicilindro. Para facilitar os calculos, suponha
que os eixos x e y sejam os eixos de dois cilindros que possuem raio da base r. Dessa
forma, os eixos dos cilindros intersectam-se na origem e o bicilindro é simetricamente
cortado pelo plano xy. Assim, para efeitos de célculo, considerar-se-a apenas a parte de
cima do bicilindro (0 < z < r) e o cdlculo da area da intersecgdo de um plano paralelo ao
xy e do bicilindro serd em funcao da distancia h desse plano com o plano xy. Portanto, a
intersecgao do plano z = h com o bicilindro é um quadrado de lado 2vr? — h? e sua area
6 4(r* — h?).

Figura 16 — Principio de Cavalieri para o bicilindro (figura extraida de [g]).
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Para utilizar o Principio de Cavalieri, é preciso adotar um outro solido cujo
célculo do volume seja elementar e tal que todo plano z = h (0 < h < r) intersecte tal
solido numa regiao de area igual a calculada para a interseccao do bicilindro. Para isso,
tome a parte de cima do cubo que circunscreve o bicilindro, ou seja, um paralelepipedo de
base quadrada (lado 2r) contida no plano xy e altura r. Em seguida, retire uma piramide
cuja base é o quadrado “de cima” e o vértice é a origem. Segue que o plano z = h intersecta
tal sélido formando um “anel quadrado”, cuja drea é (2r)? — (2h)* = 4(r* — h?). Logo,

pelo principio de Cavalieri, os dois s6lidos tém o mesmo volume, ou seja,

1 16
%icilindro = 2-(‘/;)mﬂalelepipedo - ‘/pirémide) = 2. <4T2-T - 34T2.T> = gr?;. (23)

2.1.3 Integral das secdes do bicilindro

Em cursos de calculo, vé-se que a integral definida de uma funcao em um
determinado intervalo pode ser utilizada para computar varias grandezas diferentes,
como por exemplo, areas, distdncias percorridas por determinados objetos, volumes,
comprimentos de curvas e centros de massa [29]. No presente trabalho, serdo fundamentais

duas dessas interpretacoes. A primeira delas é apresentada a seguir.

Seja S um solido que estd entre z = a e z = b. Se A(x) é a drea da seccao
transversal de S no plano passa por z e é perpendicular ao eixo z, onde A é uma funcao
continua, entdao o volume de S é

vzfm@m

a

Considere as mesmas condigoes da subsecao anterior, ou seja, segoes planas
paralelas ao plano zy em z = h. Além disso, cada uma dessa secdes tem area 4(r? — h?) e,

para formar o bicilindro, a variacao de z esta entre —r e r. Dessa forma, tem-se que

2.2 Area do bicilindro

Considerando ainda os dois cilindros de raio r cujos eixos coincidem com os
eixos ordenados z e y, o raciocinio para determinar a area do bicilindro consiste em
planificar suas faces. Para isso, a Figura [17] permite visualizar separadamente as quatro

faces do sélido.

Com base nessa visualizacao, a ideia é calcular a superficie de uma fatia e
assim determinar a area total do bicilindro. Assim, é necessario encontrar equagoes que

parametrizem a fatia no plano, para proceder com a integracao.
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Figura 17 — O bicilindro e suas faces (fatias) (figura adaptada de [24]).

y
Vi '] \
ista superior
? g v
v JL
v =rsenlu/r)
| i —
z ' 0 mr
A
pa Bl
Vista frontal/—bg\ v= —rsen(u/r)
>, f=u/r
Q B

Figura 18 — Vistas superior e frontal do bicilindro e sua planificagdo (figura extraida de

B]).

A Figura [18 mostra as vistas de cima e de frente do sélido a fim de possibilitar
uma parametrizagao para a fatia desenrolada em um plano auxiliar (uOv). Uma curva
senoidal delimita a planificacdo da fatia, que tem um formato de lente. As equacoes

paramétricas que seguem referem-se a face cortada pelo semiplano zz, x > 0.

a:=7"<g), Yy =, z=rcos<g>, (2.4)

em que

0<u<nr e —r(u/r) <v<r(u/r). (2.5)

Logo, para determinar a area da superficie do bicilindro, basta calcular a area

da “lente senoidal” & direita na Figura |18 usando ({2.5)). Para isso utiliza-se de uma outra
aplicagao computacional de integral definida, citada na subsecao anterior, e presente em
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[29] que interpreta a integral definida f f(x)dx como a area sob a curva y = f(x), com f

continua, de a até b.

Segue que a area da metade superior da lente é dada por

T U 9 U r 9

f r—du = —r [cos —] = 2r°. (2.6)
rlo

Assim, a area da lente é 472 e, portanto,

Area(bicilindro) = 1612, (2.7)

2.3 A razao 2:3 para bicilindros

Para finalizar o segundo capitulo, a verificacdo de que a razao encontrada por
Arquimedes (1.1)) também é vélida para o bicilindro e o cubo que o circunscreve (Figura
19). Para isso, é necessario calcular o volume e a area da superficie do cubo de aresta

a = 2r, o que é muito simples.
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Figura 19 — Bicilindro inscrito no cubo (figura extraida de [17])

Para o cubo, segue que

Veuvo = a° = (2r) = &3 (2.8)

Apupo = 6a* = 6.(2r)? = 2412 (2.9)

Assim, por (2.3)) e (2.8),

%icilindro ( 16/3)7’3 2
= = - 2.10
‘/cubo 8T3 3 ( )
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e por (2.7) e (2.9), segue que
Apiciti 1612 2
bicilindro . (211>

Acubg B 247“2 B g’

confirmando as expectativas quanto a razao Arquimediana!
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3 O duplo-bolo e a razao Arquimediana

Para iniciar uma extensao do resultado do capitulo anterior, é necessario
conceber visualmente a interseccao de trés ou mais cilindros, nas condigoes expostas na
introdugdo, ou seja, tais cilindros tém raios de mesma medida (r) e eixos coplanares
formando dngulos congruentes. Um exemplo estd mostrado nas Figuras [20] e 21] na qual a
interseccao de 4 cilindros, cujos eixos estao no plano-ry e formam angulos de 45 entre si,

formam o duplo 8-bolo, ou seja, um duplo-bolo com 8 faces congruentes.

Figura 21 — Duplo 8-bolo (figura extraida de [12]).

Naturalmente, o sélido formado serd simétrico com relacado ao plano zy e,
portanto, sera dividido em duas partes congruentes para simplificar, tanto a visualizacao,
quanto os calculos. Cada metade do duplo-bolo serd composta por fatias, em quantidade
igual ao dobro do niimero de cilindros que se intersectam. Utilizando como exemplo o
duplo 8-bolo da Figura 3.1duplo8bolo, é possivel visualizar cada metade do sélido formado

(designadas, a partir de agora, por bolos) e também suas 8 fatias, como detalha a Figura
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Percebe-se também que a se¢do do solido no plano-xy é um 2n-gono regular de apotema r,
o qual pode ser dividido em 2n tridngulos isésceles congruentes (de altura relativa a base
igual a 1), que compartilham um vértice comum (a interseccao dos eixos dos cilindros) e,
nele, possuem um angulo (oposto a base) de 2m/2n = m/n. Tais tridngulos sao as bases de
cada fatia. Além disso, utilizando-se desse procedimento de construcao dos duplos-bolos

(via intersec¢ao de cilindros), obter-se-4 apenas tais sélidos com um niimero par de fatias.

Figura 22 — Duplo-bolo resultante da intersecgao de 4 cilindros (figura extraida de [12]).

Para generalizar a construcao de bolos com ntimero n impar de fatias, a ideia
¢é partir da fatia para construir o bolo. Para isso, basta cortar do cilindro (de raio )
uma fatia do tamanho e da forma apropriados e construir o bolo com copias dessas. A
construgao dos 3- e 5-bolos estd ilustrada na Figura 23] na qual, a esquerda é destacada
a forma como a fatia é “recortada’do cilindro. Somente metade da superficie exterior
do cilindro é mostrada, para facilitar a visualizacao da “casca” da fatia. Ja a direita da
Figura 23] cépias das fatias encontradas a esquerda formam séo justapostas para montar o
bolo. Observe que a base da fatia construida é um tridngulo isésceles, cuja altura relativa

a base é igual a 7 e o 4ngulo oposto a base é igual a 27/n.

o

Figura 23 — Construgao do 3- e de 5-bolo (figura extraida de [12]).

Note que é possivel construir um duplo-bolo utilizando fatias de modo que

esse angulo nao seja o mesmo para todas as fatias (desde que a soma desses angulos para
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todas as fatias seja exatamente igual a 27). Ou até mesmo os cilindros que se intersectam
podem ter raios da base distintos. Nesses casos, define-se o solido formado/construido
como duplo-bolo irregular. Em [I3] alguns exemplos podem ser encontrados, como o da
Figura , que corresponde a parte de cima (bolo) de um bicilindro irregular, pois os dois

cilindros que se intersectam tem raios da base com comprimentos diferentes.

Figura 24 — Duplo 4-bolo (bicilindro) irregular (figura extraida de [13]).

3.1 O prisma que circunscreve o duplo-bolo

No capitulo anterior viu-se que o bicilindro (duplo 4-bolo) pode ser circunscrito
por um cubo de aresta 2r. Pela generalizacdo desse objeto (duplo-bolo), faz-se necessério o
estudo dos prismas que os circunscrevem. Como mostrado na Figura 23] cada duplo-bolo é
construido através de justaposicoes de fatias de um cilindro de raio r. Isso permite concluir
que tais solidos s@o circunscritos por prismas retos de base n-gonal regular (de apotema 7)

e altura 2r. Um exemplo é mostrado na Figura

Figura 25 — Duplo 5-bolo e prisma circunscrito (figura extraida de [12]).

Para generalizar, considere a base desse prisma um n-gono regular de apotema

a igual a r. Note que essa base é congruente a secao central do duplo-bolo. Para calcular o
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volume e a area desse prisma em func¢ao de r, inicia-se o processo através do calculo da
area da base. Para visualizar a argumentacao dos calculos, tome um hexagono regular

como o da Figura 26| a seguir. Dessa forma, [ = 2rtg(n/n) e, portanto,

Apase = nritg(n/n). (3.1)

Como o prisma ¢é reto de altura 2r e suas n faces laterais retangulos de base
[ e altura 2r, seguem os célculos para o volume (Vi isma) € area (Aprismq) do prisma

circunscrito ao duplo n-bolo:

Virisma = Apase-h = nrtg(m/n).2r = 2nrtg(n/n). (3.2)

€

Aprisma = 2. Apase + Alateral = 2.nr*tg(m/n) + n.2rtan(r/n).2r = 6nr*tg(n/n).  (3.3)

Figura 26 — Base do prisma circunscrito ao duplo 6-bolo.

3.2 Volume do duplo-bolo

O célculo do volume do duplo n-bolo pode ser feito nos mesmos moldes do
bicilindro. Ou seja, é possivel encontrar a drea da segdo plana (paralela a zy) em uma
determinada altura h e compara-la com a area da secao plana de um sélido de volume
conhecido (ou simples de se calcular), para assim utilizar novamente o principio de Cavalieri.
Assim como nas subsegoes [2.1.2) e 2.1.3] é imediato chegar ao volume do duplo n-bolo

através da integral da superficie das se¢oes do sélido.

Para efeitos de calculo, o plano base que contém os eixos dos cilindros continuara

seguindo o exposto no capitulo anterior, ou seja, o plano xy.
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3.2.1 Via principio de Cavalieri

E natural procurar uma analogia ao que acontece com o bicilindro, j& que
¢ um caso particular de duplo-bolo (n = 4). Sendo assim, o sélido que serd utilizado
para comparar areas com as secoes do duplo n-bolo sera o resultante da retirada de duas
piramides do prisma circunscrito ao duplo n-bolo, de modo que suas bases sejam as mesmas
do prisma e o vértice de ambas seja o centro do prisma/duplo n-bolo, o que esté ilustrado
na Figura [27] Tal sdlido serd aqui denominado por anticlépsidra poligonal e denotado por
AcP.

Assim, é necessario calcular a area da se¢do a uma altura z = hpara0 < h <r
(pois os sélidos sao simétricos em relagao ao plano xy) e a area correspondente a se¢ao da

anticlépsidra poligonal a essa mesma altura h.

Vale lembrar que as se¢oes referidas em ambos os solidos sao aquelas formadas
pelas intersecgdes de planos paralelos ao plano zy e ao duplo n-bolo/AcP. Um exemplo
dessas segoes pode ser visto na Figura [27] a qual nos inspirou a elaborar o desenvolvimento

apresentado a seguir.

Figura 27 — Principio de Cavalieri no duplo 6-bolo irregular (figura extraida de [27]).

Para a secao do duplo n-bolo, um n-gono regular de lado I’, é suficiente conceber
o tridngulo retdngulo de catetos iguais ao apotema (a') da se¢ao e a altura (distancia do
plano que gerou a segdo a origem) e hipotenusa igual ao raio do cilindro gerador do duplo

n-bolo (como exemplificado na Figura . Segue que

a =+/r?—h? (3.4)

' =2d'tg(m/n) = 2vr?2 — h2 .tg(n/n). (3.5)
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Assim, a drea da se¢ao do duplo n-bolo (A’), calculada através do produto de

seu apotema pelo semiperimetro é dada por:

A =d.p =t k2. g 2V — B2 tg(m/n) = n(r? — K:)tg(r/n). (3.6)

Para calcular a area da secao da AcP produzida a mesma altura h do plano
xy, faz-se a diferenca entre as areas da secao do prisma, descrita em (3.1) e da secao da
pirdmide invertida (A”). Note que, se a altura h for maxima, ou seja, h = r, ap6tema da,
base e altura da piramide tém a mesma medida. Logo, por semelhanca de triangulos, o

apétema numa se¢ao da piramide e a altura h sao congruentes. Logo,
n
A" =d".p" = h. 5 2h . tg(m/n) = nh*tg(mw/n) (3.7)
e, portanto,

Apep = Apase — A" = nr’tg(m/n) — nh*tg(n/n) = n(r* — h*)tg(n/n). (3.8)

Assim, por (3.6) e (3.8), segue que A" = A.p e, pelo principio de Cavalieri,
Vb = Vaep (em que Vpp denota o volume do duplo n-bolo).

Mas Vacr = Virisma — 2-Vpiramide €, por (3.2), pode-se concluir que
3 Ly 4
Vap = 2nrotg(m/n) — 2. 3 tg(m/n).r = 3 tg(m/n). (3.9)

3.2.2 Via Calculo Integral

Por (3.6)), é possivel calcular o volume do duplo n-bolo através da integral
das sec¢Oes planas paralelas ao plano zy. Uma forma de visualizar geometricamente os

argumentos para chegar na féormula supracitada encontra-se na Figura

E possivel notar que o n-gono regular correspondente & secdo do duplo n-
bolo a uma altura h e formado por n triangulos isésceles de altura relativa a base
V72 — h? (correspondente ao apétema (a') da secdo, como foi visto em (3.4))) e base
2v/r2 — h2 . tan(m/n) (correspondente ao I’ em ([3.5)). Como as secdes sio obtidas através
da interseccao dos planos z = h, —r < h < r com o duplo n-bolo, entao o volume desse

solido ¢é dado por

Vbp = f n.2Vr2 — 22.4/r2 — 22tg(m/n) dz

=2n Lr(rz — 2H)tg(n/n) dz

23

— ontg(r/n) [27“2 - 3]0

4
= gnr?’tg(w/n).
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Figura 28 — Descricao geométrica para calcular o volume de uma fatia do duplo n-bolo
(figura extraida de [12]).

3.3 Area do duplo-bolo

Para determinar a area do duplo n-bolo, é preciso lembrar que a superficie
cilindrica pode ser construida pela rotacao de uma superficie plana. A area de uma fatia

pode ser calculada pela sua planificacao.

Suponha que a superficie da fatia seja desdobrada de tal modo que o arco
da circunferéncia de raio r ao longo do meio da fatia coincida com a reta y = 0,2 = r,
paralela ao eixo x (ver Figura . Dessa forma, quando o comprimento ao longo desse

arco é u = rf, as coordenadas x e z sdo rf e rcos ), respectivamente.

Como a fatia é proveniente de uma superficie plana, segue que sua interseccao
com o plano tangente no ponto (x,y, z) = (10,0, cos ) é o segmento de reta paralelo ao
eixo y, com comprimento 2r0tg(mw/n). Assim, a fatia planificada é a regido entre as curvas
z = +rétg(r/n) = tr(u/r)tg(r/n) para 0 < u < %

Logo, a area do duplo n-bolo é

rmw/2
Ay = QnJ 27’£th dz = 4717“21:gz (3.10)
0 ron n
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X

Figura 29 — Descrigao geométrica do célculo da drea de uma fatia do duplo n-bolo (figura
extraida de [12]).

3.4 A razado 2:3 para duplos-bolos

Para comprovar a validade da razao arquimediana para esse par de objetos
(duplo-bolo/prisma), é necessario avaliar o quociente entre seus volumes e também entre

suas areas.
Por (B9) e (B:2). segue que

4 3t7r

Ve  3teL 2
= —, 3.11

i (3.11)

Virisma 2nr3t gz
n

E por (3.10) e (3.3), segue que

25
Ay dnr tgn _

B 2
Aprisma 6nr2t gz 3
n

(3.12)

E valida a observacao de que em [2], os duplos-bolos sao designados por globo
Arquimediano e os bolos, por cipulas Arquimedianas. J4 em [3], os mesmos autores
demonstram a razao Arquimediana através de outros argumentos e com a analise de uma
classe mais generalizada de solidos: os circunsélidos (sélidos que circunscrevem esferas),

na qual se encaixam os duplos-bolos, como bem ilustra a Figura 2.2fig2.2b.
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3.5 E quandon — o0?

E natural pensar intuitivamente que o duplo-bolo e seu prisma circunscrito se
aproximem, respectivamente, de uma esfera e um cilindro, quanto maior for o niimero de
fatias (n). Para corroborar essa ideia intuitiva, vamos calcular o limite das expressoes em

(13-2), (3.3), (3.9) e (3.10) para n tendendo a 0. De modo a facilitar esses célculos, um

limite recorrente sera calculado inicialmente: hrlgo ntg(m/n), que pode ser reescrito como
n—
tg(tm
i £80T)
t—0 t

, e, pela regra de L’Hdspital(*), segue que:

tg(t7) (» i sec?(tr)

— 2 —
lim ] = mwsec”(0.m) = 7. (3.13)

Jim, ntg(m/n) = lim

Dessa forma, basta utilizar o resultado encontrado em (3.13)) para mensurar os

limites mencionados no inicio.

Considere primeiro as férmulas para volume e area da superficie do prisma:

lim 2nritg(m/n) = 2r° lim ntg(m/n) 2mr?, (3.14)

lim. 6nr’tg(m/n) = 6r° lim ntg(m/n) 6. (3.15)

Como as relagoes (3.14]) e (1.2)) coincidem, assim como as relagoes (3.15)) e

(1.6]), pode-se conjecturar que o prisma tende ao cilindro reto equilatero de raio da base r

e altura 2r quando n — 0.

Agora, calculando esses limites para as férmulas do volume e area da superficie

do duplo-bolo, tem-se que:

4 4 4
lim gmﬁ’tg(w/n) = gr?’ lim ntg(m/n) §7r7’3, (3.16)

(13.13

lim. dnritg(n/n) = 4r® lim ntg(m/n) 4. (3.17)

Novamente, como as relagoes (3.16)) e ((1.3) coincidem, assim como as relagoes
(13.17) e (1.7]), pode-se conjecturar, também, que o duplo-bolo tende a esfera de raio r

quando n — 0.
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4 Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho buscou-se demonstrar a razao arquimediana para o
par de sélidos esfera-cilindro e confirmé-la para outro par de sélidos: duplo-bolo - prisma
circunscrito. Para tal, foram utilizados conceitos de geometria espacial, com destaque
para o principio de Cavalieri, presente no curriculo do Ensino Médio na maioria das vezes
como uma ferramenta que compara e calcula volumes. Sua aplicabilidade no caso em
que relaciona areas também deveria ser explorada nesse nivel de ensino, uma vez que o
raciocinio utilizado tem a mesma logica. Ademais, conteidos de Ensino Superior foram
explorados, com énfase no Calculo Diferencial e Integral, que figura no programa da grande

maioria dos cursos superiores da area de exatas.

Para conseguir atingir o quociente 2/3 nos capitulos anteriores, foi necesséario
estabelecer férmulas para o volume e area dos bicilindros e, de forma mais geral, dos
duplos-bolos. E interessante notar que, mesmo as faces dos duplos-bolos sendo curvas, as
formulas que calculam seu volume e area independem de 7. Apds as demonstracoes da razao
arquimediana em e , fica simples chegar a essa conclusao, mas para a grande
maioria dos estudantes do Ensino Médio essas férmulas demandariam necessariamente
a utilizagdo da famosa razao entre o comprimento e o raio de uma circunferéncia, ja
que comumente os objetos circulares (circulos e elipses, por exemplo) e redondos (esfera,
cilindro e cone, dentre outros) estudados nas geometrias plana e espacial, dependem de 7

nas mais variadas féormulas de mensuracao: perimetros, areas e volumes.

Devido a abrangéncia do trabalho, com contetidos nos diferentes niveis de
ensino da Matematica, espera-se contribuir para o desenvolvimento de sequéncias didéaticas
para utilizagdo nos Ensinos Médio e Superior. Destaco a dindmica de trabalho apresentada
por Méarcio Eduardo Primo, em sua dissertagao de Mestrado (PROFMAT) [2§] para o
calculo do volume do bicilindro via principio de Cavalieri. Nela, o autor faz uso do software
GeoGebra para criar o bicilindro, comparar o seu volume (e formato) com o da esfera e

tracar se¢oes planas no duplo 4-bolo, tornando as visualizagoes mais claras aos estudantes.

Os sélidos de Steinmetz sdo comumente mencionados (e mensurados) em livros
de calculo em diversas oportunidades: nos momentos iniciais do aprendizado de aplicagoes
de integracao para calculo de volumes dos mais variados solidos; na introducao de integrais
duplas (para célculo da drea) e triplas (volume), com a utiliza¢ao de coordenadas cilindricas;
na utilizacao do Teorema de Green para calculo de areas de regioes, entre outras. Vale a pena
observar a utilizagdo do bicilindro em [I3], servindo como ponto de partida para introduzir
a parametrizagao da fatia desse solido e consequente generalizagao da construcao de sélidos

com fatias dos mais variados tipos. Um exemplo de dindmica de trabalho relacionada a
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esse artigo é o projeto Cupulas e Guarda-séis El, desenvolvido por alunos da UNIFEI no
primeiro semestre de 2015, sob supervisao do Prof. Dr. Rodrigo Lima e com o auxilio
do software Mathematica. Dessa atividade foram extraidas as imagens da Figura [30] que
mostra, a esquerda, a ctipula da Catedral Metropolitana de Morelia (México) e, a direita,

a estrutura presente no Parlamento Alemao em Berlim.

o
Y
HINIARRRIY

Figura 30 — Modelagens produzidas por estudantes de Célculo, de sélidos construidos a
partir da rotacao de fatias iguais.

1" Disponivel em https://goo.gl/ThxqOH . Ultimo acesso: 28/01/2016.
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