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Resumo

Nesta dissertacao serao apresentadas consideragoes sobre o estudo do Baricentro dos
Poligonos Convexos. Este trabalho tem como objetivo apresentar uma nova abordagem
para proporcionar um melhor entendimento e aprendizado, para os alunos, no que se re-
fere ao baricentro de um triangulo e de outro poligono convexo qualquer. Para isto, serao
apresentadas definicoes, propriedades, formulas, demonstragoes e relatadas experiéncias
para encontrar o baricentro de alguns poligonos convexos. Por fim, serao propostas di-
versas atividades pedagbgicas para desenvolver-se em sala de aula, consolidando, assim,
a proposta apresentada.

Palavras chaves: Baricentro, Centro de Massa, Centro de Gravidade.



Abstract

In this dissertation considerations will be presented on the study of the Centroid of Convex
Polygons. This work aims to present a new approach to provide a better understanding
and learning, for students, with regard to the centroid of a triangle and another convex
polygon any. For this, will be presented definitions, properties, formulas, demonstrations
and reported experiences to find the centroid of some convex polygons. Finally, various
educational activities will be proposed to develop in the classroom, thus consolidating the
proposal.

Words keys: Centroid, Center of mass, Center of Gravity.
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Introducao

E inegavel a necessidade da relacao intrinseca entre as areas do conhecimento para um
maior aprimoramento do desenvolvimento profissional, sobretudo nos dias atuais. Quando
um corpo ou massa suporta-se sobre seu peso, ou seja, quando ha a concentracao de seu
peso em um s6 determinado ponto, obtém-se o que se chama de baricentro ou centro
de gravidade. O estudo da gravidade ¢ de suma relevancia como uma das forgcas mais
importantes da natureza. “Quando o corpo esta sob a acao da atracao da gravidade, se
esse for subdividido em infinitas partes, de maneira que cada parte tenha um infinitesimal

de peso, a soma desses pesos infinitesimais é o peso total do corpo”; o centro desse peso
¢ o baricentro. (PORTOPEDIA, 2015, p.02)[22]

Em [I6] o professor americano Clark Kimberlinglﬂ retne provavelmente a maior colecao de
centros do triangulo, segundo ele, a colecao histérica comecou com os cientistas do século
XIX. A colecao tem crescido para incluir os educadores, escritores e artistas. Ele diz que
ha muito tempo, alguém desenhou um triangulo e trés segmentos através dele. Cada seg-
mento comecgou em um vértice e parou no ponto médio do lado oposto. Os segmentos se
encontraram em um mesmo ponto. A pessoa ficou impressionada e repetiu a experiéncia
em uma diferente forma de triangulo. Novamente os segmentos se encontraram em um
mesmo ponto. A pessoa ainda desenhou um terceiro triangulo, muito cuidadosamente,
com o mesmo resultado. Ele disse aos amigos. Para sua surpresa e deleite que a coin-
cidéncia funcionou para eles também. A noticia se espalhou, e a magia dos trés segmentos
foi considerada como a obra de um poder superior. Séculos passaram e alguém provou que
as trés medianas de fato encontram-se em um tinico ponto, agora chamadas de Centroide
ou Baricentro. Mais séculos passaram, pontos mais especiais foram descobertos e uma
defini¢ao de centro do triangulo emergiu. (Clark Kimberling)[16]

Esse trabalho tem como objetivo localizar e caracterizar o Baricentro ou Centroide (G)
dos poligonos convexos, nao s6 do ponto de vista da Geometria Euclidiana, mas também
do ponto de vista da Geometria Analitica.

1Clark Kimberling nascido em 7 de novembro de 1942, em Hinsdale, Illinois é um matemaético, miisico e
compositor. Ele foi um professor de Matemética desde 1970 na Universidade de Evansville. Seus interesses
de pesquisa incluem centros do triangulo, sequéncias de nimero inteiro e Hinologia. Kimberling recebeu
seu PhD em Matematica em 1970 pelo Illinois Institute of Technology, sob a supervisao de Abe Sklar,
desde 1994, pelo menos, ele tem mantido uma lista dos centros do tridngulo e suas propriedades. Na
sua forma actual on-line, Livre dos centros do triangulo, esta lista é composto por véarios milhares de
entradas.
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O desempenho dos alunos na Matematica, nos dias atuais, tém preocupado os professo-
res, pois os alunos se sentem desestimulados a estudar matematica, sobretudo quando se
trata de calculos. Aproximar a Matematica do aluno e tornar palpaveis os cédlculos da
geometria analitica, incorporando-a a realidade dos fatos, ¢ um desafio para nds professo-
res de matematica. D’Ambrosio diz que: “O grande desafio que se encontra na educagao
¢ justamente sermos capazes de interpretar as capacidades e a propria acao cognitiva
nao da forma linear, estavel e continua que caracteriza as praticas educacionais mais
correntes.” [10]

Como uma figura geométrica deve ser deixada de ser analisada como um desenho e ser
utilizada de fato na pratica, pois o Baricentro ou o centro de gravidade dessas figuras
geométricas, que no nosso caso aqui sao os poligonos convexos, ¢ um estudo que esta na
atividade da Construcao Civil, nos calculos de pesos sobre estruturas, na mecanica para
calculo da inércia, na medicina para identificar o peso ou a gravidade do corpo, dentre
outros.

Em funcao dessa distor¢ao entre a importancia e relevancia da aplicabilidade dos célculos
do baricentro nas mais diversas areas de conhecimento e a superficialidade do seu ensino,
onde, normalmente, os professores quando vao apresentar o Baricentro, se resumem em
apenas encontrar as coordenadas do baricentro do triangulo e ¢ isso que é apresentado em
todos ou em quase todos os livros didaticos do 3° ano do ensino médio. Nenhum desses
livros [6], [8], [11], [20], [21] e [25] que tenhamos visto, por exemplo, apresenta a possibili-
dade de se encontrar o baricentro de outro poligono que nao seja o triangulo. Estes fatos
motivaram o estudo do baricentro dos poligonos convexos.

Este trabalho, sobre o tema Baricentro dos Poligonos Convexos, tem como objetivo apre-
sentar uma nova abordagem para que se enriqueca o aprendizado dos alunos no que se
refere ao baricentro de um triangulo e ao baricentro de outro poligono convexo. Para
isso, nesse primeiro capitulo, veremos defini¢oes de poligono, poligono convexo, poligono
concavo, poligono regular e diagonais do poligono. Veremos também, as nomenclaturas
dos poligonos. Serd vista e demonstrada a férmula de encontrar o nimero de diagonais
de um poligono convexo e também a da férmula de encontrar a soma dos angulos internos
de um poligono convexo. E para que possamos entrar no estudo do baricentro veremos a
definicao da mediana de um triangulo, bem como o comprimento e as propriedades das
medianas. No segundo capitulo faremos uma abordagem sobre Baricentro, onde apresen-
taremos a definicao e as propriedades do baricentro do triangulo, sera vista e demons-
trada a férmula de encontrar as coordenadas do baricentro de um triangulo e abordaremos
também, o baricentro de outros poligonos que nao seja triangulo. E no terceiro e tltimo
capitulo, proporemos metodologias de ensino do baricentro através de experiéncias rela-
tadas e de sugestoes de algumas atividades envolvendo medianas e baricentro para serem
trabalhadas em sala. Para possibilitar aos alunos um melhor entendimento e compreensao
do que seja o Baricentro de uma forma mais lidica e prazerosa de aprender.
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Capitulo 1

Poligonos

Neste capitulo, pretendemos apresentar as definicoes de Poligono, Poligono Convexo,
Poligono Concavo e falar um pouco sobre as Diagonais de um poligono.

1.1 Poligono

Inicialmente vamos ver algumas definicoes de poligonos, segundo alguns autores. Em
BARBOSA[3], encontramos a defini¢ao de poligonos dessa forma:

“Um poligono é uma poligonal em que as seguintes 3 condigoes sao
satisfeitas: (a) A, = Aj, (b) os lados da poligonal se interceptam
somente em suas extremidades, (c) cada vértice é extremidade de
dois lados e (d) dois lados com a mesma extremidade néo pertencem
a uma mesma reta.”

Obs.: Na realidade, BARBOSA, queria dizer: “4 condi¢oes” e nao “3 condigoes”.

Ja em DOLCE [13], encontramos a defini¢ao de poligonos dessa forma:

“Poligono ¢ a regiao plana limitada por uma linha poligonal fe-
chada. Denotamos um poligono de forma similar a que denotamos
uma linha poligonal. Isto é, um poligono Ay, As, As, ..., A,_1€ A,
corresponde a regiao limitada pela reuniao dos segmentos

AlAg 7A2A3, 7An—1An € AnAl()

(...)Na literatura, também encontramos o termo poligono como
sinonimo de linha poligonal fechada. Neste caso, a regiao plana limi-
tada pelo poligono é chamada de seu interior e a uniao do poligono
com seu interior é chamada de regiao poligonal ou superficie
poligonal.”

13



Na geometria, um poligono é uma figura fechada com lados e angulos. A palavra ”poligono”
vem da palavra em grego ”poliigonos” que significa: Poli (Muitos) + gonos (Angulos),
ou seja, ter Muitos Angulos e/ou ter Muitos Lados. A definigao usada por Euclide para
poligono era: “uma figura limitada por linhas retas” .[37]

Para podermos entender melhor sobre poligonos, vamos primeiro definir Linha Poligonal
Aberta e Fechada.

Dados n pontos, Ay, As, Az, A4, As, ..., A,_1 e A,,em ordem e de forma que trés pon-
tos consecutivos nao sejam colineares, a figura formada pela reuniao dos segmentos
A1As, Ay Az, AsAy, AsAs, ..., A,_1A,, onde os pontos A;eA,, nao coincidem e nao
sao ligados, ou seja, A; # A, e ndo existe o segmento A, A;, chama-se de LINHA POLI-
GONAL ABERTA e os pontos A e A,, sao os extremos da figura.

Exemplo de uma Linha Poligonal Aberta, ver Figural.l.

Ag

At An

Figura 1.1: Linha Poligonal Aberta

Obs.: As linhas tracejadas indicam os varios segmentos que a Linha Poligonal pode ter.

!Euclides de Alexandria foi um matemédtico platénico e escritor, possivelmente grego, muitas vezes
referido como o "Pai da Geometria”’. Além de sua principal obra, Os Elementos, Euclides também
escreveu sobre perspectivas, secgoes conicas, geometria esférica, teoria dos ntimeros e rigor. Euclides é a
versdo aportuguesada de uma palavra grega que significa ”Boa Gléria”.[5] [36]
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Agora, dados n pontos, Ay, Ay, As, A4, As, ..., A,_1 e A,, em ordem e de forma que
trés pontos consecutivos nao sejam colineares, a figura formada pela reuniao dos segmen-
tos: A1As, AsAs, AsAy, A4As, ..., A._1A, e A, A, chama-se de LINHA POLIGONAL
FECHADA.

Exemplo de uma Linha Poligonal Fechada, ver Figura1.2.

Az

Az

Ay ”

An An1

Figura 1.2: Linha Poligonal Fechada

Obs.: As linhas tracejadas representam os varios segmentos que o poligono pode ter.

Logo, matematicamente, definimos poligonos como sendo uma superficie plana limitada
por uma linha poligonal fechada. Com isso, temos que os poligonos sao figuras fechadas
e que o numero de lados de um poligono coincide com o ntiimero de angulos internos.

Vamos denominar aqui o poligono como sendo qualquer figura fechada e formada por

apenas segmentos de reta, onde esses segmentos de retas sao interligados um ao outro
apenas pelas suas extremidades.

15



Os poligonos possuem os seguintes elementos: Lados, Vértices, Angulos Internos, Angulos
Externos e Diagonais.

Exemplos de figuras que sao Poligonos, ver Figural.3.

NI O

Figura 1.3: Exemplos de poligonos

Pois todas as figuras acima em Figural.3 sao figuras fechadas e formadas por apenas
seguimentos de reta, ou seja, todas sao figuras poligonais fechadas.

Assim como temos figuras que sao chamadas de poligonos, existem figuras que nao sao
poligonos. Segue em Figural.4 as figuras A , B e C que nao sao poligonos.

/[ 7 ]

Figura 1.4: Nao sao Poligonos

As figuras A e C sao figuras fechadas, mas nao sao fechadas por apenas segmentos de
reta, logo nao sao poligonos. E a figura B é uma figura que s6 tem segmentos de reta, ou
seja, € uma linha poligonal, mas nao é uma figura fechada, logo, é uma linha poligonal
aberta, mas nao é um poligono.

Ou simplesmente podemos afirmar que as trés figuras nao sao poligonos devido a:
Figura A — nao é uma Linha Poligonal.
Figura B — é uma Linha Poligonal Aberta.

Figura C — nao é uma Linha Poligonal.

Pois, para ser Poligono a figura terd de ser uma Linha Poligonal Fechada.
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Os poligonos, de um modo geral, sdo nomeados de acordo com o ntmero de lados e/ou a
) bl
quantidade de angulos internos que eles possuem.

Exemplo:

e Poligonos que possuem trés angulos internos, trés lados e trés vértices, sao denomi-

nados de Triangulos.

e Poligonos que possuem quatro angulos internos e quatro lados sao denominados de
Quadrilateros.

Na Figural.5, temos uma tabela onde podemos encontrar a nomenclatura de alguns
poligonos com os seus respectivos nimero de lados.

Izudies E:Eirgz Ii::dies Nome do Poligono gudies Nome do Poligono
02 |N&ao Existe 20 |lcosdgono 38 |Triacontakaioctdgono
03 |Triangulo 21 |lcosikaihenagono 39 |Triacontakaiendgono
04 |Quadrilatero 22 |lcosikaidigono 40 |Tetracontagono
05 |Pentagono 23 |lcosikaitrigono 50 |Pentacontagono
06 |Hexdgono 24 |lcosikaitetragono 60 |Hexacontdgono
07 |Heptagono 25 |lcosikaipentagono 70 |Heptacontdgono
08 |Octogono 26 |lcosikaihexagono 80 |Octacontagono
09 |Eneagono 27 |lcosikaiheptagono 90 |Eneacontagono
10 |Decdgono 28 |lcosikaioctdgono 100 |Hectagono
11 |Undecagono 29 |lcosikaieneagono 200 |Di-hectagono
12 |Dodecdgono 30 |Triacontdagono 300 |Tri-hectagono
13 |Tridecagono 31 |Triacontakaihenagono 400 |Tetra-hectagono
14 |Tetradecdgono 32 |Triacontakaidigono 500 |Penta-hectdgono
15 |Pentadecagono 33 |Triacontakaitrigono 600 |Hexa-hectdgono
16 |Hexadecagono 34 |Triacontakaitetragono 700 |Hepta-hectagono
17 |Heptadecagono 35 |Triacontakaipentagono|| 800 |Octa-hectagono
18 |Octadecagono 36 |Triacontakaihexagono 900 |Enea-hectdgono
19 |Eneadecdgono 37 [|Triacontakaiheptagono|] 1000 |Quilogono

Figura 1.5: Nomenclatura de alguns Poligonos
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Como podemos observar, a menor quantidade de lados que um poligono pode ter sao trés
lados, pois nao é possivel se obter ou construir um poligono com apenas dois lados.

Como exemplo ver Figura 1.6.

Figura 1.6: Nao é Poligono

Obs.: Nao é um poligono, pois em Figura 1.6 temos uma figura aberta, ou seja, é uma
Linha Poligonal Aberta.

1.2 Poligonos Convexos e Concavos

Além da nomenclatura que os poligonos possuem, eles podem ser classificados em dois
tipos de poligonos, os que sao denominados de poligonos convexos e os que sao chamados
de poligonos nao convexos ou poligonos concavos. Vamos aqui, defini-los e da exemplos
de cada um deles.

1.2.1 Poligonos Convexos

Em [29] diz que um poligono é convexo quando qualquer reta que passe sobre um dos lados
deixa o poligono inteiramente contido em um dos semiplanos. Também podemos dizer que
um poligono é convexo quando todos os angulos internos forem menores que 180°.

Em MUNIZ NETO [18], encontramos a defini¢ao de Poligono Convexo como sendo:

“Sejam n > 3 um natural e Ay, A,, ..., A, pontos distintos do
plano. Dizemos que Aj, As, ..., A, ¢ um poligono (convexo) se,

para 1 < i < n, a reta A; A;;1 nao contém nenhum outro ponto
A, , mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, ...”

18



Em BARBOSA[3], diz que: “Um poligono é convexo se estd sempre contido em um dos
semiplanos determinados pelas retas que contém os seus lados.”

Um poligono é convexo, se e somente se, todo segmento de reta, que tem as suas extre-
midades dentro da regiao interna do poligono, tem todos os seus pontos pertencentes a
regiao interna do poligono, ou seja, nao existe ponto que pertence ao segmento de reta e
que esteja fora da regiao interna do poligono.

Exemplo disso é a regiao poligonal a seguir, ou simplesmente poligono, ver Figura1.7.
Repare que os pontos A e B estao dentro da regiao do poligono, forma um segmento de
reta AB e qualquer ponto C pertencente a este segmento de reta é um ponto que pertence
a regiao interna do poligono. Neste caso, a regiao é chamada de Regiao Convexa, ou seja,
é um Poligono Convexo.

Figura 1.7: Poligono Convexo

Todas as figuras em Figura 1.8 sao figuras poligonais fechadas e sao classificadas como
Poligonos Convexos.

NGO
OO

Figura 1.8: Sao Poligonos Convexos
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1.2.2 Poligonos Nao Convexos ou Concavos

Um poligono é concavo ou nao convexo, se existe pelo menos um segmento de reta, que
tenha as suas extremidades pertencentes a regiao interna do poligono, mas que exista pelo
menos um ponto, desse segmento, que nao pertenca a regiao interna do poligono, ou seja,
existe pelo menos um ponto que pertence ao segmento de reta e que esta fora da regiao
interna do poligono.

Exemplo disso é a regiao poligonal a seguir, ou simplesmente poligono, ver Figura1.9.
Repare que os pontos P e Q estao dentro da regiao do poligono e forma um segmento de
reta m, mas existe um ponto X pertencente ao segmento m, que é um ponto que nao
pertence a regiao interna do poligono. Neste caso, a regiao é chamada de Regiao Concava,
ou seja, é um Poligono Nao Convexo ou Concavo.

Figura 1.9: Poligono Nao Convexo ou Coéncavo

Também podemos dizer que um Poligono é Concavo ou Nao Convexo se existir algum
angulo interno maior que 180°.
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Todas as figuras em Figura1.10 sao figuras poligonais fechadas e sao classificadas como
Poligonos Nao Convexos ou Concavos.

Figura 1.10: Sao Poligonos Nao Convexos ou Concavos

Agora que ja sabemos a definicao de poligonos convexos e de poligonos concavos, vamos
nos reservar, de agora em diante, a estudar apenas os poligonos convexos.

1.3 Diagonais de um Poligono Convexo

Os poligonos convexos possuem os seguintes elementos: Lados, Vértices, Angulos Inter-
nos, Angulos Externos e Diagonais. Dos elementos citados vamos dar énfase no significado
de Diagonal e como calcular o nimero de Diagonais de um poligono convexo qualquer.

Um poligono convexo de n lados, com n > 3, possuem diagonais, onde definimos diagonal
de um poligono como sendo qualquer segmento de reta que une dois vértices nao consecu-
tivos. Logo, se X e Y s@o dois vértices de um poligono e se XY nao é um lado do poligono
entdao é uma diagonal [29] [33].

O poligono que possui trés lados, que é o triangulo, nao possui nenhuma diagonal e ele é
0 Unico que nao possui, pois os demais possuem diagonais. Ver Figura 1.11.

Nenhuma Diagonal Duas Diagonais Cinco Diagonais

Figura 1.11: Poligonos Convexos e suas Diagonais
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Podemos encontrar o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados, pela
férmula:

Onde:

e d ¢é o numero de diagonais;

e n ¢é o numero de lados do poligono convexo.

Demonstracao.

Seja um poligono convexro de n lados com n > 3, vamos comegar por um quadrildtero qual-
quer, podemos observar na Figural.12, que de cada vértice parte apenas uma diagonal.
Por exzemplo, do vértice D, parte apenas a diagonal DB, pois DA e DC ndo sdo diagonais
desse poligono, devido A e C serem vértices consecutivos de D, DA e DC' sao lados do
poligono. Logo, os lados de um poligono nao sao diagonais do poligono. Do mesmo modo,
acontece com 0s outros vértices do quadrildtero, ou seja, dos vértices, A, B e C, partem
apenas uma diagonal de cada um deles. FEntdo, contando todas as diagonais tracadas,
encontramos duas diagonais, logo, um quadrildtero qualquer, possuem duas diagonais.

A

C

Figura 1.12: Quadrilatero e suas Diagonais
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Considerando agora um pentdgono qualquer, podemos observar na Figura 1.13, que de
cada vértice partem apenas duas diagonais. Por exemplo, do vértice D, partem as diago-
nais DA e DB pois DC e DE ndo sio diagonais desse poligono, devido C e E serem
vértices consecutivos de D, DC e DE sdo lados do poligono. Jd sabemos que os lados
de um poligono nao sao diagonais do poligono. Do mesmo modo, acontece com 0s outros
vértices do quadrildtero, ou seja, dos vértices, A, B, C e E, partem apenas duas diago-
nais de cada um deles. Entao, contando todas as diagonais tragadas, encontramos cinco
diagonais, logo, um pentagono qualquer, possuem cinco diagonais.

E D

Figura 1.13: Pentdgono e suas diagonais

Vamos considerar agora, um poligono convexo qualquer den lados conforme a Figura1.14,
é facil verificar que de cada vértice ird partir (n—3) diagonais, como o nimero de vértices
de um poligono convexo € igual ao numero de lados, entdao o poligono possui n vértices.
Mas dos n vértices deste poligono, existem trés vértices que nao formam uma diagonal, que
sao dois vértices consecutivos que cada vértice possui, que forma dois lados do poligono
e o proprio vértice que forma um ponto, logo, o numero de diagonais tracada de cada
vértice € igual a (n—3), ou seja, d =n—3.

n n-1

Figura 1.14: poligono Convexo de n lados e n vértices
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No entanto, como sao n vértices, entao temos n.(n—3) diagonais, mas cada diagonal tem
as extremidades em dois vértices, logo, cada diagonal foi contada duas vezes, ou seja, uma
diagonal com segmento de reta DA é a mesma diagonal com segmento de reta AD, ambas
representam a mesma diagonal. Entao, temos que dividir por dois, logo a formula para
determinar a quantidade de diagonais de um poligono convexo de n lados é dada por:

1.4 A Soma dos angulos internos de um Poligono
Convexo

Todo poligono convexo de n lados possui n angulos internos, ou seja, a quantidade de
angulos internos que um poligono convexo tem, é igual a quantidade de lados desse
poligono. Com isto, conhecendo a quantidade de lados do poligono, podemos encon-
trar a soma dos angulos internos desse poligono.

A soma dos angulos internos de um poligono convexo depende da quantidade de lados
que ele possui, logo, existe uma relacao entre a soma dos angulos internos de um poligono
convexo com a quantidade de seus lados. Pois, sabendo o nimero de lados de um poligono
convexo podemos encontrar o valor da soma dos angulos internos pela férmula:

Si=(n—2).180°

Onde:

e Si é a soma dos angulos internos

e n ¢é o numero de lados do poligono convexo.

Primeiro, vamos demonstrar que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo é
180°, isto na Geometria Euclidiana (Curvatura Zero). Pois na Geometria Nao Euclidi-
ana, ou seja, na Geometria Esférica ( Curvatura positiva ), a soma dos angulos internos
do triangulo é maior que 180° e na Geometria Hiperbdlica (Curvatura Negativa), a soma
dos angulos internos do triangulo é menor que 180°.
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Segue abaixo na Figural.15 e na Figura1.16 exemplos dos triangulos na Geometria
Euclidiana e na Nao Euclidiana.

Curvatura Positiva Curvatura Zero Curvatura Negativa
Soma dos angulos do Soma dos angulos do Soma dos angulos do
triangulo > 180° triangulo = 180° triangulo < 180°

Figura 1.15: Triangulos na Geometria Euclidiana e na Nao Fuclidiana.

o o
B
o o ﬁ . )

a+p+6 >180° o+ p+06=180° a+p+0<180°

Figura 1.16: Soma dos angulos internos dos triangulos na
Geometria Fuclidiana e na Nao Euclidiana.

“A Geometria Euclidiana é para superficies planas, entao como
podemos definir situagoes geométricas sobre uma superficie curva,
como por exemplo, a superficie da Terra? Para isso a geometria Eu-
clidiana nao é satisfatéria, como é facil de perceber. Sabe-se que na
geometria Euclidiana a soma das medidas dos angulos internos de
um triangulo d4 sempre 180°. Quando tracamos um triangulo sobre
uma superficie curva isso ja nao é mais verdade. Foi preciso entao
criar uma nova geometria que pudesse resolver esses problemas.”

(FRANCO, 2011)[14].

Mas nao vamos nos aprofundar na Geometria Nao Euclidiana, pois o nosso estudo esta
direcionado a Geometria Euclidiana. Mas, para quem estiver interessado em maiores
detalhes sobre a Geometria Nao Euclidiana, podera consultar em FRANCO [14] e/ou
COUTINHO [9] para se aprofundar melhor nessa Geometria Nao Euclidiana.
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Logo, na Geometria Euclidiana, a soma dos angulos internos de qualquer triangulo é 180°.
Essa demonstracao também podera ser vista em [18], [2§] e [32].

Demonstracao.

e Seja o triangulo ABC' e os seus angulos internos a, 5 e 0,

e Tracando uma reta r paralela ao lado AC do tridngulo, ou seja, v// AC;

o Tracando as semi retas zﬁ e C@, como mostra a Figura1.17.

A c

Figura 1.17: Triangulo e seus angulos internos

Logo, temos que:

a =y e 0 =0y, pois sao angulos correspondentes e angulos correspondentes formados
por duas retas paralelas e uma transversal sao congruentes.[15]

B = B, pois sao angulos opostos pelo vértice, logo sao congruentes.

Como: «aq + B + 0 = 180° , pois eles formam um angulo raso;

Entao: o + [ + 0 =180° ;
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Agora vamos demonstrar que a soma dos angulos internos de qualquer poligono convexo
de n lados é encontrada pela férmula:

Si=(n-2).180°

Demonstracao.

Seja um poligono convexo de n lados com n > 3, podemos decompod-lo em triangulos,
tracando diagonais a partir de um vértice qualquer, como mostra alguns Poligonos na
Figura 1.18 como exemplo. Essa demonstragcdo poderd ser vista no video [30)].

-~ O 3
nmnn
N = B
-~ 0 3
nmnn
[S NN
~ 0 5
nmnn
B w o

Figura 1.18: Poligonos divididos em tridngulos

Onde:
e n ¢ o numero de lados do poligono convexo;
e d ¢é o numero de diagonais tragadas por um vértice;

e ¢ ¢ 0o numero de triangulos formados.

Logo, para um poligono convero de n lados, cada vértice vai poder tra¢ar (n—3) dia-
gonais, pois dos n vértices deste poligono, existem trés vértices que ndao formam uma
diagonal, que sao os dois vértices consecutivos que cada vértice possui que forma dois
lados do poligono e o proprio vértice que forma um ponto, logo, o niumero de diagonais
tracada de um vértice é igual a (n—3), ou seja, d =n—3. E a quantidade de triangulos
formados a partir das diagonais tracadas por um vértice € igual a quantidade de diagonais
tracadas mais um, ou sejat = d-+ 1. Logo podemos obter uma relagao entre o numero de
lados do poligono convexo e a quantidade de triangulos em que podemos decompo-lo.
t=d+ 1, comod=n-3, temos:

t=m-3)+1=n-3+1=n-2, ouseja, t=n-2.
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Logo, todo poligono convexo de n lados, possui (n—2) triangulos que o compée. Como a
soma dos angulos internos de qualquer triangulo € igual a 180°, ja demonstrado na
lmonstracao Anterion, entao a soma das medidas dos angulos internos de um poligono
convexo € igual ¢ soma das medidas dos angulos internos de todos os (n—2) triangulos
que o compoe, ou Seja,

Si=(n-2).180°

A soma dos angulos externo, denotado por Se, de qualquer poligono convexo é sempre
igual a 360°.

Se = 360°

1.5 Poligono Regular

Um Poligono que possui todos os lados congruentes e todos os angulos internos também
congruentes é chamado de Poligono Regular. Em Figural1l.19 podemos ver alguns
poligonos regulares:

Triangulo Regular Quadrilatero Regular Pentagono Regtular

(Quadrado)

Hexagono Regular Octogono Regular

Figura 1.19: Poligonos Regulares

O Triangulo Regular é também chamado de Triangulo Equilatero.

O Quadrilatero Regular é também chamado de Quadrado.
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1.6 Mediana de um Triangulo

Um segmento de reta que liga um vértice de um triangulo ao ponto médio do lado oposto
a este vértice é chamado de Mediana do triangulo. Veja na Figura1l.20 a mediana do
triangulo ABC em relacao ao vértice A.

Figura 1.20: Tridngulo e a Mediana em relagdo ao vértice A

Logo, como todos os triangulos possuem trés vértices, entao um triangulo possui trés

medianas, conforme a Figura 1.21.

M C

Figura 1.21: Triangulo com as suas trés medianas
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1.6.1 O Comprimento de uma Mediana

Podemos encontrar o comprimento de uma mediana através das coordenadas dos vértices
e/ou através das medidas dos lados do triangulo.

= §mmmmmmmmmmm——aa——-

Figura 1.22: Mediana de um triangulo

Dadas as coordenadas dos vértices de um triangulo, A (x4, ya), B (x5, yg) e C(zc, yo),
podemos encontrar o comprimento da mediana que vai do vértice A ao ponto médio
M (zpr, yu), do segmento BC' .

2 ’ 2
caso tenha curiosidade em ver a demonstragao dessas férmulas, assista ao video[24], logo,
o comprimento desta mediana é dada pela féormula da distancia entre dois pontos, ou seja,
a distancia entre os pontos A e M, que é dada por:

L. L. rp + T +
Temos que as coordenadas do ponto médio M (x s, yar) éigual a M B ¢ Ys yo ) ,

X = \/(5UM — za)’ + (yu — ya)’

substituindo: z,; por (W) e Yy por (w ), temos:

2

X Tp + o — 274 2+ yp + Yo — 2ya ? ou
2 2

X_\/(QxA — (zp + z0) )2 <2?JA — (yB + yo) )2

_ : + 5 :
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Tp+ ? YB +y ’
X — (BTC — xA) + (B—C — yA) , resolvendo vamos obter:




Agora, dadas as medidas dos lados do triangulo, BC' = a, CA = be AB = ¢, como
mostra a Figura1.23.

A

| a=2m |

Figura 1.23: Triangulo e a Mediana

Aplicando o Teorema de Stewart?] que poderd ser visto em[I8] e no video[34], temos que:
v*’m + *m = a (z? + m.m),
a

como m = g, temos:  b? (g) + c? (g) =a (sc2 + gﬁ)’

b2 4 2 2
colocando a em evidéncia temos: a ( ;— ¢ > =a (x2 + az)’
dividindo ambos os lados da igualdade por a (podemos dividir por a, pois a # 0),

b? + 2 , a’
teremos: =|z°+ —
2 4

D242 a2 9B 4962 g2
isolando 22, obtemos: 2 = te @ tec—a

2 4 4
\/Q.b2 +2.c2 —a?
Logo: =z = 1

Que também podemos apresentar essa férmula como sendo:

V202422 —a? o $_\/2.(b2+02)—a2
B 2 N 2

X

Assim obtemos uma férmula para encontrar o comprimento da mediana de um triangulo.

20 Teorema de Stewart produz uma relacdo entre o tamanho dos lados de um tridngulo e o tamanho de
uma ceviana do triangulo. Este nome é em honra do matematico escocés Matthew Stewart que publicou
o teorema em 1746.

Ceviana é qualquer segmento de reta que une um vértice do tridngulo a um ponto qualquer no interior
do lado oposto
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1.6.2 Propriedades das Medianas

Vamos apresentar aqui, algumas propriedades das Medianas de um triangulo.

Propriedade 1. Em um triangulo qualquer, uma mediana divide o triangulo em dois
triangulos de mesma drea, ou seja, wma mediana divide este triangulo em duas regioes de
dareas iguais. Ver Figura 1.24.

Figura 1.24: Triangulo com a mediana e a altura em relacao ao vértice B

Demonstracao.

b.h
Temos que a drea de um triangulo € dada por: S = TR onde b é a base do triangulo e h

¢ a altura deste triangulo em relacao a base b e ao vértice B.

Entao temos que a drea do triangulo ABM e a drea do triangulo MBC' é dada por:

m.h
5=

Onde m é o valor da base dos dois triangulos e M é o ponto médio de AC, ou seja,
AM = MC = m. Ademais h ¢ o valor da altura dos dois triangulos.
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Propriedade 2. Seja um triagngulo ABC, com M, N e P sendo os pontos médios dos
respectivos lados BC, CA e AB , onde AM , BN e C'P sdao as trés medianas desse

triangulo e G a interse¢do entre as trés medianas. Temos que: AG = 2.GM, BG = 2.GN
e CG =2.GP. Ver Figura 1.25.

Figura 1.25: Triangulo e as suas Medianas

Demonstracao. Seja X o ponto médio do segmento AG e Y o ponto médio do
segmento BG. Ver Figura 1.26. Demonstragdo encontrada em [31|] e em [35].

— —— BA
Dai temos que: YX //MN |/ BA e YX:MN:T

A

B M C

Figura 1.26: Triangulo e as suas Medianas
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Tracando os segmentos XN e Y M , teremos um paralelogramo YMNX. E como XM ¢é
uma diagonal do paralelogramo, logo o ponto G é o encontro das diagonais, ou seja, € o
ponto médio das diagonais. Ver Figura 1.27

Entao: XG=GM=AX e YG=GN =BY.

Logo, podemos concluir que: AG=2GM e BG=2GN.

A

Figura 1.27: Triangulo e suas Medianas

Através desta propriedade demonstrada, podemos garantir que as trés medianas do triangulo
se interceptam em um tnico ponto G, que denominamos de Baricentro. Devido a propri-
edade 2 que nos garante que o ponto de encontro de duas medianas divide cada mediana
na razao 2 : 1. Temos que a terceira mediana tera que passar pelo mesmo ponto de encon-
tro das duas primeiras medianas, logo as trés medianas de um triangulo se interceptam
em um unico ponto. Podemos ver essa demonstragao no video [I].
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Propriedade 3. Em um triangulo retangulo ABC, com o angulo reto no vértice A,

a mediana que parte do angulo reto A, divide a hipotenusa BC' em dois segmentos do
mesmo tamanho da mediana, ou seja, BM = MC = AM. Ver Figura 1.28. [27]

B ' M C

Figura 1.28: Triangulo Retédngulo e a Mediana em relagdo ao vértice A

Demonstracao.

Seja o triangulo retangulo ABC com o angulo reto no vértice A e os outros dois vértices
B e C com os angulos 8 e a respectivamente, onde 0+a = 90°, ou seja, 8 é complementar
de a. M € o ponto médio do segmento BC (hipotenusa). Construindo outro triangulo
A’CB congruente ao triangulo ABC, como mostra a Figura1.29.

A

AI

Figura 1.29: Retangulo construido através de um Triangulo Retangulo
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Dai temos que:

BA = AC ; AC=BA ; BC=CB ; BA//AC e AC//BA.

Com esta construcao, obtemos um paralelogramo cujos angulos internos sao todos iquais
a 90° (0 + a = 90°), logo, esse paralelogramo é um retangulo e as medianas AM e A'M
dos dois triangulos, formam wma diagonal AA" do paralelogramo ABA'C' e BC € a outra

diagonal do mesmo paralelogramo. Logo, AA" = BC e como M € o ponto de encontro das
diagonais, entao BM = MC = AM = MA'.

Assim provamos que: BM = MC = AM.
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Capitulo 2

Baricentro de um Poligono Convexo

Nesse capitulo, apresentaremos, nao s6 o calculo para encontrar as coordenadas do Bari-
centro, como vem sendo apresentado nos livros didaticos de Matematica do Ensino Médio,
mas também serd apresentado outra maneira de encontrar o Baricentro de um triangulo e
de qualquer outro poligono convexo. Na proposta de ensino para o Baricentro que iremos
propor no proéximo capitulo deste trabalho, os alunos terao a oportunidade de nao sé
aprender a encontrar o Baricentro de qualquer poligono convexo, bem como a compreen-
der a importancia e o significado do Baricentro.

Pesquisamos alguns livros didaticos de Matemética do 3° ano do Ensino médio [25],
[6], [210, [8], [I1], [20] e observamos que eles nao trazem a defini¢do do Baricentro dos
poligonos convexos. Dos seis livros que pesquisamos, um deles a definicao é que ”O Bari-
centro corresponde ao centro de equilibrio de um triangulo” [25] e em um outro livro [6],
tem que: ”Denomina-se baricentro ou centro de gravidade de um triangulo o ponto G,
interseccao das trés medianas desse triangulo”, esses dois livros definem que o Baricen-
tro é o centro de gravidade e/ou é o centro de equilibrio de um triangulo, j& os outros
livros nao mencionam essa relagdo do Baricentro com o Centro de Gravidade e em [21]
diz que: ” As trés medianas de um triangulo interceptam-se em um mesmo ponto G que
divide cada mediana, a partir do vértice, na razao 2 para 1. O ponto G é chamado de
baricentro do triangulo.” Em [§] diz que: ”Sabe-se que o baricentro G de um triangulo
é o ponto de interseccao de suas trés medianas”e em [I1] diz que: ”Todo triangulo possui
trés medianas que se cruzam em um ponto chamado baricentro do triangulo”. E por
ultimo, encontramos no livro [20], que nao fala nada sobre Baricentro. Portanto, de um
modo geral, nenhum deles apresenta a definicao do baricentro de um poligono convexo
que nao seja o baricentro do triangulo. Por esses motivos e razoes, estamos apresentando
esse trabalho em relagao ao Baricentro de um poligono convexo.
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2.1 Baricentro

Dentre outras figuras geométricas o triangulo possui alguns pontos notaveis, entre eles
existe o Baricentro que é o ponto de encontro das medianas de um triangulo e também
é considerado o centro de gravidade de um triangulo. O estudo do baricentro consta na
Geometria Analitica, que geralmente é estudado no 3° ano do Ensino Médio, cuja fungao
principal é a medigao ou os célculos para encontrar as suas coordenadas através das co-
ordenadas dos vértices do triangulo.

Baricentro é uma palavra de origem grega, baricentro ( bari = peso ) e designa o centro
dos pesos, ou ainda o centro de gravidade. O Baricentro também é um ponto em torno
do qual existe um equilibrio de forgcas. No caso do triangulo, o Baricentro é o ponto
de interseccao de suas medianas, o qual define o centro gravitacional desse triangulo. O
centro de gravidade é o ponto central de uma figura. Na histéria consta que Arquimedes|T]
dentre outras pesquisas, foi um dos primeiros a demonstrar, teoricamente, que o centro
de gravidade dos circulos coincide com o centro dos circulos, e que o centro de gravidade
dos paralelogramos é o ponto de interseccao de suas diagonais.

Antes de definirmos centro de gravidade, vamos realizar uma experiéncia simples: Tente
equilibrar um cabo de vassoura com o dedo de tal forma que a vassoura fique equilibrada
na horizontal. Realizando essa atividade voce vai perceber que existe apenas um ponto da
vassoura no qual o seu dedo ird possibilitar que a vassoura fique equilibrada na horizontal.
Esse ponto é denominado centro de gravidade ou baricentro.

Em DOCA [12] “Denomina-se Centro de Gravidade (CG), de um corpo ou de um
sistema de pontos materiais discretos, um determinado ponto onde podemos considerar
aplicado o peso total do corpo ou do sistema”. Temos também que o Centro de Gra-
vidade é o ponto no corpo tal que se o corpo for pendurado por esse ponto, o corpo vai
permanecer em equilibrio em qualquer posi¢ao, sem oscilar e sem inclinar para qualquer
direcao.

Em TEIXEIRA [26] “O Centro de Massa (CM), de um corpo é um ponto que se com-
porta como se toda a massa do corpo estivesse concentrada sobre ele”. Temos também
que o Centro de Massa (CM) de uma figura plana homogéneaﬂ localiza-se sobre o seu
eixo de simetriaﬁ. Se o corpo possuir dois eixos de simetria, o Centro de Massa estara no
ponto de encontro desses eixos.

O Baricentro é também chamado de centro de massa, e o centro de gravidade coincide
com o centro de massa, quando o campo gravitacional for uniforme.

! Arquimedes nasceu em Siracusa, na Sicilia em 287 a.C., Arquimedes foi um importante cientista,
inventor e matemdtico grego. Consagrou-se a Matemadtica, mais especialmente a Geometria. Muito
jovem ainda comecgou a distinguir-se por seus trabalhos cientificos. De regresso a Siracusa consagrou-
se ao estudo da Geometria e da Mecanica, conseguindo descobrir principios e fazer aplicagoes que o
imortalizaram.

2Entende-se por figura plana homogénea ou objeto homogéneo aquela figura ou objeto que é constituido
por um tnico material.

3Eixo de simetria é uma linha que divide um corpo em duas partes iguais ou simétricas.
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“...0 baricentro assim definido é também chamado centro de massa.
Observamos que o que ¢é usualmente designado por centro de gravi-
dade nao é o mesmo que centro de massa. Na definicao de centro de
gravidade leva-se em consideragao o campo gravitacional em cada
ponto. Se o campo for constante, o centro de massa coincide com
o centro de gravidade.” (RAPHAEL, 2007, p.33)[23].

Quando um corpo estd sobre um campo gravitacional uniforme o centro de gravidade
coincide com o centro de massa, mas quando um corpo estd tendo influéncias de campos
gravitacionais diferentes, teremos o ponto do centro de massa diferente do ponto do centro
de gravidade, ou seja, o centro de massa nao coincide com o centro de gravidade quando o
campo gravitacional nao for uniforme. Pois, para se achar o ponto do centro de massa de
um corpo o campo gravitacional nao interfere em nada, mas para encontrar o centro de
gravidade, que também ¢é chamado de centro dos pesos, o campo gravitacional vai atuar
no corpo para calcular o peso desse corpo em cada parte que o campo esta atuando e se
o campo nao for uniforme, ou seja, campo gravitacional com valores diferentes nas partes
do corpo, teremos o ponto do centro de massa diferente do ponto do centro de gravidade
desse corpo. Vamos ilustrar duas situagoes para que possamos entender melhor. Nas duas
situagoes iremos considerar as massas iguais, m4 = mp, g4 € gg 0s campos gravitacionais
atuando nos corpos A e B respectimvamente, CG o ponto do Centro de Gravidade e CM
o ponto do Centro de Massa. veja as Figuras2.1e2.2.

da dse
Conside Ma = Mg
0 Se: Ja=de &
- Entio: CG =CM m
ma

CG
CM

Figura 2.1: Campo gravitacional uniforme, CG = CM

da
Je
Conside Ma = Mg
Se: Ja >0de G
- Entao: CG # CM “
ma

CGCM
Figura 2.2: Campo gravitacional nao uniforme, CG # CM

Como podemos ver nas Figuras2.1e2.2, que o Centro de Gravidade coincide com o
Centro de Massa quando o campo gravitacional for uniforme e que o Centro de Gravidade
nao coincide como Centro de Massa quando o campo gravitacional nao for uniforme.
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No nosso caso onde queremos encontrar o Baricentro de um poligono convexo que se
encontra em um campo gravitacional uniforme teremos que CG vai ser igual ao CM.

E o Baricentro de um poligono convexo é um determinado ponto interno do poligono tal
que se o poligono for pendurado ou equilibrado por esse ponto, o poligono vai perma-
necer em equilibrio na horizontal, sem oscilar e sem inclinar para qualquer direcao, ou
seja, o Baricentro é o ponto de equilibrio do poligono convexo. Podemos também definir o
Baricentro de um poligono convexo como sendo o centro de gravidade do poligono convexo.

Enfim, o Baricentro pode ser abordado na Matematica, na Fisica, Geometria, Engenharia,
Mecanica e em diversas areas do conhecimento.

2.2 O Baricentro do Triadngulo

Como jé foi demonstrado no capitulo anterior, qualquer triangulo possui trés medianas e
estas medianas, quando tracadas, tem um ponto comum a elas trés, que denominamos este
ponto pela letra G. Este ponto nés chamamos de BARICENTRO do triangulo. Conforme
podemos ver na Figura2.3.

Figura 2.3: Tridangulo com suas Medianas e o Baricentro

Os pontos P, M e N sao os pontos médios dos lados a que pertencem. Portanto, os seg-
mentos de reta AM, BN e CP, sao as trés medianas do triangulo ABC e o ponto G, que
é o encontro das trés medianas, ¢ o BARICENTRO.

Entre outras defini¢des do baricentro, pode-se afirmar que é o ponto central ou o ponto
onde acontece o equilibrio entre as forcas. No caso do triangulo, esse equilibrio acontece
na interseccao de suas medianas, isto é, em qualquer ponto das medianas de um triangulo
pode-se definir ou calcular o centro de gravidade ou o baricentro. O triangulo é, sem
duvidas, a figura mais estudada na Matematica e possui grande aplicabilidade em outras
areas como, por exemplo, na construcao civil.
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2.3 Propriedades do Baricentro de um Triangulo

Propriedade 4. O ponto G que é chamado de Baricentro é sempre interno ao triangulo.
Propriedade 5. O Baricentro é o centro de gravidade de qualquer triangulo. [2]

Propriedade 6. O Baricentro divide a mediana de um triangulo em duas partes na
propor¢ao 2 : 1.[0] [21)]

“O baricentro é o encontro das medianas, que sao as retas que ligam
os vértices aos pontos médios dos lados opostos.(...)

(...)JApds encontrar estes pontos médios, basta que eles sejam li-
gados aos vértices opostos. O cruzamento destas retas é o bari-
centro(B). O baricentro estd sempre dentro do triangulo e possui
uma propriedade importante: A distancia do vértice ao baricentro
é sempre o dobro da distancia do baricentro ao ponto médio do lado
oposto ao vértice..” (ASSIS, 2008)[2].

A propriedade do Baricentro que diz que a mediana é dividida em duas partes na pro-
porcao 2 : 1, ou seja, a parte que contém o vértice é o dobro do tamanho da parte que
contém o ponto médio, como foi demonstrado anteriormente na |[Demonstracao 4, é muito
importante no estudo dos triangulos. Assim podemos afirmar que na Figura?2.4, o seg-
mento AG possui o dobro do comprimento do segmento GM, ou seja, AG = 2GM, o
segmento BG possui o dobro do comprimento do segmento GN, ou seja, BG = 2GN e o
segmento C'G possui o dobro do comprimento do segmento G P, ou seja, CG = 2GP.

A

Figura 2.4: Triangulo com suas Medianas e o Baricentro
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2.4 As Coordenadas do Baricentro de um Triangulo

Sendo os pontos A (x4, ya), B(zp, ys) € C (z¢, yo) os vértices de um triangulo ABC.
Para calcular as coordenadas do baricentro G (z¢ , yg), utilizamos as férmulas:

_ TA+Tp+Ic

rg = AEIBLTIC (2.1)
yo = AT YBT Ve y:f e (2.2)

Demonstracao. Considerando o triangulo no plano cartesiano como mostra a Figura 2.5,
vamos encontrar as formulas para determinar as coordenadas do Baricentro, ou seja, as
coordenadas do ponto G. Demonstra¢ao encontrada em [19].

A
¥

T D —

¥ ] e o e

Vel =

- (NP RO

Xa

e s s s e

u?( [ Y ——
&

Figura 2.5: Tridangulo no Plano Cartesiano

Temos as sequintes coordenadas:
A(za,ya), B(zs,ys) , C(rc,yc) , M (vm, yu) e G (za, ya).

Como M € o ponto médio do seqguimento BC' entdao as suas coordenadas podem ser obtidas
pelas formulas:

Ty = T+ Tc (2.3)
2
4
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Como o ponto G divide a mediana numa razdao de 2 paral, ou seja,

AG 2

Logo teremos nessa mesma propor¢cao as sequintes razoes:

XaX 2
ACCG — 2 dessa razio obtemos: (XaXg) =2.(XeX )
XeXy 1

(Xe—Xa) =2.(Xy— Xg), tirando os parénteses temos:  Xg— X4 =2.Xy —2.X¢
Xag+2Xg=2Xy+Xa
3.Xe =2.Xy + X4 (2.6)

Substituindo a formula (2.3) em (2.6), teremos:

Xp+ X
3.Xg = 2.% + X4, simplificando: 3. Xe=Xa+Xp+ Xc

_ Xa+ Xp+ Xo

Logo, temos: Xa 5

Faremos a mesma coisa para encontrar a outra coordenada, pela razio em (2.5), teremos
nessa mesma propor¢ao as Sequintes razoes:

YaYe 2
29 2 dessa razio obtemos: (YaYe) =2.(YeYu)
YeYu 1

(Yo —Ya) =2.Yy — Ys), tirando os parénteses temos: Yo —Ya=2Yy —2.Yg
Yo+2Ys=2Yy+Ys

3.Ye =2Yy + Yy (2.7)

Substituindo a formula (2.4) em (2.7), teremos:

Y5 + Y
3.Ye = 2.% + Y, simplificando: 3.Yg=Ya+Yp+ Yo
Yi+Ye+ Y
Yo — A+ ; + Yo

Dessa maneira, podemos escrever as coordenadas do baricentro utilizando apenas as co-
ordenadas dos vértices do triangulo ABC:
_ Tatrp+ 0 _ Yyat+ys+yc

JJG—# ¢ Ya 3
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2.5 As Coordenadas do Baricentro de um Poligono
Convexo

Em LIMA[I7] encontramos uma definigdo que ird nos ajudar a encontrar as coordenadas
de qualquer poligono convexo.

Definicao. Se uma poligonal P é formada por segmentos consecutivos ¢, (s, ..., {,, de
comprimentos ay, as, ..., a,, respectivamente, e sendo (., yx) 0 ponto médio do segmento
Uk, o centro de gravidade de P é o ponto G (z¢ , yg) onde:

a1y + gy + ... + apTy
o 171 + A% + ... + (2.8)
a1+ ag + ... + ap,

a1y1 + a2y + ... + anYn
Yo = (2.9)
ay +as + ... +ay,

2.6 O Baricentro dos Paralelogramos - Retangulo e
Losango

O Baricentro de um Retangulo, de um Quadrado e de um Losango é o encontro das suas
diagonais. Ou podemos simplesmente dizer que o baricentro de qualquer paralelogramo
é o encontro das suas diagonais. Ver Figura 2.6

LT <>

Paralelogramo Losango
A B
G
D Retangulo c D Quadrado  ©

Figura 2.6: O Baricentro de alguns Quadrildteros
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Demonstracao. Considerando um paralelogramo no plano cartesiano, onde um dos
seus vértices € o ponto de origem do plano cartesiano e um dos seus lados estd sobre o
eizo das abscissas, ou seja, A = (0,0) e D = (zp, 0), conforme a Figura 2.7. Vamos
mostrar que a intersecao das diagonais, o ponto H, € o baricentro ou centro de gravidade
do paralelogramo. Logo, vamos ultilizar as formulas (2.8) e (2.9) das coordenadas do
baricentro do poligono convexo, para mostrar que:

G=H, ouseja, xg=Tyg € Yo = YH.

v

Yp@----

Y e -

I
1
I
I
I
1
|
O O
Ip Ty €rp

Bg-------------m

-
c X

Figura 2.7: Um Paralelogramo e suas diagonais no plano cartesiano

Vamos colocar o ponto médio de cada lado do paralelogramo com as suas respectivas coor-
denadas, ou seja, os pontos M (za, yu), N (zn,ys), P(zp,yn) e Q(zg, 0) sdo os
pontos médios dos respectivos lados AB, BC, CD e DA. Ver Figura 2.8.

v A

Ty g Ty TH TN rp Tp o X

Figura 2.8: Um Paralelogramo, suas diagonais e os pontos médios de cada lado.
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Seja o paralelogramo ABCD formado pelos sequimentos consecutivos AB, BC, CD e
DA, de comprimentos a,b, c e d, respectivamente. Por ser um paralelogramo temos que:

a=c e b=d (2.10)

x x .
T = % , dar temos que: xp+x) =2.2H (2.11)

Podemos observar que o ponto H € ponto médio dos segmentos AC', BD, MP e QN . Logo,
temos que o ponto xy € ponto médio dos segmentos Tpxp, Axc, TmTp € Tgan. E
da mesma forma podemos dizer que o ponto yg € ponto médio do segmento Ayp.

Ty = w . dai temos que: xy+ TQ =2.7H (2.12)
0 7’
Yy = yB; , dav temos que: yp=2.yg (2.13)

Na Figura 2.9 podemos ver melhor as relagoes que foram mencionadas anteriormente.

v A

Ty TR T THIN rp rp To X

Figura 2.9: Um Paralelogramo, suas diagonais e os pontos médios de cada lado.
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Com base na equagdo (2.8), vamos encontrar a coordenada x¢ do baricentro do paralelo-
gramo. Logo, para o paralelogramo temos a férmula (2.14) que ird encontrar o valor de

ra do baricentro.

a.xy +bay+cxp+dag
T =
. atbt+ctd

Com o auzilio da equagdo (2.10) vamos simplificar a equagdao (2.14).

a.xy +baxy +axp+bag
i =
“ a+b+a+b

a.(zy +2xp)+b.(zn +20)
2.a+2.b

rg =

Substituindo as equagdes (2.11) e (2.12) na equagdo (2.15), obteremos:

a.(2.xy) +b.(2.2y)

Ta

2.(a+10)
(2.xg).(a +b)
rTqg = —————
2.(a+0b)
Simplificando a equacgdo, temos: Tg =1y
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Faremos o mesmo procedimento para encontrar a coordenada do yg. Com base na equagao
(2.9), vamos encontrar a coordenada do y. Logo, para o paralelogramo temos a férmula
(2.17) que ird encontrar o valor de yg do baricentro.

. a.Yyg + b.yB + C.Yyg + d.0
N a+b+c+d

Ya (2.17)

Com o auzilio da equagdo (2.10) vamos simplificar a equagao (2.17).

a.yg +b.yp + a.yy
at+b+a+b

Yo =

_ a.(2.yg) + b.yp
2.0+ 2.b

Yo (2.18)

Substituindo a equagao (2.13) na equagao (2.18), vamos obter:

a.(2.yy) + b.(2.yg)
2.(a+ D)

Yo = (2.19)

(2.yp).(a +b)
2.(a+0b)

Yg =

Simplificando a equagao, temos: Yo = YH-

Logo, temos que: ra=xg € Yg=1uymu, entdo: H=G.

Logo, o ponto H que é o encontro das diagonais do paralelogramo, € o baricentro do
paralelogramo. E com isso podemos concluir que para qualquer paralelogramo, bem como
o Retangulo, o Quadrado e o Losango, que sao paralelogramos, tém o centro de gravidade
ou baricentro na intersecao das suas diagonais.
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Capitulo 3

Proposta de Ensino para o
Baricentro

Geralmente os professores que vao ensinar o Baricentro se limitam apenas a encontrar as
coordenadas do baricentro do triangulo como vem sendo apresentado nos livros didaticos
de matematica do ensino médio. Segundo Barichelkﬂ [4] diz que o ponto de encontro
das trés medianas de um triangulo qualquer é o centro de massa desse triangulo. E ele
chama atengao que alguns livros definem o baricentro como o ponto de encontro das
trés medianas, o que restringe a sua utilizacao a triangulos. Contudo, a etimologia da
palavra aponta a primeira definigao (centro de massa de um objeto) como mais adequada.

Queremos aqui apresentar outra abordagem de se estudar e trabalhar com o baricen-
tro de um triangulo e também o baricentro de qualquer outro poligono convexo, pois
o baricentro de outros poligonos sem ser o triangulo, nao é trabalhado com os alunos.
Nessa nova abordagem os alunos terao a oportunidade de nao s6 aprender a encontrar o
Baricentro de um poligono convexo, bem como compreender a importancia e o significado
do Baricentro.

Nao é nossa intensao dizer com isso, que encontrar as coordenadas do baricentro de um
triangulo nao seja importante, muito pelo contrario, é de suma importancia o aluno saber
encontrar as coordenadas do baricentro de um triangulo, mas o baricentro nao se resume
a isso s6 e nem tao pouco, o baricentro é um ponto exclusivo apenas para os triangulos.
A nossa proposta é trabalhar também com materiais concretos para que os alunos com-
preendam melhor o significado e a importancia do Baricentro de um poligono convexo.

A principio, podemos entregar aos alunos um poligono convexo recortado de um papelao
ou de outro material similar ou simplesmente solicitar aos alunos que eles mesmos recor-
tem os poligonos, sugerindo que eles tentem equilibrar o poligono na ponta do dedo ou da
caneta. Inicialmente, os poligonos tenderao a cair, pois s existe um ponto que se possa
equilibrar o poligono e esse ponto é que chamamos de Baricentro.

!Leonardo Barichello é professor de matemética, também interessado em programacao de computa-
dores e robética. Atualmente, Doutorando em Educacao Matematica interessado em design de tarefas
para os alunos com baixos resultados.
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Como diz Assisﬂ, os triangulos sempre caem, exceto quando sao apoiados pelo baricentro,
conforme a Figura3.1l. Mesmo quando sao apoiados pelo circuncentro, pelo ortocentro,
pelo incentro ou por qualquer outro ponto (que nao seja o baricentro), vem da experiéncia
que os triangulos caem”. (ASSIS, 2008, p.51)[2]. Em tese, o centro de gravidade de qual-
quer triangulo coincide com a interseccao das medianas.

Figura 3.1: O tridngulo apoiado pelo seu Baricentro.
Fonte: http : //2.bp.blogspot.com/ — kex — g4J3PIQ/T8Jbil}, —
II/JAAAAAAAAAdS)TELBwrHIdg4/s1600/baricentro — 1.png. Acesso em 21 jan 2016.

Quando todos ou quase todos conseguirem equilibrar o seu poligono, ai sim, comegamos
a apresentar e a definir o Baricentro de um poligono convexo. Acreditamos que com essa
simples experiéncia, os alunos poderao entender e compreender melhor o que seja esse
ponto chamado de Baricentro. Essa é uma atividade muito simples de se realizar em sala
de aula com os alunos e que deverd proporcionar um melhor entendimento do que seja o
baricentro de um poligono convexo.

Todo corpo tém um ponto de equilibrio e esse ponto é chamado de Baricentro.

2André Koch Torres Assis Formou-se no Instituto de Fisica da Universidade Estadual de Campinas
— UNICAMP, obtendo o bacharelado em 1983 e o doutorado em 1987. Passou o ano de 1988 na Ingla-
terra realizando um pés-doutorado no Culham Laboratory (United Kingdom Atomic Energy Authority).
Atualmente atua como professor de fisica na Universidade Estadual de Campinas, trabalhando com gra-
vitagdo, eletromagnetismo, cosmologia e histéria da ciéncia. Assis recebeu o Prémio Jabuti na categoria
”Ciéncias Exata”por duas vezes: em 1996 pelo livro ”Eletrodinamica de Weber”e em 2012 pelo livro
”Eletrodinamica de Ampere”
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3.1 Experiéncias com o Baricentro de Poligonos Con-
vVexos

Vamos aqui relatar algumas experiéncias realizadas para encontrar o Baricentro de poligonos
CONVEXOS.

Para todas as experiéncias que iremos aqui realizar, utilizaremos os mesmos tipos de
materiais e é recomendavel que se realize essas experiéncias com um grupo de no minimo
trés alunos, para que eles possam discutir os procedimentos e os resultados encontrados
por eles. Segue entao, a relacao do material necessario para que se possam realizar as
experiéncias.

Material necessario:

e (Caixas de papelao ou material similar; Régua; Tesoura; Barbante ou linha; Lapis;
Borracha e um objeto para ser o peso (Ex.: borracha, chave, moeda...).

Determinacao experimental do centro de massa como exemplo, tomemos um poligono
convexo. Pendura-se este poligono por um ponto qualquer e traga-se uma linha vertical
passando pelo ponto ao qual o poligono estd pendurado, conforme a Figura 3.2 (a). Em
seguida, repete-se o procedimento tomando-se outro ponto, conforme a Figura 3.2 (b). A
interseccao das duas linhas é o Centro de Massa ou Baricentro ou Centro de Gravidade.

Figura 3.2: Experimento para obter o centro de massa ou Baricentro de um poligono convexo.

O Centro de Massa ou Baricentro estd sobre a linha vertical porque o experimento ¢é
apoiado na forga gravitacional cuja direcao é normal a superficie terrestre. Deixando o
poligono em repouso, o que se obtém ¢é a linha de atuacao da forca gravitacional resultante
agindo sobre o poligono como um todo. Para determinar o ponto, basta repetir o processo
para outro ponto qualquer.
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Experiéncia 1
Descrigao da experiéncia:

Nesse nosso 1 experimento, vamos procurar encontrar o Baricentro de um triangulo feito
de papelao, ou seja, o centro de massa do triangulo de papelao.

1° Passo: Tragar um triangulo no papelao com o auxilio da régua (de preferéncia com
alguns lados maiores que 15¢m). Ver Figura3.3.

r

Figura 3.3: Tridangulo tracado no papelao

2° Passo: Depois de tracado o triangulo, cortar o papelao nas linhas tracadas do
triangulo e fazer um furo logo abaixo dos trés vértices. Ver Figura3.4.

Figura 3.4: Triangulo cortado do papelao
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3° Passo: Passar a linha pelo furo feito abaixo do vértice e amarrar um peso na extre-
midade da linha, com o auxilio da linha reta, tragcamos o segmento em cima da linha, ver
Figura3.5. Repetimos esse procedimento para os outros dois vértices, ver a Figura 3.6 e
a Figura3.7.

Figura 3.7: Tracando o 3°
Figura 3.6: Tragando o 2° segmento de reta que contém

segmento de reta que contém o Baricentro do Triangulo
o Baricentro do Triangulo

Figura 3.5: Tracando o 1°
segmento de reta que contém
o Baricentro do Tridangulo

4° Passo: Com os trés procedimentos realizados nos passos anteriores, tracamos os trés
segmentos de reta que contém o Baricentro, logo, a interseccao entre eles sera o ponto de
equilibrio do triangulo, ou seja, o Baricentro do triangulo. Ver Figura3.8.

.
]

Figura 3.8: Tridngulo com os trés segmentos tragados e o Baricentro
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5° Passo: Com o Baricentro encontrado podemos verificar se realmente é o ponto de
equilibrio do triangulo, tentando equilibrd-lo na ponta do dedo e/ou na ponta de uma
caneta. Ver a Figura3.9(a), (b)e(c) e Figura3.10(a), (b)e(c).

()

Figura 3.9: Triangulo equilibrado com o dedo pelo ponto do Baricentro do Tridngulo

(a) (b) ()

[
Figura 3.10: Tridngulo equilibrado com a caneta pelo ponto do Baricentro do Tridngulo

Através dessa experiéncia, fica mais facil entender por que o Baricentro é o centro de
gravidade, ou seja, o centro de equilibrio do triangulo. Essa atividade proporcionard aos
alunos a compreensao do que seja Baricentro de um poligono e a sua importancia.
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Experiéncia 2
Descrigao da experiéncia:

Nesse nosso 2° experimento, vamos procurar encontrar o Baricentro de um quadrilatero
feito de papelao, ou seja, o centro de massa do quadrilatero.

1° Passo: Tracar um quadrilatero qualquer no papelao com o auxilio de um lépis e de
uma régua (de preferéncia que nao seja muito pequeno). Ver Figura3.11.

Figura 3.11: Quadrilatero tracado no papelao

2° Passo: Depois de tracado o quadrilatero, cortar o papelao nas linhas tracadas do
quadrilatero e fazer um furo logo abaixo dos vértices. Ver Figura 3.12.

=
a el

Figura 3.12: Quadrilatero cortado do papelao
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3° Passo: Passar a linha pelo furo feito abaixo do vértice e amarrar um peso na ex-
tremidade da linha, com o auxilio da linha reta, tracamos o segmento em cima da linha.
Repetimos esse procedimento para os outros vértices, ver a Figura3.13 (a) e (b).

(b)

Figura 3.13: Tracando os segmentos de reta que contém o Baricentro do Quadrilatero

4° Passo: Com os procedimentos realizados no 3° Passo, tracamos os segmentos de
reta que contém o Baricentro, logo, a interseccao entre eles serd o ponto de equilibrio do
Quadrilatero, ou seja, o Baricentro do Quadrilatero. Ver Figura 3.14.

Figura 3.14: Quadrilatero com os segmentos tragados e o Baricentro
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5° Passo: Com o Baricentro encontrado podemos verificar se realmente é o ponto de
equilibrio do quadrildtero, tentando equilibré-lo na ponta do dedo e/ou na ponta de uma
caneta. Ver Figura3.15(a), (b)e(c) e Figura3.16 (a)e (b).

(b) ()

Figura 3.15: Quadrildtero equilibrado com o dedo pelo ponto do Baricentro do Quadrilatero

(a) (b)

Figura 3.16: Quadrilatero equilibrado com a caneta pelo ponto do Baricentro do Quadrilatero

Através dessa experiéncia com o quadrilatero, podemos mostrar para os alunos, que ou-
tros poligonos sem ser o triangulo, possuem um ponto de equilibrio, ou seja, todos os
poligonos convexos tem um ponto que chamamos de Baricentro.
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Experiéncia com outros poligonos

Demos procedimentos a varios experimentos, com outros quadrilateros, pentagono, hexagono
e com o heptagono. Os procedimentos foram os mesmos realizados nos experimentos an-
teriores, ou seja, foram realizados passo a passo como nos experimentos 1 e 2. Desta
forma, s6 vamos mostrar as imagens dos experimentos com esses novos poligonos.

Experiéncia 3 - Com outros Quadrilateros - Retangulo

Figura 3.17: Retangulo cortado do papelao

(a) (b)

Figura 3.18: Procurando tracar os segmentos de reta que contém o Baricentro do Retangulo
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(b)

Figura 3.19: Tragando os segmentos de reta que contém o Baricentro do Retangulo

Figura 3.20: Retangulo equilibrado com o dedo pelo ponto do Baricentro do Retangulo

Figura 3.21: Retangulo equilibrado com a caneta pelo ponto do Baricentro do Retangulo
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Experiéncia 4 - Com outros Quadrilateros - Quadrado

Figura 3.22: Quadrado cortado do papelao

(a) (b)

Figura 3.23: Procurando tracar os segmentos de reta que contém o Baricentro do Quadrado
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Figura 3.24: Tragando os segmentos de reta que contém o Baricentro do Quadrado

(a)

Figura 3.25: Quadrado equilibrado com o dedo pelo ponto do Baricentro do Quadrado

Figura 3.26: Quadrado equilibrado com a caneta pelo ponto do Baricentro do Quadrado
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Experiéncia 5 - Com o Pentagono

Figura 3.27: Pentdagono cortado do papelao
(b)

Figura 3.28: Procurando tracar os segmentos de reta que contém o Baricentro do Pentdgono

(a)
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Figura 3.29: Tracando os segmentos de reta que contém o Baricentro do Pentagono

(a) (b)

Figura 3.30: Pentdgono equilibrado com o dedo pelo ponto do Baricentro do Pentagono

(a) ()

Figura 3.31: Pentagono equilibrado com a caneta pelo ponto do Baricentro do Pentdgono
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Experiéncia 6 - Com o Hexagono

Figura 3.32: Hexdgono cortado do papelao

Figura 3.33: Procurando tracar os segmentos de reta que contém o Baricentro do Hexdgono
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(a)

Figura 3.34: Tracando os segmentos de reta que contém o Baricentro do Hexagono

(a)

Figura 3.35: Hexdgono equilibrado com o dedo pelo ponto do Baricentro do Hexagono

(a) (b)

Figura 3.36: Hexagono equilibrado com a caneta pelo ponto do Baricentro do Hexdgono
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Experiéncia 7 - Com o Heptagono

Figura 3.38: Procurando tragar os segmentos de reta que contém o Baricentro do Heptdgono
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(a)

Figura 3.39: Tragando os segmentos de reta que contém o Baricentro do Heptagono

(b) (c)

Figura 3.40: Heptagono equilibrado com o dedo pelo ponto do Baricentro do Heptagono

()

Figura 3.41: Heptagono equilibrado com a caneta pelo ponto do Baricentro do Heptdgono
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Imagens dos poligonos que foram trabalhados nas ex-
periéncias

Vamos apresentar todos os poligonos que foram construidos e estudados nas experiéncias.
Vamos mostrar esses poligonos do lado de uma régua para que possamos ter uma ideia dos
seus tamanhos, ou seja, para poder ter uma nogao do tamanho dos lados dos poligonos
que foram construidos nas experiéncias realizadas por nos.

Figura 3.42: Triangulo com a medida de um lado

Figura 3.43: Quadrado com a medida do lado
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(b)

Figura 3.44: Retangulo com as medidas dos lados

Figura 3.45: Quadrildtero com a medida de um lado

Figura 3.46: Pentdgono com a medida de um lado
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Figura 3.47: Hexdgono com a medida de um lado

Figura 3.48: Heptagono com a medida de um lado

Essas medidas servem como orientacao para a construcao de novos poligonos e para re-
alizagao de novas experiéncias. Nao é aconselhavel construir poligonos muito pequenos,
pois poderao perder o encanto de equilibra-los com o dedo.
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3.2 Atividades Envolvendo Medianas e o Baricentro

Vamos apresentar algumas atividades interessantes que se pode e deve trabalhar em sala
de aula.

3.2.1 Atividades Envolvendo as Medianas

Atividade 01

Questao 01 - Dada as coordenadas dos vértices de um triangulo, A (1, 2), B(3, 10) e
C' (9, 4), determine as coordenadas dos pontos médios de cada lado desse triangulo.

Solucao:
Vamos considerar M, N e P os pontos médios dos segmentos AB, BC e C'A respec-

tivamente.
Entao temos que:

. _SCA+ZEB_1+3_%_2 o _yA+yB_2+10_B_6
ST, T Ty T S
rp+ T¢ 3+9 12 Yys + Yo 10 +4 14
2 2 2 ’ 2 2 2
. 71E(/'+:E,471+97E75 . 7yc+y,474+27§73
Py T T T T L R R

Logo, temos os pontos médios: | M (2, 6), N(6,7) e P(5, 3).

Questao 02 - Utilizando os dados e os resultados da questao anterior, construa o triangulo
no plano cartesiano e trace as suas respectivas medianas abaixo.

y

=}

4 N W RO @ N ® ©

Figura 3.49: Plano Cartesiano
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Solucao da Questao 02: (Ver Figura 3.50)

Figura 3.50: Plano cartesiano com o Triangulo e as suas Medianas
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Questao 03 - Sabendo que os pontos A(—5, 1), B(3,9) e C (x, y), sdo as coordenadas
dos vértices de um triangulo e sendo M (4, 3) as coordenadas do ponto médio referente
ao lado do triangulo BC, determine o comprimento da mediana, que tem como uma das
extremidades o vértice C.

Solucao:
Vamos considerar N o ponto médio do segmento AB.

Entao vamos encontrar as coordenadas do ponto C e N para que possamos encontrar
a distancia entre eles.

. _ TctTB
M — 2
4:3+£L'c
2
3+$C:8
rc=8—-3=5
_Yo+tys
Ym 5
9+ ye
3 =
2
9—|—yc:6
Yyc =6—-9=-3
. _IA+xB_—5+3_;2__1 . _yA+yA_1+9_E_5
A N INETTy T T Ty T e T

Logo, C'(5,—-3) e N (-1,5)

don = \/(ax — 26l + (uy —ye)* = /(-1 = 5)° + (5 — (=3))* = /(=6)* + (8)° =

V36 4+ 64 = /100 = 10 u.c.

’dczv =10 u.c.‘
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Atividade 02

Para a realizacao dessa atividade os alunos deverao formar equipes com trés alunos em
cada equipe e as equipes deverao ter os materiais relacionados abaixo.

Materiais necessarios para se realizar a atividade 2. Papel; Papelao ( Caixa de sapato
ou similar ); Régua; Tesoura; Lapis; Caneta e Borracha.

Questao 01 - Desenhe um triangulo qualquer com o auxilio de uma régua, trace as
suas respectivas medianas.

Questao 02 - Recorte um triangulo qualquer num papelao e trace as suas respectivas
medianas.

Questao 03 - Recorte um triangulo retangulo que tenha as medidas dos catetos iguais a
12 ¢cm e 16 cm. Trace a mediana que tem origem no vértice do angulo reto do triangulo.
Com o auxilio da régua encontre:

a) o valor do comprimento da hipotenusa.

b) o valor do comprimento da mediana.

Questao 04 - Recorte um triangulo qualquer no papelao e trace uma das medianas.
Com o auxilio da régua encontre o valor do comprimento dessa mediana.
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3.2.2 Atividades Envolvendo o Baricentro

Para a realizacao das atividades envolvendo o baricentro, os alunos deverao formar no
minimo sete equipes e as equipes deverao ter os materiais relacionados abaixo.

Materiais necessarios para se realizar as atividades:

e (Caixas de Papelao ou material similar; Régua; Tesoura; Barbante ou Linha; Lapis;
Caneta; Borracha e um objeto para servir como peso (Ex.: borracha, chave, mo-
eda,...)

Atividade 03

Questao 01 - Cada equipe devera desenhar no papelao o triangulo que foi designado.
Relagao das equipes com o triangulo a ser construido:

e Equipe 01: Triangulo Equilatero;

e Equipe 02: Triangulo Isésceles e Acutangulo;
e Equipe 03: Triangulo Isésceles e Obtusangulo;
e Equipe 04: Triangulo Escaleno e Acutangulo;
e Equipe 05: Triangulo Escaleno e Obtusangulo;
e Equipe 06: Triangulo Retangulo e Isésceles;

e Equipe 07: Triangulo Retangulo e Escaleno;

As equipes deverao seguir passo a passo as informacoes abaixo.

1° passo: Tragar o triangulo no papelao com o auxilio da régua (de preferéncia com
alguns lados maiores que 15 cm).

2° passo: Depois de tracado o triangulo, cortar o papelao nas linhas tracadas do triangulo
e fazer um furo logo abaixo dos trés vértices.
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3° passo: Passar a linha (ou barbante) pelo furo feito abaixo do vértice de modo a ficar
preso no vértice. Amarrar um peso na extremidade da linha (ou barbante) abaixo do
vértice e na outra extremidade acima do vértice segurar com os dedos préximos a uma
parede, conforme a Figura3.51.

Figura 3.51: Procurando tracar o segmento de reta que contém o Baricentro do Triangulo

4° passo: Repetir o procedimento do 3° passo para os outros dois vértices. Ver
Figura 3.52 (a) e (b).

(a) (b)

Figura 3.52: Procurando tracar os segmentos de reta que contém o Baricentro do Triangulo
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5¢ passo: Com os procedimentos realizados nos passos anteriores, tragamos os trés seg-
mentos de reta que contém o Baricentro, logo, a intersecgao entre eles serd o ponto de
equilibrio do triangulo, ou seja, o Baricentro do triangulo. Ver Figura 3.53.

Figura 3.53: Triangulo com os trés segmentos de reta tracados e o Baricentro

6° passo: Com o Baricentro encontrado podemos verificar se realmente é o ponto de
equilibrio do triangulo, tentando equilibrd-lo na ponta do dedo e/ou na ponta de uma
caneta. Ver Figura3.54 (a) e (b) e Figura3.55 (a), (b) e (c).

Figura 3.55: Tridngulo equilibrado com a caneta pelo ponto do Baricentro do Tridngulo
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Questao 02 - Cada equipe deverda desenhar no papelao um poligono convexo conforme
designado.

Relagao das equipes com o poligono a ser construido:

e Equipe 01: Retangulo;
e Equipe 02: Quadrado;
e Equipe 03: Quadrilatero qualquer sem ser retangulo;
e Equipe 04: Pentagono;
e Equipe 05: Hexdgono;
e Equipe 06: Heptagono;

e Equipe 07: Octogono.

Repetir todo o procedimento realizado na questao anterior para encontrar o ponto de
equilibrio, ou seja, o ponto do Baricentro dos poligonos convexos de cada equipe.

Essas atividades realizadas pelos alunos em equipe, irao proprocionar a eles um melhor
entendimento do que seja Baricentro e uma melhor compreensao do significado e da im-
portancia do Baricentro dos poligonos. Também, vao aprender que os outros poligonos
diferentes do triangulo possuem Baricentro.
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3.2.3 Outras Atividades Envolvendo o Baricentro

Agora vamos apresentar algumas atividades elaboradas por outros autores que poderao
contribuir muito no nosso trabalho em sala de aula.

Atividade 04

Essa atividade foi elaborada por Raphae]E] que se encontra na Revista do professor de
Matemadtica em[23]

Material necessario

Caixas de papelao (grosso), régua, tesoura, barbante, um prego na parede, uma chave
de fenda.

Descrigao da atividade

1. O problema a ser apresentado é o de encontrar o centro de massa de figuras pla-
nas (poligonos). Pode-se comegar com uma régua (retangular), desafiando os alunos a
equilibrarem a régua na ponta de um dedo e explicando que o ponto onde se coloca o
dedo é o centro de massa. Como achar esse ponto numa placa poligonal qualquer?

2. Os alunos, divididos em grupos, devem cortar as placas de papelao.

Virias figuras serao cortadas no papeldao; sugerimos, para cada grupo, ao menos um
retangulo, tridngulos variados (a0 menos um isésceles e um escaleno), um poligono ir-
regular de quatro ou cinco lados. As figuras nao devem ter menos que 200 centimetros
quadrados. E interessante que os grupos tenham figuras diferentes, sobretudo o poligono

irregulaif’]

3Deborah Martins Raphael é a autora dessa atividade, Possui graduacio em Bacharelado em Ma-
temética pela Universidade de Sao Paulo (1979), mestrado em Matemdtica pela Universidade de Sao
Paulo (1985) e doutorado em Matemadtica - Universite de Paris VII - Universite Denis Diderot (1995).
Atualmente é professora da Universidade de Sao Paulo, atuando principalmente na divulgagdo ci-
entifica. Deborah Raphael faz parte do grupo de professores responséaveis pela Matemateca/IME/USP
http://matemateca.incubadora.fapesp.br matemateca@ime.usp.br

4Poligono irregular é aquele que pelo menos dois de seus lados tém medidas diferentes e/ou pelo menos
dois de seus dngulos internos tém medidas diferentes.
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3. Sao propostas duas maneiras de achar o centro de massa de uma placa, usando pro-
priedades fisicas.

i) Pendurando a placa em um prego, o centro de massa

estd na reta perpendicular ao solo que passa pelo prego.

Fazendo um pequeno furo perto da borda da figura

plana, pode-se “pendurd-la” no prego (ela deve ficar

solta, girando livremente em torno do prego). Amarra-

se em seguida um peso ao barbante (um fio de prumo). = |

Fazendo uma argolinha na ponta livre do barbante e

pendurando no prego, o barbante fica esticado em frente

a placa. O centro de massa esta na reta indicada pelo o,
barbante (marcar na figura essa reta). | —

Fazendo outro furinho na figura e repetindo o procedimento, encontramos outra reta. O
centro de massa é a interseccao das duas retas.

ii) A placa fica em equilibrio sobre uma reta se o centro de massa da placa estiver sobre
a reta. Pode-se utilizar um batente de janela ou

uma ripa de madeira ou ainda um perfil -

de metal: a ideia é ter uma “régua” em

cima da qual vamos equilibrar a placa

(a face na qual a placa se equilibra deve =
ter ndo mais que 3mm).

Colocando a placa sobre a régua, o equilibrio é alcancado quando o centro de massa da
placa estiver sobre a reta. Tracamos na placa a reta e repetimos o procedimento buscando
outra reta. A interseccao das duas retas novamente é o centro de massa.

4. Cada grupo escolhe uma placa, determina o centro de massa e o marca. Faz também
outras marcas (usando cores diferentes) para confundir a outra equipe. As placas sao
trocadas e o objetivo é descobrir qual das marcas esta sobre o centro de massa. Para isso
sugerimos utilizar duas propriedades fisicas.

a) Se fizermos a placa girar sobre a mesa, ela sempre “tenta”’ girar em torno do seu
centro de massa.

b) Fazendo um furo na marca onde deve estar o

centro de massa e inserindo a chave de fenda no /
furo, seguramos a chave e giramos a placa (man-
tendo a placa perpendicular ao solo). Se o furo
estiver realmente no centro de massa, a placa gira
livremente, sem solavanco (colocando a chave fora
do centro de massa e fazendo girar, dé para “sen-
tir” a diferenca). N

N
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Um desafio interessante é pedir aos alunos que construam uma placa cujo centro de
massa esteja fora da figura. Num primeiro momento podem achar isso impossivel. For-
matos como “lua crescente” ou um bumerangue tém essa propriedade.

Tendo feito essas experiéncias, é mais facil entender por que o baricentro é importante.
Fica mais claro que esse ponto é fundamental no estudo do equilibrio e do movimento. E
natural que os matematicos tentem determiné-lo! (RAPHAEL, 2007, p.34 e 35).[23]

Atividade 05

Essa atividade foi elaborada por Leonardo Barichello que se encontra no Artigo guia-
baricentro. [4]

Material necessario:
Caixas de papelao (grosso), Régua, Tesoura, Linha ou barbante, Lapis, Caneta, Borracha
Descricao da atividade

Um método pratico bastante simples para determinar o centro de massa de um objeto
plano, ou seja, com duas dimensoes, ¢ o seguinte:

1) prenda um fio de prumo em um ponto qualquer do objeto;
2) segure o objeto na vertical, de modo que o fio de prumo fique rente a sua superficie;
3) marque no objeto a reta sugerida pelo fio de prumo assim que ele se estabilizar;

4) repita o mesmo procedimento pendendo o fio de prumo em um ponto diferente do
objeto obtendo uma segunda reta a superficie do objeto;

5) o ponto de cruzamento das duas retas é o centro de massa, ou baricentro, do ob-
jeto.

Esse método vale para qualquer objeto plano, seja ele um triangulo, um poligono qualquer
ou mesmo uma forma indeterminada. Note que, neste método, nao é necessario tracar
medianas, sequer é necessario que o objeto seja um triangulo, e os materiais necessarios
sao bastante simples.

Professor, vocé pode fazer com seus alunos uma atividade bastante simples usando os dois
métodos: pecga que cada aluno faga um triangulo com algum material mais pesado do que
papel e depois determinem o baricentro pelos dois métodos (das medianas e com o fio de
prumo). Eles perceberao que ambos resultam no mesmo ponto. Para finalizar, pega a
eles que facam um furo pequeno neste ponto e passem um cordao para tentar equilibrar
o triangulo. Provavelmente eles ficarao surpresos com o resultado!
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

Diante do exposto conclui-se que dentro do aspecto epistemoldgico, a geometria ainda
¢ incipiente no ensino médio, especialmente o estudo do baricentro, tao importante na
fisica, na engenharia e em diversas dreas do conhecimento.

Desde o tempo de Arquimedes que o baricentro vem sendo utilizado e ainda nao atingiu seu
potencial como deveria. No ensino médio, sua importancia é subestimada, pois 0 mesmo
¢é utilizado potencialmente para calculo de suas coordenadas e se limita ao triangulo,
muitas vezes sem nenhum teor Fisico. Os calculos do baricentro na escola nem sempre
sao realizados e limitam-se a conceitos, e ainda nao ha uma intersecao entre as diversas
areas do conhecimento. No aspecto cognitivo, os cdlculos do baricentro sao superficiais e
h& uma grande dificuldade de entendimento por parte dos alunos, sobretudo como figura
geométrica, ou um corpo, talvez pela forma didatica que lhe é apresentado. Na maioria
dos livros de matematica do 3° ano do ensino médio, o baricentro nao é tratado como
centro de gravidade e nem centro de massa, embora estudar o centro de gravidade seja
de uma importancia impar.

Constatou-se ao longo do estudo que o ensino didéatico do baricentro tem sido subestimado
pela maioria. Comprovou-se que a utilizagdo dos cdlculos (que parece ser a dificuldade
dos alunos) nao é a tinica maneira que se tem para encontrar o ponto do baricentro, como
também que nao ¢ s6 o triangulo que possui o baricentro, pois podemos e devemos en-
contrar o ponto do baricentro em diversos poligonos. Recomendaram-se algumas formas
didaticas de ensino do baricentro, e a real necessidade de criarem-se estilos didaticos de
ensinos motivacionais que permeiem a teoria e a pratica concomitantemente.
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