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Resumo

Zancanaro, Luiz Gustavo Teixeira de Faria; Saldanha, Nicolau Corcéo
(Orientador); Souza Neto, Wilson Reis de (Co-orientador). Piramide de
Pascal: Estudando Trindmios no Ensino Médio. Rio de Janeiro, 2016.
48p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Este trabalho tem como principais objetivos desenvolver trindmios através
da Piramide de Pascal, buscar propriedades na mesma, e elaborar um material

com contetdo focado no assunto para ser abordado no Ensino Médio.

Palavras-chave

Trindmios; NUmeros trinomiais, Piramide de Pascal.
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Abstract

Zancanaro, Luiz Gustavo Teixeira de Faria; Saldanha, Nicolau Corcéo
(Advisor); Souza Neto, Wilson Reis de (Co-advisor). Pascal’s pyramid:
studying trinomials in high school. Rio de Janeiro, 2016. 48p. MSc
Dissertation — Departamento de Matemaética, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

The main aims of the dissertation are to study trinomials using Pascal's
pyramid, to search for properties of this pyramid and to produce material focused

on this subject for use in high school.

Keywords

Trinomials; Trinomial numbers; Pascal’s pyramid.
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1
Introducao

O trabalho trata de um estudo feito pelo autor, que investigando os
coeficientes de um trinbmio, achou uma organizagdo semelhante a encontrada
para os coeficientes binomiais e, partindo dessa organizac¢do, buscou aplicagdes
no cotidiano e em sala de aula.

O tema foi escolhido pela pouca presenca de material abordando-o,
diferente dos termos binomiais cuja a quantidade de informacdo é facilmente
encontrada na colegdo de professor da SBM e com o0 objetivo de aumentar a
quantidade de informac&o sobre o assunto.

Comecaremos pela apresentacdo de um algoritmo para o calculo dos
coeficientes de um trindmio, em seguida iremos associar 0s coeficientes as suas
partes literais, para podermos fazer a demonstracdo do algoritmo, depois
analisaremos a sobreposicéo dos coeficientes que foram gerados com o algoritmo,
apos a sobreposicdo estudaremos propriedades na estrutura formada pela
sobreposicao, entdo veremos algumas aplicacOes e finalmente generalizaremos o

algoritmo.
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Algoritmo para o calculo dos coeficientes trinbmios

Nesse capitulo iremos comecar a organizar e somar os coeficientes do
trindbmio de grau 1 para gerar os coeficientes do trindbmio de grau 2, com 0s
coeficientes do trindbmio de grau 2, gerar os coeficientes do trinémio de grau 3 e
assim sucessivamente.

Vamos organizar os coeficientes de (a + b + ¢)® da seguinte forma.

Fazendo a expansdo de (a + b + ¢)? temos:

(@a+b+c)l=(a+b+cla+b+c)=
—add+ab+ac+ba+b +bc+ca+ch+ct =
=g*+2ab+b*+2bc+ 2+ 2ac

Partindo do tridngulo que contém os expoentes de (a+ b +c)!
conseguiremos os coeficientes de (a + b + ¢)?.

Usaremos um triangulo pontilhado para determinar quais coeficientes
devem ser somados, com isso vamos formar os coeficientes do polindbmio de um
grau maior que o anterior.

Posicionando o triangulo na quina e efetuando as somas obtemos 1.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412629/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412629/CA

Deslocando o triangulo pontilhado obtemos os

somados resultam em 2.

11

coeficientes 1 e 1, que

[ B

Deslocando o triangulo pontilhado obtemos os

somados resultam em 2.

coeficientes 1 e 1, que

k-2
2

Deslocando o triangulo pontilhado obtemos somente o coeficiente 1, que

resulta em 1.

| S
[ B
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Deslocando o triangulo pontilhado obtemos os coeficientes 1 e 1, que

somados resultam em 2.

1
1
- S 2 2
'.L\ 1 1 .r’l
*\ ; 2
. , 1 2
"|IL Ju"
E por ultimo temos a soma 1.
1
1
I S 2 2
1 Iﬂ.‘ 1 lr.-'
* ! 1 2
‘\IL ):"

No tridngulo formado podemos observar trés coeficientes 1 e trés

coeficientes 2, 0s mesmos aparecem na expansao do trinémio.

Fazendo a expansdo de (a + b + ¢)* temos:

(@a+b+c)l =(a+b+c)a+b+c)=
—dd +ab+ac+ba+b* +bec+ca+ch+ct
@+ 2ab+ b2+ 2be + 2+ 2ac
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Usaremos o triangulo que contém os coeficientes da expansdo de
(a+ b +c)? para formar o triangulo com os coeficientes da expansdo de

(a+b+c)

Comecaremos pela quina e iremos fazer a mesma trajetoria feita no caso
anterior, sempre efetuando a soma dos coeficientes que aparecerem dentro do
triangulo pontilhado.

Temos aqui um coeficiente 1, que resulta em 1 no novo triangulo.

| ]
| ]

Dentro do triangulo pontilhado temos 1 e 2, somando obtemos 3.
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" 1/
*\ d 3
v o — >
2,
1 2 1

Temos novamente 1 e 2, a soma continua resultando 3

Novamente temos 1 e 2, 0 que resulta em 3.

Dentro do triangulo pontilhado temos trés coeficientes 2, que somados é

igual a 6.

14
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Aqui s6 temos os coeficientes 1 e 2, e o resultado da soma é 3.

15

Agora o tridngulo pontilhado se encontra em uma quina, o que resulta em

um coeficiente 1.

I
I
%]
9¥]
=}
9¥]
%]

Temos 1 e 2, a soma resulta em 3.
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1
1
3 3
2 2 e
e __ i 3 6 3
"1 2.7 1
~ ,.v 1 3
Novamente uma soma 3.
1
1
3 3
2 2 I::>
I , 3 6 3
1 2 1/
N N 1 3 3
\‘l‘ ‘llra'
Finalmente chegamos a outra quina, que resulta em 1.
1
1
3 3

[ ]
]
Lo
=)}
L
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Comparando os coeficientes da expansdo com o0s coeficientes que
apareceram nos triangulos percebemos que Sd0 0S mesmos e em mesma
quantidade, trés coeficientes 1, seis coeficientes 3 e um coeficiente 6.

Fazendo para (a + b + ¢)*:

(a+b+c) =a*+ 4a°b + 6a%b* + 4ab* + b* + 4b’c + 6b%c* + 4bc* + ¢
+ dac? + 6a’c? + 4a’c + 12abe + 12ab?c + 12abc?

Usando 0 mesmo processo podemos transformar o triangulo do trindbmio

de grau 3 para o trinémio de grau 4.

Esse processo pode ser usado para obter o triangulo com coeficientes da
expansdo de (a + b + ¢)* a partir do tridngulo com os coeficientes da expansio

(a + b + ¢)°, esse tridngulo possui somente o elemento 1.
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3

Relacionando os coeficientes com as partes literais

Nesse capitulo desenvolveremos um método para relacionar os
coeficientes encontrados por meio do algoritmo anterior com as partes literais do
trindbmio expandido.

Observando os triangulos é possivel perceber que os vértices sdo 0s
coeficientes de um termo obtido com apenas uma das letras da parte literal. No
caso de (a + b + ¢)? o coeficiente 1 sempre vai estar associado ao a?, b? e c?.
Para facilitar a escrita iremos usar a seguinte notacdo: (v,d, e), que representa o
coeficiente associado ao termo de parte literal a’b%c®.

Usando a nova notacdo temos que (3,2,4) estaria associado ao coeficiente
de a®b?c?.

Sendo assim o coeficiente 1 sempre seria associado a um elemento do tipo
(n,0,0) ou (0,n,0) ou (0,0,n). Com isso conseguimos um ponto de partida e um
ponto de chegada para entender 0 que acontece nas arestas de cada triangulo.

Analisando o caso de (a + b + c¢)? sabemos que vamos ficar com as
seguintes partes literais, (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (1,1,0),(0,1,1) e (1,0,1).

Ja sabemos que os termos contendo apenas um 2 e dois Os estdo nos
vertices do tridngulo, nos resta descobrir onde estariam as partes literais contendo
1s e Os.

(2,0.0)

0.2.0) | (©.0.2)
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A arrumacdo mais logica seria colocar o (1,1,0) no primeiro espaco, da
esquerda para direita, na linha do meio, o (1,0,1) no segundo espaco e 0 (0,1,1) no
espaco da ultima linha.

O que gera a seguinte organizacao.

(2.0.0)

(1,1,0) (1,0.1)

(0,2.0) (0.1,1) (0,0.2)

Uma observacdo interessante é que a soma dos numeros que representam
cada expoente sempre é 2. Isso faz sentido pois estamos trabalhando com a parte
literal da expansdo de (a + b + c)?, que s6 vai gerar expoentes na parte literal
cuja a soma é dois.

Vamos trabalhar com essa ideia para tentar encontrar cada parte literal no

tridangulo do trindbmio de grau 3.

Ja sabemos que os 1 véo ser (3,0,0), (0,3,0) e (0,0,3), 0 6 s6 pode ser
(1,1,1), pois sabemos que na expansdo desse trindbmio temos o 6abc, agora
precisamos descobrir qual parte literal de cada 3.

Fazendo o tridngulo com as informagdes que ja temos ficamos com algo

dessa forma.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412629/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412629/CA

20

(3,0,0)

B )
©.3.0) [ N .09

Observando a primeira e a terceira linha temos que o expoente do a que
era 3 virou 1 e na quarta linha o expoente do passa a ser 0, 0 que me faz acreditar
que todas as vezes que descemos uma linha diminuimos 1 do expoente de a.
Entdo podemos preencher o tridngulo da seguinte forma:

Relacionando os coeficientes com as partes literais

(3.0.0)

(2.om LN

(LD (1.1.1) {(L,LE)

(0.3.0) (O.B.D) (O.B.N) (0.0.3)

Como a posicédo dos (3,0,0), (0,3,0) e (0,0,3)foi arbitraria, posso trocar de
posicdo o (3,0,0) com o (0,3,0) e determinar que toda vez que descemos uma
linha diminuimos 1 do expoente de b. Como 0s expoentes do a ja estdo definidos

ficamos com:

(0,3.0)
(1.2 (0,20

2.1 (1.1.1) (0.1Lm)

(3,0.0) (2.0.0) (1.O0.B) (0.0,3)
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Para descobrir os expoentes do ¢ podemos pensar de forma analoga, ou
lembrar que por estarmos trabalhando com a expansio do trinémio (a + b + ¢)®
e a soma dos expoentes é sempre 3. Com isso em mente e voltando para o

tridangulo onde a fica na primeira linha e usando a ideia da soma 3 ficamos com:

(3,0.0)
(2.1.0) (2.0.1)

(1,2.0) (1,1.1) (1.0.2)

(0,3.0) (0.2,1) (0.1,2) (0.0,3)

Pensando que cada (v,d,e) € uma casa, podemos assumir deslocamento
entre casas adjacentes. Como ja vimos um deslocamento de cima para baixo faz
uma reducdo no expoente associado ao a, porém como a soma dos expoentes
sempre deve ser 3, temos que compensar outro expoente acrescentando 1. Quando
olhamos para a primeira casa no topo do tridangulo observamos que o
deslocamento para baixo em direcdo a esquerda faz aumentar o grau do expoente
b e o movimento para baixo em direcdo a direita fez aumentar o expoente c.
Também € possivel notar um deslocamento na segunda linha da casa a esquerda
para casa a direita onde ha uma reducdo no expoente de b e um acréscimo no
expoente de c.

Com essas informagbes podemos criar uma notacdo para esses
deslocamentos. Tome C como deslocamento para cima, B como deslocamento
para baixo, D deslocamento para direita e E como deslocamento para esquerda
temos as seguintes possibilidades de deslocamento no triangulo. N&o é possivel
fazer um deslocamento somente para cima e ou somente para baixo devido a

configuragdo do triangulo.
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Por exemplo, CE é um deslocamento para cima e para esquerda, entdo
aumentariamos 1 no a, manteriamos o b sem alteracdo e diminuiriamos 1 do c,
usando a notag&o alterariamos os expoentes da seguinte forma (41,0, —1).

Analogamente temos que CD seria (+1,—1,0), D seria (0,—1,+1), BD
(-=1,0,+1), BE (—1,+1,0) e E seria (0,+1, —1).

Podemos, partindo de um dos Vvértices, ser capazes de descobrir a parte
literal de cada coeficiente de um triangulo executando os movimentos anteriores.

Usaremos o triangulo que representa os coeficientes do trindmio de grau 4.

Como estamos com o triangulo que representa os coeficientes do trindbmio

do quarto grau, sabemos que o0s 1, estdo associados a elementos do tipo
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(4,0,0), (0,4,0) ou (0,0,4). Tomarei como elemento do topo o (4,0,0). Para facilitar

iremos sempre fazer 0s movimentos nos termos que forem aparecendo.

Com o movimento BE, (—1 + 1,0), ficamos com (3,1,0).

Agora o movimento D, (0,—1,+1), gera o novo elemento, ficamos com
(3,0,1).

(4,0,0)

(3,1.0) (3.0,1)



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412629/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412629/CA

24

Podemos fazer esse processo até completar o triangulo ficando com os

seguintes termos.

(4,0,0)
(3.1.0) (3.0,1)

(2.2.0) (2.1.1) (2.0.2)

(1,3.0) (1.2.1) (1,1.2) (1.0.3)

(0,4.0) (0,3.1) (0,2.2) (0.1.3) (0.0.4)

Esse triangulo obtido mostra todas as parte literais, agora basta comparar
com o triangulo que contem os coeficientes para descobrir qual o coeficiente

associado a cada parte literal.
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4
Formando a Piramide de Pascal

Construiremos uma piramide, com varias camadas, onde a camadan = 0 é
formada pelos coeficientes de (a + b + ¢)°, a camadan = 1 pelos coeficientes
de (a + b + ¢)?!, e assim sucessivamente.

Sobrepondo os tridngulos formados pelos coeficientes de cada poténcia

expandida temos a Piramide de Pascal.

? < Triangulo que representa o caso {(a + b + ¢)°

[ 1 1
In

.'Q < Triangulo que representa o caso (a+b +¢c)*
| \

| "
[ W
I i
I " 1

rJ
rJ

[ o]
—

Se pegarmos uma das faces da Piramide formada podemos ver o Triangulo
de Pascal. Uma explicagéo simples para isso € pensar que o polindmio (a + b)™ é

igual ao polindmio (a + b + 0)™.
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« 1 3 3 1

« 1 4 6 41

Na primeira linha temos o 1, Unico elemento do caso (a + b + 0)°, na
segunda linha temos 1 e 1, que sdo elementos de um dos lados do tridngulo
formado pelos coeficientes de (a + b + 0)*, na terceira linha temos 1, 2 e 1, que
sdo elementos de um dos lados do caso (a + b + 0)2, na quarta linha temos 1, 3,
3e 1, que é um dos lados do triangulo (a + b + 0)3 e por Gltimo temos o lado do
triangulo do caso (a + b + 0)* que séo os elementos 1, 4, 6, 4 e 1.

Essas cinco linhas sdo as primeiras linhas do Triangulo de Pascal.
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5
Demonstracao do Algoritmo

Essa parte do trabalho é voltada para a demonstracdo do algoritmo, nela
iremos usar a ideia de combinagdo para explicar como cada coeficiente pode ser
calculado e efetuar a soma generalizando o algoritmo.

A notagdo utilizada para representar cada coeficiente é (v,d, e) onde cada
uma das letras representa o expoente de a, b, ¢ respectivamente. Com posse dessa
notacdo como devemos transforma-la no coeficiente esperado?

Vamos usar um caso simples para tentar entender o que acontece, sabemos
que (a+b+c)* = (a+b+c)* (a+b+c)* (a+b+c) * (a+b+0c).
Quando fazemos a multiplicacdo distributiva comegamos a formar termos do tipo,
... ,onde cada um desses espacos vai ser preenchido por uma letra do
parénteses.

Para formar a*, teriamos que pegar um a em cada parénteses, nesse caso
s6 tivemos uma forma de escolher. Vamos tentar formar o termo a®bc precisamos
dois a, um b e um c, isso significa, queremos saber de quantas formas
conseguimos fazer anagramas com essas letras, isso pode ser calculado da
seguinte forma 4!/(2! = 1! = 11) onde 4 é a quantidade de total de letras e 2,1e 1
sdo as vezes que cada letra aparece repetida.

Entéo,

(v+d+e)
vid!e!

Para verificar que a propriedade de somar os coeficientes gera o

(v,d,e) =

coeficiente do triangulo seguinte devemos analisar quais termos queremos somar.
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Se o coeficiente, em vermelho, que se encontra na aresta for (v, d, e)
entdo, o coeficiente, em vermelho, que estd a sua direita é (v,d —1,e+1) e o
coeficiente, em vermelho, que est4 na linha de baixo € (v —1,d, e + 1).

Usaremos v + d + e = n, ficamos com:

w.de) = T

n!
vi(d—1D!(e+1)!

(v,d—1,e+1) =

n!

v—1,de+1) = w—-1'd (e + 1)

Temos que a soma dos trés termos pode ser escrita como,

n! n! n!
v!d!e!+v!(d—1)!(e+1)!+(v—1)!d!(e+1)! -

n! n!
viv—1Dld(d - 1)'e! + viv—D!(d—-1!(e+ 1)e!
n!
T - Dldd =D+ Del

nl(e+1)+nl(d)+nl(v)
v(v—1)'d(d—1)! (e + 1e!

n!(e+1+d+v)_ nln+1) _ (n+1)!
vidl(e+1)!  wvld!(e+1)! wvld!(e+1)!
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Esse termo € (v, d, e + 1), que é o coeficiente do triangulo de um grau
maior do que os termos que foram somados anteriormente.

Entdo podemos dizer que,

wde)+(wvd—-1le+1)+w—-1,de+1)=(v,de+1)

O que é analogo a dizer,

(vde—1)+(wd—-1e)+ (wv—-1,d,e) =(v,d,e)

VVamos testar o resultado obtido pela notagdo.

(3.0.0) (4.0.0}
[e.rofeoD]
(1.2.0) (1.0,2) 2.2.0[@2.1.1]2.0.2)

(1.3.0) (1.2.1) (1,1.2) (1.0.3)

(3.1.0) (3.0.1)

0,3.0) (0,2,1) (0.1.2) (0.0.3)

{0,4,0) (0,3,1) (0,2.2) (0,1.3) (0,0.4)

Ja vimos que a soma dos trés termos marcados no primeiro triangulo

geram o termo marcado no segundo triangulo.
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Outra forma de visualizacdo dos triangulos

Nessa parte da dissertacdo iremos analisar uma outra maneira para formar
os coeficientes e fazer a demonstracdo dessa novo método. Alguns dos resultados
obtidos nesse capitulo serdo usados posteriormente.

Vamos expandir o polinémio de grau 4 de uma forma inteligente para ser
facil a visualizacéo do triangulos de coeficientes ja apresentado.

Comecamos fazendo:
(a+b+0c)=(@+ (b +c)*

Sabemos que a quinta linha do triangulo de pascal € 1 -4 - 6 -4 -1, isso
vai ajudar na expansao desse trindmio que foi transformado em um bindémio.

Ficamos com:

18°b + o) + 4P b +¢) + 6220 + ¢)F + 4a'(b+¢) + 1B +o) =

1a' + 4’ (b+c) + 6a*(b® + 2bc + %) + 4a(h’ +3b%c + 3bc? + ) +
16 +4b’c + 6b%c’ +4b® + ¢ty =

laJ' +

4ah + 4ac +
6a*b” + 12a*bc + 6a*c? +
- "| 5 ]
4ab’ + 12ab“c + 12abc* + dac” +

Y or 4bc + 6bcr + abd + 1t

1b

Com essa forma de pensar podemos fazer uma notagdo com somatorios
para escrever todos os termos da expansao de grau geneérico.
Tome (a + b + )" =(a + (b+c))", ja sabemos escrever isso em

forma de somatoério, pois é um binbmio de Newton.

"M a¥ (b + )k
> ()

r+k=n
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Onde k é indice do somatdrio. Podemos escrever (b + c)*em forma de

somatorio, ficariamos entdo com;

2 Gl 2, (v

v4+k=n d+e=k

Substituindo k por d + e e resolvendo a multiplicagdo temos;
d + E) vi.d g
D, (g )ae
v+d+e=n

que é uma férmula para encontrar qualquer termo de um trinémio.
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Propriedades na Piramide de Pascal

Seguimos investigando e demonstrando quatro propriedades da Piramide
de Pascal, inspiradas em resultados analogos sobre o Triangulo de Pascal. Essa
lista certamente ndo é exaustiva mas € evidéncia suficiente da grande variedade de

propriedades notaveis da Piramide de Pascal.

7.1

Soma dos termos de uma camada.

Tome a=1, b=1, c=1 e n igual ao nivel que desejamos somar,

lembrando que comegamos pelo nivel 0, ficamos entdo com (1 + 1 + 1)™ = 3™,

7.2

Cortes paralelos as faces.

Assim como o Triangulo de Pascal tem algumas propriedades a Pirdmide
de Pascal também possui propriedades.

Usando o somatdrio que vimos anteriormente.

2, (g )avter

r+d+e=n

Quando olhamos para as faces da piramide, com excecao da base, temos 0
Triangulo de Pascal. Outra forma de vermos que isso é verdade € observando que

em cada nivel da Piramide o n aumenta uma unidade e, nessas faces, sempre um
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v+d+e=n
=20

> () erver -

v+d+e=n

> () aveer -

d+e=n

> (e

d+e=n

dos expoentes vai ser igual a 0.

Esse somatorio é conhecido como generalizacdo do Triangulo de Pascal
para (b + o)™

Para d = 0 ou e = 0, os célculos sdo anadlogos e chegariamos a
conclusdes semelhantes.

No caso anterior estdvamos estudando partes literais do tipo a’bh%c® com
pelo menos um dos expoentes, v, d ou e, sendo igual a 0. Agora vamos fazer um

corte paralelo em que pelo menos um dos expoentes seja igual a 1.
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Nesse caso estamos usando o d = 1, entdo ficamos com:

(v+1+e) (1+e)!
(FJF}:JFE)(IJ{E): El++e;i! . 1J!r: B

_ {v—i—l—i—e}!: {:U+1+E}£U+E}!=(U+1+€)(U+E)

1! el vle!

-(",")

34
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O que podemos pensar, para esse caso, € que temos o Triangulo de Pascal
multiplicado pelo valor do nivel.

Para resolver o qualquer corte basta desenvolver um dos binomiais que

. ()3 )are

v+d+e=n

aparece em;

como podemos trocar (#*€) por (**¢) sem perdas de generalidade, iremos
sempre obter um tridngulo de pascal multiplicado por um termo binomial

expandido.

7.3

Método para escrever uma camada n

Olhando novamente para a formula generalizada e utilizando a ideia de
que cortes paralelos as faces sdo momentos em que fixamos um dos expoentes
podemos concluir que essas faces sempre serdo o Triangulo de Pascal
multiplicado por valores na diagonal do Triangulo de Pascal.

Essa propriedade faz com que tenhamos uma maneira muito rapida para
conseguir os triangulos de grau elevado. Vamos calcular quais seriam 0s
coeficientes do trinémio de grau 5.

Primeiro vamos fazer o tridngulo de Pascal até a linhan = 5.
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Iremos multiplicar cada uma das linhas desse triangulo por 1, 5, 10, 10, 5,
1 que é a expansao do binbmio de mesmo grau que desejamos encontrar.

Ficaremos com:

10 20 10

10 30 30 10

E facil de perceber isso se olharmos um pouco melhor para os coeficientes

em forma de somatério.

2 Gl 2, (v

v4+k=n d+e=k

Se pensarmos que cada uma das linhas é um dos possiveis valores de v,
temos que a primeira combinacdo do somatorio seria a igual a cada um dos
valores que estamos multiplicando cada linha e 0 segundo somatdrio seria a linha

do Tridngulo de Pascal que esta sendo multiplicada.

7.4

Hexagono Interno a Piramide Pascal

Outra propriedade que existe no Tridngulo de Pascal é a multiplicacdo de

vértices ndo consecutivos de um hexagono.
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Depois de determinar o hexagono, no Triangulo de Pascal, podemos
multiplicar os vértices ndo adjacentes para observar essa propriedade. Nesse caso
ficamoscom 2«16 = 12 e 1«3 %4 =12,

Isso funciona para o Tridngulo de Pascal, logo funciona nas faces da
Piramide de Pascal. A davida que nés resta é: serd que isso vai funcionar em um
dos cortes paralelos da Pirdmide?

Vamos partindo de um corte tentar obter quais seriam os coeficientes para

fazer a multiplicagéo.

Aqui temos uma Piramide com um possivel hexagono destacado. Ja
sabemos calcular o coeficientes marcados com tridngulos e cruz, basta identificar

quem eles sdo. No topo do hexagono temos n = 3, para a marcacdo do triangulo
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temos v= 0,d = 2ee = 1, paraamarcacdo de cruztemos,v = 1,d = le
e = 1, no meio do hexagono ficamos com n = 4 e, para as marcacées do
triangulo, temos v = 2, d = 1 e e = 1, e para a marcacdo de cruz temos
v=0,d=3¢ee =1 porultim temos n = 5 e, para a marca¢dao do
tridangulo, temos v = 1,d = 3 e e = 1 e para a marcagdo de cruz temos v =
2,d = 2ee = 1.0Observe que e = 1 em todos 0s pontos por estarmos usando
um corte paralelo a face isso ja era esperado. Por curiosidade vamos escrever qual
o valor da marcacgédo bola aberta para analisarmos futuramente v = 1, d = 2 e
e =1

Calculando o valor de cada coeficiente, temos para as marcagoes de cruz:

3!
A11)= 1:1:1!26
41
0.3,1)= 0!3!11:4
51
(221) = 212011 30

Cuja multiplicacdo é 6 x4 = 30 = 720.

E, para as marcacg0es de triangulo, temos:

31
©21= g5 =3

41
211 = 21 12

5!
L3 =39 =20

Cuja multiplicacdo € 3 * 12 « 20 = 720.
Fixando um termo central poderemos determinar os outros coeficientes em
funcdo dele. Com isso generalizaremos 0 que acontece quando formamos um

hexagono no corte paralelo.
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(0,2,1) (1,1,1)
(0,3,1) (2,1.1)
(1.3.1) (2.2,1)
(v—1,d,.¢) (v,d —1,€)
(v=1,d+1,€) (v+1.d-1,¢)

(rd+le)  (v+1,de)

39

Comparando o termo central dos hexagonos com os vértices conseguimos

escrever cada um dos termos, agora basta verificar se a igualdade da multiplicacéo

dos termos ndo consecutivos é verdadeira.

(v—1,de)=(v+1,d—1e)*=(v,d+1,e) =

(n—1) n! (n+ 1)

“w-Dldlel wtDI@d—-1Dlel vi(d+Dlel

Organizando os denominadores temos:

(n—1) n! (n+ 1)

T rd-Dlel (r—Di@d+Dlel (w+Didlel

=(vnd—1e)*(v—1,d+1,e)*(v+1,d,e)
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Temos entdo que a multiplicacao de trés termos ndo consecutivos € igual a
multiplicacdo dos trés termos restantes. Para outros cortes as contas sao analogas.

Podemos generalizar essa propriedade para qualquer tamanho de
hexagono, observe que fizemos um hexagono que os termos estavam adjacentes
ao termo central, agora iremos tentar um hexagono gque 0s termos estejam a uma
mesma distancia do termo central.

Para isso eu usarei de dois argumentos, o primeiro diz que cortes paralelos
as faces da Piramide de Pascal sempre sdo um Triangulo de Pascal multiplicado
por um binbémio esse argumento ja foi provado. O segundo é que podemos
aumentar o tamanho do hexagono no Triangulo de Pascal.

Tome k como a quantidade de movimentos que fazemos entre os vértices

adjacentes e (;‘) como o termo central. Na linha superior do hexagono teremos

(;‘:,’:) e (”;k), na linha do termo central temos (p'_lk) e (pzk), na Gltima linha do

4 n+k n+k
hexagono temos ( » ) e (p+k).

o) G ()

B (n—k)! . n! . (n+k)! B

S -RBI((n-K-@—-k))! @+n-@+K) pl((n+k)—p!

B (n—k)! . n! . (n+k)! B

Tpln—(+K)! p-k)!n-p@-k) @+I((-k-@-k)!
(n—k)! n! (n+k)!

- -p! G-Rl(n-p-k) GFrROI+k)—@+R)

(626

Como todo corte paralelo a face da Piramide de Pascal sempre é um

Triangulo de Pascal multiplicado por um binémio. Como a linha com (;:’;) e

(n;k) foi multiplicada por um valor, a linha com (p’_lk) e (p’lk) foi multiplicada
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por outro valor e por ultimo a linha com (”;k) e (;‘I';) também foi multiplicada

por um valor, o resultado da multiplicacdo continuard sendo o mesmo, ja que

pegamos um termo de cada linha.
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AplicacOes

Aplicacéo 1

Em um campeonato em que assumimos como resultado vitoria, derrota e
empate, quantas sao as formas de chegar na nona rodada com 4 vitorias, 3 empate
e 2 derrotas?

Esse € um problema de permutacdo que podemos resolver tentando
descobrir quantos anagramas a palavra vvvveeedd possuli.

ol

*3,2) = 133

= 1260

Por outro lado podemos pensar que cada rodada resultarda em uma vitéria
(v) ou uma derrota (d) ou um empate (e). Ou seja, com o resultado da rodada o
time aumentaria uma unidade em (v), (d) ou (e). Isso significa que se temos
(v, d, e), entdo na rodada anterior estavamos com (v — 1,d,e) ou (v,d — 1,e) ou
(v,d,e — 1). Implicando que a soma desses trés termos é igual (v, d, e).

Agora iremos calcular todas as maneiras de chegar nas situaces que
podem levar a situagéo desejada (4, 3, 2).

Com 3 vitdrias, 3 derrotas e 2 empates temos:

1

313121

(3,3,.2) = = 560

Com 4 vitdrias, 2 derrotas e 2 empates temos:

1

41 21 21

(4,2,2) = = 420

E com 4 vitorias, 2 derrotas e 1 empate temos:

81

413011

(4,3,1) = = 280
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Agora somando 560 + 420 + 280 = 1260. Esse fato foi usado para
demonstrar a construcdo da Pirdamide de Pascal.

Uma extensdo dessa aplicacédo seria se fossemos dotados da probabilidade
de ocorréncia de cada um dos eventos, vitoria, derrota e empate, com essa nova
informacdo além de sabermos qual € a quantidade de formas que poderiamos
chegar na nona rodada com 4 vitorias, 3 derrotas e 2 empates teriamos qual é a
probabilidade de ocorréncia dessa situacgéo.

Assumiremos que a probabilidade de vitéria € de 60%, derrota 25% e
empate 15%. Ja sabemos o coeficiente do termo a*h3c? é 1260, basta agora

substituir a, b e ¢ pelas probabilidades fornecidas.

1260 = a*bic? =
1260 = (0,6)*(0,25)%(0,15)* =
0,05740875 = 5,7%

Aplicagéo 2
Um professor quis saber qual era o maior coeficiente de (2a + b + ¢)®.

Primeiro iremos construir o Tridngulo de Pascal com os coeficientes de

(a+ b+ c)d.
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Multiplicando cada linha pelo elemento correspondente da Gltima linha ficamos

com:

28 56 26
36 168 168 36
70 180 360 180 70
36 180 360 360 180 36
28 168 180 360 180 168 28
8 56 168 180 180 168 56 8

Ja vimos que em cada linha o grau do a vai diminuindo entdo devemos
multiplicar linha n = 0 por 28, a linha n = 1 por 27, e assim sucessivamente,
ficando com:

256

1024 1024
1792 3584 1792
1152 5376 5376 1152
1120 2880 5760 2880 1120
288 1440 2880 2880 1440 288
112 672 720 1440 720 672 112
16 112 336 360 360 338 112 16

1 8 28 36 70 36 28 8 1

Entdo o maior coeficiente da expansdo de (2a + b + ¢)® é 5760.
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Caso o b ou/e ctivessem valores, assim como 0 a, deveriamos repetir o
processo pensando em cortes paralelos as arestas inclinadas, para o b usariamos

cortes paralelos a aresta a direita e para o ¢ usariamos cortes paralelos a esquerda.
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Demonstracao da generalizacéo

Suponha que A; é um resultado possivel de uma partida e B; € a quantidade
de vezes que A; ocorreu.

Sem perda de generalidade podemos afirmar que em um torneio onde

existem A;, Ay, As, ... , Ay resultados para uma rodada, e em uma rodada
qualquer, k, ja obtivemos a quantidade de resultados (B1, B2, Bs, ... , Bn). Na
rodada anterior, k-1, estariamos com (B;-1, By, Bs, ..., Bn), ou (By, Bo-1, B, ...,
Bn), ou (B, By, Bs-1, ..., Bn), 0u ..., ou (By, By, Bs, ..., By-1), logo podemos
somar todos esses termos para encontrar (B1, By, Bs, ..., Bn).

Temos que:

B]_‘I‘ Bz‘l‘Eg‘I‘ +Bn.l:|rﬁ

BI+EE+BE+ +Bll~r_1:k—1

Somando os termos da rodada k-1 que gera o termo desejado da rodada k;
(B, —1,B,,...,By)+ (B;,B, —1,..,By) + ... + (B, B,,...,By — 1)

Cada um desses termos pode ser escrito como uma permutacdo com
repeticdo ja que eles sdo iguais a quantidade de maneiras que podemos obter
aquela situacao;

(k—1) (k —1)! (k —1)!

+ .. +
(Bl - 1)! Bz! wes Bﬂr! Bl!(BZ - 1)!- ann BNI E]_! Bz] wes (BN - 1]!—

Podemos multiplicar cada uma das fracdes em cima e embaixo afim de

deixar todos os denominadores iguais obtemos:

(k —1)1B; (k—1)1B, (k —1)! By
By!Bo!... By! By!Bs!..By! Byl B.l..By!

Agora somando 0s termos:

(k—1)0By +(k—1)!Bs+ ... + (k—1)!B,
By! B! ... By!
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Em seguida colocando em evidéncia o fator comum:

(k—1)1(By 4+ By + ... + By)
B! Byl ... By!

Chegamos a concluséao que:

(k—1)1(k) k!
Byl Bal... By! Byl B,l.. Byl

= (Bj_. Bg. vy E_n.l]

Isso significa que qualquer expansdo de um N-omio de grau k pode ser
organizada em um solido N-dimensional e, nesse solido, uma soma particular de
seus coeficientes ha de gerar coeficientes correspondentes ao N-6mio de grau
k+1. A disposicdo desses coeficientes nos dad um sélido N-dimensional

correspondente ao grau k + 1.
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