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Resumo

Este trabalho trata dos conhecimentos básicos de Álgebra Linear: Matrizes, Determinantes e
Sistemas Lineares. Concluímos com a apresentação de uma aplicação desses conceitos junta-
mente com o conceito de conjunto dos resto da divisão por 2 (Z2), a aplicação é desenvolvida,
fazendo uma modificação no algoritmo da eliminação de Gauss, para que este entenda que os
números trabalhados são elementos do conjunto Z2, o algoritmo foi implementado no software
livre Scilab, que é uma excelente ferramenta de auxilio do ensino da Matemática.

Palavras Chaves: Matrizes; Sistemas Lineares e Scilab.



Abstract

This work deals with the basic knowledge of Linear Algebra: Matrices, Determinants and Li-
near Systems. We conclude with the presentation of an application of these concepts along
with the concept of all the rest of the division by 2 (Z2), the application is developed, making
a change in the Gaussian elimination algorithm, so that it understand that the numbers worked
are elements of the set Z2, the algorithm was implemented in free software Scilab, which is an
excellent aid tool of mathematics teaching.

Key Words: Matrices;Linear Systems; Scilab.



Sumário

Introdução 9

1 Matrizes 10

1.1 Matriz Quadrada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Operações com Matrizes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3 Forma Escalonada de uma Matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4 Determinação da Inversa de uma Matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.5 Determinantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Sistemas Lineares 30

2.1 Sistemas Lineares 2x2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Sistemas Lineares 3x3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3 Representação Matricial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3 Problema das Luzes Apagadas 40

3.1 O conjunto dos restos da divisão por 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.2 Modelando o Problema das Luzes Apagadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3 Como Resolver Utilizando o Scilab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Considerações Finais 53

Referências Bibliográficas 54



9

Introdução

As matrizes e Sistemas Lineares apresentam um papel muito importante na área de exatas.

E sua, importância tem crescido nas últimas décadas, já que os modelos matemáticos lineares,

assumiram um destaque juntamente com o desenvolvimento tecnológico,o que tem motivado

um crescimento de interesse nesses assuntos.

Muito das dificuldades de um estudante que vai estudar Álgebra Linear pela primeira vez

está relacionada com o pouco ou nada de conhecimento sobre matrizes, sistemas lineares e a

introdução de ideias abstratas, que implicam em uma mudança profunda de como o estudante

deve mudar sua forma de raciocinar.

No presente trabalho, pretendemos apresentar os conceitos de operações e propriedades de

matrizes, o conceito e resolução de sistemas lineares e uma aplicação desses conceitos básicos

da Álgebra Linear, utilizando o software livre Scilab, utilizado para resoluções numéricas.

O capítulo 1 que têm como principal foco tópicos de matrizes e determinantes como a, soma

de matrizes, produto de matrizes por escalar, produto entre matrizes, determinação da inversa

por escalonamento e algumas propriedades de determinantes.

No capítulo 2 discutimos sistemas lineares e as representações geométricas de sistemas

2×2 e 3×3, também a forma matricial de sistemas em geral, bem como suas resolução através

de escalonamento.

No capítulo 3 apresentamos um jogo da década de 90 ”Light Out”, que consiste em uma ta-

bela com 25 teclas ilumindas, onde, no começo do jogo algumas teclas estão acessas o objetivo

do jogo e apagar todas as teclas. Porém, quando apertamos uma tecla, as teclas diretamente a

esquerda, direita, acima e abaixo também mudam seu estado. O jogo será descrito utilizando os

conceitos de matrizes, sistemas lineares e o conjunto dos restos da divisão por 2(Z2), no final

implementamos um programa no Scilab que resolve o jogo através do método da eliminação de

Gauss.
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1 Matrizes

Neste capítulo abordaremos conceitos de matrizes, já que as matrizes não se limitam a

ser apenas representações de conjuntos numéricos, tornaram-se ferramentas básicas da Algébra

Linear, pois entre outras aplicações fornecem meios para a solução de sistemas de equações

lineares.

Sejam m e n números inteiros maiores ou igual a 1. Denomina-se matriz m× n (lê-se

m por n), uma tabela retangular formada por m · n números reais, dispostos em m linhas e n

colunas.

Uma matriz A pode ser representada pelos números ai j com índices duplos, onde 1 ≤ i ≤
m,1 ≤ j ≤ n e ai j é o elemento situado no cruzamento da i-ésima linha com a j-ésima coluna,

assim:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...

am1 am2 · · · amn

=
[
ai j
]

m×n ,1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n.

Exemplo: Vamos escrever a matriz A = [ai j]3×3 com 1≤ i≤ 3,1≤ j ≤ 3 tal que:

ai j =

{
ai j = 1 para i = j,

ai j = 0 para i 6= j.

A matriz deve ter 3 linhas e 3 colunas e a11 = a22 = a33 = 1 e a12 = a13 = a21 = a23 =

a31 = a32 = 0, logo:

A =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
Toda matriz do tipo 1×n, ou seja, que tem apenas uma linha, é chamada de matriz linha.

Exemplo:
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A =
[

1 6 8
]
.

Toda matriz do tipo m×1, ou seja, que tem apenas uma coluna é chamada de matriz coluna.

Exemplo:

A =


1

6

8

 .
A matriz que tem todos os elementos iguais a zero denomina-se matriz nula. Denota-se por

0n×m a matriz nula de ordem m×n.

Exemplo: A matiz nula 3×3 é dada por:

A =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 .
O conjunto M (m,n) representa todas as matrizes que possuem m linhas e n colunas, ou

seja, do tipo m×n.

1.1 Matriz Quadrada

Uma matriz m× n é dita quadrada quando m = n e assim dizemos que a matriz é de

ordem n.

Em uma matriz quadrada de ordem n, os elementos ai j com i = j formam a diagonal prin-

cipal.

[
3 2

−1 6

]
,


1 3 10

−3 0 8

5 −1 6

 .
A outra diagonal da matriz quadrada denomina-se diagonal secundária que é formada pelos

elementos ai j, com i+ j = n+1

[
3 2

-1 6

]
,


1 3 10

−3 0 8

5 −1 6

 .
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Uma matriz quadrada é dita triangular superior quando todos os elementos abaixo da dia-

gonal principal são nulos. 
1 5 7 0

0 3 8 −2

0 0 0 3

0 0 0 4

 .

Uma matriz quadrada é dita matriz triangular inferior quando todos os elementos acima da

diagonal principal são nulos. 
2 0 0

8 3 0

7 0 −5

 .
Uma matriz de ordem n é dita diagonal se os elementos que não pertencem a diagonal prin-

cipal são nulos.


2 0 0

0 3 0

0 0 5

 ,


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 6 0

0 0 0 4

 .
Uma matriz quadrada de ordem n em que todos os elementos da diagonal principal são

iguais a 1 e os outros elementos são nulos é chamada de matriz identidade sendo representada

por In.

I2 =

[
1 0

0 1

]
, I3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , I4 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .
Em uma matriz identidade temos que:

ai j =

{
ai j = 1 para i = j,

ai j = 0 para i 6= j.

Veremos mais adiante que a matriz identidade se comporta como elemento neutro da mul-

tiplicação de matrizes.
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1.2 Operações com Matrizes

Duas matrizes A e B são iguais se, e somente se, A e B pertencem ao mesmo conjunto

M (n,m) e seus elementos correspondentes são iguais.

Dadas as matrizes A = [ai j]m×n e B = [bi j]m×n temos que:

A = B⇐⇒ ai j = bi j com 1≤ i≤ m e 1≤ j ≤ n.

Exemplo: Determine x, y e z de modo que se tenha

[
2x 3y

3 4

]
=

[
x+1 6

3 z

]
.

Temos por definição que 2x = x+1, 3y = 6 e z = 4, logo x = 1, y = 2 e z = 4

Dadas as matrizes A e B ∈M (m,n), denomina-se soma da matriz A com a matriz B, que

representamos por A+B, a matriz C do tipo m×n, na qual cada elemento é obtido adicionando-

se os elementos correspondentes de A e B.

Se A = [ai j]m×n e B = [bi j]m×n então a soma A+B =C, onde:

C = [ci j]m×n onde ci j = ai j +bi j com 1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n.

Exemplo: Se A =

[
3 5 −2

2 8 −6

]
e B =

[
1 −4 −1

7 0 2

]
, calcule C = A+B

Pela definição de soma de matrizes obtemos:

C =

[
3+1 5+(−4) −2+(−1)

2+7 8+0 −6+2

]
=

[
4 1 −3

9 8 −4

]

Uma matriz é dita oposta de uma matriz quando a soma destas duas matrizes tem como

resultado uma matriz nula.

A matriz oposta de A, denota-se por −A

Exemplo: Seja a matriz A =

[
3 5 −2

2 8 −6

]
, determine −A

temos que −A =

[
−3 −5 2

−2 −8 6

]
,pois:
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A+(−A) =

[
3 5 −2

2 8 −6

]
+

[
−3 −5 2

−2 −8 6

]
=

[
0 0 0

0 0 0

]

A adição de matrizes tem propriedades semelhantes a de números reais:

Sejam A, B e C ∈M (m,n), então:

• A+(B+C) = (A+B)+C Associativa da adição;

• A+B = B+A Comutativa da adição;

• A+0 = A onde 0 ∈M (m,n) Elemento Neutro da adição;

• A+(−A) = 0 Matriz oposta.

Demonstração:

(i) Fazendo A+(B+C) = Xe(A+B)+C = Y , temos:

xi j = ai j +(bi j + ci j)

Pela propriedade associativa da adição de números reais, temos que:

ai j +(bi j + ci j) = (ai j +bi j)+ ci j = yi j,

para todo i e j.

(ii) Fazendo A+B = X e B+A = Y , temos:

xi j = ai j +bi j

Pela propriedade comutativa da adição de números reais, temos que:

ai j +bi jbi j +ai j = yi j.

(iii) Impondo A+M = A, resulta:

ai j +mi j = ai j⇒ mi j = 0⇒M = 0.

Isto é, o elemento neutro é a matriz nula.

(iv) Impondo A+A′ = 0, resulta:

ai j +a′i j = 0⇒ a′i j =−ai j
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Para todo i e j, isto é a oposta da matriz A para a adição é a matriz A′, na qual cada elemento é

oposto ao seu correspondente em A.

Se A = [ai j]m×n definimos por produto de A pelo número real k, a matriz kA = [kai j]m×n

Exemplo:Calcule−3A onde A =


2 0

1 1

0 −1

.

−3


2 0

1 1

0 −1

=


−6 0

−3 −3

0 3


As seguintes propriedades se verificam para quaisquer matrizes A e B∈M (m,n) e a,b∈R.

• a(A+B) = aA+aB Distributiva de números reais em relação a adição de matrizes;

• (a+b)A = aA+bA Distributiva de Matrizes em relação a adição de números reais;

• a(bA) = (ab)A Associativa da multiplicação de Matrizes com números reias;

• 1A = A Elemento neutro da Multiplicação;

Demonstração:

(i) Sejam as matrizes A = [ai j]m×n B = [bi j]m×n e o número a, então:

a ·(A+B)= a·[(ai j+bi j)]= [a ·(ai j+bi j)]= [a·ai j+a·bi j] = [a ·ai j]+[a ·bi j] = a[·ai j]+a[·bi j] = a ·A+a ·B.

onde utilizamos a distributiva da multiplicação em relação à adição de números reais.

(ii) Sejam os reais a e b, e a matriz A = [ai j]m×n, então:

(a+b)·A=(a+b)·[ai j] = [(a+b)·ai j] = [a ·ai j+b ·ai j] = [a ·ai j]+[b ·ai j] = a ·[ai j]+b ·[ai j] = a·A+b ·A.

onde usamos a distributiva da multiplicação em relação à adição

(iii)Sejam os reais a e b, e a matriz A = [ai j]m×n, então:

a · (b ·A) = a · [(b ·ai j)] = a · (b · [ai j]) = (a ·b) · [ai j] = (a ·b) ·A.

onde usamos a propriedade associativa da multiplicação de números reais.

(iv) Seja a matriz A = [ai j]m×n, então:

1 ·A = 1 · [ai j] = [1 ·ai j] = [ai j] = A.

onde usamos a propriedade do elemento neutro da multiplicação.

Dadas as matrizes A = [ai j]m×n e B = [bi j]n×p, o produto AB de A por B, é definido como
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uma matriz C = [ci j]m×p tal que:

ci j =
n

∑
k=1

aikbk j = ai1b1 j + · · ·+ainb jn

para todo 1≤ i≤ m e para todo 1≤ j ≤ p

Exemplo: Determine o produto AB sabendo que A =


2 4

0 0

−1 3

 e B =

[
−1 1

1 −1

]


2 4

0 0

−1 3

 ·
[
−1 1

1 −1

]
=


2(−1)+4(1) 2(1)+4(−1)

0(−1)+0(1) 0(1)+0(−1)

−1((−1)+3(1) −1(1)+3(−1)

=


2 2

0 0

4 −4

 .
Observação:

A multiplicação de uma matriz A por uma matriz B só está definido se o número de co-

lunas de A for igual ao númer de linhas de B. Note que, no exemplo anterior, A ∈M (3,2) e

B ∈M (2,2), neste caso podemos efetuar a multiplicação AB mas não podemos fazer BA.

E diferente do que ocorre nos números reais a multiplicação AB = 0 não implica que A = 0

ou B = 0. Observe:

[
1 1

1 1

]
·

[
1 1

−1 −1

]
= 0.

Não há comutatividade na multiplicação de matrizes, ou seja, para duas matrizes quaisquer

A e B é falso que A ·B = B ·A.

Exemplo: Observe que as matrizes A =

[
1 0

2 3

]
e B =

[
4 5

6 0

]
não apresentam comutati-

vidade em relação a multiplicação de matrizes.

A ·B =

[
4 5

26 10

]
e

B ·A =

[
14 15

6 0

]
,

logoA ·B 6= B ·A.

Desde que as operações sejam possíveis, temos que:
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• A(B+C) = AB+AC, distributiva da multiplicação em relação à adição à esquerda;

• (A+B)C = AC+BC, distributiva da multiplicação em relação à adição à direita;

• (AB)C = A(BC), associativa da muliplicação;

• AI = IA = A, elemento neutro da multiplicação.

Demonstração:

(i) Sejam A = [ai j]m×p, B = [bi j]p×n e C = [ci j]p×ntemos que:

A(B+C) =
p

∑
k=1

aik(bk j + ck j) =
p

∑
k=1

aikbk j+aikck j =
p

∑
k=1

aikbk j +
p

∑
k=1

aikck j = AB+AC.

(ii) Sejam A = [ai j]m×p, B = [bi j]m×p e C = [ci j]p×ntemos que:

(A+B)C =
p

∑
k=1

(aik +bk j)ck j) =
p

∑
k=1

aikck j+bikck j =
p

∑
k=1

aikck j +
p

∑
k=1

bikck j = AC+BC.

(iii) Sejam A = [ai j]m×p, B = [bi j]p×q e C = [ci j]q×n temos que:

A(BC)=
p

∑
k=1

aik(BC)k j =
p

∑
k=1

aik(
q

∑
l=1

bklcl j)=
p

∑
k=1

q

∑
l=1

aik(bklcl j)=
q

∑
l=1

p

∑
k=1

(aikbkl)cl j =
q

∑
l=1

(AB)ilcl j =(AB)C

(iv) Sejam A = [ai j]n×n e In = [ii j] a matriz identidade n×n temos que:

AI =
n

∑
k=1

aikik j

mas ik j = 1 para k = j para os outros valores de k temos que ik j = 0 então:

AI =
n

∑
k=1

aikik j = ai j = A.

Se

IA =
n

∑
k=1

iikak j

mas iik = 1 para k = i para os outros valores de k temos que iik = 0 então:

IA =
n

∑
k=1

iikak j = ai j = A.

Dada a matriz A = [ai j]m×n chamamos de transposta de A, e denotamos por At , a matriz

[bi j]n×m, onde

bi j = a ji
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para todo 1≤ i≤ n e para todo 1≤ j ≤ m.

Exemplo: Se A =


−4 0

−1 2

0 3

, a matriz transposta At é dada por:


−4 0

−1 2

0 3


t

=

[
−4 −1 0

0 2 3

]

Propriedades Para toda matriz A e B temos:

• (At)t = A;

• (A+B)t = At +Bt ;

• Se k ∈ R então (kA)t = k ·At ;

• (A ·B)t = Bt ·At .

Demonstração:

(i) Seja a matriz A = [ai j]m×n então:

[At ]t = [(ai j)
t ]t = [(a ji)]

t = ai j = A.

(ii) (A+B)t = (ai j +bi j)
t = (a ji +b ji) = [ai j]

t +[bi j]
t = At +Bt

(iii) (kA)t = [kai j]
t = k[ai j]

t = kA

(iv) (AB)t = (AB) ji =
p

∑
k=1

a jkbki =
p

∑
k=1

(ak j)
t(bik)

t =
p

∑
k=1

(bik)
t(ak j)

t = BtAt

Uma matriz quadrada A é chamada simétrica. se At = A

Exemplo:

A =


2 −1 3

−1 1 0

3 0 5


a matriz A é simétrica

Uma matriz quadrada B é chamada de antissimétrica se Bt =−B

Exemplo

B =


0 1 −3

−1 0 2

3 −2 0





1.3 Forma Escalonada de uma Matriz 19

a matriz B é antissimétrica.

1.3 Forma Escalonada de uma Matriz

Seja A uma matriz do tipo m x n. Para cada 1 ≤ i ≤ m, denotamos por Li a i - ésima

linha de A. Definimos as transformações elementares nas linhas da matriz A como segue:

• Permutação das linhas Li e Lt , indicada por Li↔ Lt ;

• Substituição de uma linha Li pela adição desta mesma linha com outra linha Lt multipli-

cada por um valor real k, indicado por Li→ Li + kLt ;

• Multiplicação de uma linha Li por um número real k não nulo, indicado por Li→ k ·Li.

Exemplo:Vamos efetuar algumas transformações elementares nas linhas da matriz A=


2 5 −2 1

7 1 4 0

0 −1 8 3




2 5 −2 1

7 1 4 0

0 −1 8 3

L2↔ L3


2 5 −2 1

0 −1 8 3

7 1 4 0




2 5 −2 1

7 1 4 0

0 −1 8 3

L1→ 3 ·L1


6 15 −6 3

7 1 4 0

0 −1 8 3




2 5 −2 1

7 1 4 0

0 −1 8 3

L2→ L2 +2 ·L1


2 5 −2 1

11 11 0 2

0 −1 8 3


Toda transformação elementar ε nas linhas de uma matriz A de ordem m×n (ε(A)) é rever-

sivel, no sentido de que existe uma transformação ε′ tal que ε′(ε(A)) = A e ε(ε′(A)) = A, para

toda matriz A.

Duas matrizes A e B de mesma ordem são equivalentes quando B pode ser obtida através

de um número finito de transformações elementares na matriz A.

Exemplo: Vamos mostrar que as Matrizes A =


1 0

2 1

−2 3

 e B =


1 0

0 1

0 0

 são equivalentes.
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1 0

2 1

−2 3

L2→ L2−2L1


1 0

0 1

−2 3

L3→ L3 +2L1


1 0

0 1

0 3

L3→ L3−3L2


1 0

0 1

0 0

 .
Uma matriz m x n se diz na forma escalonada se for nula ou se:

1. O primeiro elemento não nulo de cada linha não nula é 1;

2. Cada coluna que contêm o primeiro elemento não nulo de alguma linha tem todos os seus

outros elementos iguais a zero;

3. Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas não nulas;

4. Se L1,L2, · · · ,Lp são linhas não nulas, e se o primeiro elemento não nulo da linha Li

ocorre na coluna Ki, então K1 < K2 < · · ·< Kp.

Exemplo: Essas matrizes estão na forma escalonada.
0 1 2 0 1

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

 ,


1 2 0

0 0 1

0 0 0

 ,


1 0 0 2

0 1 0 0

0 0 1 0

 .
Enquanto que as matrizes 

1 0 0 0

0 1 3 0

0 0 1 0

 ,


0 3 1

1 0 −2

0 0 0

 .
não estão na forma escalonada a primeira não satisfaz a condição 3 e a segunda não satisfaz as

condições 2 e 4.

Toda matriz A =
[
ai j
]

pode ser transformada na forma escalonada através de operações ele-

mentares e definimos o posto de uma matriz A como o número de linhas não nulas de sua forma

escalonada.

1.4 Determinação da Inversa de uma Matriz

Uma matriz A = [ai j]n é invertível se, e somente se, existe uma matriz B = [bi j]n, tal

que A ·B = B ·A = In. Seja A = [ai j]n uma matriz invertível e se B é uma matriz na forma escalo-
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nada equivalente a A então B = In. E ainda temos que as mesmas sequências de transformações

elementares aplicadas em A para gerar B, se forem aplicadas na In gera A−1.

Exemplo: Seja A =


1 0 2

2 −1 3

4 1 8

 uma matriz invertível vamos determinar a A−1.

[A|I3] =


1 0 2

2 −1 3

4 1 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 L2→ L2−2L1

L3→ L3−4L1


1 0 2

0 −1 −1

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−2 1 0

−4 0 1

 ,

L2→−L2


1 0 2

0 1 1

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

2 −1 0

−4 0 1

L3→ L3−L2


1 0 2

0 1 1

0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

2 −1 0

−6 1 1

 ,

L3→−L3


1 0 2

0 1 1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

2 −1 0

6 −1 −1

 L1→ L1−2L3

L2→ L2−L3


1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−11 2 2

−4 0 1

6 −1 −1

 .

Portanto,

A−1 =


−11 2 2

−4 0 1

6 −1 −1

 .
Observamos que se efetuarmos estas operações a uma matriz não invertível, então não con-

seguiremos encontrar a matriz Identidade.

Proposição:

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n:

i) Se A é invertível, então A−1 também é invertível e (A−1)−1 = A.

Demonstração: Se uma matriz B é a inversa de A−1 então:

A−1B = BA−1 = I

Como A−1 é a inversa de A temos que:

AA−1 = A−1A = I,

como a inversa é única temos que B = A, ou seja, (A−1)−1 = A.

ii) Se A e B são invertível, então A ·B também será invertível e (A ·B)−1 = B−1 ·A−1.

Demonstração: Temos que mostrar que (AB)(B−1A−1) = (B−1A−1)(AB) = I
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AB ·B−1A−1 = AIA−1 = AA−1 = I,

B−1A−1 ·AB = B−1IB = B−1B = I.

Para se verificar se uma matriz A = [ai j]n é invertível ou não, é comum utilizar-se do cha-

mado determinante, o qual veremos na próxima seção.

1.5 Determinantes

Toda matriz quadrada tem associado a ela um número chamado de determinante da

matriz, obtido por meio de operações que envolvem todos os elementos da matriz.

Escrevemos o determinante de uma matriz por:

detA, |A| ou det[ai j].

Se n = 1, então a matriz A = [ai j]n é dada por a = a11. Neste caso detA = a, vamos supor

agora que n > 1 e que detB esteja definido para todas as matrizes B = [bi j]m, com m < n e

A = [ai j]n. Para cada (i, j), define-se a matriz Ai j formada a partir de A retirando-se a sua

i-ésima linha e j-ésima coluna. Assim Ai j = [ai j]n−1 e detAi j está definido.

Definimos então que o determinante de A como sendo:

detA =
n

∑
j=1

(−1) j+iai j ·detAi j,

onde i é uma linha fixa, ou

detA =
n

∑
i=1

(−1)i+ jai j ·detAi j,

onde j é uma coluna fixa.

Observamos que, em geral, para fazer o cálculo do determinante de uma matriz o melhor é

escolher linha, ou coluna, com maior número possível de zeros.

Determinantes de Matriz Quadradas de Ordem 2

Se A = [ai j]2 temos que:
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det[ai j]2 =
2

∑
j=1

(−1) j+i ai j ·detAi j

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣= a11a22−a12a21

então detA = a11a22− a12a21. O que pode ser obtido multiplicando os elementos da diagonal

principal e subtraindo a multiplicação dos elementos da diagonal secundária.

Exemplo: Calcule o determinante da matriz A =

[
2 −2

3 4

]
.∣∣∣∣∣ 2 −2

3 4

∣∣∣∣∣= 2 ·4− (3 · (−2)) = 20.

Determinantes de Matriz Quadradas de Ordem 3

Se A = [ai j]3 temos que:

det[ai j]3 =
3

∑
j=1

(−1) j+iai j ·Ai j

Logo:∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣= a11(a22a33)−a11(a23a32)−a12(a21a33)+a12(a23a31)+a13(a21a32)−a13(a22a31)

Podemos obter esses seis produtos de uma forma prática, conhecida como Regra de Sarrus,

fazendo o seguinte:

• Repetimos as duas primeiras colunas à direita da matriz e efetuamos as seis multiplicações

como indicado.

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ + +

− − −

• Os produtos obtidos na direção da diagonal principal permanecem com o mesmo sinal;
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• Os produtos obtidos na direção da diagonal secundaria mudam o sinal;

• O determinante é a soma dos valores obtidos.

Exemplo: Seja A =


3 1 5

2 0 −2

−1 4 −3

, calcule o detA

Pela regra de Sarrus temos que:

detA = 3 ·0 · (−3)+5 ·2 ·4+1 · (−2) · (−1)−5 ·0 · (−1)−3 · (−2) ·4−1 ·2 · (−3) = 72

Determinante de Matrizes Quadradas de Ordem 4

Se A = [ai j]3 temos que:∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣= a11a22a33−a11a23a32−a12a21a33 +a12a23a31 +a13a21a32−a13a22a31,

que podemos escrever assim:

a11

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣−a12

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣+a13

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣ ,
ou

a11(a22a33−a32a23)−a12(a21a33−a31a23)+a13(a21a32−a31a22)

Observe que o determinante da matriz 3x3 pode ser expresso em função dos determinantes

de submatriz 2x2, isto é:

detA = a11 |A11|−a12 |A12|+a13 |A13| ,

onde Ai j é a submatriz da inicial, de onde a i-ésima linha e a j-ésima coluna foram retiradas.

Além disso se chamarmos∆i j = (−1)i+ j
∣∣Ai j
∣∣ , obtemos a expressão:

detA = a11∆11 +a12∆12 +a13∆13.

Esta propriedade continua sendo válida para matrizes de ordem n, e assim podemos expres-

sar:

det[ai j]n =
n

∑
j=1

ai j(−1)i+ j ∣∣Ai j
∣∣= n

∑
j=1

ai j∆i j = ai1∆i1 + · · ·+ain∆in.
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Assim se B = [bi j]4 então:

detB =
4

∑
j=1

bi j∆i j,

escolhendo i = 1 temos:

detB =
4

∑
j=1

b1 j∆1 j = b11∆11 +b12∆12 +b13∆13 +b14∆14

onde ∆i j são sub matrizes 3x3 que podemos usar a regra de Sarrus para calcular os determinan-

tes.

Exemplo: Vamos calcular o determinante de A =


2 0 0 1

3 1 5 −2

1 3 −1 1

0 2 0 1


Desenvolvendo segundo os elementos da 1º linha temos:

detA= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 5 −2

3 −1 1

2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 5

1 3 −1

0 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣= 2 ·(−1+0+10−4−15)−(10+6)=−20−16=−36

Propriedades dos Determinantes

Chamaremos de fila, uma linha ou coluna da matriz. As propriedades de determinantes

permite mais agilidade no cálculo de Determinantes.

1. Se todos os elementos de uma fila de uma Matriz quadrada forem iguais à zero, seu de-

terminante será nulo.

Exemplo: Calcule o determinante de A =

[
0 3

0 −2

]
e B =


4 1 2

2 3 5

0 0 0


det A = 0 · (−2)−0 ·3 = 0

det B = 4 ·3 ·0+1 ·5 ·0+2 ·2 ·0−0 ·3 ·2−0 ·5 ·4−0 ·2 ·1 = 0

2. Se os elementos correspondentes de duas filas paralelas de uma matriz quadrada forem

iguais, seu determinante será nulo.

Exemplo:Calcule os determinantes abaixo:



1.5 Determinantes 26

∣∣∣∣∣ −2 −2

3 3

∣∣∣∣∣= (−2) ·3− (−2) ·3 =−6− (−6) =−6+6 = 0.

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 3

1 2 2

−2 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣=−2 ·2 ·3+1 ·2 · (−2)+1 ·1 ·3− (−2) ·2 ·3−1 ·2 · (−2)−1 ·1 ·3 = 0.

3. Se uma matriz quadrada possui duas filas paralelas proporcionais, o determinante será

nulo.

Exemplo:Calcule os determinantes abaixo:∣∣∣∣∣ −2 3

−4 6

∣∣∣∣∣= (−2) ·6− (−4) ·3 =−12− (−12) =−12+12 = 0.

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 1 −6

1 2 3

−2 1 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣=−2 ·2 ·(−6)+1 ·3 ·(−2)+1 ·1 ·(−6)−(−2)·2 ·(−6)−1 ·1 ·(−6)−1 ·3 ·(−2)= 0.

4. Se todos elementos de uma fila de uma matriz quadrada forem multiplicados por um nú-

mero real a, então seu determinante ficará também multiplicado por a.

Exemplo: Observe que ∣∣∣∣∣ 7 3

3 4

∣∣∣∣∣= 7 ·4−3 ·3 = 28−9 = 19.

multiplicando a segunda coluna por 2, temos∣∣∣∣∣ 7 2 ·3
3 2 ·4

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ 7 6

3 8

∣∣∣∣∣= 7 ·8−3 ·6 = 56−18 = 38.

5. Se uma matriz quadrada de ordem n é multiplicada por um número real a, o seu determi-

nante fica multiplicado por an.

Exemplo: Dada a matriz


1 6 2

1 7 3

5 0 4

, seu determinante é

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 6 2

1 7 3

5 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣= 1 ·7 ·4+6 ·3 ·5+2 ·1 ·0−2 ·7 ·5−1 ·3 ·0−6 ·1 ·4 = 118−94 = 24.
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Agora, multiplicando todos os elementos por 2, o determinante é dado por:∣∣∣∣∣∣∣∣
2 ·1 2 ·6 2 ·2
2 ·1 2 ·7 2 ·3
2 ·5 2 ·0 2 ·4

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣∣

2 12 4

2 14 6

10 0 8

∣∣∣∣∣∣∣∣= 192.

Mas 192 = 8 ·24 = 23 ·24

6. O determinante de uma matriz quadrada é igual ao determinante de sua transposta, ou

seja, det A = det At .

Exemplo:Observe∣∣∣∣∣ 3 6

−4 10

∣∣∣∣∣= 3 ·10− (−4) ·6 = 30+24 = 54 e∣∣∣∣∣ 3 −4

6 10

∣∣∣∣∣= 3 ·10−6 · (−4) = 30+24 = 54.

7. Se trocarmos de posição duas filas paralelas de uma matriz quadrada o determinante da

nova matriz obtida é o oposto do determinante da matriz original.

Exemplo: Observe que∣∣∣∣∣∣∣∣
1 6 2

1 7 3

5 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣= 1 ·7 ·4+6 ·3 ·5+2 ·1 ·0−2 ·7 ·5−1 ·3 ·0−6 ·1 ·4 = 118−94 = 24.

Agora trocando a linha 1 com a linha 2 obtemos:∣∣∣∣∣∣∣∣
1 7 3

1 6 2

5 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣= 1 ·6 ·4+7 ·2 ·5+3 ·1 ·0−5 ·6 ·7−0 ·2 ·1−4 ·1 ·7 = 94−118 =−24.

8. O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos da sua diago-

nal principal.

Exemplo: Seja a matriz A =


3 1 2

0 −10 1

0 0 5

, a qual é triangular superior, então

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 2

0 −10 1

0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣= 3 ·(−10) ·5+1 ·1 ·0+2 ·0 ·0−2 ·(−10) ·0−3 ·1 ·0−1 ·0 ·5 =

−150 = 3 · (−10) ·5.
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9. Sendo A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem e A ·B a matriz produto, então:

det (A ·B) = (det A) · (det B).

Exemplo: Sejam A =

[
2 3

0 −5

]
e B =

[
1 2

3 4

]
, vamos verificar que det (A · B) =

(det A) · (det B). Sabemos que A ·B =

[
11 16

−15 −20

]
,

logo

det (A ·B) = 11 · (−20)−16 · (−15) = 20

e

det A = 2 · (−5)−0 ·3 =−10

e

det B = 1 ·4−3 ·2 =−2

então:

(det A) · (det B) = (−10) · (−2) = 20 = det (A ·B)

10. Seja A uma matriz quadrada invertível, então det A 6= 0, seja A−1 sua inversa, assim

det (A−1) =
1

det A
.

Exemplo: Dada A =

[
4 −1

2 0

]
, a matriz inversa A−1 é dada por A−1 =

[
0 1

2

−1 2

]
,

observe que:∣∣∣∣∣ 4 −1

2 0

∣∣∣∣∣= 4 ·0−2 · (−1) = 2 e∣∣∣∣∣ 0 1
2

−1 2

∣∣∣∣∣= 0 ·2− (−1) · 1
2
=

1
2

Assim det (A−1) =
1

det A
.

Observação: Essa propriedade apresenta um fato importante.

Teorema:

Uma matriz A é invertível se, e somente se, det A 6= 0.

Demonstração: Temos que:

AA−1 = I⇒ det (AA−1) = det I⇒ det (A) ·det (A−1) = 1
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Logo: det A 6= 0 e assim det A−1 =
1

det A
.

11. O determinante de uma matriz quadrada não se altera quando adicionam aos elementos

de uma fila qualquer, os elementos correspondentes de outra fila paralela previamente

multiplicada por uma constante.

Exemplo:Observe que:∣∣∣∣∣∣∣∣
1 6 2

1 7 3

5 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣= 1 ·7 ·4+6 ·3 ·5+2 ·1 ·0−2 ·7 ·5−1 ·3 ·0−6 ·1 ·4 = 118−94 = 24

Agora fazendo L2→ L2−3L3 temos:∣∣∣∣∣∣∣∣
1 6 2

−14 7 −9

5 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣= 1 ·7 ·4+6 ·−9 ·5−2 ·7 ·5− (−14) ·6 ·4 = 364−340 = 24.

Assim, apresentamos o conceito de matrizes que tem aplicações em diversas áreas, como na

Física, Economia, Estatística, Psicologia etc. Com o uso de novas tecnologias, grandes quanti-

dades de informação podem ser armazenadas e manipuladas de uma forma muito rápida com o

uso de matrizes.
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2 Sistemas Lineares

Neste capítulo abordaremos conceitos de sistemas lineares, um tema abordado no en-

sino médio muito utilizado no cotidiano, veremos como classifica-los e resolve-los.

De modo geral, denomina-se equação linear toda equação que pode ser escrita na forma:

a1x1 +a2x2 +a3x3 + · · ·+anxn = b,

na qual:

• x1,x2,x3, · · · ,xn são incógnitas;

• a1,a2,a3, · · · ,an são números reais chamados de coeficientes das incógnitas;

• b é o termo independente.

Observe as seguintes equações lineares:

a) Dada a equação 3x+2y = 18, dizemos que:

• O par ordenado (4,3) é uma solução da equação, pois 3 ·4+3 ·2 = 18

• O par ordenado (6,0) é uma solução da equação, pois 3 ·6+2 ·0 = 18

• O par ordenado (5,1) não é solução da equação, pois 3 ·5+2 ·1 6= 18

b) Dada a equação 3x+ y−2z = 8, dizemos que:

• O terno ordenado (2,4,1) é uma solução da equação, pois 3 ·2+4−2 ·1 = 8;

• O terno ordenado (0,6,-1) é uma solução da equação, pois 3 ·0+6−2 · (−1) = 8

• O terno ordenado (5, -2, 3) não é uma solução da equação, pois 3 ·5+(−2)−2 ·3 6= 8
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Generalizando, dada uma equação linear:

a1x1 +a2x2 +a3x3 + · · ·+anxn = b,

dizemos que n-upla ordenada de números reais (α1,α2,α3, · · · ,αn) é solução da equação se, e

somente se:

a1α1 +a2α2 +a3α3 + · · ·+anαn = b.

Denomina-se sistema linear m× n o conjunto S de m equações lineares em n incógnitas,

que pode ser representado assim:

S =


a11x1 +a12x2 +a13x3 + · · · a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 +a23x3 + · · · a2nxn = b2
...

...
...

...
...

...

am1x1 +am2x2 +am3x3 + · · · amnxn = bm

Exemplos:

1º)

{
3x−2y = 6

x+3y = 10
é um sistema linear 2x2 nas incógnitas x e y.

2º)

{
x+4y−2z = 1

3x− y+ z = 6
é um sistema linear 2x3 nas incógnitas x,y e z.

3º)


x−2y− z = 0

2x− y− z =−1

x− y+ z = 8

é um sistema linear 3x3 nas incógnitas x,y e z.

Dizemos que (α1,α2,α3, · · · ,αn) é solução de um sistema linear quando (α1,α2,α3, · · · ,αn)

é solução de cada uma das equações do sistema, ou seja, satifaz simultaneamente todas as equa-

ções lineares do sistema.

2.1 Sistemas Lineares 2x2

Os pares ordenados de números reais que são soluções de uma equação linear com

duas incógnitas determinam uma reta. A intersecção de duas retas que representam as equações

de um sistema linear 2X2 determina sua solução, se existir.

Se as equações que determinam um sistema 2x2, forem retas concorrentes. A solução é um

único par ordenado dizemos que o sistema é possível e determinado.
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Se as equações que determinam o sistema linear 2x2, forem retas paralelas, não existe par

ordenado que seja solução do sistema, dizemos que o sistema é impossível.

Se as equações que determinam o sistema linear 2x2 forem retas coincidentes, a solução do

sistema vai ter infinitos pares ordenados, dizemos que o sistema é possível e indeterminado.

Figura 2.1: Sistema Possível e Determinado, Sistema Impossível e Sistema Possível e Indeter-
minado

Exemplos: Observe os sistemas:{
3x−2y = 4

x−4y = 2
Neste caso temos duas retas concorrentes, logo o sistema é possível e deter-

minado.{
3x+ y =−2

−6x−2y = 4
Neste caso temos duas retas parelelas, então o sistema é impossível.{

3x−2y = 4

x−4y = 2
Neste caso temos duas retas coincidentes, então o sistema é possível e inde-

terminado.

2.2 Sistemas Lineares 3x3

Considerando o sistema: 
a1x+b1y+ c1z = d1,

a2x+b2y+ c2z = d2,

a3x+b3y+ c3z = d3.

de três equações com três incógnitas. Cada equação define os planos π1,π2 e π3, respectiva-

mente. O terno ordenado (x,y,z) é solução desse sistema quando o ponto P(x,y,z) pertence a

intersecção π1∩π2∩π3, ou seja, P está simultaneamente nos três planos .

Existem oito possibilidade para as posições relativas dos três planos, π1,π2 e π3, no espaço.
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Sejam L1 = (a1,b1,c1,d1), L2 = (a2,b2,c2,d2) e L3 = (a3,b3,c3,d3), descrevemos as oito situ-

ações à seguir .

1º Os três Planos Coincidem.

Neste caso, todos os pontos P(x,y,z) de π são soluções do sistema. Há portanto infinitas

soluções para o sistema. Isso ocorre quando L1,L2 e L3 são múltiplos uns dos outros.

Figura 2.2: Planos Coincidentes

Por exemplo:


x+ y− z = 1,

2x+2y−2z = 2,

4x+4y−4z = 4.

2º Dois planos Coincidem e o terceiro é Paralelo a eles.

Neste caso, o sistema é impossível, não possui solução. Isso ocorre quando L2 é múltiplo de

L1 mas L3 não é múltiplo L1, ou seja (a1,b1,c1),(a2,b2,c2) e (a3,b3,c3) são múltiplos e d1 e d2

são múltiplos, mas d1 e d3 não são múltiplos.

Figura 2.3: Dois Planos Coincidentes e um terceiro Paralelo a eles.

Por exemplo:


x+ y− z = 1,

2x+2y−2z = 2,

4x+4y−4z = 7.
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3º Dois Planos Coincidentes e o terceiro os intersecta segundo uma reta.

Neste caso, todos os pontos P(x,y,z) da reta são soluções. Há, portanto, infinitas soluções.

O sistema é possível e indeterminado. Isso ocorre pois L2 é múltiplo de L1 mas L3 não é múlti-

plo de L1 nem os coeficientes.

Figura 2.4: Dois Planos Coincidentes e um terceiro intersecta eles.

Por exemplo:


x+ y− z = 1,

2x+2y−2z = 2,

4x+4y− z = 4.

4º Os planos são paralelos dois a dois.

Neste caso, o sistema não possui solução, sistema impossível. Isso ocorre quando as os

coeficientes são múltiplos dois a dois, porém L1,L2 e, L3 não são múltiplos uns dos outros.

Figura 2.5: Planos Paralelos dois a dois.

Por exemplo:


x+ y− z = 1,

2x+2y−2z = 3,

4x+4y−4z = 7.

5º Dois Planos são Paralelos e o outro os intersecta segundo Retas Paralelas.

Neste caso, o sistema não tem solução pois se π1 //π2 temos que π1 ∩ π2 = /0 logo π1 ∩
π2∩π3 = /0. Portanto o sistema não tem solução. Isso ocorre quando os coeficientes da segunda
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equação são múltiplos dos coeficientes da primeira equação mas L2 não é múltiplo de L1. Além

disso, os coeficientes da terceira equação não são múltiplos dos coeficientes da primeira equa-

ção.

Figura 2.6: Dois planos paralelos e um Transversal.

Por exemplo:


x+ y− z = 1,

2x+2y−2z = 3,

4x+4y− z = 4.

6º Os três Planos são Distintos e Têm uma Reta em Comum.

Neste Caso, temos que π1∩π2∩π3 = r onde r é uma reta, assim todos os pontos P(x,y,z)

da reta r são soluções. Há portanto, infinitas soluções.Isso ocorre quando os coeficientes das

equações não são múltiplos um do outro e L3 pode ser escrito como uma combinação linear de

L1 e L2.

Figura 2.7: Três Planos Distintos com uma Reta em comum.
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Por exemplo:


x+ y− z = 1,

2x− y+ z = 5,

4x+ y+3z = 7.

7º Os três Planos se intersectam, dois a dois, segundo retas paralelas uma as outras.

Neste caso, o sistema é impossível, Isso ocorre quando os coeficientes das equações não

são múltiplas uma da outra e ainda os coeficientes de uma equação é uma combinação linear

das outras duas e L3 não é combinação linear de L1 e L2.

Figura 2.8: Três Planos se intersectam Dois a Dois.

Por exemplo:


x+ y−3z = 1,

5x+2y+ z = 2,

9x+3y+5z = 5.

8º Os Três Planos Têm um único Ponto em comum.

Neste caso, o sistema é possível e determinado. Isso ocorre quando nenhum dos coeficien-

tes das equações são combinações lineares dos coeficientes das outras duas equações.

Por exemplo:


x+2y−3z = 4,

2x+3y+4z = 5,

4x+7y− z = 13.
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Figura 2.9: Três Planos se intersectam em um Ponto.

2.3 Representação Matricial

Um sistema Linear m×n:

S =


a11x1 +a12x2 + · · ·+a1nxn = b1,

a21x1 +a22x2 + · · ·+a2nxn = b2,
...

...
...

...
...

am1x1 +am2x2 + · · ·+amnxn = bm.

pode ser reescrito da seguinte forma AX = B, assim classificamos a matriz [A|B] como matriz

ampliada do sistema linear. Temos que:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...

am1 am2 · · · amn

 ,B =


b1

b2
...

bm

 e X =


x1

x2
...

xn

 .

A matriz formada pelos coeficientes do sistema linear é chamada de matriz associada do

sistema linear.

A matriz formada pelos coeficientes do sistema linear com a última coluna sendo os termos

independentes do sistema é chamada de matriz associada completa do sistema linear, escreve-

mos [A|B].
Um método bem eficaz de se resolver um sistema linear é o método do escalonamento. Este

consiste em tornar a matriz associada completa do sistema linear na forma escalonada.
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Exemplo: Resolva o sistema linear
−x−2y− z = 1 = 2,

2x+5y+4z =−2,

3x+2y+ z = 3

temos que a matriz associada ampliada é dada por:
−1 −2 −1

... 1

2 4 5
... −2

3 2 1
... 3

 L2↔ L2 +2L1

L3↔ L3 +3L1


1 −2 −1

... 1

0 1 2
... 0

0 −4 −2
... 6

 L1↔ L1 +2L2

L3↔ L3 +4L2
−1 0 3

... 1

0 1 2
... 0

0 0 6
... 6

 L3↔ 1
3L3

L1↔−L1


1 0 −3

... −1

0 1 2
... 0

0 0 1
... 1

 L1↔ L1 +3L3

L2↔ L2−2L3
1 0 0

... 2

0 1 0
... −2

0 0 1
... 1

. Portanto a solução é dada por x = 2,y =−2 e z = 1.

Sejam PAB o posto da matriz ampliada e PA o posto da matriz A então:

i) O sistema é possível se, e somente se, PAB = PA;

ii) O sistema é possível e determinado se, e somente se, PAB = PA = n;

iii) O sistema é possível e indeterminado se, e somente se, PAB = PA < n onde n−PA é o

número de incógnitas livres.

Ou seja, incógnitas que podem assumir qualquer valor real.

Exemplo: Resolva o sistema linear:
x+2y−2z+3w = 2

2x+4y−3z+4w = 5

5x+10y−8z+11w = 12

Para resolver esse sistema linear escreveremos a matriz ampliada do sistema linear e em

seguida a escalonamos.

[A|B] =


1 2 −2 3

... 2

2 4 −3 4
... 5

5 10 −8 11
... 12

 L2↔ L2−2L1

L3↔ L3−5L1


1 2 −2 3

... 2

0 0 1 −2
... 1

0 0 2 −4
... 2
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L1↔ L1 +2L2

L3↔ L3−2L2


1 2 0 −1

... 2

0 0 1 −2
... 1

0 0 2 −4
... 2

 .
Como PAB = PA = 2 < 4(n número de incógnitas) temos que o sistema linear é possível

e indeterminado. Existem então duas incógnitas livres, digamos y e w as quais podemos atribuir

qualquer valor real a e b.

Portanto as soluções do sistema são os elementos do conjunto S.

S = {(4−2a+b,a,1+2b,b),a,b ∈ R} .
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3 Problema das Luzes Apagadas

Neste capítulo abordaremos uma aplicação de matrizes e sistemas lineares que consiste em

resolver o problema das luzes apagadas, no qual, também aplicaremos o conceito de Z2 (con-

junto dos restos da divisão por 2).

“Lights Out” é um famoso jogo da década de 90, o qual consiste de 25 teclas iluminadas e

arranjadas na forma de uma matriz 5x5.

Figura 3.1: Jogo Light Out

Nesse jogo, ao apertar uma tecla ,essa tecla e aquelas que estão diretamente a direita, a

esquerda, acima e abaixo tem seu estado alternado como mostra a figura:

Figura 3.2: Estado inicial
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Figura 3.3: Teclas 8 e 11 apertadas

O jogo começa com algumas luzes acessas e algumas apagadas, o objetivo é apagar to-

das as luzes, para que, possamos apagar todas as luzes utilizamos matrizes, sistemas lineares e

Z2.

3.1 O conjunto dos restos da divisão por 2

Como para cada n ∈ Z existem exatamente n restos possíveis 0,1,2, · · · ,n− 1, deno-

tamos por Zn = 0,1,2, · · · ,n−1, o conjunto dos restos da divisão por n. Assim o conjunto dos

restos da divisão por 2 é denotado por Z2 = 0,1

No conjunto dos Z2, definimos as seguintes operações:

Adição:

0+0=0,

0+1=1,

1+0=1,

1+1=0.

Multiplicação:

0.0=0,

0.1=0,

1.0=0,

1.1=1.

Essas operações estão bem definidas pois é fechada, utlizamos elementos de Z2 para efetuarmos

as operações e encontramos elementos de Z2.



3.2 Modelando o Problema das Luzes Apagadas 42

3.2 Modelando o Problema das Luzes Apagadas

Começando o jogo com uma determinada configuração por exemplo:

Figura 3.4: Estado Inicial do Jogo.

Observamos que nenhuma tecla precisa ser apertada mais do que uma vez, pois quando

apertamos uma quantidade par de vezes a tecla retorna ao estado inicial e quando apertamos um

número ímpar de vezes a tecla fica no mesmo estado de quando apertamos uma vez.

Ou seja, o estado final de uma tecla depende de quantas vezes ela e as teclas diretamente a

direita, esquerda, acima e abaixo foram apertadas, sem importar a ordem.

Atribuindo 1 para o estado acesso da tecla, e 0 para o estado apagado da tecla temos que o

estado inicial dado acima, pode ser representado pelo vetor b ∈ (Z2)
25:

b = (b1,b2, · · · ,b25)
t ,

b = (1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1)t .

Começando com todas as luzes apagadas e formos apertando as teclas chegaremos num

estado que tem solução, ou seja se apertamos as mesmas teclas conseguiremos apagar todas as

luzes.

Um estado é obtido quando apertamos uma determinada sequência de teclas a qual denota-

remos por:

x = (x1,x2,x3, · · · ,x25)
t ,

Exemplo:

x = (1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0)t

Seja o sistema obtido, quando apretamos cada uma das 25 teclas do jogo:
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Figura 3.5: Estado Inicial Figura 3.6: Sequência x apertada



t1 = x1 + x2 + x6

t2 = x1 + x2 + x3 + x6

t3 = x2 + x3 + x4 + x8
...

...

t12 = x7 + x11 + x12 + x13 + x17
...

...

t24 = x19 + x23 + x24 + x25

t25 = x20 + x24 + x25

Podemos escrever o sistema Linear acima na forma matricial Ax = T com T ∈ (Z2)
25 e

A25x25, com:

A25x25 =



B I 0 0 0

I B I 0 0

0 I B I 0

0 0 I B I

0 0 0 I B


, onde B =



1 1 0 0 0

1 1 1 0 0

0 1 1 1 0

0 0 1 1 1

0 0 0 1 1


e I =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


.

Assim:
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A =



1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1



.

Assim para determinar a solução de um estado b, devemos encontrar uma estratégia x, tal

que.

Ax+b = 0.

Como b ∈ (Z2)
25 temos que b+b = 0, então resolvemos o sistema:

Ax = b.

Um estado b pode ser resolvido se, e somente se, b pertence ao espaço coluna de A (b ∈
col(A)).
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Como A é simétrica temos que o espaço coluna de A (col(A)) é igual ao espaço linha de A

(row(A)). Mas o espaço linha de A é o complemento ortogonal do espaço nulo de A (Ker(A)).

Sendo E a forma escalonada de A temos que:

E =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

Assim Ker(A) = Ker(E) e Posto(A) = 23, logo a dim(Ker(A)) = 2. As variáveis livres es-

tão nas duas ultimas colunas da matriz E, ou seja, col(A) = row(A) é gerado pelas 23 primeiras

linhas.

O col(A) é formado pelos vetores ortogonais aos vetores da base do espaço nulo de A, e

como as duas últimas colunas são dadas por:
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(0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,0,0)t ,

(1,0,1,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,0,0)t ,

temos que a base do espaço nulo de A é dada pelos vetores:

~n1 = (0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0)t ,

~n2 = (1,0,1,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,0,1)t .

Logo Ax = b é possível, se e somente, se b é ortogonal a n1 e n2. Se b é ortogonal a ~n1 e

~n2 temos que b ∈ col(A). Assim Ax = b tem solução, utilizaremos o método da eliminação de

Gauss para resolver o sistema.

O Método da eliminação de Gauss-Jordan é um método de escalonamento que consiste em

aplicar operações elementares à matriz aumentada do sistema, até que ela fique na forma esca-

lonada reduzida.

3.3 Como Resolver Utilizando o Scilab

Para resolver esse sistema fizemos uma modificação no algortimo da eliminação de

Gauss, fazendo todas as operações terem como resultados um elemento de Z2.

Algoritmo da eliminação de Gauss.

Seja aii 6= 0, i = 1,2, · · · ,n.
então xn =

bn
ann

Para j = n−1,n−2, · · · ,2,1

x j =

b j−
n

∑
k= j+1

a jkxk

a j j
.

Para resolver o problema das luzes apagadas implementamos o algoritmo acima modifi-

cado no Scilab.

O Scilab é um software livre e de código aberto distribuido gratuitamente via internet

(www.scilab.org) desde de 1994, voltado para computação numérica semelhante ao Matlab.

O Scilab inclui centenas de funções matemáticas e a possibilidade de se incluir novas , graças a

interatividade com programas de variadas linguagens (C, C++, Fortran etc).

O programa no Scilab:
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Figura 3.7: Script implementado no Scilab

O programa escreve a matriz A do problema a luzes apagadas, recebe do usuário o estado

inicial do jogo, escreve as bases do espaço nulo ~n1 e ~n2, verifica a condição de solução no con-

junto dos Z2, em seguida aplica-se o algoritmo da eliminação de Gauss no Z2 e assim escreve a

solução do Problema das Luzes Apagadas indicando que teclas devem ser apertadas.
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Exemplo: Seja o estado inicial do jogo:

Figura 3.8: Condição Inicial todas as luzes acessas.

Utilizando o programa encontramos a seguinte solução:



0 1 1 0 1

0 1 1 1 0

0 0 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 0 0 0


.

Vejamos o que acontece quando seguimos essa sequencia:

Pela sequência que obtivemos devemos aperta as seguintes teclas:

A tecla 2 o jogo vai ficar da seguinte forma:

Figura 3.9: Tecla 2 apertada.

A tecla 3 o jogo agora têm a seguinte configuração:

Figura 3.10: Tecla 3 apertada.

A tecla 5 o jogo agora têm a seguinte configuração:
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Figura 3.11: Tecla 5 apertada.

A tecla 7 o jogo agora têm a seguinte configuração:

Figura 3.12: Tecla 7 apertada

A tecla 8 o jogo agora têm a seguinte configuração:

Figura 3.13: Tecla 8 apertada

A tecla 9 o jogo agora têm a seguinte configuração:

Figura 3.14: Tecla 9 apertada

A tecla 13 o jogo agora têm a seguinte configuração:
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Figura 3.15: Tecla 13 apertada

A tecla 14 o jogo agora têm a seguinte configuração:

Figura 3.16: Tecla 14 apertada

A tecla 15 o jogo agora têm a seguinte configuração:

Figura 3.17: Tecla 15 apertada

A tecla 16 o jogo agora têm a seguinte configuração:

Figura 3.18: Tecla 16 apertada

A tecla 17 o jogo agora têm a seguinte configuração:
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Figura 3.19: Tecla 17 apertada

A tecla 19 o jogo agora têm a seguinte configuração:

Figura 3.20: Tecla 19 apertada

A tecla 20 o jogo agora têm a seguinte configuração:

Figura 3.21: Tecla 20 apertada

A tecla 21 o jogo agora têm a seguinte configuração:

Figura 3.22: Tecla 21 apertada

A tecla 22 o jogo agora têm a seguinte configuração:
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Figura 3.23: Tecla 22 apertada

De fato, conseguimos apagar todas as luzes, lembrando que podemos apertas as teclas em

qualquer ordem, mesmo assim iremos apagar todas as luzes.
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Considerações Finais

Começamos tratando de assuntos do ensino médio que são de fundamental importância

para o estudante que vai estudar Álgebra Linear,uma das áreas de maior importância em ci-

ências exatas, por resolver diversos problemas, como vimos no último capítulo deste trabalho,

podendo nos auxiliar até mesmo na resolução de um jogo de ”luzes piscantes”.

No ensino médio é muito importante que o conceito matemático seja construído junto com

o estudante raciocinando, lembrando conceitos anteriores e descobrindo novos, para que ele

consiga fazer conexões entre os assuntos. E assim absorve muito mais conhecimento e prática

matemática.

E com certeza essa prática será bem mais prazerosa e satisfatória se usarmos os conceitos

matemáticos num uso computacional afim de resolver um problema prático, neste trabalho utili-

zamos o software Scilab tão quase poderoso quanto MATLAB, MATHEMATICA, entre outros

do gênero numérico, mas com a seguinte vantagem, de ser um software livre, então temos uma

excelente ferramenta de auxílio no ensino de matrizes, geometria analítica, gráficos em geral.

Assim como existem outras ferramanetas tecnologicas para auxiliar no desenvolvimento de ou-

tros conteúdos, o uso da tecnologia pode ajudar muito no ensino da Matemática.
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