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Resumo

Este trabalho trata essencialmente do Cubo de Rubik: Criacao, Movimen-
tos, Formato e Método de Resolucao. Na abordagem desse tema, constata-se
a predominancia de um tratamento algébrico. Para tal, definimos algumas
estruturas algébricas, entre elas Grupos. E com isso trabalharemos o Cubo
de Rubik em um grupo para concluirmos que nem todas as configuracoes sao

validas.

Palavras-chave: Cubo de Rubik, Grupo, Configuragoes Validas.



Abstract

This paper mainly deals with the Rubik Cube: Creation, Movements, For-
mat and Method. In addressing this issue, there has been a predominance
of an algebraic treatment. To do this, we define some algebraic structures,
including groups. And with that work the Rubik’s Cube in a group to con-

clude that not all settings are valid.

Keywords: Rubik’s Cube, Group, Valid Settings.
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Introducao

A maioria das pessoas tem ou ja viu alguém com um Cubo de Rubik.
Assim, semelhante a mim, nao conseguiram resolver totalmente o cubo. Com
isso, trouxe esta curiosidade de trabalhé-lo e resolver alguns questionamentos:
quantas posicoes tem o cubo? Existe algum método de resolver?

A tnica vez que montei o cubo por completo, foi quando usei a forca
fisica em vez da intelectual. E pude observar alguns aspectos da estrutura
dele que serao apresentados ao longo desse trabalho.

O Cubo de Rubik é considerado algo dificil de ser resolvido desde sua
invengao. O criador deste objeto é Erno Rubik. Por ser adaptado como brin-
quedo as criancas e jovens, o Cubo ¢ o brinquedo mais vendido mundialmente,
com cerca de 350 milhoes de unidades desde sua existéncia.

O “brinquedo”é muito estudado no campo da inteligéncia artificial, pois
almeja encontrar uma definitiva solugao de montagem ao Cubo, ou até mesmo,
a formulacao de técnicas e meios que auxiliem em sua adequada construcao.
E assim, indagando as mentes mais pensantes em desvendar tal mistério.

Sao varias possibilidades de solucao do Cubo de Rubik 3 x 3 x 3, e isso
faz com que o estudo torne muito mais interessante, porque para soluciona-lo
devem-se explorar intiimeras situagoes.

De forma que todas as possibilidades do Cubo de Rubik sejam resolvidas,

diversas técnicas foram aplicadas, tal que, o processo se tornasse efetivo
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em tempo redutivo (diminuindo formas, excluindo formas repetidas, formas
simétricas etc). O Cubo de Rubik foi submetido as mais diversas maneiras de
construcao desde a sua criacao, sendo assim, houve o surgimento de imensas
possibilidades ocasionando formas de resolvé-lo.

Atualmente é possivel tentar resolver o Cubo de Rubik através do Cubo
Magico 3D, ou outros aplicativos para celular, ou para outro aparelho eletronico,
o que é atrativo para estudar.

No Capitulo 1 descrevemos uma revisao sobre Funcao, Grupos, Subgru-
pos, Geradores e Homomorfismo de Grupo. Mostramos alguns Grupos espe-
ciais e falamos sobre o Sinal do Homomorfismo e Grupo Alternado.

No Capitulo 2 apresentamos o Cubo de Rubik mostrando sua estrutura,
movimentos e modelos semelhantes. Além disso, também descrevemos um
método para resolve-lo. Por fim descrevemos o Cubo de Rubik como um
grupo, desenvolvendo resultados a cerca de suas propriedades e concluirmos
que nem todas as configuracoes sao validas.

Este trabalho foi desenvolvido baseado-se predominantemente em [5].
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Capitulo 1

Neste capitulo iremos, inicialmente, apresentar alguns conceitos sobre
funcoes e posteriormente sobre Teoria de Grupos, conceitos esses que serao
utilizados no estudo do Cubo de Rubik. Para melhor compreensao das de-

finigoes e propriedades serao feitos exemplos ao longo do texto.

1.1 Funcoes

Para entender corretamente o Cubo de Rubik, precisamos falar primeiro

sobre algumas propriedades de fungoes.

Definicao 1 A funcao f de dominio D e contra-dominio R é uma regra que
atribui a cada elemento x € D um tunico elemento y € R, onde f(x) = y.

Dizemos que y € a imagem de x e que x € imagem inversa de y.

Note que um elemento em D tem exatamente uma imagem, mas em R

pode ter 0,1, ou mais de uma imagem inversa.

Exemplo 1 Considere a fungio f : R — R dada por f(x) = 2*. Se x €

qualquer niimero real, a sua imagem € o nimero real 2. Por outro lado, se

y € um mimero real positivo, temos duas imagens inversas \/y e —/y. O
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numero real 0 tem uma unica imagem tnversa, a saber o numero 0; e numeros

negativos nao tem imagem 1nversa.

Podemos classificar as fungoes em termos de propriedades que relacionam
o dominio, contradominio e sua lei de associacao: funcoes injetoras, sobre-
jetoras e bijetoras. Considere primeiramente a definicao de injetividade da

funcao.

Definicao 2 Dizemos que f € uma funcao injetora, se dois elementos dife-
rentes quaisquer de D tém imagens diferentes. Em outras palavras, se para

quaisquer x1, T € D, tais que x1 # x4, valer f(x1) # f(xq).

Notemos que a contrapositiva da definicao anterior é: Se x1,25 € D e
f(z1) = f(z2), entdo x; = x9. Normalmente usa-se essa contrapositiva, que
é equivalente a definicao, para verificar se f é injetora ou nao.

A propriedade de injetividade garante que, se houver imagem inversa de

um elemento, ela é inica. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2 Considere a fungao f: 7 — R definida por f(x) =z + 2. Esta
funcao € injetora, pois se x1 # To, entdo x1 + 2 # o+ 2. Sey € R € um
numero inteiro, entao ele tem uma unica imagem inversa. F se y € R nao é

um numero inteiro, entao ele nao tem nenhuma imagem inversa.

Exemplo 3 A funcdo f : Z — 7 definida por f(x) = 2* ndo € injetora, pois

f(1) = f(=1), mas 1 # —1. O numero 1 tem duas imagens inversas, 1 e —1.
Vejamos agora a definicao de funcao sobrejetora.

Definicao 3 Uma funcdo f : D — R é chamada sobrejetora se para cada
y € R, existe x € D tal que f(x) = y. Equivalentemente, cada elemento de

R tem pelo menos uma imagem inversa.
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Exemplo 4 A funcao f : 7Z — R definida por f(x) = x ndo € sobrejetora,
Pois numeros nao inteiros nao tém imagens inversas. No entanto, a func¢ao

f:Z — Z definida por f(x) = x € sobrejetora.

Exemplo 5 A fungdo [ :7Z — Z definida por f(x) = 2% nao é sobrejetora,

pois nao existe x € 7 tal que f(x) = 2.

Agora, vejamos uma definicao que une as duas propriedades: injetividade

e sobrejetividade.

Definicao 4 Uma funcao f : D — R é chamada de bijetora, se é injetora
e sobrejetora. Fquivalentemente, cada elemento de R tem exatamente uma

magem inversa.
Exemplo 6 A funcao f:7Z — Z definida por f(x) = x + 1 € bijetora.

Exemplo 7 Se S € qualquer conjunto numérico, entao podemos definir uma
fungio f S — S por f(x) = x para todo x € S. A fun¢ao é chamada de

funcao identidade, e € bijetora.

Podemos também considerar uma operacao bem definida entre duas fungoes

com restri¢coes nos dominios e contradominios: a operagao composicao.

Definicao 5 Sejam f : S — Sy e g : So — S5 duas funcgoes. Chama-se
composta de f e g a fungdo (indicada por go f) de Sy em S3 definida da
sequinte maneira: (go f)(x) = g(f(z)) para todo x € S;.

1.2 Grupos

Nesta secao vamos mostrar alguns aspectos da Teoria de Grupos, mas
especificamente a estrutura de grupo simétrico e alguns resultados sobre esse

grupo para estabelecer uma estrutura para as simetrias do Cubo de Rubik.
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Definigao 6 Um grupo (G, *) € constituido por um conjunto nao vazio G e

uma operacao * de tal modo que:
1. * é associativa. Isto é, para quaisquer a,b,c € G, a*(bxc) = (axb)*c.

Exemplo 8 A adicdo e multiplicacdo sao associativas. A subtracao nao é

associativa, pois a — (b—c) # (a —b) —c.

2. Ha um “elemento identidade”. Isto é, existe e € G que satisfaz

g=exg=gx*epara todos g € G.

Exemplo 9 Para (Z,+),0 é um elemento de identidade, pois g = 0+ g =
g+ 0 para todo g € Z. Para (R,-),1 € um elemento de identidade, pois
g=1.9=g.1 para todo g € R.

3. Existéncia do elemento inverso. Isto é, para qualquer g € G, existe

um elemento h € G tal que g * h = h * g = e. Indiquemos ¢’ = h.
Exemplo 10 Para (Z,+), o inverso den € Z é —n, pois n+(—n) = (—n)+

n = 0. Para (R, -), nem todos os elementos possui inversos, isto €, 0 nao tem

. o1 . , 1
inverso. No entanto, se x # 0, entao — € o inverso do x pois v.— = —.x = 1.
T r T

Definicao 7 Se o grupo € comutativo entao ele é chamado grupo abeliano.

Ou seja, se a,b € G entao a*xb="bxa.

Vejamos agora dois lemas que caracterizam a unicidade do elemento neu-

tro e do elemento inverso.

Lema 1 Um grupo tem exatamente um elemento identidade.
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Demonstracao: Seja (G, *) um grupo, suponhamos e; e ey elementos
identidades de G (sabemos que G tem pelo menos um elemento identidade,
pela defini¢ao de grupo). Entao, e; x e; = e; deste e; é um elemento identi-
dade, por outro lado, e;xes = e deste e; € um elemento identidade. Portanto,

€1 = ey, pois ambos sao iguais e * e;. [

Lema 2 Se (G,*) € um grupo entao cada g € G tem exatamente um unico

NVerso.

Demonstracao: Seja g € (G, e suponhamos ¢i, g» seus inversos em
G (sabemos que ha pelo menos um inverso, pela definigdo de um grupo),
isto é, gx g1 = g1 g = e e g*x gy = gs x g = e. Por associatividade,
(g1 % g) * g2 = g1 * (g * g2). Como gy, g2 é o inverso de g, temos que g; =

gixe=g1x(g*ge) = (g1 %g) * go = €% gy = go. Portanto g; = g¢o. [ |

Exemplo 11 a. (Z/4Z,+) e (Z/5Z — {0},-) sao grupos.

b. (Z,+) é um grupo. Mas (Z,—) nao é um grupo, pois a sublra¢io ndio é
associativa.

c. (R,+) nao é um grupo, pois 0 nao tem inverso sob a multiplicagdo. Porém,

(R — {0}, ) € grupo multiplicativo.

Definicao 8 Diz-se que um elemento a € A € reqular em relacdo a operagao
% se, e somente se, quaisquer que sejam os elementos x e y de A, satisfaz:
i)rxa=yxa=r=y

) axr=axy=x=y

1.3 Subgrupos

Seja (G, %) um grupo. Diz-se que um subconjunto nao vazio H C G é um

subgrupo de G se:
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e H ¢ fechado para a operacao * (isto é, se a,b € H entdo axb € H);

e (H,x) também é um grupo (aqui o simbolo * indica a restricdo da
operacao de G aos elementos de H).

Se e indica o elemento neutro de G, entdao obviamente {e} é um grupo de
G. E imediato, também, que o préprio G é um subgrupo de si mesmo. Esses

dois subgrupos, {e} e G, sdo chamados subgrupos triviais de G.

Lema 3 O elemento neutro e, de H € necessariamente igual ao elemento

neutro e de G.

Demonstragao: Como e,*e;, = e, = ep*e, e todo elemento do grupo é

regular em relagao a operacao, entao e = ¢y,. |

Lema 4 Dado b € H, o inverso de b em H € necessariamente igual ao

verso de b em G.

Demonstracao: Seja b € H e indiquemos b’ e b;l seus inversos em G e
H, respectivamente. Como porém, b'h xb=e, =e=0>0 *bentio b/h =1, pois

os elementos do grupo sao regulares com sua operagao. |

Proposicao 1 Seja (G, %) um grupo. Para que uma parte nao vazia H C G
seja um subgrupo de G, € necessdrio e suficiente que a b seja um elemento

de H sempre que a e b pertencem a esse conjunto.

Demonstragao:  Primeiramente suponha H é subgrupo de G. Mos-
tremos que a xb € H. Se a,b € H, entdo a*b’h € H, uma vez que , por
hipétese (H,*) é um grupo. Mas b/h =1 e, portanto, axb € H.

Como, por hipotese H nao é vazio, podemos considerar um elemento
ro € H. Juntando esse fato a hipotese: xg *IE) = e € H. Considerando agora

um elemento b € H, da hipStese e conclusao anterior segue quezexb = b € H.
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Mostremos agora que H é fechado para a operacao *. De fato, se a,b € H,
entdo, levando em conta a conclusio anterior, a,b € H. De onde( novamente
usando a hipétese): a* (b)) =axb e H.

Falta mostrar a associatividade em H, mas isso é trivial, pois se a, b, c €
H, entao a,b,c € G e portanto ax (bxc) = (a*xb)*c (ja que essa propriedade

vale em G). [

Exemplo 12 O conjunto de inteiros pares é um subgrupo de (Z,+) : Afinal,
0s inteiros pares sao um subconjunto de Z, e sabemos que (27Z,4) é um grupo,
pois sejam x,y € 27 tal que x = 2k e y = 2p com k,p € Z, pela Proposicao
1 basta provar que xxy € 27, assim xxy = x+vy = 2k+(—2p) = 2(k—p),

logo x xy € par. Portanto %y € 27.

E pratica comum escrever as operagoes de grupo como multiplicacao; ou
seja, escrevemos gh ao invés de g *x h, e chamamos isso de o “produto”de g e
h. A afirmacao “seja G um grupo”realmente significa que G é um grupo sob

alguma operagao que sera escrito como multiplicagao.

1.4 Geradores

Seja G um grupo e S um subgrupo de G. Agora vamos dar algumas

propriedades do conjunto de geradores.

Definicao 9 Seja G um grupo e¢ S um subconjunto de G. Dizemos que S
gera G ou que S € um conjunto de geradores de G, se cada elemento de G
pode ser escrito como produto finito (sob a operagao do grupo) de elementos

de S e seus inversos. Notacio: G = (S5).

Exemplo 13 Cada elemento de Z pode ser escrito como uma soma finita

de 1 ou de —1, entdo Z ¢é gerado por 1. Isto é, Z = (1). Pela mesma razao,
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Z = (—1). Claro, também é verdade que Z. = (1,2). Em geral, hd muitos

conjuntos possiveis de geradores de um grupo.

Exemplo 14 Cada elemento de Z/AZ pode ser escrito como uma soma finita
de 1, entdo Z/AZ = (1). Ainda que Z = (1) e ZJAZ = (1), Z e Z/AZ nao

sao iquais!
Defini¢ao 10 Um grupo G € ciclico se existe g € G tal que G = (g).

Exemplo 15 Z e Z/AZ sao ciclicos.

1

Lema 5 Seja G um grupo finito e g € G. Entao, g~ = g" para algumn € N.

Demonstracao: Se g = e, entao nao ha o que demonstrar. Entao,
suponha que g # e, assim existe m inteiro positivo tal que g™ = e. Como
g # e, m# 1, entdao m>1. Sejan =m — 1 € N. Entao, gg" = ¢" = e, por

isso, g" é o inverso de g. |

Lema 6 Seja G um grupo finito e S um subconjunto de G. Entao, G = (S)
se cada elemento de G pode ser escrito como um produto finito de elementos

de S (isto €, os inversos dos elementos de S ndo sdo necessdrios).

Demonstracao:  Se cada elemento de GG pode ser escrito como um
produto finito de elementos de S, entdo é claro que G = (S).

Por outro lado, suponha que G = (). Isto significa que cada elemento
de GG pode ser escrito como um produto finito s; X s9 X ... X s, onde cada s;
esta em S ou é inverso de um elemento de S. O ponto basico da prova é que
o inverso de um elemento de S pode também ser escrito como um produto de
elementos de S pelo Lema 5. Para tornar completamente rigorosa, usaremos

inducao sobre n.
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Suponhamos que n = 1. Ou s; € S ou s;* € S. Se s; € S, entdo s; é
escrito como um produto de um tnico elemento de S. Se s;' € S entdo s
pode ser escrita como um produto finito de elementos de S. Pelo Lema 5.
Assim a base da inducao é verdadeira.

Agora, suponha que a afirmacao é verdadeira para todos os numeros
naturais menores que n; queremos mostrar que s; X Sg X ... X S, pode ser
escrito como um produto finito de elementos de S. Pela hipétese de inducao,
S$1 X S X ... X S,_1 € S, podem serem escritos como produtos finitos de
elementos de S. Portanto, o seu produto s; X so X ... X s, certamente pode
também. |

Agora, vamos ver como traduzir propriedades de geradores para todo o

grupo.

Proposicao 2 Seja G um grupo finito e S um subconjunto de G. Suponha
que as duas condigoes a sequir sao satisfeitas.

1. Cada elemento de S satisfaz alguma propriedade P.

2. Seg e G eh € G, satisfaz a propriedade P, entao gh satisfaz a
propriedade P também.

Entao, cada elemento de (S) satisfaz P.

Demonstragao: Pelo Lema 5, qualquer elemento de (S) pode ser
escrito como s7...s,, onde n € N e cada s; é um elemento de S. Vamos provar
a proposicao por inducao sobre n.

Se n =1, entao s; € S satisfaz a propriedade P por hipotese.

Suponha que indutivamente s;...s,_; satisfaz a propriedade P. Entao,
o produto ($i...8,-1)s, ¢ um produto de dois elementos que satisfazem a
propriedade P, por isso satisfaz a propriedade P também.

Logo cada elemento de (S) também satisfaz P. |
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Exemplo 16 Z/5Z — {0} é um grupo finito com a operagao multiplicagdo,
e (2) =7/52 — {0} pois22=4,24=3,23=1,21=2.

=

1.5 Grupos Especiais

Nesta secao vamos estudar os grupos diedrais, necessario para a cons-

trucao dos conceitos do Cubo de Rubik.

1.5.1 Grupo Simétrico

Seja S um conjunto nao vazio e seja G = {f : S — S tal que f é bijetiva}.

Se o é a operacao composicao de fungoes, isto é,

o: GxG — G

(9.f) = gof
entdo (G, o) é um grupo tendo
[S S = S
r = x

como identidade.
Esse grupo ¢é chamado de grupo das Permutacoes do conjunto S. Se
S = {1,2,...,n} denotaremos esse grupo por S,, e temos que o nimero

de elementos de S,, é exatamente n!

Exemplo 17 Agora vamos mostrar que os grupos S,,n > 3, sao exemplos

de grupos nao abelianos. De fato, sejam f,g € S, definidas como seque:
f:41,2,3,...,n} = {1,2,3,....,n}
f(1)=3,f(12)=1,f(3) =2 e f(x) = x para qualquer = tal que 4 < x <n, e
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g:{1,2,3,...,n} = {1,2,3,....,n}

9(3) =2,9(2) =3,9(1) =1 e g(x) = x para qualquer x tal que 4 < x < n.
Entao, (9o f)(1) = g(f(1)) = g(3) = 2 e (fog)(1) = f(9(1)) = fF(1) = 3,
e teremos que go [ # fog.

E usual denotar um elemento f do grupo S, por,

Exemplo 18 O grupo S3 € composto dos sequintes 6 elementos:

1 2 3 1 2 3 . 123 -1
€= ; flz :fl 5 fQZ = J2 ;
1 2 3 21 3 1 3 2
1 2 3 . 1 2 3 1 1 2 3 .
fs= :fg ;o fa= :f5 ;s = :f4
3 2 1 2 31 3 1 2

e na Tabela 1.1 temos a tdbua de S3 com a composi¢ao de funcgao.

1.5.2 Simetrias do Triangulo Equilatero(Sx)

Vejamos a conexao da estrutura do grupo Ss e as simetrias do triangulo
equilatero.

Seja PP, P3; um triangulo equilatero. Coloque o centro de gravidade na
origem 0 do espaco e chame de tq,1,,13 as retas do espacgo passando pelas
medianas do triangulo.

As transformacoes espaciais que preservam o triangulo sao:

e id, RZ?W, R%w: as rotagoes planas centradas em 0, no sentido anti-horério,

27 4

de angulos zero, < e

3 3, respectivamente.
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ole | filfa|fs|fa| )5
ele|fi|falfs|fa|fs
folhlelfulfs| ol fs
folfo| fs| e | Ja] f3| S
falfs|falfs| e | i|lf
ol fal fs\ ol fa| fs] €
s\l fa|fs| fi]e|fa

Tabela 1.1: Tabua de S;

Figura 1.1: 2d

wid

Figura 1.2: R%w

Figura 1.3: R%r

e R, Ry, R3: as reflexOes espaciais de angulo 7 com eixos ti,to, t3, res-

pectivamente.
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Figura 1.4: R, Figura 1.5: R, Figura 1.6: R3

Podemos ver através da Tabela 1.2, se S com a composicao de fungoes

é um grupo.

o | id Rz% R%w Ry | Ry | R3
ud | oid R%w R%ﬂ Ry | Ry | R3
Rax | Rox | Ran id | Re | Ry | Ry
Rax | Rax id Re | R3 | Ry | Ry
Ry | Ry | Ry | Ry | id R%w Rz;
Ry | Ry | Ry | Ry | Ran | id | Run
Rz | R3 | Ry | Ry | Ran | Ron d

Tabela 1.2: Tabua de Sa

Por meio dela, podemos observar que a operacao ¢ fechada, que id é o
elemento neutro e que o inverso de id, Ry, Ry e R3 sao eles mesmos respectiva-
mente, e o de R%ﬂ éo R%ﬁ. Vale a associatividade, por se tratar de composigao
de transformagoes, entao efetivamente se trata de um grupo. Como a tabua

nao é simétrica em relagao a diagonal principal, entao ele nao é abeliano. Por
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outro lado, observando que (R%W)Q = R%w oR%ﬂ = R%w, Ry OR%W =Rse R0
(R%W)Q = R, entao: SA = {(R%w)o, R%w, (R%)2, R, R0 R%n, R0 (Rz?w)2}

Ou seja, Sa é gerado por R%ﬂ e Ry.

O conjunto formado por id, R%w e R%ﬂ é um subgrupo de Sh.

1.5.3 Simetrias do Quadrado(Dp)

Vejamos a conexao da estrutura de um subgrupo do Sy e as simetrias do
quadrado.

Seja P, P, P3P, um quadrado. Coloque o centro de gravidade do quadrado
na origem 0 do espago e chame de dy, do, m,n as retas do espago determinadas
pelas diagonais e mediatrizes do quadrado respectivamente.

As transformacoes espaciais que preservam o quadrado sao:

e id, Rz, R,T,R%ﬂ: as rotagoes planas centradas em 0, no sentido anti-

m 3

horario, de angulos zero, 7,7 e < respectivamente.

m m m m

)
)
)

~U

~U

U

U

NU

d RNa, o ;

3 d1 d2 B

~U,
~U

o d, o AN,

Figura 1.7: id Figura 1.8: Rz  Figura 1.9: R, Figura 1.10: Rs?ﬂ
e R, Ry, R,,, R,: as reflexdes espaciais de angulo 7 com eixos dy, dy, m, n,

respectivamente.
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U
U
~U
R
-U

~U

U

+U

-U

Ny
Q.

Pae)

F2d1 d;

»U

d;

1

Figura 1.11: R; Figura 1.12: R, Figura 1.13: R,,

U

d;

g,

Figura 1.14: R,

Veremos através da Tabela 1.3, se Dy com a composicao de fungoes é um

grupo.

o | id | Rz | Ry |Rsx | Ry | Ry | R | Ry
id | id | Rz | Re | R | Ry | Ry | Ry | R,
R: | Rz | Ry |Rs | id | Ry | R, | Ry | Ry
Re | Re |Rux| id | Rz | Ry | Ry | Ry | Ry
Rs | Rss | id | Rz | Re | Ry, | Ry | Ry | Ry
Ry | Ry | Ry | Ry | R, | id | Ry | Rz | R
Ry | Ry | Ry | Ry | Ry | Re | id | Rsx | Rs
Ry | Ry | Ry | Ry | Ry |Rs | Ry | id | R,
Ry | R, | R |Ry| Ry | Rz |Ru | R, | id

Tabela 1.3: Tabua de D

Por meio dela, podemos observar que a operacao é fechada, que id é o

elemento neutro e que o inverso de id, R, Ry, Ro, R,, ¢ R, sao eles mesmos

respectivamente, e o de Rz ¢ Rz. Vale a associatividade, por se tratar
2

de composicao de transformacoes, entao efetivamente se trata de um grupo.
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Como a tdbua nao é simétrica em relagao a diagonal principal, entao ele nao
¢é abeliano. Por outro lado, observando-se que:

(R )2 = RzoRx = R,T, (Rz)g = (R )ZORE = RWORE = R3j, R1OR£ = Rm,
2 2 2 2 2 2 2

us jus
2 2

Rl 9] (R%)2 = Rl o) Rﬂ- = R2 (S Rl 9] (R%)?) = Rl o R%r = Rn, entao: DD =
{(R%)OJ R%, (R%)27 (R%)ga Rh Rl © R%; Rl © (R%)27 Rl © (R%>3} Ou Seja7 DEI

¢ gerado por Rz e Ry.

O conjunto formado por id, Rz, R, e R%ﬁ ¢ um subgrupo de Dp.

1.5.4 Grupos Diedrais

O conceito de simetria de um triangulo e de um quadrado, que acaba-
mos de observar, pode ser estendido naturalmente para um poligono regular
qualquer de n lados. Tal como nos casos particulares, o niimero das simetrias
de um poligono regular de n lados é o dobro do niimero de lados, portanto
2n no caso geral. Para descrever essas simetrias, denotemos os vértices do
poligono consecutivamente por 1,2,...,n e o conjunto das simetrias por D,,.
Duas simetrias bastam para gerar D,; a rotagao R de 27” radianos em torno

do centro O do poligono, vide as Figuras 1.15 e 1.16;

=
+
-
=]
Y

=
S
o
—
3
I T~
=}
=5

n-1

Figura 1.15: 2d Figura 1.16: R
e a reflexao X de 7 radianos em torno da reta x pelo vértice 1 e pelo centro

do poligono, vide as Figuras 1.17 e 1.18;
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Figura 1.17: 2d Figura 1.18: X

Isso posto, pode-se demonstrar que o conjunto das simetrias do poligono

D,={R" R R* ..R" ' X, XoR XoR*. . XoR" "}

e que esse conjunto é um grupo com a operacao de composicao de trans-
formacgoes. Ou seja, que D,, é um grupo gerado por dois de seus elementos:
a rotacao R e a reflexao X. Esse resultado que constitui uma generalizacao
do que foi visto para o triangulo e o quadrado.

O grupo D,, é chamado grupo diedral de grau n. Em particular D3 = Sa
e Dy = Dy sao os grupos diedrais de grau 3 e 4, respectivamente.

Outro fato importante envolvendo o grupo diedral D,, é que o conjunto
R, ={R° R,R? ..., R"'} das rotagoes do poligono é também um grupo em

relacdo a composicao de transformacoes.

1.5.5 Ciclo de Decomposicao Disjunto

H& uma forma mais simples de escrever os elementos do grupo simétrico.

Vejamos um exemplo.
Exemplo 19 Considere o € Siy definida por o(1) =12, 0(2) =4, 0(3) =5,
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o(4) =2,005)=6,06)=09,0(7) =7, 0(8) =3, d(9) =10, 0(10) = 1,
o(11) =11, o(12) = 8.

Vamos escrever i w— j (i leva em j) significando o(i) = j. Entao,

1—12,12—8,8—3,3—5,5—6,6—9, 99— 10, 10— 1,

24,4 2,

=

11— 11.

Estes dados dizem o que o faz a cada niumero. Entdo abreviando, temos
que o = (11283569 10)(2 4)(7)(11).

Assim, (1128 356 9 10), (2 4), (7), e (11) sdo chamados ciclos. Ao
escrever a decomposicao de ciclos disjuntos, deixamos de lado os ciclos com
apenas um numero, de modo que o ciclo de decomposi¢ao disjuntos de o é

o=(1128356910)(2 /).
Agora, vamos realmente definir o que é um ciclo.

Definicao 11 Uma permutacdao o € S, é denominada um r-ciclo se existem
elementos distintos ay,as,...,a, € {1,...,n} tais que a(ay) = ay, alay) =
as,...,a(a,_1) = a,, afa,) = a1 ea(y) =7,V je{l,...,n}\{ay,as,...,a.};
tal r-ciclo serd denotado por (a;...a,); o nimero r é chamado o comprimento

do ciclo. Os 2-ciclos sao também chamados de transposicoes.

Exemplos em Ss:
° (; 2 i ;‘ f) é um 5-ciclo, denotado por (12345); ele poderia também
ser denotado por (23451), ou (34512), ou (45123), ou (51234).

. (1 2 i’ 2 :) é um 3-ciclo, denotado por (143); ele poderia também ser

4 2
denotado por (431), ou (314).
° (; z j i i) ¢ um transposigao, denotado por (13); ele poderia também

ser denotado por (31). O tnico 1-ciclo é a identidade, que denotamos por
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(1) ou também por (a) com a € {1,2,3,...,n}.

° (}3 i 3 ‘2‘ 5) nao é um r-ciclo, qualquer que seja r.
E 5 1

Definicao 12 Seja o € S,, um r-ciclo e seja € S, um s-ciclo; as per-
mutagoes o e (3 sao disjuntas se nenhum elemento de {1,...,n} é movido por

ambas, isto €,V a € {1,...,n}, temos que a(a) = a ou B(a) = a.
Lema 7 Sejam o, € S, ciclos. Se o e 8 sdao disjuntos, entio aff = fa.

Demonstracao: Sejam a e 3 sao ciclos de .S,, disjuntos, com suportes
iguais respectivamente a A e B. Se x é um elemento de [,,, ha trés hipéteses
possiveis:

exc A

Entao, (o f)(x) = a(B(x)) = a(x), ao passo que (foa)(x) = fa(x)) =
a(z). Portanto, a o e o a coincidem em A.

e © € B (raciocinio andlogo).

ex ¢ Aex ¢ B. Neste caso, (o f8)(z) = a(B(z)) = a(x) = x, ao passo
que (Boa)(z) = f(a(x)) = a(r) = x. Portanto, aof e foa coincidem fora de

Ae B. [ |

Exemplo 20 Sejam «, 8 € Sg, definidas por (1) = 3, a(2) =5, a(3) = 4,
a(1) = 1, a(5) = 2, a(6) = 6, B(1) = 5, B(2) = 4, BEB) = 3, A) = 2,
B(5) =1, B(6) = 6.

Na notagao de cicloaw= (1 3 4)(25) e 5= (15)(24). Entao
af=(1382)(45)epa=(12)(345). Também podemos facilmente calcular
a?=(143)ep*=(1)

Teorema 1 Toda permutacao o € S, excecao feita a permutacdo identi-
dade, pode ser escrita univocamente (salvo quanto a ordem dos fatores) como

um produto de ciclos disjuntos.
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1.6 Homomorfismo de Grupos

Definigao 13 Dd-se o nome de homomorfismo de um grupo (G,*) num
grupo (J,-) a toda aplicacao ou funcao f : G — J tal que, quaisquer que

sejam x,y € G : vale f(x*xy) = f(z)- f(y).

Nessas condigoes, para simplificar a linguagem, nos referiremos a f : G —
J como um homomorfismo de grupos. Quando se tratar do mesmo grupo,
o que pressupoe J = G e a mesma operacao, entao f serd chamada de
homomorfismo de GG. Se um homomorfismo é uma aplicacao injetora, entao
¢ chamado de homomorfismo injetor. E se for uma aplicacao sobrejetora, de

homomorfismo sobrejetor.

Exemplo 21 A aplicagio f : Z — C* definida por f(m) =™ é um homo-
morfismo de grupos. E preciso notar, primeiro, que em casos como esses as
operagoes sao as usuais e devem ser pressupostas. Portanto, Z. é um grupo

aditivo e C* um grupo multiplicativo. Como
f(m+mn) =" =i"i" = f(m).f(n)
fica provado que se trata de um homomorfismo.

Definicao 14 Um homomorfismo f : G — J € um isomorfismo se existe um
homomorfismo h : J — G tal que foh =1id; e go f = idg. Quando existe
um somorfismo entre dois grupos G e J, dizemos que G e J sdo isomorfos

e denotamos G ~ J.

Proposicao 3 Seja f : (G, %) — (J,-) um homomorfismo de grupos. Entao,
f € um isomorfismo se e somente se f € bijetivo.
Definicao 15 O nicleo de um homomorfismo ¢ : G — H € definido como

sendo {g € G tal que ¢(g) = 1g} e isso é denotado por Ker ¢. Isto é,

Ker ¢ € a imagem inversa de 1y em G.
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Seja G = {e,D,U,L,R,F,B,D" U |L',R',F',B', D* U? L? R? F? B?}
conjunto dos movimentos do Cubo de Rubik.
Mostraremos no proximo capitulo que G munido da operagao composi¢ao

de movimentos é um grupo.

Exemplo 22 O nicleo do homomorfismo ¢ewpo : G —> Ssg € composto
por todos os movimentos do cubo de Rubik que nao alteram as posicoes de
qualquer um dos cubos. Ou seja, Ker ¢, consiste em todos os movimentos

que afetam apenas as orientacoes, e nao as posicoes do cubo.

Teorema 2 Se G e H sao grupos e ¢ : G —» H um homomorfismo, entao

Ker ¢ é um subgrupo de G.

Demonstracao:  Basta mostrar que, se g,h € Ker ¢, entao gh™' €
Ker ¢. Seja g,h € Ker ¢, assim
¢(gh™)
d(gh™) = ¢(g)p(h)~! pois ¢ é um homomorfismo,
P(gh™') = 115" pois g, h € Ker ¢,
¢(gh™!) = 1p,
Portanto, gh™! € Ker ¢. [ |

#(g)p(h™1) pois ¢ é um homomorfismo,

1.7 O Sinal do Homomorfismo

Sempre é possivel escrever uma permutagao em 2-Ciclos. As permutagoes
em S, escritas como um produto de um numero par de 2-ciclos sao chama-
das de permutacoes pares. Outras que sao escritas como um produto de
um numero impar de 2-ciclos sao chamadas permutagoes impares. Uma per-

mutacao é par ou impar, mas nao ambos.
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Fixe n, e seja p(z1, ..., ;) um polinémio em n de varidveis xy, ..., T,.

Exemplo 23 Sen =1, p(x1) é um polindmio na varidvel z; isto €, p(x,) =
AT+ Gy 12+ ag. Assim, p(zy) € uma soma infinita de termos do
tipo axl. Sen =2, entao p(x1,x2) € uma soma de termos do tipo az'axl.

Em geral, p(z1, ..., x,) € uma soma de termos do tipo ax}azy...axkr.

Se a € Sy, seja p® o polindomio definido por (p®)(z1, ..., Tn) = P(Ta(1), - Ta(n))-

Isto ¢, simplesmente substituir x; por ).

Exemplo 24 Suponhamos n = 4, p(x1,T2,T3,74) = T3 + ToTz + 1174, €
a € Sy tem ciclo de decomposicao o = (1 2 8). Entao, (p®)(x1, T2, x3,24) =

xz(l) + Ta@)Ta@) + Ta(l)Ta) = T3 + T3T1 + ToTa.

Exemplo 25 Sejamn = 4, p(x1, To, ¥3,14) = 23+ x0x3+T114, = (1 23) €
B=(138)(24). Pelo Exemplo 24, temos p® = x3+x37, +914, assim (p*)° =
x%@) + TaE)Ta0) + Ta@)Taa) = Ti + 123 + 2429, Por outro lado, aff = (1 4

2), entdo p*7 = 2,50y + T DT (aB)(3) T L)) T(ap)(4) = T + T1T3 + TaT.
De fato, o caso do Exemplo 25 nao é particular. Veja o seguinte resultado.
Lema 8 Para quaisquer o, 3 € S, (p®)° = p*».

Demonstragao: Pela definicao, temos (p) (21, ..., n) = D(Zaq), - Ta(n))
assim [(p®)°](21, ..., Zn) = P(Ta(a(1)) -+ To(a(m)))- Como B(a(i)) = (af)(i),
assim [(pa)'g](xl, ey :L‘n) = p(x(aﬁ)(l), vy x(aﬂ)(n)) = (pa’g)(ml, ceey xn) [

Para provar a nossa afirmacao sobre permutacoes pares e impares, vamos

aplicar o Lema 8 para um polinomio especifico,

1<i<j<n
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Exemplo 26 Sen =3, A = (x; — x3)(x1 — x3) (22 — x3).
Lema 9 Para qualquer o € S,,, A* = £A.

Exemplo 27 Se oo = (1 3 2), entdo A* = (x3 — x1)(x3 — x2) (11 — X2) =
(1 — z2)(x1 — z3)(x2 — 23) = A. Por outro lado, se a« = (1 2), entao

A = (.132 — .Tl)(SL’Q — .133)(1‘1 — xg) = —A.

Agora, vamos provar o Lema 9. Como pode imaginar a partir dos exem-
plos, a ideia é combinar termos de A com termos de A®. Isto é, para cada
termo x; — x; do produto de A temos x; — x; ou seu negativo no produto de
AOé

Demonstracao: Pela defini¢ao, temos

A= T (zi—=),
1<i<j<n

assim

A= ] @ew = zati):

1<i<j<n

A fim de mostrar A® = A, devemos mostrar duas coisas. Primeira,
para cada i e j com 1 <14 < j < n devemos mostrar que () — Tq(j) OU Seu
negativo aparece em A, isto é, tanto Ta(i) — Ta(j) OU s€U negativo tem a forma
xr —x; com 1 < k <[ <n. Segunda, mostraremos que, para cada i e j com
1 <i<j<n,z; —z,; ouseu negativo aparece em A®. Como A e A tém a
mesma quantidade de termos, estas duas declaragoes juntas provam que os
termos de A e A% sao iguais.

Para provar a primeira, precisamos mostrar que (i) < «(j) ou a(j) <
a(i), mas como « é injetora e ¢ # j entao a(i) # a(j) se 1 <i < j<n.

Para provar a segunda, precisamos mostrar que z; — x; ou seu negativo

pode ser escrito como Tap) — Tag) com 1 < k < < n. Como a € 5,
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a~! € S,; em particular !

é também uma bijecao. Por hipdtese, i # 7,
a™1(i) # a'(j). Seja k o menor dentre os elementos a~1(i) e a~!(j) e [
o maior. Do que, 1 < k <1 < n é também z,4) — To@) Ou seu negativo.

Pelo Lema 9, podemos definir uma funcao € : S, — {£1} com aA =
e(a)A. Pelo Lema 8, A% = (A%)P = [e(a)A)f = e¢(a)AP = e(a)e(B)A =
e(a)e(B). Portanto, €(af) = e(a)e(B). Assim, € é um homomorfismo.

Citamos no inicio que €(«) tinha algo a ver com o nimero de 2-ciclos em

um produto decomposicao de . Agora, vamos provar isso.
Teorema 3 Se a € um 2-ciclo, entdo e(a) = —1.

Demonstracao:  Primeiro, seja v = (1 2). Podemos escrever

A= H (x; — xj).

1<i<j<n

Agora, vamos escrever os termos onde ¢ = 1 ou 7 = 2 separadamente. Entao,

A= ] @i—=) [] a—x) J] (2i—2y)

1<j<n 2<j<n 3<i<j<n
= (21 — 22) H (21 — ;) H (w2 — ;) H (@i — ;).
2<j<n 2<j<n 3<i<g<n

Portanto,

A = ()= Ta@) [] @ay=2ai) [] @e@—7ai) [[ @aty—2aw)

2<j<n 2<j<n 3<i<j<n
= (z2 — 21) H (w2 — ;) H (1 — ;) H (i — ;)
2<j<n 2<5<n 3<i<g<n
= —A.

Assim, provamos a afirmagao para o = (1 2).
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Podemos generalizar o argumento para qualquer 2-ciclo, mas hd uma ma-
neira mais simples. Seja o qualquer 2-ciclo. Como « é conjugado com (1 2).

Isso 6, a = B(1 2)37! para algum 8 € S,, e € ¢ um homomorfismo. Entao

e(a) = e(B)e(1 2)e(B71) =€(12) = —1. |

Visto que e é multiplicativo, se €(a) = 1, entao e deve ser um produto de
um nimero par de 2-ciclos. Da mesma forma, se €(a) = —1, entao € deve ser
um produto de um nimero impar de 2-ciclos. Assim, € é par se e(a) =1, e

e é impar se €(a) = —1.

Exemplo 28 (1 2) (3 1) € par, pois é produto de dois 2-ciclos. (1 2) é

impar, pois € produto de um 2-ciclo.

Entao provamos que um elemento de S,, é par ou impar, mas nao ambos.
A ferramenta que usamos para isso foi o sinal do homomorfismo. Lembre-se
que este fol um homomorfismo € : S,, — {£1} de tal modo que e(a) = —1
para 2-ciclo qualquer . Uma vez que o 2-ciclos gerar S,,, esta propriedade

caracteriza o homomorfismo.
Exemplo 29 €((12) (13)) =1ee((12)) =-1.

Exemplo 30 €¢(1 6 34 2) = 1 porque (1 6 34 2) = (16)(13)(14)(12)¢é

par.

Exemplo 31 Se a é um k-ciclo, entio €(a) = (—1)*"1. Afinal, se a é um

k-ciclo, entdo podemos escrever a = (ajas...ax) = (a1as)(aiaz)...(a1ag).

1.8 O Grupo alternado

Na secao anterior, definimos o que significava para um elemento de .S,

ser par ou impar. Observemos que o produto de uma permutacao par e uma
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permutacao impar é impar. O produto de duas permutacoes pares ou duas
permutacoes impares é par. O inverso de uma permutacao par é par, e o
inverso de uma permutacao impar é impar. Portanto, podemos definir um
subgrupo de S, que consiste em todas as permutagoes pares. Este grupo é

chamado o grupo alternado e é denotado A,,.
Exemplo 32 O grupo alternado A, é o Ker de € : S, — {£1}.

A,, também pode ser escrito como A, ={a € S,/ €(a) = 1}.
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Capitulo 2

H& muitos “brinquedos”enigméaticos que tenham sido baseados no Cubo
de Rubik, como por exemplo, o quebra-cabeca. Estes mistérios podem ser
mais complexos ou simples do que o cubo normal. Vejamos como é a estrutura

do Cubo de Rubik 3 x 3 x 3.

2.1 Cubo de Rubik 3 x 3 x 3

O Cubo de Rubik 3 x 3 x 3 é composto por 27 pequenos cubos, que
sao normalmente chamadas de “cubinhos”, destes 26 sao visivel. Ao traba-
lhar com o Cubo de Rubik, é 1til ter uma maneira de chamar os cubinhos
individualmente.

Embora pareca natural utilizar as cores nos cubinhos, na verdade é mais
util ter nomes que descrevam a localizagoes dos cubinhos. Os cubinhos dos
cantos sao chamados, muito apropriadamente, de cubinhos de cantos .
Cada cubinho de canto tem 3 faces visiveis, e ha 8 cubinhos de cantos. Veja
a Figura 2.1.

Os cubinhos com duas faces visiveis sao chamados cubinhos de arestas;
ha 12 cubinhos de arestas. Veja a Figura 2.2.

Finalmente, os cubinhos com uma tnica face visivel sao chamados cubi-
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nhos centrais e h4 6 cubinhos centrais. Veja a Figura 2.3.

a@i@

Figura 2.1: Cubinhos de Canto Figura 2.2: Cubinhos de Aresta

"

Figura 2.3: Cubinhos Centrais Figura 2.4: Rotulacao

\

Agora, vamos citar as 6 faces do Cubo de Rubik. Seguindo a notacao
desenvolvida por David Singmaster, vamos chamé-las, a da direita (r), es-
querda (1), acima (u), baixo (d), frente (f), e fundo (b). A vantagem desta
nomenclatura é que cada face pode ser referido por uma tnica letra. Veja as

Figuras 2.5 e 2.4.
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Figura 2.5: Faces do Cubo

Para citar um cubinho canto, simplesmente listamos suas faces visiveis
no sentido horario. Por exemplo, no cubinho superior, direito, frontal esta
escrito urf. Naturalmente, podemos chamar este cubinho de rfu ou fur,
as vezes, é importante que a face esteja listada primeiro, nestes casos, sao
cubinhos orientados. Ou seja, o cubinho orientado urf, rfu e fur sao
diferentes. Em outras situacgoes, nao importando que a face esteja listada
primeiro, nesses casos, sao cubinhos nao orientados .Isto é, os cubinhos
nao orientados urf, rfu e fur sao os mesmos.

Da mesma forma, os cubinhos de aresta e central, vamos listar apenas as
faces visiveis dos cubinhos. Por exemplo, o cubinho no centro da face frontal
é simplesmente chamado f, porque a sua tnica face visivel encontra-se na
parte da frente do cubo.

Também iremos falar frequentemente sobre cubiculos . Estes sao rotu-

lados da mesma forma que cubinhos, mas descrevem o espago em que vive o
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cubinho. Assim, se o Cubo de Rubik estd na configuragao de partida (isto é,
o Cubo de Rubik esta resolvido), entao cada cubinho permanece no cubiculo
do mesmo nome (o cubinho wrf permanece no cubiculo urf, o cubinho f
permanece no cubiculo f, e assim por diante). Se vocé girar uma face do
Cubo de Rubik, os cubiculos nao vao se mover, mas os cubinhos sim. En-
tretanto, quando vocé girar uma face do Cubo de Rubik, todos cubinhos
centrais permanecera em seus cubiculos.

Por fim, queremos dar nomes a alguns movimentos do Cubo de Rubik.
O movimento mais basico que se pode fazer é girar uma tunica face. Vamos
denotar de R uma rotagao no sentido horario da face direita (olhando para
a face direita, gire 90° no sentido horario). Da mesma forma, vamos usar
a letra maiuscula L, U, D, F e B para denotar voltas no sentido horario
das faces correspondentes. De modo mais geral, vamos chamar qualquer
sequéncia contendo algumas dessas 6 letras de um movimento do Cubo de
Rubik. Observe que, girando a face direita trés vez no sentido anti-horério é
0 mesmo que girar uma vez no sentido horério, ou seja, aplicar R uma vez.
E mais tarde, iremos descrever uma notacao para esses movimentos mais

complicados. Veja a Figura 2.6.
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Movimento R
Lado direito (right)
no sentido horario

Movimento L
Lado esquerdo (left)
no sentido horario

¢

Movimento U
Lado de cima (up)
no sentido horario

Mavimento D
Lado de baixo (down)
no sentido horério

&

Movimento F
Lado da frente (front)
no sentido hordrio

4

Movimento B
Lado de fras (back)
no sentido horério

&

Maovimento R’
Lado direito (right)
no sentido anti-horario

Mavimento L'
Lado esquerdo (left)
no sentido anti-horério

Movimento U
Lado de cima (up)
no sentido anti-horario

Movimento D'
Lado de baixo (down)
no sentido anti-horério

Movimento F'
Lado da frente (front)
no sentido anti-horério

Movimento B’
Lado de tras (back)
no sentido anti-hordrio

(-)

&
4

i —~
Movimento B2
Lado de trds (back)

com giro duplo

oo

Movimento R2
Lado direito (right)
com giro duplo

Movimento F2
Lado da frente (front)
com giro duplo

Movimento D2
Lado de baixo (down)
com giro duplo

Movimento L2
Lado esquerdo (left)
com giro duplo

i

Mavimento U2
Lado de cima (up)
com giro duplo

&
&

Figura 2.6: Movimentos do Cubo 3 x 3 x 3

Algumas informacgoes sao imediatamente claras, por exemplo os 6 movi-
mentos basicos mantém os cubinhos de centro em seus cubiculos. Uma vez
que qualquer movimento é uma sequéncia destes 6 movimentos basicos, isto
significa que cada movimento do Cubo de Rubik mantém os cubinhos de cen-
tro em seus cubiculos. Além disso, qualquer movimento do Cubo de Rubik
coloca cubinhos de cantos em cubiculos de cantos e cubinhos de arestas em
cubiculos de arestas; ou seja, é impossivel para um cubinho de canto viver em
um cubiculo de aresta ou para um cubinho de aresta viver em um cubiculo
de canto.

Usando esses dois fatos, podemos comecar a descobrir as muitas confi-
guragoes possiveis para o Cubo de Rubik. Vejamos, por exemplo, no cubiculo
urf. Teoricamente, qualquer um dos 8 cubinhos de cantos poderia residir

neste compartimento. Isso deixa 7 cubinhos de cantos que poderia residir no
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cubiculo urb, 6 para o proximo compartimento, e assim por diante. Portanto,
ha 8.7.6.5.4.3.2.1 = 8! = 40320 possiveis posicionamentos dos cubinhos de
cantos. Observe que um cubinho canto pode caber em seu cubiculo de 3
maneiras diferentes. Por exemplo, se as cores vermelho, branco e azul do cu-
binho estao no cubiculo urf, entdao a face vermelho, branco, azul poderiam
estar na face u do cubiculo (e isto determina onde as outras 2 faces estao).
Existem 8 cubinhos de cantos e cada um pode estar em seu cubiculo em 3
formas diferentes, existem 3% maneiras diferentes dos cubinhos de cantos se-
rem orientados. Portanto, existem 3%.8! possiveis configuracoes dos cubinhos
de cantos. Da mesma forma, uma vez que existem 12 cubinhos de arestas, ha
12! posigoes dos cubinhos de arestas; cada cubinho aresta tem 2 orientagoes
possiveis, dando 2'? possiveis orientacoes. Assim, existem 2'2.12! possiveis
configuracoes dos cubinhos de arestas, dando um total de 2'2.3%.8!.12! confi-
guragoes possiveis do Cubo de Rubik. (Este ntimero é cerca de 5,19 x 102,
ou 519 quintilhoes).

Embora essas configuragoes sao teoricamente possiveis, isso nao significa
que podia realmente ocorrer. Vamos dizer que uma configuragao do Cubo
de Rubik é valida se ela pode ser alcangada por uma série de movimentos a
partir da configuracgao inicial. Acontece que algumas possiveis configuracoes
contadas, realmente nao sao validas. Portanto, temos dois objetivos:

1. Demonstrar que algumas configuragoes nao sao validas;
2. Encontrar um conjunto de movimentos que podem nos levar a partir de

qualquer configuracao vélida de volta para a configuragao inicial.

2.1.1 Cubo 3 x 3 x 3 - Método de Resolucgao

Nesta se¢ao iremos trabalhar o método de solucionar o Cubo de Rubik

3 x 3 x 3, que serao dividido em alguns passos:
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1° Passo: Escolha uma cor para formar a cruz, no nosso caso, a cor sera a
branca. Posicione o lado escolhido na parte inferior do cubo. Observe quais

cubinhos centrais sao oposto aos outros, para facilitar.

\ A

/
/
/

\ A\

Figura 2.7: Cruz

2° Passo: O objetivo deste passo é colocar os cubinhos cantos que contém
a cor branca em seus lugares, de modo que as cores das laterais fiquem certas

e nao altere a cruz. Observe a Figura 2.8.
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Figura 2.8: Uma face completa

3° Passo: Neste passo, vamos finalizar a camada do meio no cubo. Como a
branca ja esta completa, as pegas que faltam para completar este passo sao

os meios da segunda camada. Veja a Figura 2.9.

Figura 2.9: Camada do meio

Primeiro vamos procurar um cubinho de aresta no topo do cubo, e
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encontrar o lugar que ele deverd entrar de acordo com os centros correspon-

dentes, posicionar e aplicar a formula de acordo com a situacao encontrada.

Figura 2.10: Exemplo Figura 2.11: Aplicado U, U’ ou U?

Neste passo, os tnicos cubinhos de arestas que nao vao fazer parte sao
os amarelos, ou seja, qualquer outro que vocé encontrar no topo do cubo sera
usado.

Mantenha a camada branca na base e procure no topo do cubo por cu-
binhos de arestas que nao tenham a cor amarela. Em seguida aplicar o
movimento U, U ou U?, mantendo a cor da lateral deste, junto com o cubi-
nho central correspondente. Veja a Figura 2.11.

As possiveis posicoes do cubinho de aresta no cubo sao:

Meio para a direita

Férmula: URU R U FUF

Caso o meio ja esteja na segunda camada, porém,
de forma errada, matenha ele na sua esquerda,
conforme a figura ao lado e aplique a mesma
formula desse passo, para que esse meio errado
seja removido. Feito isso, em seguida volte e

. realize um dos dois casos ja demonstrados.
Meio para a esquerda

Formula: UL ULUFU F

Figura 2.13: Observagao

Figura 2.12: Formulas
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4° Passo: Agora que o cubo ja estd com duas camadas completas, vamos
iniciar a solugao da ultima camada. Os préximos quatro passos requerem
bastante atencao, pois qualquer movimento errado pode comprometer o que
ja finalizamos, entretanto, sao movimentos bem objetivos e faceis de serem
aplicados. Lembre-se sempre de posicionar o cubo corretamente e nao errar
o sentido dos movimentos.

Neste passo, vamos fazer uma cruz amarela na face de cima do cubo.
E um passo muito simples, no qual vocé deve apenas posicionar seu cubo
conforme a figura e aplicar a férmula correspondente.

Seu cubo pode estar em 3 posigoes diferentes. Em qualquer um dos casos
a féormula serd a mesma, a unica diferenca sera a quantidade de vezes que ela
deverd ser aplicada e a posicao do cubo. Observe em qual caso seu cubo se
encontra, posicione conforme a figura e aplique os movimentos.

Caso nao encontre uma figura que esteja igual ao seu cubo, entao o cubo

nao estd montado na forma correta e serd um dos casos impossiveis.

Férmula: FRUR'U'F'

Neste caso, temos apenas o centro amarelo no topo. Neste caso, temos 2 meios no topo do cubo formando a
Mantenha seu cubo conforme a figura e aplique os letra L. Posicione seu cubo conforme a figura e aplique
movimentos . Peceba que ao aplicar a formula o seu os movimentos. Ao finalizar este caso o seu cubo vai
cubo saiu do caso "ponto” e foi para o caso "L". ficar exatamente como o caso "linha".

Figura 2.14: Caso Ponto Figura 2.15: Caso L

Neste caso, temos 2 meios no topo do cubo
formando uma linha na horizontal.
Posicione seu cubo conforme a figura e
aplique os movimentos.

Se seu cubo ja estiver assim, pode
seguir para o proximo passo.

Figura 2.16: Caso Linha Figura 2.17: Cruz Completa

5° Passo: Neste passo, vamos finalizar a face do topo do cubo por completo,
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subindo todos os cubinhos de cantos amarelos.

No momento nao precisa se preocupar com as cores das laterais da tltima
camada, dé atencao apenas aos cubinhos de cantos com a cor amarela.

O cubo pode estar em 7 posicoes diferentes, em qualquer um dos casos a
formula serd a mesma, a tnica diferenca sera a quantidade de vezes que ela
deverd ser aplicada e a posicao do cubo. Veja qual é o caso que seu cubo est4,
posicione conforme a figura e aplique os movimentos seguindo a sequéncia.

Caso voce nao encontre uma figura que esteja igual ao seu cubo, ocorrera
a mesma situacao do passo anterior,casos impossiveis.

O tnico algoritmo que voceé devera executar se chama Sune. Basta posi-

cionar seu cubo conforme a figura correspondente e aplicar os movimentos.

’ ’
Sune: RURURU?R

1? Figura: * Figura:

Aplique o Sune e siga para a Aplique o Sune e siga

6° figura. para a 7° figura.

RUR URU2R RUR'URUZR

5 Figura:
Aplique 0 Sune + U’ e
siga para a 7* figura.
RUR URU2R U

3" Figura:

Aplique o Sune + U’ e siga para
a 6 figura.
RURURU2R U

6 Figura:

Aplique o Sune +U2
e siga para a 7* figura.
RUR URU2R U2

2* Figura:
Aplique o Sune +U e siga para
a 6 figura.

RUR URU2R U

7 Figura:

Aplique o Sune.

RUR URU2R’

Figura 2.18: Sete posicoes possiveis

6° Passo: Neste passo, vamos permutar os 4 cubinhos de cantos da ultima
camada. Para isso, deve encontrar um lado que tenha 2 cubinhos de can-
tos da mesma cor, posicionar este lado na sua frente e aplicar a formula
correspondente, independentemente das demais cores da tltima camada e a

cor da face.

48



-Encontrei um lado com duas quinas azuis. Agora Aplicando a formula, todas as quinas ficardo
basta posicionar este lado na minha frente e aplicar a corretamente permutadas umas em relagdo as outras,
formula. conforme a figura ao lado.

Para esta formula em especial, preste bastante

al? ng;ﬁ,o a0 1:ea11£fn" os movimentos B (atrés hordrio) e Execute agora o movimeto U, U’ ou U2 até que todas
B (atrds anti-hordrio). fiquem alinhadas com os centros correspondentes,
Férmula: RB'RF2 R B R F2 R2 conforme a figura ao lado.

Figura 2.19: Férmula do 6° Passo  Figura 2.20: Aplicado a Férmula

Caso nao encontre um lado que tenha 2 cubinhos de cantos da mesma
cor, mantenha o amarelo no topo e execute a mesma férmula em qualquer
posicao, depois volte e procure novamente.

Se vocé encontrar cubinhos de cantos das mesmas cores (em pares) em
todos os lados, ¢é sinal que este passo ja esta concluido. Neste caso, alinhe
os cubinhos de cantos com os centros correspondentes com o movimento

! . ’ .
U,U ou U?, e siga para o préximo passo.

7° Passo: Neste passo, encontre um lado do cubo que esteja totalmente
completo, manter este lado na parte de tras, identifique qual o sentido que
os outros 3 cubinhos de arestas errados deverao ser permutados e aplicar

os movimentos correspondentes.

Identifiquei que o lado laranja esta Permutagéo horaria

totalmente completo conforme a

figura. Féormula: F”ULR F2L RUF2

Entdo gire o cubo para manter esta
face na parte de tras, conforme
indica a seta vermelha, e €
consequentemente, o lado
vermelho na minha frente.

Permutagao anti-horaria

Formula: F2U LR F2L RU F2

Figura 2.21: Trés Faces Completas Figura 2.22: Férmula do 7° Passo
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Caso seu cubo nao tenha nenhum lado totalmente completo, ou seja,
quando os 4 cubinhos de arestas da ultima camada estiverem errados,
mantenha o amarelo no topo e aplique uma das duas formulas em qualquer
posicao.

Depois volte ao inicio deste passo e procure por um lado que estard entao

totalmente completo.

2.1.2 Cubo de Rubik 2 x 2 x 2

Este cubo 2 x 2 x 2, vide Figura 2.23, é uma simplificacao do Cubo
de Rubik 3 x 3 x 3, composto por 8 cubinhos , tendo um total de 3%.8! =
264539520 possibilidades, bem menos que o cubo tradicional, mas, mesmo

assim dificil de ser resolvido.

Figura 2.23: Cubo 2 x 2 x 2

Diante de um cubo 2 x 2 x 2, sem ter qualquer ideia do Cubo de Rubik,
pensa-se em principio ser facil, logo depois, nota-se que nao é de fato.
Sua formulacao requer certa técnica e certo conhecimento do assunto.

Note-se a particularidade de que com os cantos do 2 x 2 X 2 pode ser dada
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uma combinacao que é impossibilitada no cubo 3 x 3 x 3. Sendo assim, nao
hé implicagoes em resolvé-lo, o cubo pode ser resolvido sem problemas, caso
saiba solucionar o tradicional.

Estes 3 passos sao para colocar as partes no lugar. Assim, os passos sao

0s seguintes:

Passo 1: Como o cubo 2 X 2 X 2 nao possui centros e meios, devemos
imaginar que uma cruz inicial na face branca ja esta resolvida. Sendo assim
o proximo passo seria a solucao das quinas brancas para finalizar a camada
branca. Observe que qualquer cor poderia ser escolhida para a face. Aqui
vamos sempre utilizar a face de cor branca.

Escolha um lado que esteja aparentemente mais facil e inicie a solucao,

finalizando a camada com as 4 quinas brancas.

Figura 2.24: Passo 1 Figura 2.25: Passo 2

Passo 2: O objetivo do segundo passo é colocar todas as quinas amarelas
no topo do cubo, conforme a Figura 2.25.

O tnico algoritmo que vocé deverd executar se chama Sune: RUR URU?R'.
Basta posicionar seu cubo conforme a figura correspondente e aplicar os mo-

vimentos. Em certos casos tera que executar o algoritmo mais de uma vez.
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Dica: As 7 figuras abaixo sao as tnicas opgoes que vocé deve encontrar
em seu cubo. Caso vocé nao encontre uma figura que esteja igual ao seu
cubo, neste caso o cubo nao estd montado na forma correta e serd um dos

casos impossiveis.

—

Figura 2.26: Unicos Casos Possiveis

As setas pretas representam a ordem que vocé deve seguir apés realizar

a férmula.

Passo 3: O cubo pode estar de trés formas diferentes, depois de aplicado o
passo dois: Com nenhuma face lateral feita, uma face lateral concluida ou o
cubo resolvido. Senao ocorrer nenhum desses casos, serd a mesma situagao
do passo 2, casos impossiveis.

As setas apontam as pecas que nao estao no lugar:
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Figura 2.27: Ultimo Passo
Basta posicionar seu cubo conforme a figura correspondente e aplicar o

movimento: RU2R'U RU?R FR'F'R.

2.1.3 Cuboku

O Cuboku, dado na Figura 2.28, é o Cubo de Rubik em 3 x 3 x 3 normal,
exceto que tem todas as faces da mesma cor, mas com numeros. Isto é, um
Sudoku de cada lado que é resolvido quando nao ha um nimero repetido

em todos os lados.

Figura 2.28: Cuboku
Construido de modo que ha apenas uma solugao possivel. Aqui, os cu-

binhos centrais nao indicam a cor da face correspondente, mas o ntimero

5 em todos.
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2.2 Fazer o Cubo de Rubik em um Grupo

Podemos fazer um conjunto de movimentos do cubo de Rubik que tera
estrutura de grupo e que vamos denotar por G. Dois movimentos serao

considerados os mesmos se resultarem na mesma configuragao do cubo.

Exemplo 33 Uma tor¢ao na face no sentido hordrio em 180° € o mesmo

que torcer a mesma face anti-hordrio em 180°.

A operacgao de grupo sera definida: Se M; e My sao dois movimentos,
entao M x My é o movimento onde primeiro faz M, em seguida, faz M.

De fato. Afirmamos que (G, *) é um grupo.
i) Se deixarmos e ser o movimento vazio, isto é, um movimento que nao
altera a configuracao do Cubo de Rubik, entao M x* e significa primeiro faca
M, e entao nao faga nada: Este é certamente o mesmo que fazer apenas o
movimento M, entao M xe = M. De modo andlogo temos ex M = M, assim
M xe=ex M = M. Entao, (G, *) tem uma identidade.
ii) Se M é um movimento, podemos inverter os passos da mudanca para
comecar um movimento M . Entéo, o movimento M % M, significa primeiro
fazer M, e entao inverter todos os passos de M. Este é o mesmo que fazer
nada, assim M * M = e. De modo anélogo temos M % M = e, entdo
Mx M = M %M = e. Portanto M é o inverso de M. Logo, cada elemento
de G tem uma inversa.
iii) Finalmente, devemos mostrar que * é associativa. Recordar que um
movimento pode ser definido pela mudanca de configuracao que provoca.
Em particular, um movimento é determinado pela posicao e orientagao que
coloca em cada cubinho.

Se C' é um cubinho orientado, vamos escrever M (C') para o comparti-

mento orientado que acaba em C' depois de aplicar o movimento M, com
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x | e | R R? R L? / F F?
e | e | R R? R L? / F F?
R|R| R | R e | RL | RL> | RL' | RF | RF?
R*|R*| R e R | R’L | R’L? | R’L' | R*F | R*F?
"I R | e R R*> |RL|RL*| RL | RF | RF?
L|L | LR | LR*| LR | L? L e LF | LF?
L? | L? | IR | I’R? | I’R | L e L | L?F | L?F?
L' |L |L'R| LR | LR | e L L*> | L'F | L'F?
FR | FR? | FR | FL | FI? | FL' | F? F'
F? | F? | F?R | F?R? | F?R | F?L | F?L? | F°L' | F e
F'\F|FR|FR | FR |FL|FL*|FL | e F
B | B | BR | BR? | BR | BL | BL> | BL' | BF | BF?
B? | B? | B?R | B?R? | B*R' | B’L | B’L? | B’L' | B*F | B*F?
B |B | BR|BR|BR |BL|BL*| BL |BF| BF?
U|U|UR|UR|UR | UL | UL? | UL | UF | UF?
U? | U? | U?R | U?R? | U?R | UL | U?L? | UL | U*F | U%F?
U |U |UR|UR|UR |UL|UL*|UL |UF | UF?
D | D | DR | DR | DR | DL | DL? | DL' | DF | DF?
D?| D? | D*R | D°R? | D?R' | D°L | D*L? | D*L' | D*F | D*F?
D |D |DR|DR| DR |DL|DL*>| DL | DF|DF?

Tabela 2.1
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F' B B? B’ U U? U D D? D’
F' B B? B’ U U? U D D? D’
RF' | RB | RB*> | RB' | RU | RU? | RU | RD | RD?> | RD'
R’F' | R’°B | R?B? | R?B' | R?U | R?U? | R®U’ | R?D | R*D? | R*D'
RF |RB|RB?* | RB | RU | RU?>| RU | RD | RD?> | RD
LF' | LB | LB®> | LB | LU | LU? | LU | LD | LD* | LD
I?F' | I’B | I?B? | L*B' | L?U | L?U? | L?U | L*D | L?>D? | L?D'
LF |\L'B|L'B*| LB |L'U|LUv?| LU |L'D|LD>| LD
e FB | FB*> | FB' | FU | FU? | FU | FD | FD?> | FD'
F B | F?B? | F?B' | F?U | F?U? | F?U' | F?D | F?D? | F?D
F? B B? B U U? U D D? D
BF' | B? B’ e BU | BU? | BU | BD | BD?> | BD'
B*F' | B e B | B®U | B*U? | B*U' | B*D | B?D? | B*D'
B'F | e B B> | BU | BU? | BU |BD|BD?|BD
UF' | UB | UB* | UB | U? U’ e UD | UD? | UD
UF | U?B | U?B? |U?B | U e U |U?D | U?D? | U?D'
UF |UB|UB*|UB | e U U |UD|UD?|UD
DF' | DB | DB*> | DB' | DU | DU? | DU | D? D e
D?*F' | D?B | D*B? | D*B' | D*U | D*U? | D*U | D’ e D
D'F |D'B|DB?*| DB |DU|DU? | DU | e D D?

Tabela 2.2
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os rostos de M(C') escritos na mesma ordem que os rostos de C. Ou seja,
a primeira face de C' deve acabar na primeira face de M(C), e assim por

diante.

Exemplo 34 O movimento U coloca o ur cubinho no uf cubiculo, com o
rosto r do cubinho na face da frente do f cubiculo e a face u do cubinho na

face u do cubiculo. Assim, escrevemos U(ur) = uf.

/
/
~~—_ /
\ /
~ /
Figura 2.29: Cubo inicial Figura 2.30: Apds o movimento U

Primeiro, vamos investigar o que uma sequéncia de dois movimentos faz
com o cubinho. Se M; e M, sao dois movimentos, entao M; * M, é 0 mo-
vimento em que primeiro faz M; e em seguida faz M,. O movimento M,
move C' ao cubiculo M;(C); o movimento M,, em seguida, move-o para
My (M;(C)). Portanto, (M x My)(C) = My(M;(C)).

Para mostrar que * é associativa, precisamos provar que (Mj x My) *
My = My % (My % M3) para todos os movimentos My, My e Ms. Isto é, o
mesmo que mostrar (M * My) x Mz e My x (My x M3) fazem a mesma coisa
a cada cubinho. Queremos mostrar que [(M; * My) x M3](C') = [M; * (M *
M3)](C) para qualquer cubinho C. Sabemos do nosso célculo acima, que

[(My x M) x M3](C) = Ms([M;y = Ms)(C)) = Ms(My(M;(C))). Por outro
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lado, [Ml * <M2 * Mg)](C) = (M2 * Mg)(Ml(C)) = M3<M2<M1<C))) Assim,
(My x M) x Mz = My = (My x M3). Logo, % é associativa.

Portanto, (G, *) é um grupo.

A partir de agora, vamos apenas chamar este grupo G, e escrever a
operacao como multiplicacao. Por exemplo, DR significa o movimento D
seguido pelo R. O movimento que torce a face da direita em 90° anti-horério
é o mesmo que um movimento de torcao no sentido horario na face da direita

trés vezes, para que possamos escrever este movimento como R3.

v

Figura 2.31: Movimentos Iguais

Calculamos que existem cerca de 519 quintilhoes possiveis configuracgoes
do Cubo de Rubik (embora nem todas estas sao validas). Tentar entender
um numero tao grande de configuragoes nao é tarefa facil! Isto é 1til para res-
tringir o problema; por exemplo, em vez de olhar para todos os movimentos
possiveis do Cubo de Rubik, podemos comegar olhando para os movimentos

que apenas envolvem torcoes de baixo e rostos certo.
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2.2.1 Ciclo

Podemos escrever cada movimento do Cubo de Rubik usando uma notagao
ciclo ligeiramente modificada. Queremos descrever o que acontece com cada
cubinho orientado; ou seja, queremos descrever como ¢ o movimentos de cada
cubinho e face dos cubinhos. Por exemplo, se desdobrar o cubo e desenhar a
face para baixo, parece a Figura 2.32.

Se girarmos a face no sentido hordrio em 90° (isto é, aplicamos o movi-

mento D), entao a face para baixo, parece a Figura 2.33:

f

=l EoN o oy
=t

ol joig ol L)
-
o

- e[| —

[—
ol foN foiy oy L

d
d
d
b|b

Figura 2.32: Face Inicial Figura 2.33: Movimento D

Assim, D(dfr) = dlf pois o cubinho dlf agora esta no cubiculo dfr (com
os cubinhos d da face nos cubiculos d da face , os cubinhos [ da face estao
nos cubiculos f, e os cubinhos f da face estao nos cubiculos 7). Da mesma
forma, D(drb) = dfr, D(dbl) = drb e D(dlf) = dbl. Se fizermos a mesma
coisa para os cubinhos de arestas, encontramos D = (dfr dlf dbl drb)(df dl
db dr).

Exemplo 35 Se M € G ¢ uma tor¢do da face (de um D, U, L, R, F, B),
entao Peupo(M) € um produto de dois 4-ciclos. O 4-ciclo € impar, entdo o
produto de dois 4-ciclos € par. Portanto, ¢eupo(M) € par. Uma vez que as

voltas da cara geram todos G, isto significa que Geypo(M) € par para todos
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M € G. Isto €, ¢epo(M) € Ay para todos M € G. Oulra maneira de

escrever este € dizer que Geupo(M) € Agg.

AgOTa, gbcubo(M) = gbcanto(M) gbaresta(M)a entao ¢canto<M) € ¢aresta(M) SéO

ambos par ou impar. Ou seja, Geanto(M) € Garesta(M) tém o mesmo sinal.

2.2.2 Configuracoes de Cubo de Rubik

A configuragao do Cubo de Rubik é determinada por quatro partes:
e as posigoes dos cubinhos de cantos;
e as posicoes dos cubinhos de arestas;
e as orientagoes dos cubinhos de cantos;
e as orientagoes dos cubinhos de arestas;

O primeiro pode ser descrito por um elemento a de Sg (isto €, o elemento
de Sg que move os cubinhos cantos, a partir de suas posigoes inicial para
as novas posigoes). O segundo pode ser descrito por um elemento 5 de Sis.
Agora, iremos definir a terceira e quarta. A ideia béasica é a de fixar uma
orientacao de partida e uma forma sistematica de escrever como uma
determinada orientacao difere da orientacao inicial.

Iniciaremos com os cubinhos de cantos que tém 3 possiveis orientacoes, e
numeraremos com 0, 1 e 2. Imagine que o Cubo de Rubik esta na configuragao
inicial e escreveremos um nimero sobre cada cubiculo canto da face, como
se segue:

1 na face u do cubiculo ufl;
2 na face u do cubiculo urf;
3 na face u do cubiculo ubr;
4 na face u do cubiculo ulb;
5 na face d do cubiculo dbl;
6 na face d do cubiculo dlf;
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7 na face d do cubiculo dfr;

8 na face d do cubiculo drb;

Assim, cada cubiculo canto tem exatamente uma face numerada. Nos
cubinhos de cantos que tém uma face que encontram-se nos cubiculos nume-
rados, marque 0 na face do cubinho. No sentido horario, marquem 1 e 2 nas

faces dos cubinhos. Conforme a Figura 2.35.

Exemplo 36 Se olharmos diretamente para a face de baixo e desdobrar o

Cubo, as faces dos cubinhos, parece com a Figura 2.32.

Assim, as numeracoes dos cubiculos que podemos ver, é como na Figura

2.34. E os cubinhos marcados parecem o da Figura 2.35.

2 1
6 7 110 0]2

5 8 210 0]1
1 2

Figura 2.34: Numeros dos Figura 2.35: Ordem das
Cubinhos Canto Cores dos Cubinhos Canto

Agora, cada face do cubinho canto tem um nimero. Se o Cubo de Ru-
bik estiver em qualquer configuracao, descreveremos as orientagoes dos cubi-
nhos de cantos como este: para qualquer i entre 1 e 8, encontrar a face do
cubiculo 7 marcado; x; sera o nimero da face do cubinho vivendo neste rosto
do cubiculo. Escrevemos x para a ordem 8-upla (z1,...,x5). Observe que

podemos pensar em cada x; como contagem no sentido horario do ntmero
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que torce o cubinho 7 em relacao ao rosto 0 na face numerada do cubiculo.
Observemos que ao fazer a tor¢ao sentido horario 3 vezes obtemos o cubinho
na mesma orientacao. Assim, devemos pensar no x; como sendo elementos de

Z/3Z. Entao z é uma 8-upla de elementos de Z/3Z; escrevemos = € (Z/3Z)3.

Exemplo 37 Se o Cubo de Rubik esta na configuracao inicial, cada x; € 0.

Também escrevemos x = 0 para cada x; que € 0.

Exemplo 38 Aplicando x; do movimento R para um cubo na configuracao
inicial. Dentre a configuragao inicial, a face direita parece com a Figura

2.36:

Os numeros do cubiculo neste rosto, sao os expressos na Figura 2.37.

2 3

ululu
flr|r|r|{b
flr|r|r|b
flr|r|r|b
d|d|d 7 8
Figura 2.36: Face Inicial Figura 2.37: Numeros dos
do Exemplo Cubinhos Canto

Portanto, a rotulagem dos cubinhos de cantos parecem com o da Figura
2.38:
Se girarmos a face direita do cubo em 90°, em seguida, os rostos dos

cubinhos serao semelhantes o da Figura 2.39
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112 1]2 0|1 210
0| |0 2 1

Figura 2.38: Ordem das Figura 2.39: Aplicado 90°

Cores do Cubinho Canto na face

Os cubinhos na face esquerda nao sao afetados por R, entao z; = 0,
x4 =0,25 =0exg =0. Agora, podemos ver dos seus diagramas que x5 = 1,
x3=2 27 =2exg=1. Assim, z = (0, 1, 2,0, 0,0, 2, 1).
Podemos fazer a mesma coisa para os cubinhos de arestas. Primeiro,
rotulamos os cubiculos de arestas como se segue. Escreva:
1 na face u do cubiculo ub;
2 na face u do cubiculo ur;
3 na face u do cubiculo uf;
4 na face u do cubiculo ul;
5 na face b do cubiculo [b;
6 na face b do cubiculo rb;
7 na face f do cubiculo rf;
8 na face f do cubiculo [ f;
9 na face d do cubiculo db;
10 na face d do cubiculo dr;
11 na face d do cubiculo df;
12 na face d do cubiculo dl;
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Cada cubinho aresta tem uma face que encontra-se em um cubiculo aresta
numerado; rotular este cubinho na face com 0, e rotular a outro face da
cubinho 1. Em seguida, seja y; o nimero da face do cubinho na face numerada
do cubiculo i. Isto define y € (Z/2Z)'. Assim, qualquer configuragao do
Cubo de Rubik pode ser descrito por o € Sg, 3 € Sio, x € (Z/3Z)® e y €
(Z/27)"*. Entao, vamos escrever configuragoes do Cubo de Rubik ordenados

com 4-upla (o, B, z,y).
Exemplo 39 A configuracao inicial € (1, 1, 0, 0).

Exemplo 40 Suponha seu cubo na configuragao inicial. Seja (o, 5,x,y) a
configura¢ao do Cubo depois de fazer o movimento [D, R], que € definido

como sendo DRD™'R™!.

(o oo — - — EoliN=llfe
(o faNI=N — —+ — E=BE=lf
[sRloNfal — — ) NolEoliEe
NN — — —+ — E=BE=NE=

Figura 2.40: DRD'R™!

Mostramos que D = (dlf dfr drb dbl)(df dr db dl) e R = (rfu ru
rod rdf)(ru rb rd rf). Portanto, D™' = (dbl drb dfr dif)(dl db dr df)
e R7' = (rdf rbd rub rfu)(rf rd rb ru). Assim,

[D, R] = (dlf dfr lfd frd fdl rdf)(drb bru bdr ubr rbd rub)(df dr br)
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Lembre-se disso, § é um elemento de Sy5; pensamos nele como uma bijecao
do conjunto de 12 cubinhos arestas nao orientados para o conjunto de 12
cubiculos de arestas. E é definido: se C' é um cubinho aresta nao orientado
no inicio da configuragao, entao 5(C') é o cubiculo aresta nao orientado onde
C vive na configuracao atual. Como qualquer elemento de Sis, 8 podem ser
escritos em notacao ciclo disjunta.

Neste exemplo em particular, [D, R] move o cubinho df ao cubiculo dr,
cubinho dr para cubiculo br, e cubinho br para cubiculo df. Portanto, 5 = (df
dr br).

Da mesma forma, « é uma bijecao do conjunto de 8 cubinhos de cantos
nao orientados para o conjunto de 8 cubiculos de arestas nao orientados.
Para encontrar «, temos de descobrir o que [D, R] faz para as posigdes dos
cubinhos de cantos. Observe que [D, R] liga as posigoes dos cubinhos dfl e
dfr, e também liga as posi¢oes de drb e bru. Portanto, o = (drb bru)(dfl
dfr).

Recorde-se que definimos x como se segue. Quando o cubo estava na
configuracao inicial, numeramos 8 cubiculos cantos como este:

1 na face u do cubiculo ufl;
2 na face u do cubiculo urf;
3 na face u do cubiculo ubr;
4 na face u do cubiculo ulb;

5 na face d do cubiculo dbl;

6 na face d do cubiculo dlf;
7 na face d do cubiculo dfr;
8 na face d do cubiculo drb;

Numeramos cada um dos cubinhos cantos correspondentes com 0. A

partir disso, no sentido horario rotulamos as outras duas faces 1 e 2. Por
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exemplo, o rosto u do cubinho ufl é rotulado 0, de modo que o rosto f é 1
el é 2. Agora que o cubo nao esta na configuracao de inicio, definimos z; o
nimero do cubinho de canto no cubiculo de canto .

Na posicao inicial, todas as faces do cubiculo numeradas tém cubinhos
de cantos com numeros 0. Uma vez que o movimento [D, R] nao afeta os
cubinhos ufl, urf, ulb, ou dbl, xy, xo, x4, x5 devem ser 0. Para encontrar
x3, queremos ver qual cubinho estd na cara u do cubiculo ubr. Temos que
[D, R] coloca b na face do cubinho drb e pelo nosso esquema de numeracao,
o b na face do cubinho drb é numerado por 2; portanto, z3 = 2. Do mesmo
modo, xg = 2,27 =0 e xg = 2. Assim, a 8-upla é z é (0, 0, 2, 0, 0, 2, 0, 2).

Da mesma forma, para definir y, primeiro numeramos 12 faces dos cubiculos
borda, quando o cubo estiver na configuracao inicial:

1 na face u do cubiculo ub;
2 na face u do cubiculo ur;
3 na face u do cubiculo uf;
4 na face u do cubiculo ul;
5 na face b do cubiculo [b;
6 na face b do cubiculo rb;
7 na face f do cubiculo rf;
8 na face f do cubiculo [ f;
9 na face d do cubiculo db;
10 na face d do cubiculo dr;
11 na face d do cubiculo df;
12 na face d do cubiculo dl;

Em seguida, a face do cubinho aresta correspondente rotulamos com 0 e

o outro 1. Finalmente, foi definido para y ser o 12-upla (v, ., ., .y12) onde y;

¢ o numero na borda cubiculo rosto 1.
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Como [D, R] afeta apenas os df, dr e br cubinhos de arestas, sabemos
imediatamente que 10, y11 € Yg Sa0 0 Unico y; que pode ser diferente de zero.
Como [D, R] coloca a face b do cubiculo br na face d do cubiculo df, y1; = 0.
Da mesma forma, yi¢ e yg sdo ambos 0. Assim, y = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).

Suponha que seu cubo estd na configuragao de inicio e vocé faz o movi-
mento M nele. Em seguida, ele acaba em uma configuracao («, 3, z,y) onde
O = Qeanto(M) € B = Garesta(M). Portanto, provamos que, se (a, 3, z,y) é

uma configuracao, entao « e  tém o mesmo sinal.

2.3 Acoes do Grupo

Se o Cubo de Rubik é alguma configuraciao C' = («, 8, z,y), fazendo em
seguida um movimento M € G colocamos em alguma nova configuragao.
Vamos escrever esta nova configuragao como C.M.

Suponha que o Cubo de Rubik comeca na configuracao C. Se fizermos o
movimento M, a configuracao do cubo torna-se C.M;. Se, entao fazermos
um outro movimento Ms, a configuragao torna-se (C.M;).Ms. Por outro lado,
o que temos realmente feito ¢ iniciado com a configuracao C' e aplicar o mo-
vimento M;M,, entao uma outra maneira para escrever a nova configuracao
é C.(M1M,). Ou seja, acabamos de mostrar que (C.M;). My = C.(M;Ms)
para todas as configuracoes C' e todos os movimentos My, Ms € G.

Se fizermos o movimento vazio (o elemento identidade e de G), a confi-
guragao nao muda em nada, assim C.e = C.

Este é um exemplo de um objeto matematico chamado uma agao do
grupo.

Para dar uma definicao formal, primeiro precisamos de algumas notagoes.

Se S e Sy sao dois conjuntos, entao S X Sy é o conjunto de pares ordenados
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(s1,82), com s; € Sy e 59 € Ss.

Definicao 16 A (direita) ac¢do do grupo de um grupo (G,*) em um
conjunto A, ndo vazio, € uma fun¢io A x G — A (Isto €, dados a € A
e g € G, podemos produzir um outro elemento de A, que se escreve a.g)
satisfazendo as propriedades:

1. (a.g1).92 = a.(g1 * g2) para todos g1,g2 € G e a € A.

2. a.e=a dea € A (aqui, e € o elemento de identidade de G ).

Esta € uma acao direita, em vez de uma agao esquerda pois colocamos 0s
elementos do grupo a direita.

Na primeira condicdo, a.gy € A, entao (a.g1).go faz sentido. Por outro
lado, g1 * go € G, de modo a.(gy * go) também faz sentido.

Quando temos uma agao do grupo de G em um conjunto A, apenas dize-

mos que G age sobre A .

Exemplo 41 O grupo G age sobre o conjunto de configuragoes («, 3, x,y)

do Cubo de Rubik (permitindo configuragoes validas e invdlidas).

Exemplo 42 S, atua sobre o conjunto {1,...,n}. A acao do grupo é de-
finido da seguinte forma: dada i € {1,...,n} e a € S,, deive i.cc = afi).
Para verificar se esta € realmente uma a¢do do grupo, observar que i(af3) =

(af) (i) = B(a(i)) = Bli.a) = (i.a).f ei.l = 1(i) = i.

Exemplo 43 S,, atua sobre o conjunto de polinomios nas varidveis xy, ..., Ty;
na verdade, usamos esta a¢ao para provar a existéncia do sinal do homomor-
fismo. Ou seja, se p(xyq, ..., x,) € um polinomio, definimos um novo polinémio
p* por p* (21, ..., n) = P(Ta(1), s Ta(n))- Provamos que (p*)° = p™® , e € claro

que p' = p. Assim, se definirmos p.a = p%, temos uma acao do grupo.
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Exemplo 44 O grupo (Z,+) age sobre o conjunto R com a.g = g + a para
g€ ”ZeacR. Afinal,

(a.91).92 = (a.g1) + g2
= (a + 91) + g9
=a+ (g1 +92)

=a.(g1 + g2)

para todos g1,92 € Z e a € R. Além disso, a.0 = 0+ a = 0 para todos a € R.

Exemplo 45 Muitas vezes, estamos interessados no caso em que o conjunto
A € o proprio grupo. Neste caso, dizemos o grupo que atua sobre si. Por
exemplo, podemos definir uma acao do grupo da sequinte forma: para g € G e
a € G, definir a.g = ag, o grupo normal da multiplicacao a e g. Chamaremos

esta acao de G a si propria pela multiplicacao direita.

Definicao 17 Se G age em um conjunto A, em sequida, a orbita de a € A

(no ambito desta agdo) € o conjunto {a.g : g € G}.

Exemplo 46 G age sobre o conjunto de configuracoes do Cubo de Rubik.
A orbita da configuracdo do inicio mo ambito desta acdo € exatamente o

conjunto de configuragoes vdlidas do Cubo de Rubik.

Exemplo 47 Usando um dos exemplos anteriores, o grupo (Z,+) age sobre
o conjunto R com a.g =g+ a para g € Z e a € R. Assim, a orbita de a € o
conjunto {a+g : g € Z}, ou o conjunto, {...,a—2,a—1,a,a+1,a+2,...}. Em
particular, a,a+1,a—1,... tém todos a mesma orbita. Hd uma orbita distinta
para cada a € [0,1). Portanto, podemos pensar no conjunto de orbitas como
o intervalo [0,1). No entanto, uma vez que a drbita de 0 é o mesmo que a
orbita de 1, também poderiamos pensar no conjunto de drbitas como [0,1]

com 0 e 1 visto como o mesmo ponto.
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Definicao 18 Se uma acdo do grupo tem apenas uma orbita, dizemos que a

agdo € transitiva (ou que o grupo atua transitivamente).

Exemplo 48 G age sobre o conjunto de pares ordenados (C,Cy) de dife-
rentes cubinhos de cantos nao orientados. Se C; e Cy sao dois cubinhos de
cantos nao orientados diferentes, aplicando um movimento M € G envia es-
tes cubinhos de cantos a dois cubiculos de cantos diferentes Cy e Cy . Entdo,
podemos definir a agio do grupo por (C1,Cy).M = (C},CY).

Da mesma forma, G atua sobre o conjunto de triplos ordenadas (Cy, Cy, C3)

dos diferentes cubinhos cantos nao orientados.

Muitas vezes queremos provar algo sobre todos os elementos de uma
orbita, por exemplo, podemos querer provar um afirmac¢ao sobre todas as
configuragoes validas do Cubo de Rubik. O seguinte lema pode ser 1til nes-

tas situacoes.

Lema 10 Suponha que um grupo finito G age em um conjunto A, sejam S
um conjunto de geradores de G, e P uma propriedade de tal forma que o
sequinte € verdadeiro:

Sempre que a € A satisfaz P e s € S, a.s também satisfaz P. Entao, se

ag € A satisfaz P, cada elemento da orbita de ayg também satisfaz P.

Demonstracao:  Vamos definir uma nova propriedade () da seguinte
forma, digamos que g € G satisfaz propriedade () quando o seguinte é ver-
dadeiro.

Sempre que a € A satisfaz P, a.g também satisfaz P. Basta mostrar
que para cada g € G satisfaz propriedade (). Afinal, isso significaria que,
se ag € A satisfaz P, entao ag.g satisfaz P para todos os g € G, que é

exatamente o que queremos mostrar.
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Por hipétese, cada elemento de S satisfaz a propriedade (). Pela Pro-
posicao 2, precisamos mostrar que, se g, h € G, satisfazem a propriedade @),
entao gh satisfaz a propriedade P. Entao, supoem g,h € G, satisfazendo a
propriedade (). Para mostrar que gh também satisfaz a propriedade @), que-
remos mostrar que, se a € A satisfaz P, em seguida, a.gh também satisfaz
P.

Suponha que a € A satisfaz P. Como g satisfaz a propriedade @, a.g
satisfaz a propriedade P. Desde h satisfaz a propriedade @, (a.g).h satisfaz
a propriedade P. No entanto, a definigdo de uma agao do grupo, (a.g).h =
a.gh. Entao, provaremos que, se a € A satisfaz P, em seguida, a.gh satisfaz
P. Isso significa que gh satisfaz propriedade @), que termina a nossa prova.
[ |

No caso do Cubo de Rubik, aplica-se o Lema 10 para a agao do grupo
G no conjunto A de configuragoes. Em particular, se deixarmos S = {D, U,
L, R, F, B} e qg ser a configuragao inicial, entdo podemos usar o Lema para

provar todas as configuracoes véalidas do Cubo de Rubik.

2.4 Configuracoes validas de Cubo de Rubik

Agora, vamos colocar tudo que aprendemos junto para dar uma caracte-

rizacao das configuracoes validas do Cubo de Rubik.

Teorema 4 Uma configuracao (o, B, x,y) € vdlida se sgn o« = sgn (3, Xx; =

0 (mod 3) e Zy; =0 (mod 2)

O restante desta secao sera dedicado a provar este teorema. Em primeiro
lugar, vamos mostrar que, se (a, 3,x,y) é valido, entdo sgn a = sgn [ ,

Yx; =0 (mod 3) e Ly; =0 (mod 2).
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Lembre-se que G age sobre o conjunto de configuragoes do Cubo de Rubik.
As configuragoes vélidas formam uma tnica orbita desta acdao. Assim, fazem
sentido as declaragoes que fazemos sobre configuragoes validas poderem ser

generalizados para outras drbitas.

Lema 11 Se (o, B,2,%) e (o, ,2",y) estdo na mesma orbita, entdo (sgn

o) (sgn B) = (sgn o) (sgn B).

Demonstragao: Pelo Lema 10, é suficiente mostrar que, se («, 8, z,y) =
(o, 2", y").M em que M é um dos 6 movimentos bésicos, entdo (sgn a)(sgn
B) = (sgn a')(sgn B). Assim, & = a¢eanto(M) € B = Bdaresta(M). Por-
tanto, (sgn o)(sgn B) = (sgn a)(sgn Geanto(M))(sgn B)(sgn daresia(M)).
Se M for um dos 6 movimentos bésicos, entao Geunto(M) € Garesta(M) sao

ambos 4-ciclos, de modo que ambos tém sinal —1. Assim, (sgn «)(sgn ) =

(sgn a')(sgn B). n

Corolario 1 Se (o, 5,z,y) € uma configuracao vdlida, entio sgn o = sgn

g .

Demonstragao: Esta é uma consequéncia direta do Lema 11 tal que
qualquer configuracao valida esta na érbita da configuragao de inicio (1, 1, 0,

0). m

Lema 12 Se (o, 8, 2',y') estd na mesma drbita que (o, 3, x,y), entdo Xa; =

Ya; (mod 3) e Xy, = Sy; (mod 2).

Demonstracao: Pelo Lema 10, é suficiente mostrar que, se (o/, G,z y')
= (o, 8,2,y).M em que M é um dos 6 movimentos bésicos, em seguida,
Y, = Ya; (mod 3) e Yy, = Sy; (mod 2). Na Tabela 2.3 mostra o que z e

y saose (a8 ,2',y) = (a,B,2,y).M e M é um dos 6 movimentos bésicos.
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M z ey

D (w1, 79, 3, T4, T3, T5, T, T7)

(Y1, Y2, Y3, Y4, Us, Y6, Y7, Ys, Y10, Y11, Y12, Yo)

U (29, T3, T4, X1, T5, Tg, T7, T3)

(Y5 Y1, Y2, Y35 Y5, Y6, Yr» Y85 Yo, Y10, Y11, Y12)

R (x1,x7 + 1,29 + 2, 24, x5, T6, 3 + 2, 03 + 1)

(Y15 Y7, Y3, Yas Y5, Y2, Y10, Ys Yo, Y6, Y11, Yi2)

L (x4 4 2,29, 23, 25 + 1,26 + 2,21 + 1, 27, x3)

(Y1, Y2, Y3, Us, Y12, Ys Y75 Y4, Y9, Y10, Y11, Ys)

F (x6 + 1,21 + 2,23, x4, T5, 07 + 2,29 + 1, x3)
(Y1, Y2, Y8 + 1, ¥4, Y5, Y6, Y3 + L, y11 + 1,99, Y10, y7 + 1, y12)
B (x1, 9,28 + 1,23 + 2,24 + 1, 26, x7, 5 + 2)

(6 + 1,92, Y3, Yas 1 + L,yo + 1, y7, Ys, ys + 1, y10, Y11, Y12)

Tabela 2.3

Em cada caso, é facil verificar que Yz, = Yx; (mod 3) e Sy, = Sy; (mod 2).
[ |

Como exemplo, encontraremos = quando M é o movimento R. Os
cubiculos da face direita parece com o da Figura 2.41:

Os cubiculos sao rotulados como esta na Figura 2.42.
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ululu 2 3
flr|r|{r|b
flr|r|r|b
flr|r|r|b
d|d|d 7 8

Figura 2.41: Face Direita
do Cubo Inicial

Figura 2.42: Numero dos
Cubinhos Canto

Portanto, se o Cubo de Rubik estd na configuragao («, 3, x, y), os cubinhos

da face direita sao rotulados:

i) I3
To+2 | x2+1 x3+2 | x3+1
r7r+1 | x7 42 rs + 1 | g+ 2
7 s

Figura 2.43: Rotulagem
Se rodarmos esta face em 90° no sentido horario, em seguida, os cubinhos

irao parecer:

x7+1 T2 + 2
T7 | x7 + 2 To+1 | 2o
T $8+1 373+2 I3
£U8+2 33‘3—|—1

Figura 2.44: Movido 90°
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Assim, &' = (21,27 + 1,29 + 2, 24, T35, T, s + 2, 23 + 1). Entdo

Yo, = Ya; + 6 = Xa; (mod 3).

Corolario 2 Se (a, 8, x,y) € uma configurac¢ao vdlida, entao Yx; =0 (mod

3) eXy; =0 (mod 2).

Demonstragao:  Esta é uma consequéncia direta do Lema 12, pois
qualquer configuracao valida estd na 6rbita do inicio da configuragao (1, 1,
0, 0). [ |

Assim, provamos a ida do Teorema 4. Agora, provaremos a volta. Su-
pondo sgn a = sgn B, Lx; = 0 (mod 3) e Xy; = 0 (mod 2). Queremos
mostrar que hd uma série de movimentos que, quando aplicado a (o, 3, x,y),
tem-se a configuracao inicial; isto é, se o Cubo de Rubik estd na configuracao
(o, B,x,y), isto pode ser resolvido. A ideia da prova é basicamente para
anotar os passos necessarios para resolver o Cubo de Rubik.

Assim, provaremos estes quatro fatos:

1. Se («, ,z,y) é uma configuragdo tal que sgn a = sgn 3, Yx; = 0
(mod 3) e Ly; = 0 (mod 2), em seguida hd um movimento M € G de tal
modo que (a, 8, z,y).M tem a forma (1,5, 2",y") com sgn o' =1, Zz; =0
(mod 3), e Xy; = 0 (mod 2). Ou seja, podemos colocar todos os cubinhos de
cantos nas posicoes certas.

2. Se (1,8, x,y) é uma configuracao com sgn =1, Yz; = 0 (mod 3) e
Yy; = 0 (mod 2), entdo existe um movimento de M € G de tal modo que
(1,8,2,y).M tem a forma (1,3,0,5) com 3 = 1e Xy; = 0 (mod 2). Ou
seja, podemos colocar todos os cubinhos de cantos nas orientacoes corretas
(e posigoes).

3. Se (1,5,0,y) é uma configuragao com sgn = 1e Xy; = 0 (mod 2),

entdo ha um movimento H € G tal que (o, 3, x,y).M tem a forma (1,1,0,7)

75



com Yy; = 0 (mod 2). Ou seja, podemos colocar toda os cubinhos arestas
nas posicoes corretas (sem perturbar os cubinhos esquina).

4. Se (1,1,0,y) é uma configuragdo com Xy; = 0 (mod 2), entdo hd um
movimento M € G tal que (1,1,0,y).M = (1,1,0,0). Ou seja, podemos
resolver o cubo!

Antes de provar, destacaremos um fato util. Suponha que («,f,z,y)
satisfaz sgn a = sgn B, Yx; = 0 (mod 3) e Xy; = 0 (mod 2). Entdo o
Lema 11 e 12 mostram que, para qualquer (o/,ﬁ’,x/,y') na mesma Orbita
que (o, B,2,9), sgn o = sgn ', Lx; = 0 (mod 3) e By; = 0 (mod 2).
Assim, por exemplo, na primeira afirmacgao acima, se pudermos provar que
ha um movimento M € G tal que (o, 3,2,%).M tem a forma (1,5, 2,y), é
automatico que sgn 8 = 1, La; = 0 (mod 3) e Sy; = 0 (mod 2). Portanto,
para terminar a prova do Teorema 4, basta que se prove as seguintes quatro

proposicoes.

Proposicao 4 Se («a, 8, z,y) € uma configuracdo tal que sgn o = sgn [3,
Yx; =0 (mod 3) e Xy; = 0 (mod 2), em sequida, a orbita de («, 3, x,y)

contém uma configuracio de forma a (1,8 ,2 ).

Proposicao 5 Se (1,5,z,y) é uma configuracao com sgn =1, Yx; =0
(mod 3) e Xy; =0 (mod 2), em sequida, a drbita de (1,5,x,y) contém uma
configuracao de forma a (1,5,0,y).

Proposicao 6 Se (1,5,0,y) € uma configuragao com sgn =1 € 3y; =0
(mod 2), em seguida, a drbita de (1,/,0,y) contém uma configura¢ao de

forma a (1,1,0,y).

Proposicao 7 Se (1,3,0,y) € uma configuracio com Xy; =0 (mod 2), em

sequida, a drbita de (1,1,0,y) contém a configuracao inicial (1,1,0,0).
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Provaremos em ordem cada proposicao. Entao, em primeiro lugar quere-
mos mostrar que podemos colocar todos os cubinhos de cantos nas posigoes

da direita.
Lema 13 O homomorfismo ¢eanto : G —> Sy € sobrejetor.

Demonstracao: Sg é gerado pelo conjunto S de 2-ciclos em Ss. E
suficiente para mostrar que S C Im @eunso. Afinal, se S C Im @egnio, €ntao
Sg = (S) C Im @eanto . Pois Im ¢eanto ¢ um grupo, assim (Im ¢eanto) = Im
Peanto-

Entao, queremos mostrar que cada 2-ciclo no Sg esta na imagem do ¢cunto-
Em, que deveria ter encontrado um movimento que muda apenas 2 cubinhos
de cantos e deixa os outros cubinhos de cantos fixo. Um tal movimento é
My = ([D, R]F)3, que tem decomposicio ciclo disjuntos (dbr urb) (dr uf)
(rf br) (Lf df). Entao, ¢eanto(Mo) = (dbr urb). Assim, pelo menos sabemos
que (dbr urb) encontra-se na imagem do @eanto-

Sejam C e C5 qualquer par de cubinhos de cantos. Existe um movimento
de M € G que envia dbr para Cy e urb a Cy. Seja & = Peanio(M). Entéao,

a(dbr) = Cy e a(urb) = Cy. Como ¢eanto € um homomorfismo,

Geanto(M ™ MoM) = Geanto(M) ™ Peanto(Mo) Peanto(M)
— o~ (dbrurb)a
= (a(dbr)a(urb))
= (C1(h)

Portanto, (C1C3) € Im ¢eanto, que termina a prova. [ |
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Demonstragcao da Proposicao 4: Pelo Lema 13, existe um movi-
mento M € G tal que Gegnio(M) = o' De, (a,B,z,y).M = (1,5 ,2",y)
para algum 8 € Sio, ©' € (Z/37)%, y € (Z/27.)". [ |

Em seguida, provaremos a Proposicao 5. A ideia base para orientar todos
os cubinhos de cantos corretamente é usar os movimentos que mudam as
orientacoes de apenas 2 cubinhos. Primeiro, temos de mostrar que existem

tals movimentos.

Lema 14 Se C; e Cy sao quaisquer dois cubinhos de cantos, existe um mo-
vimento de M € G que altera a orientagoes (mas nao posigoes) de Cy e Cy
e que nao afeta os outros cubinhos de cantos em tudo. Além disso, existe tal

movimento M que gira no sentido hordrio Ci e gira no sentido anti-hordrio

Cs.

Demonstracao:  Como na prova do Lema 13, a questao é primeiro
encontrar um tunico My movimento que altera as orientacoes de 2 cubinhos
e depois conjugar M, para encontrar outros movimentos que mudam as ori-
entacoes de 2 cubinhos. Vocé pode ter encontrado um tal movimento; uma
possibilidade ¢ My = (DR™Y)3(D7'R)3, que possui decomposicao ciclo dis-
juntos (dfr rdf frd) (drb rbd bdr) (df dr fr ur br dl db). Entao,¢canie(Mo) = 1
e Yeanto(Mo) =(dbr brd rdb) (drf rfd fdr). Entao, se C; = dbr e Cy = drf, a
afirmacao ¢é verdadeira.

Agora, vamos conjugar este movimento. Existe M € G que envia dbr
para Cy e drf para Cy. Temos M = M~'MyM. Ao aplicar, Yeano(M'),
temos que M " muda as orientacoes de C] e (5 e nao afeta os outros cubinhos

. / . . /. . . /.
de cantos. Especificamente, M gira no sentido horario C} e gira anti-horario

Ch. |
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Demonstracao da Proposicao 5: Suponhamos que o Cubo de Ru-
bik é uma configuracao onde pelo menos dois cubinhos cantos C; e Cy tém
a orientacao errada. Pelo Lema 14, ha um movimento que gira no sentido
horério C}, gira anti-horario Cs, e nao afeta os outros cubinhos de cantos. Ao
aplicar este movimento uma ou duas vezes, podemos garantir que C tem a
orientacao correta. Uma vez que este movimento nao afeta nenhum cubinhos
de cantos além de C e (5, o Cubo de Rubik agora tem um a menos cubinho
de canto com uma orientacao incorreta. Fazendo isso varias vezes, acaba-
mos com uma configuragao (1, 5,0, y'), onde ha no maximo um cubinho de
canto com a orientagao incorreta. Isto é, pelo menos sete dos x; sao 0. Pelo
Lema 12, Y2, = Ya; = 0 (mod 3), assim ele deve ser o caso que o tltimo
z; também é 0, portanto, a configuracdo do Cubo de Rubik é (1,5",0,y).
|

Em seguida, queremos provar Proposicao 7, ou seja, queremos corrigir as
posicoes dos cubinhos de arestas. A ideia da prova é muito semelhante ao que
usamos para provar a Proposicao 5. Primeiro, provamos que ¢eanio : G —
Sg é sobrejetor. Neste caso, queremos apenas usar os movimentos que nao
afetam cubinhos cantos, uma vez que ja fizemos um monte de trabalho para
obter os cubinhos de cantos nas posicoes certas e orientagoes. Portanto, em

vez de olhar diretamente para ¢ csiq, Olharemos para a restricao de @gresa

para ker wcanto-
Lema 15 A imagem de ¢aresta|Kerwmnto : Ker 7v/}camfo — 812 contém A12-

Demonstracao: Ajs é gerado pelo conjunto de 3-ciclos em Aj,. Pelo
mesmo argumento como na prova do Lema 13, basta mostrar que todos os 3-
ciclo é a imagem de Quresta|Kerveans,- COMO na prova do Lema 13, a estratégia

¢é usar conjugados de um tinico movimento para provar.
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Encontrado um movimento em que nao afeta nenhum cubinho canto,
mas 3 ciclos de cubinhos arestas. O movimento é My, = LR'U?L"'RB?,
que tem decomposigao ciclo disjuntos (ub uf db). Entao, My € Ker Yeanio ©
Garesta(Mo) =(ub uf db). Até | se C1,Cy, e C5 sdo quaisquer 3 cubinhos can-
tos, ha um movimento M do Cubo de Rubik que envia ub para C, uf para
Cs, e db para Cs. Entdo, como M’ = M~'MyM tem ciclo de decomposicao
disjuntos (C1C5C5), tal que M € kerduresta € Yeanto(Mp) = (C1C2C3). Por-

tanto (C1C5C3) € GarestalKerpeans, dU€ completa a prova. [

Observagao: De fato, a imagem de @uresta|Ker veanto © €7 Yeanto — S12
é exatamente Aj,, que permite provar usando o Corolario 1.

A Proposigao 6 segue diretamente do Lema 15. A prova é exatamente a
mesma ideia que a demonstracao da Proposicao 4.

Finalmente, provaremos a Proposicao 7. Isto é bastante semelhante a

Proposicao 5. Primeiro, precisamos de um Lema analogo ao Lema 14.

Lema 16 Se C) e C5 sao quaisquer dois cubinhos cantos, hd um movimento
M € G que muda as orientagoes, mas nao posicoes, de Cy e Cy e que nao

afeta os outros cubinhos.

Demonstracao: FEncontrado um movimento que muda as orientagoes
de 2 cubinhos de arestas, sem afetar quaisquer outros cubinhos. O movimento

é
LR 'WLR'DLR 'BLR'WLR 'F'LR'D'LR'B'LR'U!

(Este movimento ¢ descrito com mais facilidade como (MrU)*(MzU™1)%).

Chame esse movimento de My; que tem decomposigao ciclo disjuntos (fu
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uf)(ub bu). G age transitivamente sobre o conjunto de triplos ordena-
dos (C1,Cs,Cs), onde C1,Cy, e C3 sao diferentes cubinhos arestas. Em
particular, se (] e (5 sao quaisquer dois cubinhos de arestas diferentes,
existe M € G que envia uf para C; e ub para Cy. Por MMyM™!, al-
tera as orientacoes do Cy e (5, e nao afeta os outros cubinhos em tudo.
|

O argumento que foi utilizado para provar a Proposicao 5, prova a Pro-
posicao 7 também. Isto completa a prova do Teorema 4.

Observagao: Anteriormente, calculamos que havia 2'2.388!12! confi-
guragoes possiveis do Cubo de Rubik. Agora, o Teorema 4 diz-nos que apenas
1—12 destas sao validos. Naturalmente, isto significa que existem ainda mais de

4.10' configuracoes véalidas, um nimero expressivamente grande ainda!
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