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PORTAS

Se vocé abre a porta, vocé pode ou ndo entrar em uma nova sala.
Voceé pode nédo entrar e ficar observando a vida.

Mas se vocé vence a davida, o medo, e entra, dd um grande passo:

Nesta sala vive-se.
Mas também tem um preco...
Sdo inimeras outras portas que vocé descobre.
As vezes, quebra-se a cara; as vezes, curte-se mil e uma.
O grande segredo é saber quando e qual a porta deve ser aberta.
A vida ndo € rigorosa, ela propicia erros e acertos
Quando com eles se aprende.
N&o existe a seguranca de acerto eterno.
A vida é generosa.
A cada sala que se vive, descobrem-se tantas outras portas. E a vida enriquece quem se
arrisca a abrir novas portas.
Ela privilegia quem descobre seus segredos e generosamente oferece afortunadas
portas.
Mas a vida também pode ser dura e severa. Se vocé ndo ultrapassa a porta, tera sempre
a mesma porta pela frente e a repeticdo perante a criagdo, € a monotonia monocromatica
perante a multiplicidade das cores, e a estagnacgéo da vida.
Para a vida, as portas ndo sdo obstaculos, mas diferentes passagens...

Icami Tiba



RESUMO

Tendo em vista as dificuldades apresentadas por grande parte dos alunos em relagcdo a
visualizagdo dos elementos dos solidos geométricos e consequentemente a compreensdo deste
contetdo matematico e também as dificuldades dos colegas professores em disponibilizar essa
visualizag&o e conseguir concluir este conteido em tempo habil, com eficiéncia e de maneira
satisfatdria a cumprir com a ementa deste conteldo do ensino médio e, buscando atender bem
0 bindmio ensino — aprendizagem, propomos neste trabalho uma boa alternativa de construir o
conhecimento sobre s6lidos geométricos, abordando os sélidos: Prismas, pirdmides, cilindro,
cone e esfera, conjuntamente, para que 0 aluno possa ter parametros comparativos. Para tal,
usaremos uma tabela, onde seu preenchimento, fara, em um primeiro momento professor e/ou
alunos se utilizam de recursos materiais e/ou ferramentas computacionais para construir cada
solido, e de posse destas construcdes poderem, em um segundo momento, visualizar melhor os
elementos que fazem parte destes solidos, e em um terceiro momento, desenvolverem para cada
solido as formulas que fornecem diagonais, areas das bases, areas laterais, areas totais e por fim
0s volumes. Como sabemos que, no desenvolvimento destas formulas, é necessario
conhecimentos prévios, oferecemos assim, com essa proposta, a oportunidade de: revisar
contetdos como: Teorema de Pitagoras, areas de figuras planas, semelhanca de triangulos, entre
outros, além de abordar também temas novos como: o principio de Cavaliere, utilizar variantes
do teorema de Pappus e ainda apresentar uma noc¢éo de limites.

Palavras-chave: visualizagcdo. Pardmetros comparativos. Ferramentas de visualizacao.
Construcédo. Ensino — aprendizagem. Dedugdes.



ABSTRACT

Having in mind the difficulties presented by a vast amount of students in visualizing the
elements of geometric solids and consequently the comprehension since mathematical content
and also teachers’ difficulties in make available that visualization and conclude this content just
in time, efficiently and in a satisfactory way to comply with the high school program and,
searching to attend well the teaching-learning binomial, this work proposes an alternative at
knowledge construction about geometric solids, approaching them: prisms, cylinders, cone and
sphere, together to give students comparative parameters. For this purpose, a table is useful,
which fulfilling will make, firstly, teacher and/or student use material resources and/or
computational tools to construct each solid, in possession of these constructions, in a second
moment, they are able to visualize better the elements of the solids, and in a third moment, they
can develop for each solid, formulas that provide diagonals, areas for the bases, side areas, full
areas and, finally, volumes. As we know, it is necessary previous knowledge in these formulas
development, so we offer, with this purpose, the opportunity of review contents, as:
Pythagorean theorem, flat surfaces areas, similar triangles, among others. In addition to that, it
approaches new matters such as: Cavalieri’s principle, variations from Pappus theorem and
even it presents a notion of limits.

Keywords: Visualization, comparative parameters, visualization tools, construction, teaching-knowing,
deduction.
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1 INTRODUCAO

Percebemos que, no processo de aprendizagem, a grande dificuldade encontrada por boa
parte dos alunos esta principalmente na visualizacdo dos elementos que compdem as figuras
espaciais e por consequéncia a dificuldade em compreender as dedug¢des das formulas que
usamos para calcular diagonais, alturas, geratrizes, apétemas, areas e volumes dos sélidos
estudados nesse contetdo.

Com respeito ao ensino, sdo notdrias varias dificuldades na apresentacdo da Geometria
Espacial de modo que o alunado compreenda e visualize os objetos espaciais de forma
satisfatoria. Nessa proposta, os alunos ndo se limitam apenas aos desenhos destas figuras
tridimensionais no plano, trazidas pelos eshocos dos professores no quadro ou através de livros.
Os alunos serdo conduzidos a seguir um passo-a-passo, tendo a oportunidade de, a partir das
planificacbes da cada sélido, construirem os proprios e de posse deles, poderem visualizar e
identificar nos mesmos seus: vértices, arestas, faces, diagonais, alturas, apdtemas, geratrizes,
angulos retos, semelhangas de triangulos, entre outros detalhes que os qualificardo a nédo so
poderem desenhar cada solido com suas caracteristicas especificas como também compreender
0s eshocos destes com mais capacidade; além de construirem nesse processo 0s meios visuais
que juntamente com conhecimentos necessarios previamente estudados irdo ajuda-los a
entenderem as demonstrac6es das formulas.

Quanto ao ensino, vemos também as dificuldades que alguns professores tém, em
apresentar este contetdo de maneira a oferecer aos alunos melhores condicdes de visualizacao
espacial, muitas vezes, os alunos ficam tentando abstrair as observacGes necessarias, apenas
nos esbogos dessas figuras tridimensionais trazidas num plano, através dos desenhos do
professores nos quadros ou, atraves dos livros, nesses mesmos desenhos, com um pouco mais
de ilustracbes, mas que, ainda assim, para os alunos, ndo contempla as condi¢des para que
possam perceber com mais clareza, por exemplo, elementos como: angulos retos, triangulos
retangulos, semelhanca de triangulos, entre outros detalhes de grande importancia para a
compreensdo das deducdes das formulas que serdo construidas, razdo pela qual provoca em
grande parte dos alunos, forte desestimulo e assim um enorme entrave para o desenvolvimento
da compreensdo do assunto.

O objetivo é propor uma metodologia que possibilite uma melhoria do ensino-
aprendizagem, oferecendo um roteiro progressivo de construcdo do conhecimento de
Geometria Espacial. Podendo ser usado por professores como metodologia de ensino ou por
alunos, como um processo de aprendizagem, onde todos os s6lidos sdo estudados ao mesmo
tempo, com o auxilio de uma tabela ( ANEXO | ), oferecendo possibilidades de comparacgéo
entre eles, podendo entdo observar com mais clareza as semelhancas e as diferencas, que
contribuem grandemente para a compreensao das defini¢des de cada solido, para a construcao
deles e principalmente para a deducdo das formulas que usaremos para os calculos dos
elementos, areas e volumes, através de 6timas sugestfes de ferramentas materiais e digitais que
favorecem bastante a visualizacdo das figuras e seus elementos e portanto ajudando
enormemente o desenvolvimento gradativo dos temas propostos bem como a absorcdo dos
conteldos e em paralelo a isso poder revisar de maneira pratica outros assuntos trabalhados
anteriormente, apresentar novos estudos relacionados ao assunto, introduzir nogbes de
conteldos que normalmente sdo abordados em nivel superior, e ainda sugerir atividades
contextualizadas e que podem levar a interdisciplinaridade.
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O estudo aqui proposto contempla alguns dos momentos dos métodos didaticos de

Commenius, considerado “O criador da Didatica moderna”, sendo eles:
e Qualquer coisa que se ensine devera ser ensinada em sua aplicacdo, no seu uso

definido;
Ensinar as coisas em seu devido tempo;
Deve ensinar-se de maneira direta e clara;
N&o abandonar nenhum assunto até sua perfeita compreensédo;
Ensinar primeiro os principios gerais;
Tudo o que se deve saber deve ser ensinado;
Dar a devida importancia as semelhancas e diferencas que existem entre as
coisas;
e Ensinar a verdadeira natureza das coisas, partindo de suas causas.

Quadro 1 — Commenius

Jodo Amés Commenius, nasceu em 28 de mar¢o de 1592, na Moravia, regiao
pertencente a antiga Boémia, hoje Republica Tcheca. Fildsofo e Tedlogo, comegou a
lecionar em 1614. Em sua primeira grande obra, Didatica Magna, concluida em 1632,
estao reunidas muitas ideias que contribuiram para reformas educacionais em diversos
paises da Europa. Faleceu aos 78 anos, em Amsterda, na Holanda.

Fonte: (Nova Escola. 2003. p.66)

E também conforme a didatica, 0s meios e 0s recursos, sejam eles materiais ou de
tecnologia de informagéo, utilizados para ensinar, auxiliam, e muito, o professor e o aluno no
processo ensino-aprendizagem. Refere-se aos diversos tipos de componentes do ambiente de
aprendizagem que d&o origem a estimulacdo para o individuo. O professor antes de planejar o
ensino deve ter claro os objetivos, pois sdo eles que vao possibilitar analise dos procedimentos,
conteddos e todas possibilidades humanas e materiais.

Esses meios despertam o interesse e provocam a discussdo e debates desencadeando
perguntas e gerando ideias. Os recursos didaticos sdo elementos indispensaveis para
desempenhar um bom ensino.

Além disso, para exaltar a importancia das semelhancas e diferencas para o ensino-
aprendizagem, podemos também levar em consideracdo 0 inicio da construcdo do
conhecimento sobre geometria, bebendo numa fonte antiga muito importante para a
Matematica, o livro “Os Elementos” de Euclides, onde observamos claramente o evoluir da
compreensdo a partir de varias comparacdes que surgiram com as experimentacoes reais e
observagdes, como as que se seguem:

“QOs cones e cilindros semelhantes estio entre si em uma razao tripla da dos
didmetros nas bases”

“Dois numeros médios em propor¢io caem entre dois numeros solidos
semelhantes; e o s6lido tem para o solido semelhante uma razéo tripla da que o lado
homologo para o lado homologo”

“Caso um numero médio em proporcao caia entre dois nUmeros, 0s NUMeros serao
planos semelhantes”



20

“Caso dois numeros médios em proporcio caiam entre dois niumeros, os nimeros
serao solidos semelhantes”

“Caso uma linha reta seja cortada em desiguais, os quadrados sobre as desiguais
sao maiores do que duas vezes o retingulo contido pelas desiguais”

“Sobre a reta dada, descrever um solido paralelepipedo semelhante posto, ao sélido
paralelepipedo dado”

“Os solidos paralelepipedos semelhantes estio entre si na tripla razao dos lados
homélogos”

“Caso duas piramides estejam sob a mesma altura, tendo triAngulos como base, e
seja dividida cada uma delas tanto em duas piramides, iguais entre si e semelhantes a toda
a toda quanto em dois primas iguais, como a base de uma piramide estara para a base da
outra da outra piramide, assim todos os prismas em uma piramide para todos 0s prismas,
iguais em quantidade, na outra piramide”

“As piramides semelhantes e que tém triangulos como bases estio em uma razio
tripla da dos lados homélogos”

“Todo Prisma, tendo um triangulo como base, ¢ dividido em trés piramides iguais
entre si, tendo triangulos como base”

Estas sdo apenas algumas comparagdes encontradas para a construcao do conhecimento
sobre matemaética e especificamente para a geometria.

Baseados na experiéncia dos antigos, partimos da premissa que, a comparacao € de
grande importancia para compreendermos conceitos e desenvolvermo-nos com mais
desenvoltura na geometria.

Podemos também citar que este roteiro de estudo dos solidos esta de acordo com a nova
Base Nacional Curricular Comum ( BNCC ), conforme trechos que transcrevemos abaixo:

A Matematica assume um papel fundamental para o pleno acesso dos sujeitos a
cidadania. Em uma sociedade cada vez mais baseada no desenvolvimento
tecnoldgico, os conhecimentos matematicos tornam-se imprescindiveis para as
diversas acBes humanas, das mais simples as mais complexas, tais como ... e
percepcdo do espaco que nos cerca, dentre outras (BNCC, p. 116).

Percebe-se que oferece a oportunidade do aluno ter essa percepc¢éo espacial.

O conhecimento matematico é fruto da busca, pelo ser humano, de
respostas a problemas que a sociedade lhe apresenta em suas praticas sociais.
A Matematica ndo é, e ndo pode ser vista pela escola, como um aglomerado
de conceitos antigos e definitivos a serem transmitidos ao estudante. Ao
contrario, no processo escolar, é sempre fundamental que ele seja provocado
a construir e a atribuir significado aos conhecimentos matematicos (BNCC, p.
116).
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O alunado ndo se limita apenas aos aglomerados de conceitos; pelo contrario, é
convidado a participar da construgcdo dos sélidos e das demonstracBes das formulas, dando,
assim, significado aos conhecimentos e a insercdo deles nas préaticas sociais.

Dessa forma, a Matematica pode ser vista como uma fonte de modelos para
os fendmenos que nos cercam. Esses modelos compreendem ndo somente os
conceitos, mas as relacbes entre eles, procedimentos e representaces de diversas
ordens (BNCC, p. 116).

Os objetos matematicos ndo podem ser compreendidos isoladamente, eles
estdo fortemente relacionados uns aos outros. Superar a perspectiva de limitar esses
objetos em blocos isolados e estanques tem sido um dos principais desafios a serem
vencidos com relacdo as praticas escolares de trabalho com a Matematica (BNCC, p.
116).

Os alunos, ndo sé estudam os conceitos de cada sélido como também as relagdes entre
eles através das comparacGes de semelhancas e diferencas, bem como, se utilizando de uma das
atividades propostas, percebem que estes solidos podem servir de modelos para representar
diversos fendmenos que nos cercam, como: moléculas, constru¢bes humanas e animais, entre
outros. Possibilitando contextualizagdes e diversas discursdes interdisciplinares.

E preciso valorizar todo o conhecimento que o/a estudante traz de suas
praticas sociais cotidianas. Ndo podemos imaginar que ele/a chega a escola com a
cabeca vazia; ao contrario, todo/a estudante carrega consigo uma diversidade de
conhecimentos matematicos que podem e devem servir de ponto de partida para novas
aprendizagens. E muito importante, em sala de aula, provocar o estudante para que
ele explique esses conhecimentos, os quais devem ser, permanentemente, associados
aos conhecimentos escolares trabalhados (BNCC, p. 116).

Também valorizamos 0s conhecimentos que 0s alunos possuem, atraves das atividades
propostas, esses alunos podem se utilizarem de seus conhecimentos, ndo so sobre o tema em si
como também sobre 0 uso dos recursos materiais, dos tecnologicos, das contextualizacdes e
interdisciplinaridade. Usam primeiramente em seus respectivos grupos e depois trazem para
serem debatidos em sala.

Para que o/a estudante tenha sucesso em Matemaética, é preciso que ele/a
atribua sentido para os conceitos aprendidos na escola. Esse processo demanda,
muitas vezes, 0 recurso a contextualizacdo dos problemas apresentados a ele/a.
Entretanto, a contextualizacdo de um problema néo se resume a, por exemplo, colocar
“frutas” no seu enunciado (que € apenas um exercicio de aplicacdo de conhecimentos
previamente aprendidos), mas, sim, criar uma situacéo que envolva contextos diversos
(sociais e cientificos) em que o/a estudante ndo veja de imediato a sua solugdo. E
preciso que a situacdo apresentada demande que o/a estudante elabore hipoteses de
resolucdo, teste a validade dessas hipéteses, modifique-as, se for o caso, e assim por
diante. Trata-se, portanto, de desenvolver um tipo de raciocinio préprio da atividade
matematica, permitindo compreender como 0s conceitos se relacionam entre si
(BNCC, p. 117).

A ideia do trabalho é fazer com que os alunos usem 0s seus raciocinios proprios e com
0s conhecimentos que ja possuem interajam com 0s colegas contextualizando com outros
conhecimentos cientificos e sociais e construam o conhecimento sobre o assunto em pauta,
dando sentido aos conceitos estudados.

Por isso, € importante considerarmos que, antes de o/a estudante ser
apresentado/a a representacdo de um objeto matematico, é preciso que ele/a elabore a
compreensdo desse objeto. Além disso, no caso da Matematica, um mesmo objeto
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pode ser representado de diferentes maneiras e uma mesma representacdo pode ser
associada a diferentes objetos (BNCC, p. 117).

Os alunos através dessa proposta comecam a elaborar a compreensdo dos objetos a partir
de suas planificagdes e construindo-os percebem as diferentes maneiras de representa-los e que
essas maneiras podem ser associadas a diferentes contextos e interdisciplinaridade.

O refinamento das representagBes dos objetos matematicos é elaborado
pouco a pouco pelo/a estudante. E importante iniciar o processo de aprendizagem em
Matematica provocando o/a estudante a fazer matematica para que, posteriormente,
ele/a possa se apropriar de registros de representacédo simbdlicos (BNCC, p. 117).

Assim, a aprendizagem em Matematica demanda a exploracdo de trés
momentos distintos e ordenados. No primeiro, o estudante deve fazer Matematica.
Apos, ele deve desenvolver registros de representagdo pessoais para, finalmente,
apropriar-se dos registros formais (BNCC, p. 117).

Nesse roteiro de ensino-aprendizagem, os alunos séo levados a explorarem esses trés
momentos, fazer Matematica, construindo os solidos a partir de suas planificacdes, registros
de representacfes pessoais, atraves das visualizages, desenhos dos solidos no plano,
identificacOes de seus elementos, observacdo de semelhancas e diferengas e conceitos que séo
registrados simultaneamente, registros formais, através das atividades de contextualizacédo e
interdisciplinaridade, das observagdes das particularidades de cada solido e das demonstracdes
das férmulas de cada um.

Ainda de acordo com a BNCC, no que tange A Area de Matematica no Ensino
Fundamental:

E importante destacar, inicialmente, a necessaria aproximacdo entre os
conhecimentos matematicos e o universo da cultura, das contextualizacBes e da
instrumentacédo critica, como principios que sdo o ponto de partida para a prética
pedagdgica. O ensino de Matematica visa a uma compreensao abrangente do mundo
e das préticas sociais, qualificando a inser¢do no mundo do trabalho, que precisa ser
sustentada pela capacidade de argumentacdo, seguranca para lidar com problemas e
desafios de origens diversas. Por isso, é fundamental que o ensino seja
contextualizado e interdisciplinar, mas que, a0 mesmo tempo, se persiga o
desenvolvimento da capacidade de abstrair, de perceber o que pode ser generalizado
para outros contextos, de usar a imaginacdo (BNCC, p/. 118).

No processo de contextualizar, abstrair e voltar a contextualizar, outras
capacidades sdo essenciais, como: questionar, imaginar, visualizar, decidir,
representar e criar. Nessa perspectiva, alguns dos objetivos de aprendizagem
formulados comegam por: “resolver e elaborar problemas envolvendo...”. Nessa
enunciacdo estd implicito que o conceito em foco deve ser trabalhado por meio da
resolugdo de problemas, ao mesmo tempo em que, a partir de problemas conhecidos,
deve-se imaginar e questionar o que ocorreria se algum dado fosse alterado ou se
alguma condicéo fosse acrescida. Nesse sentido, indicamos a elaboracdo de problemas
pelos/as préprios/as estudantes, e ndo apenas a proposicao de enunciados tipicos que,
muitas vezes, apenas simulam alguma aprendizagem (BNCC, p. 118).

Através das atividades propostas nesse roteiro de estudos dos sélidos geométricos,
através dos debates sobre o tema, tenta-se estimular os alunos a serem criativos, usarem a
imaginacgéo, tomarem decisoes, visualizarem e desenvolverem a capacidade de argumentagéo
sobre o contetdo e sobre a aproximagdo dos conhecimentos matematicos em pauta com
abrangentes contextos e interdisciplinaridade.
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Um curriculo, na drea da Matematica, dialogando com todas as areas, precisa
garantir o direito a compreensao das ideias abrangentes que articulam conhecimentos
especificos; ao desenvolvimento do pensamento analitico e a interpretagcdo de
problemas, criacdo de suas proprias estratégias de resolucdo e producéo de situacdes
desafiadoras. Essas capacidades habilitam os/as estudantes a buscarem respostas a
situagBes familiares e ndo familiares pelo emprego de estratégias tipicas do raciocinio
matematico e fundamentais para a tomada de decisdes conscientes, de maneira cada
vez mais qualificada (BNCC, p. 119).

Esse projeto de ensino-aprendizagem oferece também a oportunidade para que
professores de diferentes disciplinas possam dialogar entre si para planejarem uma forma de
abordarem os varios angulos de visdo sobre o0 assunto e levarem essa discursdo para que 0S
alunos possam desenvolver o pensamento analitico, o raciocinio matematico, a interpretacéo e
terem a capacidade de tomar decisfes conscientes a partir da criacdo de suas proprias estratégias
de resolucéo e producéo de situagdes desafiadoras.

A Matemética é uma ciéncia composta por mdaltiplos conceitos que se
relacionam, se complementam e que, muitas vezes, sdo interdependentes. Além disso,
o0 corpo de conhecimentos matematicos (que se consolida por ampliacdes sucessivas
ao longo da Educacdo Basica) estd fortemente apoiado em suas aplicacGes, tanto
aquelas do cotidiano fora da sala de aula quanto as que se originam pelo préprio
desafio do conhecimento, que esta sempre em movimento, necessitando ser
completado, explicado, verificado (BNCC, p. 119).

A ideia disponibiliza ndo s0, a possibilidade de revisar conteidos da educacao basica
como também apresentar novos conceitos e relacdes com o cotidiano que sao originados pelo
proprio desafio da compreensao do tema em estudo.

As ideias mateméticas foram produzidas e se desenvolveram durante
milhares de anos fincadas em diversas culturas, tém suas histdrias associadas as
necessidades de cada tempo social, estando em constante desenvolvimento. Dessa
forma, a Matematica contemporanea se constitui a partir de elos com outras areas de
conhecimento e com os desafios do desenvolvimento da sociedade. As tecnologias
digitais sdo exemplo disso, pois, a0 mesmo tempo que exigem novas descobertas
matematicas para seu avango, facilitam a expansdo de ideias e ddo acesso a novas
formas de aplicagdo dos conhecimentos, o que possibilita a continuidade da
exploragdo e invencdo matemética (BNCC, p. 119).

Na ATIVIDADE 1 do nosso trabalho, que sera comentada posteriormente, os alunos
interagem ativamente com essas tecnologias da informacdo e na ATIVIDADE 4, que também
sera comentada mas a frente, propde-se uma pesquisa sobre a existéncia dos sélidos nas diversas
atividades humanas, na qual é facil surgir a contextualizacdo histérica e cultural do
desenvolvimento da Matematica e da possibilidade da continuidade da exploracdo e invencédo
com novas descobertas, contextualizacdes que podem ser amplamente debatidas na sala de aula
e até mesmo juntamente com professores de outras cadeiras.

E no planejamento da acio pedagdgica que as conexdes e a riqueza de
possibilidades do curriculo podem ser explicitadas, contribuindo para que todos se
beneficiem do acesso ao raciocinio matematico e aprendam a aplica-lo de maneira
criativa e eficiente. Na Base Nacional Comum Curricular, a Mateméatica propde
objetivos basicos de aprendizagem, mas tem, sobretudo, o papel de encorajar 0s
professores a propiciarem que seus alunos se motivem e desenvolvam a
autoconfianga, mediante sua participacdo ativa em experiéncias desafiadoras e
atraentes (BNCC, p. 119).
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No planejamento do roteiro de nosso trabalho queremos contribuir para motivar
professores e alunos a desenvolverem o projeto com participacao ativa de todos, estimulando o
raciocinio matematico de maneira criativa e eficiente com a interacéo entre eles.

Tambeém podemos transcrever trechos da BNCC na parte de nosso maior interesse que
é 0 ENSINO MEDIO, onde essa proposta de estudo deve ser aplicada, e novamente observamos
pontos que corroboram a ideia do projeto, como se vé abaixo:

O Ensino Médio caracteriza-se como a Ultima etapa da Educacdo Basica. Nao
é uma etapa isolada e independente das anteriores, mas, sim, uma etapa complementar,
que deve oferecer condi¢Bes ao estudante para ampliar e consolidar as aprendizagens
do Ensino Fundamental e desenvolver novas capacidades de interpretar e refletir sobre
diferentes contextos. Para isso, no ambito da escola, € necessario rever e
redimensionar o curriculo, de modo que a matematica ao ser apresentada ao estudante
evidencie sua relevancia social e cultural e seu papel no desenvolvimento histérico da
ciéncia.

Assim, no processo de elaboragdo do curriculo de Matematica do Ensino
Médio, deve-se levar em conta a importancia da contextualizacdo, pois os conceitos e
procedimentos matematicos precisam ter significado para o/a estudante, dado que um
estudo sem referenciais, sem um vinculo forte com a realidade concreta, dificulta os
processos de ensino e aprendizagem. O cotidiano pode ser considerado uma fonte rica
de contextos, para ensinar e aprender Matematica. Assumir essa posi¢do ndo significa
gue os contextos de outras ciéncias e os da prépria Matematica ndo precisem ser
utilizados. Pelo contrério, eles também sdo necessarios, pois conceitos matematicos
sdo instrumentos para a construcdo de novos conceitos, além de ferramentas para a
compreensdo e a explicacdo de fendmenos sociais e da natureza.

Nesse sentido, a valorizacdo da contextualizagdo nesse processo exige
também considerar a necessidade de o/a estudante desenvolver competéncia relativa
a abstracdo, tendo em vista que ele/a devera estabelecer ou apreender relagBes que sdo
validas em diferentes contextos. Portanto, para o processo de ensino de um conceito
matematico, € interessante considerar a importancia do ciclo: contextualizar,
descontextualizar e novamente contextualizar e, depois, reiniciar esse movimento.

Desse modo, além de favorecer a predisposicéo do/a estudante, no sentido de
utilizar os conhecimentos matematicos como recurso para compreender a realidade e
nela intervir, os processos de ensino e de aprendizagem de conceitos matematicos,
principalmente aqueles que valorizam o trabalho coletivo, também podem propiciar o
desenvolvimento de atitudes que elevam a autoestima do/a estudante com relacéo a
propria capacidade de aprender e construir conhecimentos, de respeitar o trabalho
dos/as colegas e de investigar em busca de solu¢des para as situacdes propostas. Outro
aspecto que deveria ser considerado € a valorizagdo do uso da linguagem matematica,
para que o/a estudante possa expressar-se com clareza, precisdo e concisdo,
considerando ser ela um meio para a compreensao da realidade. Assim, a Matematica,
no curriculo da escola, deveria constituir, juntamente com a area de Linguagens,
sobretudo a Lingua Materna, um recurso imprescindivel para a construgdo e a
expressdo de argumentos convincentes e para o enfrentamento de situa¢des-problema.

A Matemaética do Ensino Médio deve priorizar conceitos e procedimentos
que possibilitem o estabelecimento de conexfes tanto entre diversas ideias
matematicas, como com outras &reas do conhecimento, atentando para suas aplicacoes
sociais (BNCC, p. 139).

Este paragrafo da BNCC abaixo, refere-se ao Ensino médio, mais uma vez, reforca
claramente tudo o que ja se foi comentado anteriormente sobre a concordancia do projeto com
a BNCC.
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[...] Ja a exploracdo das grandezas geométricas pode se constituir um étimo
estimulo para ofa estudante compreender demonstracdes mais elaboradas (por
exemplo, que conduzam a formulas para o célculo de &reas e de volumes de figuras
geomeétricas), promovendo a ampliacdo e a consolidacdo de conceitos aprendidos
anteriormente (BNCC, p. 140).

O roteiro de aprendizagem proposto, possibilita ao estudante esse estimulo a
compreensdo das demonstracfes matematicas, se valendo da ampliacdo dos conhecimentos
sobre o tema, consolidando conceitos aprendidos anteriormente e trazendo contetdos inéditos
para o Ensino Médio.

O trabalho com a Matematica no Ensino Médio pode ser enriquecido por
meio de propostas pautadas no uso de recursos tecnolégicos como instrumentos que
visem auxiliar na aprendizagem e na realizacdo de projetos, sem anular o esforco da
atividade compreensiva. Ha diversos softwares disponiveis na Internet que se aplicam
ao estudo das construcdes geométricas (BNCC, p. 141).

Essa proposta de estudo dos s6lidos comega exatamente propondo 0 uso desses recursos
tecnoldgicos para auxiliar na construcao dos solidos geométricos a partir de suas planificaces,
propde também, utilizar, além desses recursos tecnologicos, recursos materiais que contribuem
para melhorar visualizacdo e identificacdo dos elementos que constituem cada sélido, suas
semelhancas, diferencas e caracteristicas proprias, colaborando entéo, para a compreensao dos
conceitos e demonstracOes das formulas de cada um.

Mais ainda, a escola precisa propor situacdes em que o/a estudante perceba
a necessidade e a importancia de estabelecer relacbes entre conteidos, de elaborar e
de comprovar hipéteses, de fazer generalizacdes e de lidar com a ideia de incerteza,
caracteristicas do pensamento cientifico. E fundamental também que, ao final dessa
etapa de escolarizacdo, o/a estudante tenha construido um repertério diversificado e
abrangente de representacGes matematicas (BNCC, p. 141).

Conduzimos o aluno a perceber relagdes de semelhancas e diferencas entre os conceitos
dos préprios sélidos e relagbes com o cotidiano, levamos também o alunado a elaborar, através
de visualizacdes e identificacdes nos sélidos construidos e recursos tecnolégicos, conceitos e
demonstracdes que podem comprovar e fazer generalizaces.

Em sintese, essas considera¢des, conquanto possam ser adaptadas pelo/a
professor/a, ... destacam a importancia — a indispensabilidade — de preparar os/as
estudantes para o exercicio da cidadania, ao mesmo tempo, valorizando o
desenvolvimento dos conhecimentos indispensaveis para a continuidade do processo
educacional. Além disso, tais orientac@es, se colocadas em prética, tém potencial para
viabilizar aos estudantes uma visdo da Matemaética ndo apenas como uma ferramenta
atil para resolver problemas de sua vida cotidiana, mas, também, como uma ciéncia
logicamente estruturada, cuja compreensao pode proporcionar prazer (BNCC, p. 141).

Queremos com esse processo de ensino e de aprendizagem, fazer com o estudante possa
aprender de maneira estimulante e prazerosa.

Podemos ainda, apresentarmos aqui, 0s objetivos gerais para a Matematica no Ensino
Médio requeridos pela BNCC, novamente mostrando a concordancia com nossa proposta de
ensino-aprendizagem que expomos nesse trabalho:

OBJETIVOS GERAIS DA AREA DE MATEMATICA NO ENSINO MEDIO
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- Aplicar conhecimentos matematicos em situacfes diversas, na compreensao das demais ciéncias, de
modo a consolidar uma formacéo cientifica geral.

- Expressar-se oral, escrita e graficamente, valorizando a precisdo da linguagem, na comunicacdo de
ideias e na argumentacdo matematica.

- Compreender a Matematica como ciéncia, com sua linguagem propria e estrutura l6gico-dedutiva.
- Estabelecer relacdes entre conceitos matematicos de um mesmo campo e entre os diferentes eixos
(Geometria, Grandezas e Medidas, Estatistica e Probabilidade, Numeros e Operacdes, Algebra e

Funcdes), bem como entre a Matematica e outras areas do conhecimento.

- Desenvolver a autoestima e a perseveranca na busca de soluges, trabalhando coletivamente,
respeitando o0 modo de pensar dos/as colegas e aprendendo com eles/as.

- Analisar criticamente os usos da Matematica em diferentes préaticas sociais e fenémenos naturais, para
atuar e intervir na sociedade.

- Recorrer as tecnologias digitais para descrever e representar matematicamente situacdes e fenémenos
da realidade, em especial aqueles relacionados ao mundo do trabalho.

Finalizando, podemos mostrar o que a BNCC aponta para a abordagem especifica do
contetdo do nosso projeto:

1° ANO/EM
GEOMETRIA

Utilizar a semelhanga de triangulos e o teorema de Pitdgoras (Exemplo: diagonais de
prismas e da altura de pirdmides) para resolver e elaborar problemas.

Construir vistas ortogonais de uma figura espacial, representando-a em perspectiva a
partir de suas vistas ortogonais.

2° ANO/EM
GEOMETRIA

Reconhecer caracteristicas e elementos de poliedros (exemplo: faces, arestas, vértices,
diagonais), incluindo poliedros regulares, prismas e pirdmides obliquos.

Compreender o principio de Cavalieri e utiliza-lo para estabelecer as férmulas para o
calculo da medida do volume de figuras geométricas espaciais.

Resolver e elaborar problemas de calculo da medida de volume de cilindros, prismas,
pirdmides e cones retos.

Apresenta um método de aprendizagem que estimula os alunos a alcancarem esses
objetivos de forma construtiva, com utilizacdo de recursos tecnoldgicos e materiais,
possibilitando a interacdo entre os alunos e os professores, com espago aberto a debates amplos,
interdisciplinar e contextualizados, onde os estudantes podem contribuir com suas ideias em
qualquer momento do roteiro de construcao dos conhecimentos, baseados nos aprendizados que
ja possuem individualmente e juntos atingirem uma ampla compreensdo do assunto, bem como,
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perceberem a utilizagdo desses conhecimentos numa gama de outros campos de estudos
humanos.
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2 OBJETIVOS DO PROJETO

Neste projeto, queremos apresentar uma metodologia propria para 0 ensino-
aprendizagem dos solidos geométricos: Prismas, Pirdmides, Cilindros, Cones e Esferas.

Essa metodologia pode ser utilizada por professores em sala de aula, estudos
individuais, em grupo, em clubes de matematicas ou ainda através de outros meios que se

possam criar.

Pretendemos com esse processo de aprendizagem, fazer com que 0s alunos em suas etapas
possam conquistar gradativamente os seguintes conhecimentos:

1)

1)

1)
V)

V)

Vi)

Vi)

A PLANIFICACAO DE CADA SOLIDO
Nesta etapa pode-se usar softwares como: POLY E GEOGEBRA para obter
estas planificages.

A CONSTRUQAO DE CADA SOLIDO A PARTIR DE SUAS
PLANIFICACOES

Os materiais a serem usados ficam a critério do professor e/ou dos alunos.
Sugerimos a construcdo de solidos vazados pois estes serdo Uteis para a deducéo
das férmulas.

COMPREENDER A NOCAO DE LIMITES.

0O ESBOCO DOS SOLIDOS NO PLANO
Aprimorando assim sua capacidade de visualizacdo tridimensional e sua
capacidade de desenhar figuras espaciais no plano.

CONHECER E IDENTIFICAR TODOS OS ELEMENTOS QUE FAZEM
PARTE DE CADA SOLIDO ALEM DAS SEMELHANCAS E DIFERENCAS
EXISTENTES ENTRE ELES

Como elementos, nos referimos aqui aos: Vértices, arestas, faces, diagonais,
bases, raios, alturas, geratrizes, apdtemas e outros que se possam discutir no
encaminhar dos estudos, como também, o aluno possa reconhecer cada solido e
suas semelhancas e diferencas.

COMPREENDER TODAS AS DEMONSTRACOES DAS FORMULAS
USADAS PARA OS CALCULOS DOS DEVIDOS ELEMENTOS, DAS
AREAS E DOS VOLUMES EM CADA SOLIDO

Nesta etapa, precisaremos, além de contetdos previamente estudados no ensino
fundamental e médio, também precisaremos introduzir no¢fes de temas do
ensino superior, alguns com adaptacdes necessarias a compreensao para 0 ensino
médio.

PERCEBER A EXISTENCIA E AS APLICACOES DESDES SOLIDOS NA
NATUREZA E NAS CONSTRUCOES HUMANAS

Aqui os alunos tém a grande oportunidade de se depararem com
contextualizagbes e interdisciplinaridades que agigantam e abrilhantam o0s
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estudos através de uma pesquisa em que pode ser individual ou em grupo sobre
0 tema.

Podemos perceber que as ideias desse projeto se encaminha numa linha construtivista,
onde oferece um norte a ser seguido no processo de ensino-aprendizagem e na interacdo do
aluno com a realidade.

Inspirado nas ideias do suico Jean Piaget (1896- 1980), o método procura instigar a
curiosidade, j& que o aluno é levado a encontrar as respostas a partir de seus proprios
conhecimentos e de sua interacdo com a realidade e com os colegas.

O construtivismo propde que o aluno participe ativamente do préprio aprendizado, mediante a
experimentacgdo, a pesquisa em grupo, o estimulo a duvida e o desenvolvimento do raciocinio, entre outros
procedimentos. A partir de sua acao, vai estabelecendo as propriedades dos objetos e construindo as
caracteristicas do mundo.

Nocdes como proporcao, quantidade, causalidade, volume e outras, surgem da propria
interacdo da crianca com 0 meio em que vive. Vao sendo formados esquemas que lhe permitem
agir sobre a realidade de um modo muito mais complexo do que podia fazer com seus reflexos
iniciais, e sua conduta vai enriquecendo-se constantemente. Assim, constroi um mundo de
objetos e de pessoas onde comeca a ser capaz de fazer antecipacdes sobre o que ira acontecer.

O método enfatiza a importancia do erro ndo como um trope¢o, mas como um trampolim
na rota da aprendizagem. A teoria condena a rigidez nos procedimentos de ensino, as avaliagdes
padronizadas e a utilizacdo de material didatico demasiadamente estranho ao universo pessoal
do aluno.

As disciplinas estdo voltadas para a reflexdo e alto-avaliacdo, portanto a escola ndo €
considerada rigida.

Existem varias escolas utilizando este método. Mais do que uma linha pedagdgica, o
construtivismo € uma teoria psicoldgica que busca explicar como se modificam as estratégias
de conhecimento do individuo no decorrer de sua vida.

Quadro 2 - Piaget

Jean Piaget ( 1896 — 1980 )

Um dos mais importantes pesquisadores de educacdao e pedagogia, Jean Piaget
nasceu na cidade de Neuchatel (Suica) em 9/08/1896 e morreu em 17/9/1980. Especializou-
se em psicologia evolutiva e também no estudo de epistemologia genética. Seus estudos

sobre pedagogia revolucionaram a educacdo, pois derrubou véarias visdes e teorias
tradicionais relacionadas a aprendizagem.
Fonte: Disponivel em: < http://www.coladaweb.com/pedagogia/jean-piaget>. Acesso: 20 de maio de 2015.

SUA TEORIA


http://www.coladaweb.com/pedagogia/jean-piaget
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Assimilacéo

E o processo cognitivo de colocar (classificar) novos eventos em esquemas existentes.
E a incorporagéo de elementos do meio externo (objeto, acontecimento, ...) a um esquema ou
estrutura do sujeito.

Em outras palavras, € o processo pelo qual o individuo cognitivamente capta o ambiente
e 0 organiza possibilitando, assim, a ampliacdo de seus esquemas. Na assimilagdo o individuo
usa as estruturas que ja possui.

Acomodagao

E a modificacdo de um esquema ou de uma estrutura em funcéo das particularidades do
objeto a ser assimilado.

A acomodacdo pode ser de duas formas, visto que se podem ter duas alternativas:

Criar um novo esquema no qual se possa encaixar o novo estimulo ou modificar um ja
existente de modo que o estimulo possa ser incluido nele.

Apos ter havido a acomodagdo, 0 aluno tenta novamente encaixar o estimulo no
esquema e ai ocorre a assimilacao.

Por isso, a acomodacédo ndo é determinada pelo objeto e sim pela atividade do sujeito
sobre este, para tentar assimila-lo.

O balanco entre assimilagdo e acomodacéo € chamado de adaptacéo.
Equilibragdo
E o processo da passagem de uma situacdo de menor equilibrio para uma de maior

equilibrio. Uma fonte de desequilibrio ocorre quando se espera que uma situacdo ocorra de
determinada maneira, e esta ndo acontece.

“Q principal objetivo da Educacao € criar individuos capazes de fazer coisas novas
e ndo simplesmente repetir o que as outras geracoes fizeram”

Jean Piaget

“As estruturas operatorias da inteligéncia nao sdo inatas”

Jean Piaget
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Para que se possa colocar este projeto de estudo dos solidos em pratica, se faz necessario
que se procure saber do alunado ao qual sera aplicada a metodologia, se possuem pré-requisitos
basicos importantes para 0 avan¢o dos conhecimentos do assunto. Caso ndo possuam 0S
requisitos, deve-se apresenta-los os conceitos basicos que citaremos na sequéncia e caso ja
tenham estudado, terdo com o andar do projeto a oportunidade de revisa-los, além disso,
também serdo necessarios alguns contetidos novos que também servirdo de pre-requisito para
as demonstragdes que iremos fazer no desenvolver dos estudos.

N&o nos atemos aqui a fazer nenhuma demonstracdo sobre estes pré-requisitos, até
porque queremos apenas relembrar 0s assuntos que seguem:

3.1 Semelhanga de triangulos

3.1.1 Congruéncia de triangulos

A ideia de congruéncia entre segmentos, angulos e triangulos formou-se intuitivamente,
levando-se em conta que dois segmentos, dois angulos congruentes e dois triangulos
congruentes podem ser superpostos por meio de um deslocamento conveniente.

O conceito abstrato de congruéncia entre triangulo é definido da seguinte maneira:

Dois triangulos sdo denominados congruentes se ordenadamente sdo congruentes o0s trés
lados e os trés angulos. Exemplo: os tridngulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes.

Figura 1 — Congruéncia de Triangulos

AB=AB’ A=A
Indicamos: A ABC = A A'B’C se AC=AC" e B= B
BC=B'C’ C= (v

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

Observacéo:

Em dois triangulos congruentes, sdo congruentes entre si:
a) os lados opostos a angulos congruentes;

b) os angulos opostos a lados congruentes;
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3.1.2 Casos de congruéncia

A definicdo de congruéncia de triangulos fornecem cinco condi¢des que devem ser
satisfeitas para que os dois triangulos sejam congruentes. Existem condi¢des minimas para que
dois tridngulos sejam congruentes e estas condi¢fes sdo denominadas casos ou critérios de
congruéncia.
1° CASO (LAL)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados e 0 &ngulo compreendido
entre esses dois lados, entdo eles séo congruentes.

Este caso é normalmente dado como postulado e indica que se dois triangulos tém
ordenadamente congruentes dois lados e o &ngulo compreendido entre estes dois lados, entéo o
lado restante e os dois angulos também sdo ordenadamente congruentes.

EXEMPLO: Os triangulos ABC e A’B’C’ da figura séo congruentes pelo caso LAL.

Figura 2 — Congruéncia de Triangulos caso LAL

B

3 ;’
é’“‘f’“
A
5

c C
Esquema de aplicacao.
AB=A'B’ B=PH
A=A" = AABC=AABC — { BC=B(C
LAL Definigao . .
AC=AC C = ("

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

20 CASO (ALA)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois angulos e o lado adjacente a
esses angulos, entdo eles sdo congruentes.

EXEMPLO: Os triangulos ABC e A’B’C’ da figura sdo congruentes pelo caso ALA.
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Figura 3 — Congruéncia de triangulos — caso ALA
A

70 30

C
B 8

Esquema de aplicacao.

- -

B=FB AB= A'B’
BC =B — AABC=AAB(C — A=A’
. . ALA Definicao

C=C" AC=AC’

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

30 CASO (LLL)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entdo eles séo
congruentes.

EXEMPLO: Os triangulos ABC e A’B’C’ da figura sdo congruentes pelo caso LLL.

Figura 4 — Congruéncia de triangulos — caso LLL

Esquema de aplicacao.

AB= AL’ A=A
AC=AC’ — AABC=AAB(C — B=B

LLL Diefinicao - .
BC=B'C’ C= (v

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundagdo CECIERJ, 2010.

4° CASO (LAA)
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Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo adjacente e um
angulo oposto a esse lado, entdo eles séo congruentes.

EXEMPLO: Os triangulos ABC e A’B’C’ da figura sdo congruentes pelo caso LAA.

Figura 5 — Congruéncia de triangulos — caso LAA

Br
A
___,-""-f ?D 1
e
g -1 30 P
4
Esquema de aplicagéo.
BC= B'C’ C=C"
B=B = AABC=AABC’ = { AB=AB’
_1 _ -’L LAAo Definigao

AC=AC’

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

5° CASO (CASO ESPECIAL)

Se dois triangulos retadngulos tém ordenadamente congruentes um cateto e uma
hipotenusa, entdo eles sdo congruentes.

EXEMPLO: Os triangulos ABC e A’B’C’ da figura sdo congruentes pelo caso especial.

Figura 6 — Congruéncia de triangulos — caso especial

C A
4 P
3 B < \ 3
HH“-H%_% \
: 4 T\
A B

o
Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

Aplicacdo nos problemas

Se, ao resolver um problema, sabe-se que os elementos de dois tridngulos verificam as
condigdes de um dos casos de congruéncia:

1°) Pode-se afirmar que os triangulos sdo congruentes.
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2°) Conclui-se dai que os outros elementos desses tridngulos, que ndo se conhecem, séo dois a
dois congruentes.

3.1.3 Semelhanca de triangulos

DEFINICAO

Dois tridngulos séo semelhantes se os trés angulos sdo ordenadamente congruentes e se
os lados homologos sdo proporcionais.

A figura mostra dois triangulos ABC e A’B’C’ semelhantes. Lados homdlogos sdo lados
opostos a angulos ordenadamente congruentes.

Figura 7 — Semelhanga de tridngulos

B4 C

L

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

Os tridngulos ABC e A’B’C’ da figura sao semelhantes.

>
1]

A’ temos que os lados a e a’ sao homodlogos

B = B’ temos que os lados b e b’ sdo homologos

C = C' temos que os lados c e ¢’ sao homologos

Vértices homologos sdo os Vértices de angulos ordenadamente congruentes. Razéo de
semelhanca € a razdo de dois lados homdlogos quaisquer.

Temos que AABC é semelhante AA'B'C' se A= A", B =B, C = C' e também % =

b s ~
— = 5 = k, k é a razdo de semelhanca.

3.1.4 Casos de semelhanca entre triangulos
1° CASO: AA

Se dois triangulos possuem dois angulos ordenadamente congruentes, entdo eles sao
semelhantes.

2° CASO: LAL~
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Se dois triangulos possuem dois lados correspondentes ordenadamente proporcionais e
0s angulos compreendidos entre esses lados sdo congruentes, entdo os triangulos s&o
semelhantes.

Sejam os tridngulos ABC e A’B’C’.

Figura 8 — Semelhanga de tridngulos — caso LAL

A
B
Entao:
B - B
AB B¢ = AABC ~ AA'B'C.
TF o

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

3° CASO: LLL~
Se dois triangulos tém os lados homologos proporcionais, entdo sdo semelhantes.
Sejam os triangulos ABC e A’B’C’ tal que:

Figura 9 — Semelhanca de triangulos — caso LLL

B C B’ C’

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundagdo CECIERJ, 2010.
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3.2 RelagBes métricas no triangulo retangulo

Aqui relembramos as equacdes que relacionam as medidas da hipotenusa, catetos,
projecdes dos catetos sobre a hipotenusa e altura relativa a hipotenusa.

3.2.1 Elementos

Considere a figura:

Figura 10 — Elementos do tridngulo retangulo

C

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

3
o

= a € a hipotenusa, lado oposto ao angulo reto de um triangulo retangulo.

=ce AC = b sdo os catetos.

=
o]

=

= h é a altura relativa a hipotenusa.

=ne CH = m s&o, respectivamente, as projecdes dos catetos AB e AC sobre a hipotenusa

3

3.2.2 Relacbes

No triangulo retangulo ABC da figura, sendo:

Figura 11 — Relagbes métricas no triangulo retangulo

A

BC =a, AC =1,
AB=c¢. AH =h,
BH=n, e CH=m

C

o |

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundagdo CECIERJ, 2010.



38

Entdo, valem as seguintes relagdes:
I)m+n=a
2)b’=a-m
3)b-c=a-h
4)c’=a-n
5) b? + ¢2 = a? (Teorema de Pitagoras)

6) h>=m-n

Quadro 3 — Pitagoras de Samus

Nome completo 'O IMvBarydoag

Pitagoras de Samos (571 a.c. — 570 a.c, 500 a.c. — 490 a.c. ) foi um fil6sofo e
matematico grego.

Pitagoras foi o fundador de uma escola de pensamento grega denominada em sua
homenagem de pitagérica. Teve como sua principal mestra, a filésofa e
matematica Temstocléia.

Fonte: Disponivel em: < https://pt.wikipedia.org>. Acesso em: 18/05/2015

3.3 Areas de superficies planas
Superficie de um poligono €é a reunido do poligono com o seu interior.

Area de uma superficie é um nimero real positivo associado a essa superficie. A area
expressa a medida de uma superficie numa certa unidade.

3.3.1 Area do paralelogramo

Figura 12 — Paralelogramo
A b D

|
|
|
I h
|
|
|

[wi -
B E C F

O


https://pt.wikipedia.org/
https://pt.wikipedia.org/wiki/Temistocl%C3%A9ia_(fil%C3%B3sofa)
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Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

Paralelogramos sdo quadrilateros com lados opostos paralelos.

Todo paralelogramo tem area equivalente a um retangulo de base e altura
respectivamente congruentes as do paralelogramo.

A=Db.h

3.3.2 Area do quadrado

Figura 13 — Quadrado

L

L
Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

Lembrando que o quadrado é o paralelogramo que possui todos os lados e angulos com
mesma medida.

A éarea da superficie de um quadrado é o produto entre as medidas dos seus lados, isto

A=L?
3.3.3 Area do retangulo

Figura 14 — Retangulo

b
Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

Retangulo é o paralelogramo com todos angulos internos iguais.
A area de um retangulo é o produto de suas dimensdes.
A=b.h

3.3.4 Area do triangulo
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Figura 15 — Triangulo

B b C
Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria bésica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.
Triangulos sdo poligonos com trés lados.
A érea de um triangulo ¢ igual a metade do produto da base pela altura.

b-h

2

3.3.5 Area do losango

Figura 16 — Losango
C

A

- —=

d

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

Losango € o quadrilatero com todos os lados iguais.
A area de um losango é igual & metade do produto das diagonais.

A_D-d
2

3.3.6 Area do trapézio
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Figura 17 — Trapézio
A by B

. [o]
g C C
D b
Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

Trapézio é o quadrilatero que possui dois lados paralelos.

A area de um trapézio é igual a metade do produto da altura pela soma das bases.

by-h by -h (by + by)h

a“ji"ﬂfapézia - 3 =+ 5 = ‘4'1}'.‘1}){521'0 = 5

3.3.7 Area de um poligono regular

Figura 18 — Poligono regular inscrito

/' Considere em um poligono regular:
/ n — numero de lados,
f 0 i

| | a — medida do apétema

[ — medida do lado e

p — semiperimetro.

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

Poligono Regular é todo poligono que possuem todos os lados com mesma medida e
todos séo inscritiveis numa circunferéncia.

A area de um poligono regular € igual ao produto do semiperimetro pelo ap6tema.
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3.3.8 Area de um triangulo em funcéo dos lados

Figura 19 — Triangulo

[w]
B a C

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

a+b+c
2

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um tridngulo ABC e p =

A=\p(p—a)(p—b(p —c)
3.3.9 Area de um triangulo em funcéo dos lados e do raio da circunferéncia inscrita

Figura 20 — Triangulo circunscrito

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

A=p-r

3.3.10 Area de um triangulo em funcéo dos lados e do raio do circulo circunscrito
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Figura 21 — Triangulo inscrito

Fonte: PESCO, Dirce Uesu; Arnaut, Roberto Geraldo Tavares. Geometria basica. v.1, n. 2. Rio de Janeiro:
Fundacdo CECIERJ, 2010.

A_abc
4R

3.3.11 Area do circulo
A area de um circulo é o produto do nimero = pelo quadrado ao raio.
A=m-R?
3.4 Comprimento da circunferéncia (perimetro do circulo)

Corresponde a distancia percorrida sobre a circunferéncia ao se completar uma volta em
torno do circulo.

C=2nR
3.5 Poligonos regulares inscritos

Podemos resumir aqui, como revisdo, relacdes que devem ser demonstradas
anteriormente quando for dado este contelido, na tabela que segue:

Tabela 1 — Poligonos Regulares Inscritos

) TRIANGULO )
POLIGONO EQUILATERO QUADRADO HEXAGONO
FIGURA
. Au = r V2 V3
APOTEMA 372 Ay = —— ag =——
2 2
L3=T\/§ L4=T‘\/§ L6=r
LADO
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

3.6 Principio de Cavalieri

Suponhamos dois solidos Si e S» apoiados em um plano a. Consideremos também o

plano B, paralelo a a, que, ao seccionar Si1, também secciona Sz, determinando duas regides
planas de A; = A..

Nessas condi¢cdes, podemos afirmar que, se para todo plano B temos A1 = A, entéo:
volume S; = volume Sz

Quadro 4 — Historia

Histdria: Apesar do principio levar o nome de Cavalieri, ele ja era conhecido dos
gregos antigos, tendo sido utilizado por Arquimedes, que relatou que ele ja tinha
sido empregado ainda antes por Eudoxo e Demdcrito quando calcularam o volume
de um cone.

Fonte: Disponivel em: < https://pt.wikipedia.org>. Acesso em: 18/05/2015

3.7 1° teorema de Pappus-Guldinus

No seéculo IV d.C., Pappus, um matematico grego de Alexandria, desenvolveu duas
formulas que fornecem meios relativamente simples de calcular &reas e volumes,
respectivamente, de superficies e volumes de revolucdo. Estas formulas sdo atalhos para
calculos que, de outra forma, seriam extensos.

Figura 22 — Revolucdo do cone, do cilindro e da esfera

P -
e

cone eylinder sphere

Fonte: Disponivel em: <http://www.ebah.com.br/content/ ABAAASFfEAF/teorema-pappus>. Acesso em: 04 julho
2015

Se um arco C de uma curva suave localizada em um plano, for girado em um angulo &
(0 <6 <2m) em torno de um eixo localizado em um plano, e que ndo intercepta o arco C, a area
da superficie gerada pelo arco C a medida que ele gira o angulo # € igual ao comprimento
de C vezes o comprimento da trajetoria percorrida pelo centroide de C durante a rotacéo 6.

Se o comprimento do arco é L e p ¢é a distancia do eixo de rotagdo ao centroide do arco,
a area da superficie S gerada pelo arco a medida que ele gira em um angulo 4 é:


https://pt.wikipedia.org/
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S=L.p.0

3.8 2° teorema de Pappus-Guldinus

Figura 23 — Revolucéo de figuras planas

e

>

Fonte: Disponivel em:< http://www.ufjf.br/Irm/files/2009/04/aulal9 mec 02_09.pdf>. Acesso em: 23 julho 2016

Se uma area A localizada em um plano for girada em um angulo ¢ (0 <6 <2x) emtorno
de um eixo localizado em um plano que ndo intercepta a area A, 0 volume gerado pela area A,
a medida em que ele gira o angulo @, é igual a area Avezes o comprimento da trajetoria
percorrida pelo centroide de A durante a rotagéo 6.

Se p € adistancia do eixo de rotacdo ao centrdide da area plana, o volume V gerado pela
area, a medida em que ele gira em um angulo 4 é:

V=Ap6

Esse segundo teorema servird como base para uma variante que usaremos para dedugdes
dos volumes do cilindro, cone e esfera.

Quadro 5 - Pappus

Pappus ou Papo de Alexandria (em grego Ildnmog 0 Ale&avdpevg, transl. Pappos ho
Alexandreys) foi um egipcio helenizado, nascido em Alexandria, Egito e um dos mais
importantes matematicos helenisticos da antiguidade, conhecido por seu trabalho Colecéo
(Synagoga, c¢. 340). Entretanto, muito pouco se conhece sobre sua vida, mas os escritos
gravados sugerem que foi professor.

Fonte: Disponivel em: < https://pt.wikipedia.org>. Acesso em: 11 agosto 2015



http://www.ufjf.br/lrm/files/2009/04/aula19_mec_02_09.pdf
https://pt.wikipedia.org/
https://pt.wikipedia.org/wiki/L%C3%ADngua_grega
https://pt.wikipedia.org/wiki/Transl.
https://pt.wikipedia.org/wiki/340

Quadro 6 — Paul Gudin

Paul Guldin

Nome original Habakkuk Guldin ( 12 de junho de 1577 — 3 de novembro de
1643 ) foi um matematico e astrénomo jesuita suico.

Foi professor de matematica em Graz e Viena.

Formulou o teorema de Guldinus, determinando a superficie e o volume de um sélido
de revolucéo. E conhecido por seu trabalho colaborativo com Johannes Kepler.

Fonte: Disponivel em: < https://pt.wikipedia.org>. Acesso em: 11 agosto 2015

OBSERVACAO: Na verdade para utilizarmos esses teoremas, faremos adaptacdes para o
ensino médio que denominaremos de “variantes” do teorema de PAPPUS.
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4 A TABELA

O processo de ensino-aprendizagem aqui proposto segue um roteiro de etapas das quais
a maioria delas correspondem as linhas de uma tabela comparativa entre os sélidos geométricos
(ANEXO 1) que é preenchida pelos alunos no decorrer das pesquisas, construcdes, observagoes,
comparac0es, atividades, trabalhos e analises das demonstracfes de formulas para célculos nos
respectivos sélidos.

Na construcdo da tabela, objetivamos incluir nela, a maior abrangéncia possivel sobre
os contetidos que envolvem os solidos geométricos. Apresentamos nas colunas os solidos em
sequéncia previamente interessante para o caminhar dos estudos: Prisma, Piramide, Cilindro,
Cone e esfera, subdividindo cada tipo de solido em seus casos particulares e curiosidades que
possam apresentar. Nas linhas da tabela, temos as etapas do nosso trabalho que objetivam
observar, construir ou deduzir informacGes e particularidades de cada solido. Na primeira etapa,
propomos a primeira atividade, em grupos os alunos irdo se utilizar de recursos tecnologicos
para obter as planificacéo dos sélidos, sugerimos os softwares POLY e GEOGEBRA, no POLY
se pode ver com muita facilidade a planificacdo de alguns destes sélidos o que € bom para 0s
alunos e professores que possuem mais dificuldades de trabalhar com computadores, podendo
assim serem inseridos num processo de visualizacdo tridimensional e, portanto, melhorar a
possibilidade de conseguirem a planificacdo de soélidos mais complexos. O GEOGEBRA
também pode ser usado, porém, requer um pouco mais de habilidade, podendo ser um obstaculo
para alguns; porém, a ideia € que possam se familiarizar com a ferramenta. Ainda na primeira
etapa, é proposta a segunda atividade, onde os alunos de posse das planificagdes dos sélidos,
sdo convidados a construi-los, ficando a critério do professor considerar ou ndo essa atividade
como avaliativa, os alunos tém liberdade de escolha de quais matérias vao usar. Na segunda
etapa, vem o esboc¢o do solido, onde o aluno tendo visto a planificacdo e construido o sélido,
ird agora desenha-lo no plano individualmente como uma terceira atividade, uma tarefa que se
torna complicada para alguns alunos e especificamente para alguns solidos, mas que com a
visualizacdo e o manuseio prévio, a situacdo melhora consideravelmente, antes de iniciar a
terceira etapa, propomos também uma quarta atividade na qual os alunos retornam aos seus
grupos para pesquisarem a presenca desses soOlidos nos variados contextos e
interdisciplinaridade . Na terceira etapa sdo observados os elementos principais de cada sélido,
tanto no eshoco como nos sélidos construidos que facilitam a visualizacdo. Na quarta etapa,
observamos e deduzimos as férmulas para célculo dos elementos especificos de cada sélido
(Exemplos: diagonais, geratrizes, etc), se houver. Na quinta etapa a area da base, onde podemos
revisar as areas das figuras planas, poligonos regulares inscritos, bem como introduzir a ideia
de limite. Na sexta etapa estudamos as areas laterais de cada sélido com suas particularidades,
deduzindo cada formula para os calculos dessas areas laterais, percebemos o surgimento de
outra figura plana diferente das estudas na etapa anterior para o calculo das areas da base, como
o0 setor circular no cones e surgi também o célculo de uma area muito interessante que é a
superficie esférica, nesse momento é que podemos trabalhar a primeira variante do teorema de
Pappus para deduzir a area da superficie lateral cilindrica, conica e esférica. Na sétima etapa,
estudamos a area total, aqui fica mais facil pois, sdo simples somas do que ja foi estudado na
area da base e na area lateral e, por fim, estudamos na oitava - Gltima etapa -, 0s volumes de
cada s6lido, onde podemos trabalhar o principio de Cavaliere e a segunda variante do teorema
de Pappus para deduzirmos também as formulas dos volumes do cilindro, cone e esfera.
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4.1  Preenchendo a primeira linha da tabela

O preenchimento da tabela se inicia com uma primeira atividade, onde os alunos formam
grupos para obter as planificacbes de cada sélido; sugerimos para isso 0 uso dos softwares
POLY e GEOGEBRA, nos quais os alunos podem facilmente conseguir visualizar essas
planificacbes. Nao queremos que simplesmente obtenham as planificagcbes prontas, mas que
realmente possam perceber nessas ferramentas a conversao dos sélidos tridimensionais em suas
respectivas planificacbes, o professor deve antecipadamente procurar conhecer melhor esses
programas para ajuda-los em eventuais ddvidas e, se possivel, ter a sua disposicdo um
laboratorio de informatica; caso nao disponha, os alunos podem fazer em seus computadores
pessoais sem grandes problemas.

No POLY essa planificagdo € obtida; movendo tranquilamente uma barra de rolagem, o
que torna a tarefa bastante simples para alunos e professores que ndo séo familiarizados com
tecnologias da informacéo. Movendo-se esta barra, ver-se como uma animacao todo 0 processo
de transicédo do solido a sua planificacao, além disso pode-se também girar o sélido virtualmente
facilitando a visualizacdo dele em varios angulos.

Figura 24 — Plataforma Poly

A Poly 1,07

Fie Edk View Heb

Fonte: Disponivel em: <http://poly-pro.softonic.com.br/>. Acesso em: 20 de agosto de 2015.

Esse software pode ser baixado facilmente pelos alunos e professores, através do link
abaixo:

http://www.peda.com/download/

Porém, dependendo da versdo pode ndo ter a planificacdo de todos os solidos, devido a
isso, 0 GEOGEBRA pode ser um outro software complementar para obter as planificagdes dos
demais solidos, no entanto, nele, o aluno, se utilizando de suas ferramentas, deve,
primeiramente, construir virtualmente cada solido para depois obter sua planificagdo; esse


http://www.peda.com/download/
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programa oferece um pouco mais de habilidade operacional, mas nada que ndo possa ser
superado, entretanto, por ser mais sofisticado pode-se ver os sélidos vasados, gira-los, criar uma
animacéo e mostrar com bastante detalhes angulos retos, tridngulos retangulos, semelhancas de
triangulos, diagonais, entre outros elementos que poderdo ajudar no caminhar dos estudos de
cada solido.

Figura 25 — Plataformas Geogebra
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Fonte: Disponivel em:< https://www.youtube.com/watch?v=_fDuC6JD2KA>. Acesso em: 20 de agosto de 2015.

Figura 26 — Plataformas Geogebra — Planifica¢do do Cubo

Point Hexaedro PRy
A=(-2.0,0) e
B=(0,-2,0)
C=(2,0,0)

D=(0.2,0)

E=(-2,0,283)
F=(0,-2,2.83)
G=(2,0,2.83)
H=(0,2,283)

1=(-2,0,0)

1=(0.-2,0) -

K=(2,0,0)

L=(0,2,0)

M=(-354,154,18
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www.prof-edigleyalexandre.com
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Fonte: Disponivel em: <http://www.professores.uff.br/hjbortol/trabalhos.html>. Acesso em: 20 de agosto de 2015.

Esse software pode ser baixado através do link abaixo:

http://www.baixaki.com.br/download/geogebra.htm


https://www.youtube.com/watch?v=_fDuC6JD2KA

50

Depois dos alunos conseguirem as planificagdes de cada solido, os alunos irdo transferir
estas planificagdes para o papel, podendo colocar esses desenhos das planificacdes na tabela.
Deveréo obter planificagdes como as que seguem:

4.1.1 Planificacéo do cubo

Figura 27 — Planificagdo do Cubo

Fonte: Disponivel em: <http://escolakids.uol.com.br/planificacao-de-solidos-geometricos.htm>. Acesso em: 26 de
agosto de 2015.

4.1.2 Planificacéo do paralelepipedo

Figura 28 — Planificacdo do Paralelepipedo

Fonte: Disponivel em: <http://escolakids.uol.com.br/planificacao-de-solidos-geometricos.htm>. Acesso em: 26 de
agosto de 2015.

4.1.3 Planificacdo de um prisma de base triangular

Figura 29 — Planificacdo de um Prisma de Base Triangular
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Fonte: Disponivel em: <http://escolakids.uol.com.br/planificacao-de-solidos-geometricos.htm>. Acesso em: 26 de
agosto de 2015.

4.1.4 Planificacédo de uma piramide de base quadrada

Figura 30 — Planificagio de uma Piramide de Base Quadrada

Fonte: Disponivel em: <http://escolakids.uol.com.br/planificacao-de-solidos-geometricos.htm>. Acesso em: 26 de
agosto de 2015.

4.1.5 Planificacédo de um cilindro circular reto

Figura 31 — Planificacao do Cilindro Circular Reto

=
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Fonte: Disponivel em: <http://kaubysantos.blogspot.com.br/2011/11/dados-da-aula-o-que-o-aluno-podera.html>.
Acesso em: 03 de Setembro de 2015.

4.1.6 Planificacé@o de um cone circular reto



52

Figura 32 — Planificagdo do Cone Circular Reto

Fonte: Disponivel em: <http://escolakids.uol.com.br/planificacao-de-solidos-geometricos.htm>. Acesso em: 03 de
Setembro de 2015.

4.1.7 Esfera

Figura 33 — Esfera

Esfera

* A esfera tem toda a superficie curva.
* A sua forma é esférica; nao tem bases, nao
tem vértices e nao tem arestas.

Fonte: Disponivel em: <http://pt.slideshare.net/gomesnelma/slidos-e-suas-planificaes>. Acesso em: 03 de
Setembro de 2015.

A esfera ndo tem planificacéo.

Chega-se, entdo, 0 momento da segunda atividade, na qual os alunos fardo a construcéo
real de cada sélido, fica em aberto o material que usardo para construir esses solidos; pode-se
solicitar deles que, essas construcdo, apresentem os elementos constituintes de cada sélido:
diagonais, diametros, triangulos, trapézios, etc.

Fotos 1 — Alunos e Suas Construcdes



Fonte: Tiradas pelo autor, 2015.

4.1.8 Sélidos VVazados

Fotos 2 — Sélidos VVazados
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Fonte: Fotos tiradas pelo autor — Sélidos construidos pelos alunos. 2015.

A partir destas construgdes é que se torna muito interessante o estudo de todos os
solidos, conjuntamente, pois, assim o aluno pode nitidamente perceber as semelhangas e
diferencas entre os solidos e assim ter parametros para distingui-los e classifica-los de acordo
com suas caracteristicas proprias.
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De acordo com o livio “A MATEMATICA NO ENSINO MEDIO” vol. 2 dos autores:
Elon Lages Lima, Paulo Cezar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto César Morgado,
com base nessas construgdes podemos mostrar aos alunos as semelhancas e diferencas que
existem entre os solidos: pirdmides, cones, prismas e cilindros. Mostrar que a construgdo das
pirdmides e cones partem do mesmo principio e dos prismas e cilindros também. Além disso
como aposto aqui podemos comentar que as piramides sdo casos particulares dos cones, pois,
em um cone a base pode ser formada por qualquer regido delimitada por uma curva fechada e
simples ( que ndo corta a si mesma ), 0 mesmo acontecendo entre prismas e cilindros, e dizer
que os cones de bases curvas mais importante que focaremos sdo 0s cones circulares, nos quais
as bases sdo circulos, e os cilindros também. Como também podemos trazer a no¢édo de limites,
sugerindo que os cones e cilindros circulares podem ser obtidos de pirdmides e prismas
regulares, respectivamente, com o nimero de lados da base arbitrariamente grande.

Essas construces também sdo base para as posteriores identificacdes dos elementos que
constituem cada sélido, bem como, para demonstragdes das formulas.

4.2. Preenchendo a segunda linha da tabela

Agora de posse das planificacdes e das construcdes dos solidos, vem a terceira atividade
a qual consiste em desenhar cada sélido no plano, de maneira a identificar cada parte dele; se
esse projeto for aplicado em curso técnico, pode-se, nesse momento, criar uma
interdisciplinaridade com o professor de Desenho Técnico, este profissional pode ajudar com
técnicas interessantes que irdo contribuir para concluir o processo.

Nessa atividade, os alunos irdo perceber que o esboco é diferente da planificacdo; nesse
momento, eles tém que desenhar uma figura tridimensional no plano, concomitantemente,
apresentamos as dificuldades dos professores e editoras de livros em representarem as figuras
espaciais no plano e principalmente em oferecer, com esses desenhos, a possibilidade de
visualizarem angulos retos que formam tridngulos retangulos, diagonais, trapézios,
semelhancas de triangulos, entre outras; e, com isso, ressaltamos a importancia do uso de
ferramentas de visualizacdo, sejam elas advindas de recursos tecnoldgicos ou de construgdes
reais convenientes. Podemos mostrar para eles livros antigos e novos, para compararem e
perceberem as diferencas existentes nas ilustracfes desses livros, ndo s6 em geometria como
também em outros assuntos, mostrando que a evolucgédo dessas ilustragdes ocorreram devido aos
avancgos dos recursos computacionais que proporcionaram o advento de novos softwares e
aplicativos tdo favorecedores ao processo do ensino-aprendizagem.

Essa atividade de esbocar as figuras espaciais no plano é a maior dificuldade encontrada
por grande parte dos alunos nas turmas que lecionamos e, mesmo gquando o aluno procura
estudar por livros, ele também se depara com estas figuras espaciais esbogadas no plano, logo,
o problema de visualizacdo continua; este é também o fator mais preponderante na dificuldade
dos professores de matematica em conseguir ensinar de maneira que se estimule o aluno a
compreender bem o contetdo de Geometria Espacial.

Porém, seguindo o caminho tragado até aqui, mesmo que o aluno ndo tenha uma boa
habilidade em desenho ou uma boa concepcao visual das figuras tridimensionais, o esbogo vai
se tornar uma mera representacdo pois ele ja teve antecipadamente a oportunidade de ver a
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planificacdo, construir os s6lidos e manusea-los, inclusive podendo até usa-los para observacdo
durante o desenho, o que ajuda consideravelmente pois, ele pode visualizar nos sélidos,
construidos por eles mesmo, todos os elementos que ele deseja desenhar, essa familiarizacdo
com os s6lidos também ira ajudar bastante nas dedugdes que precisaremos fazer mais a frente.

Passados esses processos de obtencédo das planificagdes, das construgdes e dos esbocos,
podemos sugerir uma quarta atividade que consiste em uma pesquisa, na qual os alunos deverao
buscar através de consultas em livros ou sites a presenca destes solidos na natureza ou até
mesmo nas construgdes humanas, comentar as curiosidades, transcorrer sobre cada situagéo,
bem como tirar suas conclusbes diante dos casos. Nessa atividade surge naturalmente a
interdisciplinaridade com a Histéria, a engenharia, a arquitetura, quando se observa desde as
construcdes antigas até as mais modernas; com a Biologia e a Geologia, quando se observa
algumas espécies vegetais e algumas formacdes rochosas e também em construces animais
como por exemplo as colmeias das abelhas; com a Quimica, nas estruturas moleculares, como
a constituicdo tetraédrica do metano, tetracloreto de carbono e outros, entre tantos temas mais
que podem surgir, como as embalagens que usamos, méveis, etc.

4.3 Preenchendo a terceira linha da tabela

Nesta linha da tabela, usando os sdlidos construidos pelos alunos, o professor pode
apresentar com muito mais facilidade e detalhes os elementos principais de cada sélido,
podendo ainda pedir para que eles possam identificar estes elementos também nos esbogos que
eles fizeram dos so6lidos no plano e também nas suas respectivas planificacdes, se necessario.
Isso ird fazer com que eles possam treinar a visualizacdo de figuras espaciais esbogadas no
plano, como melhorar a capacidade de desenha-las.

Nos referimos aqui, como elementos principais: 0s vértices, as arestas, as faces (bases e
faces laterais), os lados, as diagonais, 0s apOtemas, as geratrizes, 0s raios, os diametros, as
alturas, entre outros.

O objetivo dessa linha da tabela néo é fazer deducdes de férmulas de calculos de nenhum
destes elementos dos solidos, mas, pura e simplesmente, a observacdo desses elementos que
fazem parte de cada um deles para que os alunos possam reconhecé-los e identifica-los nos
respectivos sélidos.

Quando comparam os solidos, os alunos percebem que alguns elementos estdo presentes
em alguns deles e ndo estdo em outros, percebem também que alguns desses elementos citados
sdo especificos de determinado solido, como por exemplo, as diagonais nos prismas.

Quando observam as semelhancas e diferencas, notam ainda que 0s prismas se
assemelham pela base com as piramides e se diferenciam porque o prisma apresenta outra base
idéntica, interligadas pelas faces laterais, como se transladasse um poligono no espaco para
obté-lo, traz-se ai a nocdo de translacdo, contextualizando com a Fisica, enquanto que na
piramide a outra base é substituida por um ponto como se 0s pontos periféricos do poligono
convergissem no espaco para este ponto; deste modo, a analogia da mesma situagdo entre o
cilindro e o cone.
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Neste momento, pode-se também trazer a ideia de limite, sugerindo que o prisma ou a
piramide possa ter uma base poligonal regular tendendo a possuir infinitos lados, o que
acontecerd com o prisma ou com a piramide? Facilmente, compreenderdo que a base tendera
para um circulo fazendo com que o prisma tenda para um cilindro e, do mesmo modo, a
pirdmide tenda para um cone.

Essa mesma linha de raciocinio sera usada com bastante propriedade e aplicacdo mais
adiante quando iremos deduzir a area da base do cilindro e do cone que é exatamente a do
circulo, usando também uma férmula que utilizamos para o célculo da area de poligonos
regulares, tema este previamente abordado com os alunos e oportunamente revisado nesse novo
contexto.

Em sintese, os alunos percebem que a esfera se diferencia dos sélidos supracitados por
possuir sua superficie limitante totalmente curva e que portanto, ndo possui vértices e nem
arestas, apenas podemos apontar como elementos para ela: o raio, o didmetro e sua superficie.

4.4 Preenchendo a quarta linha da tabela

A partir desta linha da tabela comegcamos as dedugbes das formulas para os devidos
calculos com o objetivo de encontrar as diagonais nos prismas, especialmente no cubo e no
paralelepipedo, as relacdes entre os elementos das piramides, as relaces entre os elementos
dos cones, explorando ao maximo as deducdes em cada caso e oportunizando os alunos a mais
deducdes que eles possam apresentar como davidas.

Novamente aqui, 0s alunos vao sentir a importancia de ter passado por todo 0 processo
de construcdo e eshoco dos solidos, mas, nesse momento, se torna mais produtiva uma
visualizacdo com os solidos vazados onde se possa destacar os respectivos elementos de cada
solido, isso pode ser feito, construindo os sélidos com canudos ou palitos, por exemplo,
formando as arestas e diagonais para 0s prismas, para as piramides e tronco de piramides, 0s
canudos ou palitos representam, aléem das arestas, os apotemas, as diagonais das bases e a
alturas, para o cone e tronco de cone, podemos utilizar um copo transparente como base para
projetar a ideia do cone usando os canudos ou palitos para destacar raios, alturas e geratrizes.
Além desse meio, pode-se usar também o GEOGEBRA, para a construcdo desses sélidos,
destacando nessas construcdes 0s elementos supracitados, o uso desse meio ira depender dos
recursos como: computadores, projetor ou lousa eletrbnica, 0s quais deverdo ser
disponibilizados pela escola, na falta desses recursos, o primeiro se torna mais viavel.

Seguiremos com as dedug6es na sequéncia abaixo.

4.4.1 Diagonal do cubo

Chamando-se a medida das arestas do cubo de a, a medida da diagonal de qualquer uma
das face de d e a medida da diagonal do cubo de D, conforme a figura:
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Figura 34 — Cubo

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

OBSERVACAO: A figura aqui serve apenas de ilustracdo, pois, na nossa proposta de estudo,
tem-se as ferramentas necessarias como:

4.4.2 Solido vazado

Foto 3 — Cubo vazado

Fonte: Foto tirada pelo autor — sélido construido pelos alunos, 2015.

Ou o uso do GEOGEBRA, para que os alunos percebam que o triangulo formado pelos
lados a, d e D é um triangulo retdngulo com hipotenusa em D, e que portanto, pode-se usar o
teorema de Pitagoras para se estabelecer a relacao:

D?=d? +a (I)

Como d é a diagonal de um quadrado de lado a, assunto anteriormente estudado, sendo
revisado aqui, temos:



Figura 35 — Quadrado

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

Novamente, podemos usar o teorema de Pitagoras e dizer que:

Substituindo em I, temos:

E que, por fim:

4.4.3 Diagonal do paralelepipedo reto retangulo

d?=a? + a? = 2a?

D? = 28 + a® = 3a?

D

av3
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Chamando-se de a, b e c, respectivamente, 0 comprimento, a largura e a altura do

paralelepipedo reto retangulo, conforme a figura abaixo:

Figura 36 — Paralelepipedo

a
Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

Chamando-se também de d a medida da diagonal da base retangular e de D a medida da
diagonal do paralelepipedo reto retdngulo, com o auxilio da visualizagdo dos s6lidos vazados
construidos ou do GEOGEBRA, de forma semelhante, pode-se novamente usar o teorema de

Pitagoras por duas vezes:
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No retangulo da base:

o =a%+ b2

No tridngulo retangulo de lados c, d e D com hipotenusa em D

D?=d*+c? (I)

Como d? = a2 + b?, substituindo em (1) temos:

D?=a%+b?+c?

Por fim;

D =+a? + b? + ¢?

4.4.4 Relacbes na piramide reta de base quadrada
Chamando-se de L o lado da base, de a, 0 apdtema da base, de r o raio da circunferéncia

circunscrita a base, de a_ a aresta lateral, de ap 0 apotema da pirdmide e de h a altura da
piramide, com o auxilio das visualizagdes feitas no sélido vazado

Foto 4 — Piramides de Base Quadrada Vazada

Fonte: Foto tirada pelo autor — sdlido construido pelos alunos, 2015.
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Ou através do GEOGEBRA, os alunos conseguem perceber os triangulos retangulos em

evidéncia e relagdes seguintes:
ap
aL
L
.2

2 2 )2
ay” = ap +(5)

Figuras 37 — Piramides de Base Quadrada — Relagdes

a,? =h?+r? ap? = h? + a,?

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

4.4.5 Altura do tetraedro regular

Chamando-se de a a aresta do tetraedro regular, de r o raio da circunferéncia circunscrita
a base e de h a altura do tetraedro regular, conforme a figura ilustrativa abaixo:

Foto 5 — Tetraedro VVazado
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Fonte: Foto tirada pelo autor — sélido construido pelos alunos. 2015.

Figura 38 — Tetraedro

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

De posse deste sdlido construido vazado ou usando o GEOGEBRA o0 aluno pode
perceber a existéncia do triangulo retangulo destacado e assim aplicar o teorema de Pitagoras,

obtendo que:

a’? =r?+ h?

Portanto:

h? =a? —712 (l)

Mas, sabendo que as faces de um tetraedro regular sdo tridngulos equilateros e que a
relacdo entre o lado a desse triangulo e o raio r da circunferéncia circunscrita a ele, como foi

estudado previamente, é dada por:

a = T'\/§
Temos que:
_af3
"3

Substituindo em (1), temos:
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Dai:
" 202 V2 3
= —_— " —
3 V3 V3
Por fim:
6
@6
3

4.4.6 RelacGes no cone circular reto

Chamando-se de r, h e g, respectivamente, o raio da base, a altura e a geratriz do cone
circular reto, conforme figura ilustrativa abaixo:

Figura 39 — Cone Circular Reto

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

Podendo também observar o sélido vazado:

Foto 6 — Cone Vazado
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Fonte: Foto tirada pelo autor — sélido construido pelos alunos. 2015.

Ou usar o GEOGEBRA, o aluno percebera o solido em evidéncia e aplicando novamente
0 teorema de Pitagoras, obter a seguinte relacdo:

g2 =h?+7r?

45  Preenchendo a quinta linha da tabela

Nessa linha da tabela, o objetivo é compreender as areas das bases de cada sélido, aqui
os alunos tém uma boa oportunidade de revisar as areas das figuras planas, assunto previamente
estudado, portanto, ndo terdo grandes dificuldades de absorve o que se pretende aqui, até mesmo
ndo terdo problemas para visualizar, pois, as observagdes sao feitas no plano.

Podemos destacar aqui a semelhanca que existe entre a area da base dos prismas e das
piramides, pois, tanto um sélido quanto o outro possuem bases formadas por poligonos, o
mesmo acontecendo entre os cilindros e o cones circulares, nos quais a base € um circulo.
Portanto, podemos analisar as areas das bases dos sélidos seguindo a sequéncia abaixo:

4.5.1 Area da base de um prisma ou de uma piramide

Fica bastante claro para os alunos que, a area da base de um prisma ou de uma piramide
depende especificamente do poligono que forma a base, e que consequentemente essa area
corresponde a area deste poligono. Portanto, aqui, professor e alunos podem relembrar as areas
dos poligono, incluindo também os poligonos regulares.

Podemos construir uma tabela de revisao, dos principais poligonos, no seguinte modelo:

Tabela 2 — Areas de Figuras Planas

A BASE AREA DA BASE
TRIANGULO QUALQUER A = b-h
=
2
TRIAGULO EQUILATERO 1243
b =
4
QUADRADO Ap = I?
RETANGULO A,=b-h
PARALELOGRAMO A,=b-h
LOSANGO D-d
Ab - —2
TRAPEZIO (B+b)-h
A =% —
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HEXAGONO 3L2\/3

b =
2
POLIGONO REGULAR QUALQUER | A, =p-a
Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

N&o nos atemos aqui a nenhuma demonstracao destas formulas por subentendermos que
ja tenham sido demonstradas antecipadamente ao assunto de sélidos, cabe ao professor ou ao
aluno que vao trabalhar essa proposta verificar isso.

4.5.2 Area da base de um prisma ou piramide de bases regulares

Para o caso destes sdlidos, usando a formula da area de um poligono regular apresentada
no quadro acima:

A, =p-a

Onde p é o semiperimetro da base e a o apdtema da base. Chamando-se de L o lado da
base regular e de n o nimero de lados desta base, podemos dizer que:

_n-L
P=7

Dai, podemos construir uma formula para a area da base destes solidos como a que
segue:

4.5.3 Area da base de um cilindro ou cone circulares

Os alunos facilmente perceberdo a semelhanca nas base do cilindro circular e do cone
circular pois, os dois tém como base um circulo. Nesse momento, podemos demonstrar a area
d circulo, trazendo a nocéo de LIMITES, partindo da formula da area de poligonos regulares:

A=p.a ()
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Onde: a é 0 apotema e p € o0 semiperimetro do poligono regular.

Imaginando um poligono regular inscrito em uma circunferéncia e fazendo o nimero de
lados desse poligono tender a infinito, conforme as figuras abaixo:

Figura 40 — Poligonos Regulares Inscritos

Alnl0I®

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

Os alunos néo terdo dificuldade de perceber que a tendera a r ( raio da circunferéncia )
e p tendera a metade do comprimento da circunferéncia C que corresponde a:

C=2mur
Substituindo na equacéo I, temos que a area da base de um cilindro ou cone é dada por:
Ay =mnr-r
Por fim:

A, = mr?

Também serd facil para os alunos perceberem que a base da esfera é um ponto e que um
ponto por definicdo ndo tem &rea. Portanto, ndo existe a area da base da esfera.

4.6 Preenchendo a sexta linha da tabela

Aqui nesta linha da tabela estudaremos a area lateral de cada solido e as deducdes que
se fizerem necessérias. Para as demonstracdes das areas laterais dos prismas e piramides este
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estudo se torna simples pois, nos prismas essa area lateral corresponde a soma das areas de
retdngulos para prismas retos ou soma das areas de paralelogramos para prismas obliquos e nas
piramides corresponde a soma de &reas de tridngulos, a quantidade de retangulos ou
paralelogramos no prisma e de triangulos na pirdmide equivale a quantidade de lados que possui
a base, portanto, para compreender a area lateral destes sélidos basta saber as areas desses
poligonos. Porém, para demonstrarmos a area lateral do cilindro, do cone e da esfera ndo
podemos se valer destes recursos, para estas demonstracdes, usaremos Outros recursos que
apresentaremos adiante, para o cilindro, é comumente usada a sua planificacdo, também a
usaremos, mas na intencdo de termos como base para utilizarmos uma variante do teorema de
Pappus, que sera usada para demonstrarmos além da area lateral do cilindro, a area lateral do
cone e da esfera.

Seguiremos as demonstracfes das formulas para calculos das areas laterais dos sélidos
na sequéncia seguinte:

4.6.1 Area lateral de prismas obliquos

Para estes tipos de prismas, a area lateral € encontrada calculando a area de todos os
paralelogramos que formam as faces laterais e somando todas elas.

4.6.2 Area lateral de prismas retos de bases quaisquer

Para estes tipos de prisma, a area lateral corresponde a soma das areas de todos 0s
retangulos que formam as faces laterais.

4.6.3 Area lateral de prismas retos de bases regular

Nestes tipos de prismas, como a base € regular, os retangulos que formam as faces
laterais serdo todos iguais, chamando-se de L o lado da base e de H a altura do prisma, a area
de cada retangulo serd L.H e, chamando-se de n o nimero de lados da base regular, podemos
construir a seguinte formula para o calculo da area lateral desse tipo de prisma:

4.6.4 Area lateral do cubo
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Neste sdlido, a &rea lateral é formada por quatro quadrados iguais, se chamarmos de a a
aresta do cubo, a area de cada quadrado sera a? e, portanto, podemos concluir que a area lateral
do cubo é dada por:

AL - 4CL2

4.6.5 Area lateral do paralelepipedo reto retangulo

Chamando-se de a, b e c, respectivamente, o comprimento, a largura e a altura do
paralelepipedo reto retangulo, através das observacGes dos solidos construidos, os alunos
poderdo perceber que a area lateral desse sélido € formada por quatro retangulos tais que as
faces opostas possuem areas iguais, portanto, teremos dois retangulos com areas iguais a a.c e
dois retangulos com areas b.c, concluindo que a area lateral do paralelepipedo reto retangulo é
dada por:

A, =2(a.c+b.c)

Consideramos aqui, o0 paralelepipedo reto retangulo apoiado na base maior, mais essa
mesma analise pode ser feita se mudarmos a base, encontraremos as equacoes:

A, =2(a.b+b.c)oud;, =2(a.b+a.c)

4.6.6 Area lateral de uma piramide obliqua

A area lateral destes solidos é encontrada somando as areas de todos os triangulos que
formam as faces laterais.

4.6.7 Area lateral de uma piramide reta de base qualquer

Da mesma forma, a area lateral destes tipos de solidos, corresponde a soma das areas de
todos os triangulos que formam as faces laterais.

4.6.8 Area lateral de uma piramide reta de base regular
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A area lateral deste solido é formada por triangulos de mesma &rea, chamando-se de L
. sa e , . , La
0 lado da base e de ap 0 apotema da pirdmide, a area de cada triangulo sera Tp e, portanto, se

chamarmos de n o nimero de lados da base regular, podemos estabelecer a seguinte formula
para calcular a area lateral da pirdmide reta de base regular:

n-L-a
AL= 2 p

4.6.9 Area lateral do tetraedro regular

Para o tetraedro regular, a area lateral ¢ formada por trés triangulos equilateros, se
chamarmos de a a aresta do tetraedro regular, de acordo com a area de triangulo equilatero

2
.y . . ‘n -1z , 3 ,
conforme ja foi estudado, a area de cada triangulo equilatero é % e, portanto a area lateral do

tetraedro regular pode ser dada por:

_3a2\/§
L= 4

A partir daqui para demonstrarmos a area lateral dos demais solidos, usaremos uma
variante do teorema de Pappus, mas, iniciaremos pelo cilindro usando sua planificacdo para
depois mostrarmos a eficacia da variante que iremos aplicar.

4.6.10 Area lateral do cilindro circular reto

Para demonstrar a area da superficie lateral de um cilindro circular reto normalmente se
usa a sua planificacdo pois, na sua planificacdo a area lateral corresponde a um retangulo cuja
base corresponde ao comprimento da circunferéncia da base do cilindro e a altura corresponde
a altura do cilindro, conforme a figura:

Figura 41 — Planificacdo do Cilindro Circular Reto

G
O
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Fonte: Disponivel em: <http://brasilescola.uol.com.br/matematica/cilindro-2.htm>. Acesso em: 05 de outubro de
2015.

Dai, portanto, a area lateral do cilindro circular reto é a area desse retangulo:

AL - 27T7'h

Agora iremos usar uma variante do “1° Teorema de Pappus” para justificar a formula da
area lateral do cilindro circular reto, do cone circular reto e da superficie esférica. No caso do
cone circular reto também se pode usar sua planificacdo que € um setor circular, mas no caso
da esfera como néo existe a planificacéo a situacdo se complica e por este meio mostraremos
um caminho mais viavel para os alunos de Ensino Médio compreenderem. Na realidade a
finalidade aqui € aplicar um recurso que ndo seja necessario usar integrais pois, como essa
proposta é para o Ensino Médio, ndo podemos utiliza-las. Comegaremos enunciando o teorema
que usaremos:

4.6.11 1@ variante do teorema de Pappus

Area da superficie gerada pelo giro de um segmento de reta em torno de um eixo — A area
da superficie gerada por um segmento de reta, quando efetua uma volta completa em torno de
um eixo situado no seu plano e ndo o atravessando é igual ao produto de sua projecédo ortogonal
sobre o eixo pelo comprimento da circunferéncia cujo raio € a parte da mediatriz do segmento
gerador, compreendida entre este e 0 eixo.

Veja as figuras abaixo:

Figuras 42 — Rotacao de Segmentos em Torno de um Eixo

X X X X
A-----1
Ao D M-
AlD A~1D Bl T
oo f w230
M 0 M . H M/ m H C m
o | o \
B~ C B C B---------- C D
Y Y Y Y
figura | figura 1l figura 111 figura IV

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.
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Consideraremos o0s segmentos de reta AB nas figuras 1,11 e I11 e AB,BC e CD da figura
IV girando uma volta completa em torno do eixo de XY. De acordo com teorema enunciado
acima e chamando a area lateral gerada pelos segmentos de Ac, podemos dizer que:

A, =2n-OM-H=2n-m-H

4.6.12 Area lateral do cilindro circular reto

E facil perceber que a area lateral do cilindro circular reto se da pelo giro da figura I,
onde notamos que o0 m do teorema corresponde ao raio r da base e que H do teorema
corresponde a altura H do cilindro, dai temos:

A, =2n-r-H
Conforme ja tinhamos deduzido a partir da planificacéo.

4.6.13 Area lateral do cone circular reto

Também ¢é facil notar que a area lateral do cone circular reto é gerada na figura 11, onde
H realmente corresponde a altura do cone, BC corresponde a ao raio r da base e AB corresponde
a geratriz g do cone, podemos encontrar m usando a semelhanca de tridngulos existente entre
os triangulos ABC e AMO, encontrando a seguinte propor¢éo:

MO_AM .m %
BC CD r H

O que nos leva a:

Dai, pelo teorema
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A =2 H=2 rgH
L =2m-m =2 o

Concluimos que:

A, =mrg

Nota-se também que pela figura 111, encontramos a area lateral do tronco de cone, mas
ndo a utilizaremos aqui.

4.6.14 Area da superficie esférica

Na figura 1V, conforme o teorema estudado, a area gerada seria dada pela soma das
areas geradas por todos 0s segmentos consecutivos, de acordo com a equacgéo abaixo:

A=2n-m-Hy+2n-m-H,+2n-m-H; +--+2n-m-H,

Onde: Hn(n=1,2,3, ... ) séo as proje¢des dos segmentos de reta sobre o eixo XY, para
n segmentos de reta que se tenha girando em torno de XY,

Se chamarmos de H, a projecédo de todos os segmentos, temos:

H:H1+H2+H3+"’+Hn

Dai:

A=2n-m-H

Como os alunos ja tiveram uma nog¢do de limites, podemos imaginar a quantidade de
segmentos de reta consecutivos com mesmo m, tendendo a infinito até tocar o eixo XY,
obteremos assim, a figura abaixo:
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Figura 43 — Rotagdo da Semicircunferéncia em Torno de um Eixo

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

Percebemos que obteremos uma semicircunferéncia e que o giro dela em torno do eixo
XY gera a superficie esférica e notamos que m tendera ao raio r da esfera e H correspondera ao
didmetro da esfera que € o dobro do raio, portanto, pelo teorema, teremos:

A, =2n-OM-H=2n-m-H=2n-71.2r

Onde concluimos que a area da superficie esférica € dada por:

A, = 4mr?

4.7 Preenchendo a sétima linha da tabela

Esta linha da tabela é preenchida pela area total de cada sélido. Com certeza os alunos
ndo terdo dificuldades para preenché-la pois, para deduzirem as formulas da area total de cada
solido, perceberdo que sdo simples somas entre as areas de bases e a area lateral.

Novamente, exploraremos as semelhancas e diferencas existentes entre os solidos.
Prismas e piramides se assemelham pela base porém, se diferenciam porque o prisma possui
duas bases e a piramide apenas uma. Acontecendo 0 mesmo entre o cilindro e o cone. Mas
também podemos notar a semelhanca entre prismas e cilindros por possuirem duas bases e
piramides e cones por possuirem apenas uma.

Para demonstrarmos as férmulas da area total de cada sélido, seguiremos a sequéncia
abaixo:
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4.7.1 Area total de um prisma qualquer

Chamando-se de Ap a area da base, de AL a area lateral e de At a &rea total, como
sabemos previamente que o prisma possui duas base de mesma &rea, podemos facilmente
perceber que a area total deste sélido pode ser dada por:

AT = 2Ab + AL
Lembrando que a area da base do prisma dependo do poligono que forma a base.

4.7.2 Area total de um prisma reto de base regular

Para estes tipos de sélidos, como ja deduzimos anteriormente a area da base, que pode
ser dada por:

n-L.a
A=

Onde: L é a medida do lado da base, n 0 nimero de lados da base e a 0 apdtema da base.
Como também ja construimos a férmula da area lateral destes prismas:

A,=n-L-H

Onde H ¢ a altura do prisma. Como sabemos que sdo duas bases de mesma area,
Podemos construir uma férmula para o célculo da area total destes sélidos assim:

Portanto:

Ar=n-L-(a+H)
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4.7.3 Area total do cubo

No caso do cubo, chamando a aresta de a, como as seis faces sdo quadrados de areas
iguais a2, podemos dizer que a area total do cubo é dada por:

Ap = 6a?

4.7.4 Area total do paralelepipedo reto retangulo

Como o paralelepipedo reto retdngulo apresenta seis faces retangulares duas a duas de
mesma area, se chamarmos de a, b e ¢ as dimensdes do paralelepipedo, teremos dois retangulos
com area a.b, dois retangulos com area a.c e dois com area b.c, entdo podemos perceber que
a area total deste sélido pode ser dada por:

Ar = 2(ab + ac + bc)

4.7.5 Area total de uma piramide qualquer

No caso deste solido, como possui uma s6 base, novamente, chamando-se de Ay a area
da base e de AL a area lateral, podemos dizer que a area total At deste solido é dada por:

AT:Ab +AL

Lembramos também que a area da base deste sélido assim como nos prismas, depende
do poligono que forma a base.

4.7.6 Area total de uma piramide reta de base regular

Nestes sélidos a base se assemelha a base do prisma de base regular, a diferenca é que
uma Unica, como vimos dada por:

n-L.a
Ay =
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A férmula da area lateral destes solidos também ja construimos e é dada por:

n-L-a
AL: 2 £

Dai, como temos uma s6 base, podemos construir a seguinte formula para calcular a
area total deste solido:

n-L.a n-L-ap
Ar = > + >

Portanto:

Onde:

L é a medida do lado da base;
n é o numero de lados da base;
a € 0 apdtema da base;

ap € 0 apotema da piramide.

4.7.7 Area total do tetraedro regular

Observando as construcdes realizadas por eles, 0s alunos notardo que estes soélidos
possuem quatro faces formadas por triangulos equilateros de mesma area, se chamarmos de a
a aresta deste solido, como a area de cada face € a area de um triangulo equilatero dada por;
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Entdo a area total do tetraedro regular pode ser construida como segue:

a?v3
AT = 4‘ " 4
Portanto:
Ar = a?V/3

4.7.8 Area total do cilindro circular reto

Nesse caso do cilindro circular reto, como também ja estudamos, sua base é um circulo
cuja area € dada por:

2

Ay =mr

E no caso desse sélido sdo duas bases. Sua area lateral também encontramos e é dada
por:

A, = 2nrH

Podemos entdo construir a area total deste solido através da expresséo:

Ap = 2nr? + 2nrH

Portanto:

Ar = 2nr(r + H)

4.7.9 Area total do cone circular reto

No caso do cone circular reto, temos uma Unica base circular dada por:



78

Ab = 7'1.'7"2

E uma &rea lateral, ja desenvolvida, dada por:

A, =mrg

Dai, a area total deste sélido é a soma destas areas:

Ar =mr? +nrg

Portanto:

A =nr(r+g)

4.7.10 Area da superficie esférica (area total da esfera)

Como a esfera ndo possui area da base, somente area lateral, fica facil para o aluno
perceber que sua area total € a propria area lateral:

AT = AL = 47‘[1‘2

4.8 Preenchendo a oitava e tltima linha da tabela

Nesta oitava e Ultima linha da tabela, fecharemos nosso trabalho demonstrando o
volume que cada solido ocupa no espago, para construirmos estas demonstracGes aqui,
usaremos além do principio de Cavaliere uma variante do segundo teorema de Pappus, pois,
como a proposta é para 0 Ensino Médio, ndo podemos usar integrais, por estes meios poderemos
fazer as dedugbes com recursos acessiveis aos alunos.

Também para as demonstracdes das formulas dos volumes dos solidos, nos valeremos,
das semelhancas e diferencas existentes entre os solidos para inferirmos algumas
demonstragdes, por isso iremos comegcar as dedugdes usando a variante do segundo teorema de
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Pappus para cone circular reto, cilindre circular reto e esfera, para levarmos a ideia para 0s
casos particulares que sdo 0s prismas e piramides.

Para comecarmos as demonstracfes dos volumes dos sélidos, primeiramente iremos
mostrar 0 enunciado da variante do segundo teorema de Pappus, como segue abaixo:

4.8.1 22 variante do teorema de Pappus

Volume gerado por um triangulo — O volume gerado por um triangulo que gira em torno de
um eixo situado no seu plano, sem o atravessar e passando por um de seus Vvértices € igual ao
produto da area gerada pelo lado oposto ao vértice sobre o eixo por um terco da altura
correspondente a esse lado.

Considerando as rotacdes abaixo:

Figura 44 — Rotagdo de um Triangulo em Torno de um Eixo

X X X

B
g T y :

M

m| [ 5 h A
/R oy ,

c A C

Y < Iy Y

figura | figura 1l figura 111

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

De acordo com o teorema acima enunciado:
Volume gerado pelo triangulo qualquer (ABC) :é (area gerada por BC) - h

Lembramos que a area gerada por BC é encontrada usando a variante do primeiro
teorema de Pappus ja estudada anteriormente.

4.8.2 VVolume do cone circular reto

E facil para os alunos perceberem que para deduzirmos o volume do cone circular reto,
devemos usar a figura I, onde, pelo teorema agora estudado, notamos que:
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V=23@mmH)-h ()

T3
Sendo V o volume do cone circular reto.

Como ja foi anteriormente estudado no desenvolvimento da area lateral deste mesmo
solido, podemos encontrar m usando a semelhanca entre os triangulos ABC e BMO,

encontrando a proporgao:

2|3
S [N

Dai:

19
m=_= (I

Para encontrarmos h, podemos usar as relacbes métricas no triangulo retangulo, pois,
nota-se que h é a altura relativa a hipotenusa g do triangulo retangulo ABC com catetos r e H,
como sabemos no que foi estudado sobre as relagdes métricas no tridngulo retangulo que: “o
produto da hipotenusa pela sua altura relativa ¢ igual ao produto dos catetos”, temos que:

Dai:

h = % N
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Portanto, o volume do cone circular reto é dado por:

V—1 ZH
=gmr

4.8.3 Volume do cilindro circular reto

Para demonstrarmos o volume do cilindro circular reto, também usaremos a variante do
segundo teorema de Pappus, considerando a rotacdo de um retangulo em torno do eixo XY,
conforme a figura abaixo:

Figura 45 — Rotag&o de um Retéangulo em Torno de um Eixo

X

Fonte: Elaborada pelo autgr, 2015.

Como 0 nosso teorema ndo aborda o giro de um retangulo, temos que dividi-lo em dois
triangulos, que na figura enumeramos em 1 e 2, o volume gerado pelo triangulo 1 ja foi
calculado quando demonstramos o volume do cone circular reto e encontramos:

v _1! °H
1—3T[T

Entdo, para encontrarmos o volume do cilindro circular reto, basta encontrarmos o
volume gerado pelo tridngulo 2 e somarmos ao volume gerado pelo tridngulo 1 ja encontrado.

Para acharmos o volume gerado pelo triangulo 2, podemos usar novamente a variante
do segundo teorema de Pappus, no qual percebemos que m e h corresponde ao raio r da base
do cilindro e a projecéo da figura sobre XY é H, com isso podemos dizer que o volume gerado
pelo triangulo 2 é dado por:
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1 2
V2=§(2n-r-H)-r=§nr2H

De posse dos volumes gerados pelos triangulos 1 e 2, o volume do cilindro circular reto
é a soma dos volumes V1 e V>, chamando de V esse volume, temos que:

1 2
V=V, +V, = §nr2H + §nr2H

Portanto:
V =nr?H

OBSERVACAO 1: Fica facil para os alunos perceberem que o volume do cilindro circular reto
corresponde ao produto da area da base Ap pela altura H:

V=AbH

OBSERVAGCAO 2: Também ¢ facilmente notavel que o cone circular reto é a terca parte do
volume do cilindro circular reto:

OBSERVACAO 3: Como ja sabemos que os prismas sdo casos particulares dos cilindros e as
piramides sdo casos particulares dos cones, podemos agora com o que foi descoberto construir
tranquilamente as formulas do volume dos prismas e piramides.

4.8.4 VVolume da esfera

Para desenvolvermos o volume da esfera, continuaremos usando a variante do segundo
teorema de Pappus, comegaremos imaginando os giros da figura abaixo, formada por tridngulos
semelhantes consecutivos com mesmas mediatrizes m e com um dos vertices em O, em torno
do eixo XY:
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Figura 46 — Rotacéo de Tridngulos Adjacentes em Torno de um Eixo

X
A
M-
g/
M0
Cim.
IV'D
Y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

Como pelo teorema estudado, temos que o volume gerado por um tridngulo € dado por:
Volume gerado pelo tridngulo qualquer (ABC) :§ (area gerada por BC) - h

Aqui, novamente, podemos lembrar a nocdo de limites, pois, se fizermos a quantidade
destes triangulos tender a infinito, obteremos um semicirculo, girando em torno de XY, que
gerara a esfera, conforme a figura abaixo:

Figura 47 — Rotacé@o de um Semicirculo em Torno de um Eixo

X

y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2015.

Onde m correspondera a h e tendera ao raio da esfera r, e a area gerada, como ja foi
estudado para area lateral da prépria esfera, é dada por:

A = 4mr?

Dai, o volume da esfera pode ser encontrado por:
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V==-4ur?-r

w

Portanto:

4.8.5 Volume de um prisma reto

Para deduzirmos o volume dos prismas reto, usaremos observacoes ja estudadas, por ser
um caso particular do cilindro, seu volume pode ser dado por:

V = Ab H
Como sabemos a area da base, depende do poligono que forma a base.

4.8.6 Volume de uma piramide reta

Como sabemos também que as piramides sdo casos particulares dos cones, podemos
também deduzir que o volume deste sélido é dado por:

V—lA H
=3 4

4.8.7 Volume de sélidos obliquos

Para calcularmos os volumes dos solidos obliquos, podemos utilizar o famoso principio
de Cavaliere que ja& enunciamos no capitulo 3 que fala da fundamentacéo teérica do nosso
trabalho.

Como o principio de Cavaliere afirma que, para dois sélidos, inseridos entre dois planos
paralelos, que apresentam as mesmas areas de seccOes apresentadas por um terceiro plano
paralelo aos dois planos e entre eles, seus volumes sdo iguais, podemos, com esse
principio deduzir o volume de outros sélidos, inclusive dos solidos obliquos, a partir do volume
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de solidos j& conhecidos. Basta que o sdlido que pretendemos calcular o volume possua todas
as sec¢des com mesmas areas das secgdes do sélido que podemos calcular seu volume através
das formulas estudadas.

Podemos ilustrar muito bem esse fato, através de objetos, como na figura que segue:

Figura 48 — Moedas Formando um Sélido

Fonte: Disponivel em:< http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/12/0-principio-de-cavalieri.html>.
Acesso em: 25 de outubro de 2015.

Através do principio de Cavaliere, também podemos calcular o volume da esfera,
fazendo a relacdo abaixo:

Figura 49 — Principio de Cavaliere

Volume da esfera — Principio de Cavalieri

R no tridngulo retangulo
c c R’=F +h’ =r =R*-I’
2R // SR
=k
=~
A B
2R
area da coroa area do circulo
A, = R? —nh? Ay =mnr’

Ag =n(R*-h?) Ay =7n(R*-h%)
Soélidos de mesma altura, cuja area de seccao sao iguais,
possuem volumes iguais:

I V

esfera™ " solido amarelo

-V, V. 2V

esfera— ' cilindro cone

Fonte: Disponivel em:< http://slideplayer.com.br/slide/364967/>. Acesso em: 11 de novembro de 2015.
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Como mostrado na figura a area das sec¢des da esfera sdo iguais as areas das secgdes
do sélido amarelo conhecido como anticlépsidra, como os sélidos possuem a mesma altura,
podemos dizer pelo principio de Cavaliere, que esses solidos possuem o mesmo volume.
Percebe-se também que o volume da anticlépsidra é a diferenca entre o volume do cilindro com
raio da base R e altura 2R e o dobro do volume do cone de raio da base R e altura R, dai:

1 2
Vesfera = mR%-2R — 2 '§T[R2 R = 2nR3 — §71'R3
Portanto:

4 3
Vesfera = § R
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S) ATIVIDADES APLICADAS

Buscamos no projeto propor atividades que fizessem com que o0s alunos interagissem
da melhor forma possivel com o contedo em questdo, proporcionando que eles construissem
0 conhecimento sobre o assunto de forma progressiva com oportunidades de fazer comparacdes,
de melhorar consideravelmente sua visualizagdo espacial, de aumentar sua capacidade de
desenhar figuras tridimensionais, de pesquisar suas aplicacdes nos mais diversos contextos e
interdisciplinaridade, além de estimular o trabalho em equipe com trocas mituas de habilidades
e conhecimentos.

A seguir temos a lista das atividades aplicadas nesse projeto:

1) OBTER AS PLANIFICACOES DOS SOLIDOS A PARTIR DOS SOFTWARES POLY E
GEOGEBRA.

2) CONSTRUIR OS SOLIDOS COM LIVRE ESCOLHA PARA OS MATERIAIS A SEREM
USADOS.

3) DESENHAR EM PESPECTIVA 0OS SOLIDOS GEOMETRICOS.

4) PESQUISAR A PRESENCA DESTES SOLIDOS NOS MAIS VARIADOS CONTEXTOS.

Para os professores que quiserem se utilizar deste projeto, apresentamos aqui, uma
proposta de roteiro a ser seguida conforme foi realizada para a elaboracéo, porém, o professor
pode fazer suas adaptacdes conforme ache necessarias. Segue a proposta de roteiro:

)] Em uma aula anterior ao inicio da aplicacdo do trabalho, deve-se solicitar que 0s
alunos formem grupos com a quantidade de alunos que o professor achar
conveniente, pedir que eles tragam proxima aula, na qual se iniciara o trabalho, as
planificacbes de cada solido e os materiais para a construcdo dos mesmos, sugerir o
uso dos softwares POLY e GEOGEBRA mostrando onde eles podem baixa-los.

) Na aula inicial de aplicacdo, estando os alunos de posse das planificac6es dos sélidos
e dos materiais para a constru¢cdo dos mesmos, pede-se para que 0S Qrupos
construam seus sélidos baseados nas suas planificacdes, solicita-se a construcéo dos
principais sélidos, que podem ser: um prisma reto de base regular, um cubo, um
paralelepipedo, uma piramide reta de base regular, um tetraedro, um cilindro
circular reto, um cone circular reto e a esfera. Sugerir que construam os solidos
vazados se possivel, pois sera Gtil na continuidade do projeto.
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1)  Construidos os solidos, solicita-se dos alunos para que eles desenhem
individualmente cada sélido, o professor deve acompanhar se todos realizam essa
atividade pois, é uma forma de treinar a percep¢do espacial e a habilidade de cada
um, eles também podem transferir um esbogo desses desenhos para a tabela
comparativa.

IV)  Com os sélidos construidos e desenhos feitos, pode-se comecar as defini¢bes de
cada sélidos, a identificacao de seus respectivos elementos e abordar as semelhancgas
e diferencas entre eles.

V) Com o que foi visto antes, os alunos ficam preparados para comecar as
demonstracdes de férmulas, o professor pode iniciar demonstrando no quadro as
relagdes entre os elementos de cada solido, sugerindo que os alunos possam
acompanhar essas demonstracdes, observando essas relagdes nos soélidos
construidos por eles.

VI)  Posterior as demonstracdes das relagcdes dos elementos, o professor pode comegar
as demonstracdes das areas das bases, aproveitando para revisar as areas das figuras
planas, depois as areas laterais e as areas totais de cada solido. Propbe-se seguir a
sequéncia de demonstracgdes feita neste trabalho.

VIl) Fechando as demonstracdes, o0 professor vai para os volumes dos solidos, usando
sempre que possivel a sequéncia e 0s argumentos aqui expostos. Lembrando
também que os alunos podem sempre acompanhar todas as demonstracdes
observando os sélidos que eles construiram.

VIII) Encerrando o processo, o professor passa para 0s alunos uma pesquisa na qual eles
devem encontrar a existéncia desses solidos nos mais variados contextos e fazerem
um trabalho escrito, individual, que deve ser avaliado posteriormente e, finalmente,
propor uma aula para um debate no qual cada grupo apresenta suas descobertas e
discutem entre si os detalhes encontrados por cada um, o professor deve mediar e
intervir com alguns apontamentos que achar interessante.

Seguindo esse roteiro, o professor leva em torno de duas aulas para os alunos trazerem as
planificacbes, construirem e desenharem os sélidos, depois aproximadamente mais duas aulas
para definir, identificar os elementos e demonstrar as relagdes entre, posteriormente mais duas
aulas para demonstracdes das areas das bases, laterais e totais, na sequéncia mais uma aula para
demonstrar os volumes e por fim mais uma aula para o debate. Portanto, o professor se utiliza
de no minimo oito aulas para concluir o conteido do projeto, claro que ainda vai necessitar de
mais aulas para resolver exercicios e avaliar os alunos, onde ele deve analisar de quanto tempo
precisara a mais. E interessante propor uma lista de exercicios que aborde questdes envolvendo
as fazes do roteiro de aprendizagem aqui proposto, desde as planificacfes até as demonstracdes.
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6 RESULTADOS

Tivemos a felicidade de presenciar a satisfacdo dos alunos quanto ao desenvolvimento
do trabalho, vimos a contento que realmente 0s grupos se empenharam para a realizacdo da
ATIVIDADE 1 que era a obtencdo das planificagdes dos sélidos, conseguindo sem dificuldades
operarem muito bem com os softwares POLY e GEOGEBRA, pois, no caso a turma a qual foi
aplicado esse trabalho era do curso de ELETROTECNICA do IFAL CAMPUS-MACEIO,
curso no qual os alunos ja possuem um bom conhecimento na area de informatica, mas, ndo
impede de que esse projeto ndo seja aplicado em outras turmas, pois, esses softwares séo de
facil operacionalidade, pelo menos para esse objetivo.

Percebemos que durante essa atividade, os alunos estavam bastante estimulados para a
proxima atividade, obtendo as planificacGes e ja pensando como fariam para construirem os
solidos a partir dessas planificagdes.

Houve também alunos que observaram a existéncias de outros softwares e aplicativos
que também podem ser usados para a mesma finalidade, alguns destes aplicativos podem ser
facilmente baixados em smartphones, i-phones, tabletes, etc. Notaram que a lista de softwares
e aplicativos com essa finalidade é grande e vdo dos mais simples aos mais complexos.

Para a ATIVIDADE 2 que era a construcdo dos solidos, ficou em aberto o material que
usariam para a confec¢édo deles, porém, foi proposto que se pudessem, construissem os solidos,
colocando em evidéncia os elementos de cada um deles, minha preocupacdo era com a
possibilidade de conseguirem recursos para as confeccdes, pois, o trabalho foi aplicado com
alunos da rede publica, e nds sabemos das dificuldades financeiras de muitos. O objetivo das
construcdes foi alcancado com éxito, porém, ndo ficou a contento a evidenciacdo dos elementos
de cada solido, mas para uma primeira aplicacdo do trabalho o resultado foi satisfatério, serve
de experiéncia para melhorias em uma nova aplicacdo em anos posteriores. Para compensar a
falta da evidéncia destes elementos, eu mesmo construi os solidos vazados com meus recursos
proprios, através de canudinhos e cola, o que foi de suma importancia para as posteriores
demonstragdes das formulas.

A ATIVIDADE 3 que era fazer o desenho de cada sélido, era uma atividade individual
pois, cada um fazia seus desenhos na construcdo de suas tabelas isoladamente mas, 0s grupos
foram mantidos no sentido de que eles se ajudassem mutuamente pois, sabemos que alguns
possuem mais habilidade do que outros. No caso dos alunos no qual foi aplicado esse projeto,
existiu um fator que favoreceu bastante, que é o fato desses alunos ja terem visto a disciplina
de Desenho Técnico no curso, mas, mesmo assim ainda sabemos da dificuldades de
visualizacdo de alguns alunos para figuras espaciais e a consequente transferéncia para o
desenho no papel. Mas, mesmo com a dificuldade de alguns o objetivo da atividade foi
alcangado com eficiéncia.
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Paraa ATIVIDADE 4, antes de inicia-la, fizemos um breve debate sobre onde podiamos
ver em nossa Vida, 0s tais solidos estudados e construidos por eles, isso em todos 0s contextos
que pudessem imaginar. O debate foi bastante produtivo, pois, oportunizamos a todos,
colocarem suas observacOes e as lembrangas desses s6lidos em variados momentos de suas
existéncias. Claro, surgiram muitos comentarios, desde aqueles que mais se esperam como as
pirdmides do Egito por exemplo até outros ndo muito comuns como objetos intimos. Depois
desse debate, é que foi sugerido que pesquisassem através dos diversos meios e contextos, a
presenca dessas figuras espaciais estudadas, mantendo os grupos formados desde a primeira
atividade.

O resultado satisfatorio das atividades aplicadas foi de grande valia para os resultados
da compreensédo das defini¢cGes de cada solido, identificacdo dos elementos de cada um deles,
bem como das demonstracdes das formulas que transcorreram posteriormente para a confecgéo
da tabela. Isso foi percebido, com os resultados obtidos, nas provas aplicadas sobre o contetdo
estudado neste projeto.

Com o projeto, também tivemos a oportunidade de participar de um projeto com 0s
alunos monitores do Instituto Federal de Alagoas ( IFAL ) campus Maceid. Levando a proposta
deste trabalho para que eles também pudessem se utilizar dos métodos de demonstrac6es para
geometria espacial aqui apresentados, nas aulas de monitoria no intuito, tanto para eles
conhecessem novos conceitos como para que tivessem mais recursos para conseguirem
transmitir esse conteddo para os demais alunos do instituto que os procuram na monitoria.

Esse projeto também foi muito proveitoso pois, com ele estimulamos nossos monitores
a desenvolverem ferramentas, tanto fisicas como virtuais que, ajudaram e vdo continuar
ajudando no aprendizado de novos monitores como de todos os alunos do campus que procuram
por essas aulas de monitoria, um dos alunos, por ser filho de ferreiro, conseguiu até produzir
trés piramides que ao se encaixarem formam um cubo que pode ser usado para demonstrar
visualmente que o volume de uma piramide é a terca parte do volume de um prisma, além de
desenvolverem demonstragdes virtuais no computador através das tecnologias da informacéo,
utilizando o GEOGEBRA como ferramenta principal.
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Fotos 7 — Trés Piramides que Encaixadas Formam um Prisma

Fonte: Foto tirada pelo autor — Soélidos construidos pelos alunos monitores do Instituto Federal de
Alagoas Campus Maceio ( IFAL — Macei0 ). 2015.

O projeto com o0s monitores serviu também de motivacdo para que esses alunos
monitores se sentissem estimulados a apresenta-lo no MATFEST 2015.
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Fotos 8 — Apresentacdo do Projeto Pelo Monitores do IFAL no MATFEST 2015

Fonte: Fotos tiradas pelo autor. 2015.

A apresentagdo do projeto por parte de nossos monitores num evento como 0 MATFEST
pdde mostrar que o projeto pode ser tranquilamente desenvolvido em qualquer escola de ensino
médio, tanto por parte dos professores como por parte de alunos monitores, levando a ideia das
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demonstracdes de geometria espacial para o conhecimento de outros professores e alunos fora
do ambiente do nosso instituto ( IFAL — campus Maceio ).

Com a apresentacdo professores e alunos, que compareceram para assistir, puderam ver
que a proposta de ensino desse trabalho é possivelmente aplicavel em qualquer instituicdo de
ensino médio, o que nos deixou contentes em poder compartilhar nossos avangos com outras
escolas e principalmente em saber que os que compareceram sairam satisfeitos com a ideia.
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7 CONCLUSAO

Com base no bom andamento do projeto e na satisfagdo dos resultados, tanto por parte
da maioria dos alunos da turma como do aplicador do trabalho, ndo s6 no que tange a construcéao
dos sélidos e das férmulas mas, principalmente, a constru¢cdo do conhecimento de forma
coletiva, interativa, estimulante e com espaco amplo para o debate sobre varios pontos do
contetdo onde, os alunos se tornam protagonistas do aprendizado e o professor apenas um
colaborador no processo, acreditamos que a proposta de ensino-aprendizagem configurada para
o0 tema é realmente um étimo caminho a ser seguido para compreensdo dessa parte da geometria
espacial.

Claro que toda ideia nova sempre se depara com alguns probleminhas que surgem
naturalmente, na aplicacdo dessa proposta nao foi diferente, surgiram algumas dificuldades que
tivemos que superar como: 0s softwares, eles tiveram que utilizar em seus grupos com recursos
proprios devido a dificuldade de disponibilizar o laboratdrio de informatica para a turma, a
construcdo dos solidos vazados ndo sairam a contento por falta de estabelecer detalhes para a
construcdo, detalhes esses que colocarei com mais propriedades em uma proxima aplicacéo,
em outro ano letivo, entre outros pequeninos erros simples que foram contornados
tranquilamente.

Mas, mesmo com alguns descuidos de quando se aplica inicialmente um projeto,
podemos concluir que os objetivos esperados foram alcancados de maneira muito produtiva,
foi muito bom ver os alunos empenhados em todas as etapas do trabalho em seus respectivos
grupos, o ar de alegria deles na concluséo dessas etapas e principalmente ver com satisfacdo
que eles puderam visualizar bem os elementos dos solidos e acompanharem bem a construcao
deles, a partir das planificacbes e acompanharem tranquilamente as demonstracdes das
formulas a partir dos sdlidos construidos, em especial os vazados.

N&o podemos esquecer também de citar o contentamento de poder usar a proposta do
trabalho para realizar um projeto com nossos alunos monitores do nosso instituto ( IFAL —
campus Macei6 ) onde puderam interagir contribuindo com mais ideias e constru¢des que
colaboraram para desenvolver ndo sé o conhecimento deles proprios como continuara servindo
para a melhoria da aprendizagem dos alunos do instituto que os procuram para as aulas de
monitoria. Ainda mais, nos alegrou o entusiasmo desses monitores em participarem do
MATFEST com o projeto, apresentando as ideias do projeto para professores e alunos de outras
instituicoes de ensino, pudendo entdo, dividir as propostas do projeto com mais escolas e, com
muita propriedade, mostrar que o projeto pode ser facilmente aplicavel.

No computo final de todo o processo do trabalho, recomendamos com convicgdo a
aplicacdo desse projeto para que todos os professores e alunos possam interagir no encaminhar
da construcdo dos conhecimentos sobre os sélidos geométricos propostos nesse estudo, pois,
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vimos que é um roteiro bastante estimulante e oferece a possibilidade de todos contribuirem
para 0 desenvolvimento das ideias e chegarem juntos, através das comparagdes ndo so entre
solidos mas também entre os trabalhos produzidos por todos, a um resultado final que, mesmo
que ndo seja uma representacao da perfeicdo, € um resultado obtido pelo esfor¢o conjunto e que
contribui grandemente para construgéo do entendimento do assunto com absoluta certeza.
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ANEXO |
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TABELA COMPARATIVA
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