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RESUMO

JACOB, Francisco Carlos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, novembro de 2015. Uma
Construcdo do conceito de Area para Figuras Planas. Orientador: Kennedy Martins
Pedroso.

A presente dissertacdo tem o objetivo de oferecer ao estudante uma visdo global do conceito
da area de figuras planas. No desenvolvimento, procuramos seguir uma ordem logica na
apresentacdo de definicdes e propriedades. Procuramos também, sempre que possivel, expor
0s conceitos logo apds as figuras, pois, com elas, o leitor podera ter uma melhor compressao
dos mesmos. Sempre que possivel, apresentamos as demonstracfes das formulas de céalculos
de areas das figuras planas elementares, pois estas demonstracdes ajudam na compreensao da
generalizacdo do conceito de area. No final, temos um experimento pratico usando triangulos
e quadrados na aplicagdo do Principio da Exaustdo. Aconselhamos o leitor a buscar
experimentos usando outras figuras planas, pois a pratica constante aprimora o aprendizado,
aguca a critica e amplia a visdo. Finalmente, como ha sempre certa distancia entre o anseio
dos autores e o valor de sua obra, gostaria de receber dos colegas professores uma apreciacdo

sobre este trabalho, notadamente os comentérios criticos, pelos quais agradeco.



ABSTRACT

JACOB, Francisco Carlos, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, November, 2015. An
Area Concept to Construction Figures Planas. Advisor: Kennedy Martins Pedroso.

The present dissertation has the aim of offering students the global view of the concept of the
area of flat figures. Throughout the development, we tried to follow a logical order in the
presentation of definitions and properties. We also tried whenever possible to expose the
concepts right after the figures, since with them, the reader will also have a better
understanding. Whenever possible, we presented the demonstrations of the formulas for the
calculation of the areas of elementary flat figures, for these demonstrations help the
understanding of the generalization of the concept of area. At the end, we present a practical

experiment using triangles and squares in the application of the Exhaustion Principle.
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Introducao

A imensa diversidade na forma que uma figura plana pode assumir deveria ser
suficiente para nos incentivar a aprender mais sobre o conceito da medida de
sua area. No entanto, do ensino fundamental e médio, extrai-se mais férmulas
para figuras planas elementares do que uma metodologia de como a area dessas
figuras pode ser utilizada para obter respostas para um grupo muito mais amplo
e numeroso de formas planas.

Neste trabalho, propomos uma “transicao suave” entre a area de retangulos
e triangulos e os métodos que nos levam a medida da area de uma figura plana
disforme, apresentando um caminho repleto de possibilidades para orientar e
motivar melhor o ensino de geometria, tanto em aulas praticas quanto em aulas
tedricas.

Para tal, vamos introduzir a medida da area de figuras planas de forma siste-
matizada, comecando pelas figuras mais simples, mostrando como o Método de
Exaustao, proposto por Eudoxo de Cnido (408 a 355 a.C.) e desenvolvido mais
amplamente por Arquimedes de Siracusa (287 a 212 a.C.), utiliza-se da area de
algumas figuras planas elementares para a obtencao da &rea de outras figuras
planas.

Como um complemento de grande importancia, apresentaremos nocoes ele-
mentares da Teoria de Medida, proposta por Lebesgue no inicio do século XX,
mais precisamente em 1904, com uma linguagem e exposi¢cao que, em sua maior
parte, beneficiam o entendimento de professores do ensino médio, dando oportu-
nidade para que criem seu proprio material de aulas sobre um texto rigorosamente
construido.

O Capitulo 1 traz uma breve historia sobre o calculo da areas de figuras
planas em seus primoérdios gregos indicando as contribuigoes importantes dos
matematicos Eudoxo e Arquimedes. A teoria mais regularmente utilizada no
calculo da medida de figuras, que no nosso caso sera a area, ¢ atribuida a Henri
Lebesgue e ao seu trabalho, também nesse primeiro capitulo, faremos algumas
observacoes e referéncias.

O Capitulo 2 da uma introdugao ao cdlculo da area de figuras planas elemen-

tares. O elemento de area unitaria é definido: qualquer quadrado cujo lado meca



uma unidade de comprimento terd area igual a uma unidade. Em seguida sao
calculadas as 4reas de um quadrado qualquer, retangulos, paralelogramos, trian-
gulos e poligonos. Toda abordagem é construtiva. A tltima secao do capitulo
trata da definicao geral de area com idéias que servirao de base para o conceito
de area construido pela teoria de Lebesgue.

O Capitulo 3 apresenta o Método de Exaustao proposto por Eudoxo e apri-
morado por Arquimedes. Atentamos para a construgao original proposta nos
Elementos de Fuclides, um classico da literatura mundial. Esse capitulo ilustra
a definicao geral de area dada no capitulo anterior e indica a necessidade de uma
teoria organizada para o cdlculo da area de figuras mais complexas tal como é
apresentada no capitulo seguinte.

O Capitulo 4 inicia a construcao do conceito de area se valendo da area de
quadrados. As primeiras figuras tratadas sdo aquelas obtidas como uniao (dis-
junta) de quadrados; essas figuras serdo chamadas de discretas. O proximo passo
é trabalhar o conceito de area para figuras planas que semprem possam conter
figuras discretas, nesse ponto introduzimos o importante conceito de figura plana
aberta. Na sequéncia, as figuras planas abertas serao apresentadas como os blocos
de construcao para a drea exterior de Lebesgue, conceito que norteard todas as
construcoes do capitulo. Finalizando o nosso trabalho, o capitulo também mos-
tra um experimento pratico para o calculo da area de uma figura plana disforme
usando figuras elementares, um “principio de exaustao” associado a rudimentos

da teoria de medida de Lebesgue que exemplifica a idéia de todo o texto.



Capitulo 1

Um pouco de histéria

As contribuicbes da geometria grega para o desenvolvimento do calculo estao
gravadas, sobretudo, nos trabalhos de Eudoxo de Cnido (408 a 355 a.C.) e Ar-
quimedes (287 a 212 a.C.) envolvendo o Método de Exaustdo. Entretanto, é
impossivel nos remetermos diretamente aos trabalhos desses dois matematicos
da antiguidade sem compreendermos o proprio desenvolvimento da Geometria e
da Matematica grega anterior a estes, incluindo as contribuicoes dos egipcios e
babilonios.

Segundo Eves [1], a geometria babilonica se relaciona intimamente com a
mensuracao pratica. De numerosos exemplos concretos infere-se que os babilonios
do perfodo 2000 a.C a 1600 a.C deviam estar familiarizados com as regras gerais
da area do retangulo, da area do triangulo retangulo e do triangulo isosceles (e
talvez da area de um tridngulo genérico), da area de um trapézio retangulo, do
volume de um paralelepipedo reto-retangulo e, mais geralmente, do volume de
um prisma reto trapezoidal. Considerava-se uma circunferéncia como o triplo de
seu diametro e a area do circulo como um duodécimo da area do quadrado de
lado igual a circunferéncia respectiva (regras corretas para ™ = 3).

Preleciona ainda Eves [1] que 26 dos 110 problemas dos papiros de Moscou
e Rhind sao geométricos. Muitos deles decorrem de formulas de mensuragao
necessarias para o calculo de areas de terras e volumes de graos. Assume-se que a
area de um circulo ¢é igual a de um quadrado de lado igual a 8/9 do didmetro e que
o volume de um cilindro reto é o produto da &rea da base pelo comprimento da
altura. InvestigagOes recentes parecem mostrar que os egipcios sabiam que a area
de um tridngulo qualquer é o semi-produto da base pela altura. Alguns problemas
parecem envolver cotangente do angulo diedro entre a base e a face da piramide,
e outros mostram algum conhecimento da teoria das proporcoes. Contrariando
historias muito repetidas e aparentemente infundadas, nao se encontrou nenhuma

evidéncia documental de que os egipcios tinham ciéncia, mesmo que num caso



particular, do teorema de Pitagoras.

Os ultimos séculos do segundo milénio a.C. testemunharam muitas mudancas
economicas e politicas. Algumas civilizacoes desapareceram, o poder do Egito
e da Babilonia declinou, e outros povos, especialmente os hebreus, os assirios,
os fenicios e os gregos, passaram ao primeiro plano. O aparecimento dessa nova
civilizacao se deu nas cidades comerciais espalhadas ao longo das costas da Asia
Menor e, mais tarde, na parte continental da Grécia, na Sicilia e no litoral da
Italia. A visao de racionalismo crescente, o homem comecou a indagar como e
por qué.

Nessa atmosfera, a Grécia antiga desponta como principal polo cientifico do
mundo e marca o inicio da Matematica grega e do nascimento de uma legiao
de matemaéticos e filésofos que vao influenciar profundamente o conhecimento
matematico e cientifico, veja [2] e [6].

Comecemos por Pitagoras.

Pitagoras

Nome complete O TTu8aryooas

Pré-socriticos

EscolalTradigio: Pitagorices, Maturalismo,
Escola Italica

Data de ca. 571a. C.-570a C.

nascimento:

Local: Samos

Data de ca. 500 a. C. -490a C.

falecimento

Principais Metafisica, Myisica,

interesses: Matematica, Etica, Politica
Astronomia

Trabalhos Teorema de Pitagoras,

notaveis Proporcio aurea, Musica
Universalis

Influéncias Filolau, Alcmedn,

Parménides, Platdo,
Euclides, Empedocles,
Hipaso, Kepler

Fonte: www.wikpédia.org

Admite-se geralmente que os primeiros passos no sentido do desenvolvimento
da Teoria dos Numeros e, ao mesmo tempo, do lancamento das bases do fu-
turo misticismo numérico, foram dados por Pitagoras e seus seguidores movidos
pela filosofia da fraternidade. E atribuido a Pitagoras a descoberta independente
do teorema sobres triangulos retangulos hoje universalmente conhecido pelo seu
nome - que o quadrado sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo é igual a
soma dos quadrados sobre os catetos.

Pitdgoras acreditava que os ntimeros inteiros eram a matéria essencial para a
construcao do universo. Portanto, a descoberta da irracionalidade de /2 provocou
alguma consternacao nos meios pitagoricos. Tao grande foi o “escandalo 16gico”
que por algum tempo se fizeram esforgos para manter a questao em sigilo.

Por volta de 370 a.C., o problema foi resolvido por Eudoxo, um brilhante



discipulo de Platao e do pitagorico Arquitas, através de uma nova definicao de

proporcao.

Eudoxo (erm arego; Eudotoc Chido, entre 408 e 355 a.C.'3 foi

urm astrnomo, matematico e fildsofo grego.

Yiajou ao Egito, de onde tera trazido o calculo mais exato do ano solar que introduEiu na Grécia, O

valor que stribuia era de 365 dias e 174, valor adotado pelo calendario juliano.

Wivel guase sempre erm sUa cidade natal, onde fundoo ura escola e um observatdrio. Definig,
também, o periodo de oito anos, chamado oclaterds & que tinha papel importante no calendanio
W Orego.

Inventou diversos instrumentos, entte 05 quais a "aranha’, gue era um guadrante solar e que foi assim

chamado devido 45 linhas entrecruzadas que o compderm.

Fonte: mercaba.org

Eudoxo apresentou a sua teoria das propor¢oes como modo de ultrapassar a
“crise” surgida na Matemética grega no momento da descoberta dos incomensu-
raveis, que deitava por terra a teoria das proporcoes dos pitagoricos.

O magistral tratamento dos incomensuraveis formulado por Eudoxo aparece
no quinto livro dos Elementos de Euclides, e essencialmente coincide com a ex-
posicao moderna dos nimeros irracionais dada em 1872 pelo alemao Richard
Dedekind (1831 a 1916).

Com Arquimedes (século II a.C), a Matematica da antiguidade alcangou sua
maior projecao, uma vez que sua riqueza de pensamentos em varias areas do
conhecimento o tornou o mais célebre dos matematicos gregos e o mais estudado

a partir do século XIV da era crista.

Arquimedes de Siracusa

Conhecidola) Alavanca, Hidrostatica,
por Parafuso de Arguimedes,
infinitesimais

Nascimento ca. 287 a.C.
Siracusa, Sicilia, Magna

Grecia

Morte ca. 212 a.C. (75 anos)
Siracusa, Sicilia, Magna
Grecia

Ocupagio Inventor, fisico, matematico,

filosofo e engenheiro.

Principais Astronomia, Matematica,
interesses  Engenharia, Fisica

pintura de Domenico Fetti (1620)

Fonte: www.wikpedia.org

Arquimedes aplicou o Método de Exaustao para provar os intimeros resulta-
dos relativos a comprimentos, areas e volumes de diversas figuras geométricas
e também ao calculo de centros de gravidade; alguns destes resultados ja eram

conhecidos mas outros eram inteiramente novos.



Em relagao ao estudo do célculo, sobretudo o integral, Arquimedes foi sem
davida determinante para a alavancada dos estudos mais avancados nesse campo
até alcancar um formato mais préoximo do atual proposto por Newton e Leibniz,
no século XVII.

Henri Léon Lebesgue (Beauvais, 28 de junho de 1875 — Paris, 26 de julho
de 1941) foi um matematico francés. Estudou de 1894 a 1897 na Escola Normal
Superior de Paris e foi professor no Lycée Henri-Poincaré de Nancy. La ele desco-
briu a integral que leva seu nome (Sur une généralisation de l'intégrale définie,
Comptes Rendus 1901). Apos o doutorado em 1902 (Intégrale, Longueur, Aire,
Annali di Mathematica), foi professor em Rennes. Em 1906 obteve uma catedra
em mecanica em Poitiers. Em reconhecimento de seu trabalho ministrou neste
meio tempo cursos no Collége de France, dos quais resultaram os livros Legons
sur Uintégration et la recherche des fonctions primitives (1904) e Legons sur les
séries trigonométriques (1906). Em 1910 foi professor assistente na Sorbonne,
onde obteve a catedra em 1918. A partir de 1921 foi professor no Collége de

France.

H  Leb y , < Nacionalidade | B Francés
enri Lebesque el
) MNascimente 28 de junho de 1875

Caleulo integral s SNES
Morte 26 de julho de 1941 (66 anos)
Local Paris
Atividade
Campo(s) Calculo integral
Alma mater Escola Normal Superior de
Paris
Tese 1902: Intégrale, longueur, aire

Orientadories) Emile Borel

Orientado(s)  Paul Montel,
Zygmunt J aniszewski,
Georges de Rham

Conhecido(a) Integral de Lebesgue,

por medida de Lebesgue,
ponto de Lebesgue

Prémio(s) Prémio Poncelet (1914)

Fonte: www.wikpedia.org

Lebesgue generalizou o conceito de integral, introduzindo assim o conceito
de medida. Levam seu nome a medida de Lebesgue e a integral de Lebesgue.
A medida de Lebesgue generaliza as medidas anteriormente usadas, como por
exemplo a medida de Jordan, e tornou-se logo em seguida, juntamente com a
integral de Lebesgue, uma ferramenta padrao da Analise Real. A importancia
das idéias de Lebesgue residem no fato de que sua teoria da integracdo (integral
de Lebesgue) possui uma série de caracteristicas praticas que faltam a integral

de Riemann.



Capitulo 2
Area de figuras planas elementares

Nesse capitulo iremos tratar de medir a porc¢ao do plano ocupada por uma figura
plana F'. Para isso, compararemos F' com uma unidade de area. O resultado
dessa comparacao serd um numero que ird exprimir quantas vezes a figura F
contém a unidade de area. Aqui daremos um significado preciso a esta idéia e
estabeleceremos as formulas para a area das figuras geométricas mais conhecidas.

Principais referéncias bibliograficas utilizadas: [3] e [4].

2.1 Area do quadrado e do retangulo

O quadrado é o quadrilatero que possui os 4 lados iguais e os 4 angulos retos. Con-
vencionaremos como unidade de area um quadrado cujo lado mede uma unidade
de comprimento. Vamos chamé-lo o quadrado unitario.

Qualquer quadrado cujo lado meca uma unidade de comprimento tera, por
definicao, area igual a uma unidade.

Por meio de paralelas aos seus lados, podemos decompor um quadrado @), cujo
lado tem como medida o nimero inteiro positivo n, em n? quadrados justapostos,
cada um deles de lado unitario e portanto com area 1. Assim o quadrado @) tera
area n?.

De modo analogo, se o lado de um quadrado ) tem por medida 1/n, onde
n ¢ inteiro positivo, entao podemos decompor o quadrado unitario, mediante
paralelas aos seus lados, em n? quadrados justapostos, todos congruentes a Q.
Estes n? quadrados congruentes a ) compoem um quadrado de area 1. Segue-se
que a area de Q deve satisfazer a condi¢ao n* x [4area de Q] = 1 e, portanto,

[area de Q] = 1/n?



Quadrado de lado 6, decomposto
em 6% = 36 quadrados unitarios

Portanto, se o lado de um quadrado () tem por medida o nimero racional
m/n positivo, entao podemos decompor cada lado de @ em m segmentos, cada
um dos quais de comprimento 1/n. Tragando paralelas aos lados de @) a partir
dos pontos de divisdo, obtemos uma decomposicio de ) em m? quadrados, cada
um dos quais com lado 1/n. Assim, a area de cada um desses quadrados menores

¢ 1/n% Segue-se que a area de @ deve ser

ou seja, )
[area de Q] = <@> :
n

Podemos entao concluir que a area de um quadrado () cujo lado tem para

medida um ntimero racional a = m/n é dada pela expressao:

[area de Q] = a*.

Mas existem quadrados cujos lados sao incomensuraveis com o segmento

unitario. Seja ) um desses: o lado de ) tem como medida o nimero irracional

a. Mostraremos agora que, ainda neste caso, deve-se ter [drea de Q] = a?.

~

PANE VAN

e dais bpos de quadrados
urs com kades  inclinades, oubros com |ados
horizontais ¢ verticais. sepa qual for a unidade de
comprmento escolhida, pelo Menos o5 quadrados
die um bipa tém lado imasional



Vamos raciocinar de modo indireto. Dado qualquer nimero b < a?, mostraremos
que deve ser b < [area de )]. Em seguida, provaremos que a®> < ¢ implica em
[area de )] < c¢. Isto mostrard que a area de () nao pode ser um nimero
b menor nem um ndmero ¢ maior do que a®. Portanto, concluiremos que a
[area de Q] = a®. Vamos demonstrar a primeira parte desta afirmagao. A se-
gunda parte é inteiramente analoga e por isso sera omitida.

2. Tomamos um niamero racional r,

Seja, pois, b um niamero tal que b < a
inferior a a, porém, tao proximo de a que se tenha b < r? < a? (basta tomar r,
uma aproximacio por falta de a, com erro inferior a a — v/b. Entdo vb < r < a

e portanto b < r? < a?).

f————
Vo

O quadrade lado r esta contido no
guadrado Q, de lado a. Logo r* < drea de Q.

Como /b < r,temosb < r* < dreade Q.

No interior de (), tomamos um quadrado @' de lado r. Sendo r racional, a
area deste quadrado é r2. como Q' esta contido no interior de @, devemos ter
[area de Q'] < [area de Q], ou seja r? < [area de Q]. Mas sabemos que b < 72.
Conclusao: b < [area de Q]. Assim, todo nimero real b, inferior a a?, é também
menor do que a area de (). Da mesma maneira se prova que todo niimero real c,
maior do que a?, é maior do que a area de Q. Logo, a area de @ nio pode ser
menor nem maior do que a?.

Concluimos, desta maneira, que a area de um quadrado ), cujo lado mede a,

deve ser expressa pela formula
[area de Q] = a*.

Na formula acima, a é um nimero real positivo qualquer: inteiro, fracionério
ou irracional.
Consideremos agora a area do retangulo. O retangulo é o quadrilatero que

tem os quatro angulos retos.



Se os lados de um retangulo R tém para medidas os nimeros inteiros m e
n, entao, mediante paralelas aos lados, podemos decompor R em mn quadrados
unitarios, de modo que se deve ter [area de R] = mn.

Mais geralmente, se os lados do retangulo R tém como medidas dois niimeros
racionais a e b, podemos escrever estes numeros como duas fragdoes a = p/q e
b =r/q, com o mesmo denominador ¢. Dividimos cada lado de R em segmentos
de comprimento 1/¢. O lado que mede a ficard decomposto em p segmentos
justapostos, cada um deles medindo 1/¢. O lado que mede b ficara subdividido
em r segmentos iguais, de comprimento 1/q. Tracando paralelas aos lados a partir
dos pontos de subdivisao, o retangulo R ficara subdividido em p-r quadrados, cada
um deles de lado 1/q. A 4rea de cada um desses quadradinhos é (1/¢)* = 1/¢>.

Logo a area de R devera ser igual a

L pr _por
> ¢ qq

(pr) - —
q
ou seja, [area de R] = ab.
Vemos assim que, quando os lados de um retangulo R tém por medidas os

numeros racionais a e b, a area de R é expressa pela formula:
[area de R] = ab.

Diz-se, entao, que a area do retangulo é o produto da base pela altura.

Isto foi mostrado acima apenas quando a e b sao niimeros racionais, mas é
uma formula geral, valida mesmo que os nameros a e b sejam irracionais (ou um
deles é racional e o outro irracional).

Vamos provar isso, usando um artificio simples e elegante, fazendo recair a
area do retangulo na area do quadrado. Procedendo assim, ficamos inclusive
dispensados de considerar separadamente o caso em que a base e a altura tém

medidas racionais.

Q

0 quadrado Q contém doisretdngulosiguaisaR
maisum quadrado de lado a e outro de lado b.

10



Dado o retangulo R, de base b e altura a, construiremos o quadrado @), de
lado a + b, o qual contém 2 cépias de R e mais dois quadrados, um de lado a e
outro de lado b. Como sabemos,

[area de Q] = (a +b)* = a® + 2ab + b*.

Por outro lado, como os quadrados menores tém areas iguais a a? e b? respec-
tivamente, temos

[area de Q] = a® + b® + 2 X [area de R).

Segue-se que [area de R] = ab.

2.2 Area do paralelogramo e do triangulo

Da area do retangulo, passa-se facilmente para a area do paralelogramo. Um
paralelogramo ¢ um quadrilatero no qual os lados opostos sao paralelos.
Quando se toma um lado do paralelogramo como base, chama-se altura do

paralelogramo a um segmento perpendicular que liga a base ao lado oposto (ou
ao seu prolongamento).

J Mo paralelogramo  ABDC, baixamos uma
! perpendicular do ponto C 3 base AB. O segmento CE é
/ uma altura do paralelogramo. Se tomassemos outra

perpendicular C'E', ligando CD a AB, terlamos outra
xﬁlh_ altura. Evidentemente, como AB e CD s3o paralelos,

: -- CE=C'E, ou seja, todas as alturas relativas a base AB
C D ) ; !
== tem o mesmo comprimento. Poderiamos ter considerado
na o lado BD como base. Entdo XY, perpendicular a AC e
BD, seria uma altura, relativa & base BD. E claro que X7
ndo precisa ter o mesmo comprimento das alturas
relativas a base AB.

-

Seja ABDC' um paralelogramo cuja area S queremos calcular. Suponhamos que

a sua base AB tem comprimento b e sua altura DE tem comprimento a.

11



A B E [
O retdngulo AEDF, cuja area vale ba+ca €
formado pelo paralelogramo, cuja area S se deseja

calcular, mais dois tridngulos que, colocados juntos 3
direita, formam um retdngulo de base ¢ e altura a.

O paralelogramo ABDC' esta contido num retangulo de base b + ¢ e altura
a. Como vimos, a area desse retangulo ¢ (b+ ¢) - a = ba + ca. Por outro lado,
o retangulo é formado pelo paralelogramo dado mais dois triangulos que, juntos,
formam um retangulo de area ca. Portanto ba + ca = S + ca, de onde concluimos
que S = ba.

Assim, a area de um paralelogramo é igual ao produto do comprimento de
qualquer uma de suas bases pelo comprimento da altura correspondente.

Em particular, vemos que o produto do comprimento de qualquer base de
um paralelogramo pelo comprimento da altura correspondente é constante (ndo
depende da base escolhida).

Vemos também que, dadas as retas paralelas r, s e o segmento AB sobre r,
todos os paralelogramos ABDC, com C e D sobre a reta s, tém a mesma area.

Da area do paralelogramo, passa-se imediatamente para a area do triangulo,
pois todo triangulo é a metade de um paralelogramo.

Mais precisamente, dado um tridngulo ABC', cuja area desejamos calcular,
tracamos, pelos vértices C' e B, respectivamente, paralelas aos lados AB e AC.
Estas retas se encontram no ponto D e fornecem um paralelogramo ABDC.
Tomemos a altura C'E deste paralelogramo. Se AB = b e CE = a, sabemos que
a [area de ABDC| = ba. Sendo assim, os tridngulos ABC' e BC'D sao congruentes
(tém um lado comum compreendido entre dois angulos iguais), logo tém a mesma

area.
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Os tridngulos ABC e BCD s3o congruentes (pois
tém um lado comum, compreendido entre dois Angulos
iguais), logo tém a mesma area.

Portanto, [area de ABDC| = 2 x [area de ABC| e por conseguinte:
1
[area de ABC| = §ba

Isto se exprime dizendo que a area de um triangulo ¢ a metade do produto de
uma base pela altura correspondente.

Num triangulo, temos trés escolhas para a base b e, portanto, trés escolhas
para a altura a. Seja qual for a escolha, o produto ba serd o mesmo, pois, em
cada caso ele fornece o dobro da area do triangulo.

Sejam 7 e s retas paralelas e b um nimero real positivo. Segue-se da formula
acima que todos os triangulos ABC com vértice A sobre r, base BC sobre s e
BC = b, tétm a mesma &rea.

Para um poligono qualquer, o processo de calcular sua area (espaco que a
figura ocupa no plano) consiste em subdividi-lo em tridngulos, paralelogramos
ou quaisquer outras figuras cujas areas sabemos calcular. A area do poligono
procurada serd a soma das areas das figuras em que o decompusemos.

Por exemplo, considere a malha quadriculada onde cada quadrado tem la-
dos medindo uma unidade de comprimento (e portanto area unitaria) e seja o

hexagono ABCDEF para o qual queremos calcular sua éarea.
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Fig.3.8

Seja S o valor a ser calculado. Assim,

S = [area de ABDE] + [area de AFE] + [area de BC'D]

3:6 3-6
= 2-6+T+T:12+9+9:30.

Poderiamos também ter calculado S por meio das areas dos quadrados unitéarios
e tridngulos de bases e alturas iguais a 1. Veja que o hexdgono ABCDFEF contém
24 quadrados unitarios e 12 tridangulos de base e altura com medidas iguais a 1.
Assim,

1-1
8212-T+24-1:6+24:30.

2.3 Definicao geral de area

Nos paragrafos anteriores, mostramos que se pode associar a cada poligono
P um numero real nao-negativo, chamado a drea de P, com as seguintes pro-
priedades:

1. Poligonos congruentes tém areas iguais;
2. Se P ¢ um quadrado com lado unitario, entdo [area de P] = 1;

3. Se P pode ser decomposto como reuniao de n poligonos, P, ..., P,, tais que
dois quaisquer deles tém em comum no méximo alguns lados, entao a area

de P ¢é a soma das areas dos P,.

Segue-se da terceira propriedade acima que se o poligono P esta contido no poli-

gono () entao a area de P é menor do que a area de ().
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Perceba que as formulas para as areas do quadrado, do retangulo, do triangulo
e do paralelogramo, que obtivemos acima foram todas deduzidas a partir destas
trés propriedades.

Vamos dar agora uma definicao para a area de uma figura plana F'.

A area de uma figura plana F' deve ser um nimero real nao negativo, que
indicaremos por a(F'). Ele ser4 bem determinado se conhecermos seus valores
aproximados, por falta ou por excesso.

Os valores de a(F') aproximados por falta sdo, por defini¢ao, as areas dos
poligonos P contidos em F'. Os valores de a(F) aproximados por excesso sao as
areas dos poligonos P’ que contém F. Assim, quaisquer que sejam os poligonos

P (contidos em F') e P’ (contendo F'), o niimero real a(F') satisfaz
a(P) < a(F) < a(P).

Para simplificar, em vez de usarmos poligonos quaisquer, vamos usar os poli-
gonos retangulares, para os quais é mais facil calcular a area.

Um poligono retangular é a reunido de varios retangulos justapostos (isto
é, dois desses retangulos tém em comum no méaximo um lado). A &area de um

poligono retangular é a soma das areas dos retangulos que o compoem.

Uma figura plana F (azul),
contida num poligono P’ {amarelo) e
contendo um poligono P (verde). A area
de P & uma aproximacdo por falta e a
area de P’ &€ uma aproximacdo por
excesso, para a areade F.

Podemos também colocar a figura plana F' em um papel quadriculado onde
todos os quadrados sdo unitarios (area iguam a um). Assim, o valor de a(F)
aproximado por falta serd a soma das areas de todos os quadrados unitarios
contidos em F' e o valor de a(F') aproximado por excesso sera a soma das areas
de todos os quadrados unitarios que contém F.

Vejamos. Seja F' uma figura plana em um papel quadriculado com quadrados

unitarios.
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Na malha quadriculada da figura acima, F' contém 19 quadrados unitarios e
estd contida em 39 quadrados unitarios. Assim, podemos dizer que o valor de
a(F) por falta & 19 e por excesso ¢ 39 e portanto 19 < a(F') < 39.

Vamos agora, através de paralelas aos lados, subdividir cada quadrado unitario

amarelo da figura anterior em 16 quadrados congruentes.

Da area externa temos que subtrair 146 quadrados de area 1/16 e na éarea in-
terna somar 112 quadrados de area 1/16. Assim, vamos aumentar a aproximagcao

por falta de a(F') e diminuir a aproximacdo por excesso de a(F"). Portanto

112 146
19-1—? <a(F)<39— T6 <26 < a(F) <29,875.

Procedendo da mesma forma que a anterior,vamos agora, através de paralelas

aos lados, dividir cada quadrado unitario amarelo em 100 quadrados congruentes.
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Da area externa temos que subtrair 1010 quadrados de area 1/100 e na area
interna somar 791 quadrados de area 1/100. Assim, vamos aumentar a aproxi-

magao por falta de a(F') e diminuir a aproximagao por excesso de a(F'). Portanto

791 1010
1 — F - &2 F 2 .
9+100<a( ) <39 100<:>6,9<a( ) < 28,9

Procedendo desta forma vamos cada vez mais aumentar a aproximagao por
falta e diminuir a aproximagao por excesso até obtermos o valor de a(F).
No proximo capitulo daremos uma demonstracao para o calculo da area do

circulo utilizando o Método de Exaustao de Eudoxo.
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Capitulo 3

O Método de Exaustao de

Eudoxo-Arquimedes

O Método de Exaustao é também conhecido por principio de Eudoxo-Arquimedes
por ter na sua base a teoria das propor¢oes apresentada por Eudoxo de Cnido (408
a 355 a.C.) e por Arquimedes de Siracusa (287 a 212 a.C.) ter sido o matematico
que maior visibilidade lhe deu. Tal estudo girava em torno da quadratura do
circulo.

O método de Eudoxo consistia em inscrever poligonos regulares em uma figura
curvilinea, e ir dobrando o nimero de lados até que a diferenca entre a area da
figura e a do poligono inscrito se tornasse menor do que qualquer quantidade
dada.

Arquimedes propds um refinamento desse método, comprimindo a figura entre
duas outras cujas dreas mudam e tendem para a da figura inicial, uma crescendo
e outra decrescendo.

Um exemplo interessante desse método é a area do circulo, que era envolvida
por poligonos inscritos e circunscritos, de modo que, aumentando-se o nimero de
lados, suas areas se aproximam da area da circunferéncia, ou seja, a diferenca entre
as areas dos dois poligonos deve ser tornada menor do que qualquer quantidade
positiva dada quando o numero de lados aumenta. Por essa razao afirma-se
que Arquimedes usava um método indireto para a medida da area de figuras
curvilineas.

Analisaremos, em seguida, o modo como Arquimedes calculava a 4rea de um
circulo na primeira proposicao de um de seus livros mais antigos: Medida do
Circulo.

Essa proposicao ¢ uma maneira de determinar a area do circulo encontrando
uma figura retilinea, um triangulo, no caso, cuja area seja igual & area do circulo.

Esse resultado foi, sem diuvida, um dos mais famosos em sua época, e o proced-
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imento é anadlogo ao empregado na Proposicao XII - 2 dos Elementos de Euclides,
atribuidos a Eudoxo.
A demonstracao usa um principio fundamental conhecido como Lema de Eu-

clides, enunciado na Proposicao 1 do Livro X dos Elementos de Euclides.

Proposi¢ao X - 1 (Lema de Euclides) Sendo expostas duas magnitudes
desiguais, caso da maior seja subtraida uma maior do que a metade e, da que €
deizada, uma maior do que a metade, e 1sso aconteca sempre, alguma magnitude

serd deizada, a qual serd menor do que a menor magnitude exposta.

Em outras palavras, dadas duas grandezas A e B (vamos supor que A >B), se
subtrairmos uma terceira grandeza Cide A, sendo C; maior que a metade de A,
obteremos ;. Continuando o processo, se subtrairmos uma outra grandeza Cs de
R, sendo Comaior que a metade de Ry, obteremos R,. Procedendo assim, para
n suficientemente grande, obteremos uma grandeza R, menor que a grandeza B
dada inicialmente. A proposicao garante, entao, que podemos tornar a diferenca
R,, menor do que qualquer grandeza dada. A figura 1 representa esse processo,
considerando segmentos de retas como frandezas para uma situacdo em que o

resultado ¢ atingido em duas etapas. Veja [6].

Inicia Etapa 1 Etapa 2 Resultado

Ry —H 7 H

R R

2
B L | o — Menor que B.

FIG 1

A | A |

Veremos como esse lema é usado para demonstrar a area do circulo.

Proposicao 1 (Arquimedes) dos elementos de Euclides A drea de um
circulo € igual a do tridngulo retingulo no qual um dos lados que formam o dngulo
reto € 1gual ao raito e o outro lado que forma o dngulo reto € a circunferéncia deste

circulo.

FIG 2

Demonstracao. A idéia principal da demonstracao é aproximar a area do
circulo pelas areas de poligonos regulares inscritos e circunscritos, cujos lados sao

sucessivamente duplicados. Cada poligono ¢ uma uniao de triangulos, logo, a
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area do poligono ¢ igual a area de um triangulo cuja altura é o ap6tema e cuja
base é o perimetro. Assim, se o apotema é o raio do circulo e se o perimetro do
poligono ¢é o perimetro da circunferéncia, temos o teorema.

Sejam C' e T as areas do circulo e do triangulo e I, e C), poligonos de n lados,

respectivamente inscritos e circunscritos na circunferéncia, como na figura 3.

hesmm————-—

Vamos supor C' > T e C' < T e obter contradicoes, o que mostra que
C = T. Supomos inicialmente C' > T. Nesse caso, podemos obter uma quanti-
dade d = C'— T > 0. Sabemos, ainda, que [, tem a mesma area do triangulo
retangulo no qual os lados que formam o angulo reto sao iguais, respectivamente,
ao apotema e ao perimetro do poligono regular de n lados inscrito no circulo
(area = perimetroxapotema). Como os apotemas e os perimetros dos poligonos
inscritos sao sucessivamente menores que o raio e a circunferéncia do circulo, isto
é, menores do que os lados correspondentes do triangulo de area 7', é possivel
concluir que [area de [,] < T para todo n. Logo, [area de [,] < T < C.\

Como [area de I,,] < C, existe uma quantidade k, = C'—[area de I,,]. Veremos
adiante, usando o Lema de Euclides, que quando aumentamos o ntimero de lados
do poligono essa quantidade pode ser tornada menor do que qualquer quantidade
dada. Logo, para n suficientemente grande, é possivel obter k, < d. Mas a
[area de I,] < T < C, logo, d = C —T < C — [area de I,,] = ky,, 0 que leva a uma
contradicao.

Resta mostrar que as condi¢oes da Proposicao X - 1 de euclides sao sat-
isfeitas. Em outras palavras, para concluir que k, pode ser tornada menor que
qualquer quantidade dada, temos de mostrar que, ao duplicar o nimero de lados

do poligono, estamos retirando dessa quantidade mais que a sua metade.
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FIG 4

Isso significa mostrar que o excesso entre a area da circunferéncia e do poligono
de 2n lados é menor do que a metade do excesso entre a area da circunferéncia
e do poligono de n lados, ou seja, ky, < %n Mas quando um arco de circulo é
subdividido, o excesso é diminuido de um fator maior que 2. Isso é demonstrado

por Euclides na Proposicao XII - 2, do modo como se segue:

FIG &

Seja M o ponto médio do arco de circunferéncia AM B (figura acima) e seja o
triangulo AM B formado por dois lados do poligono inscrito na circunferéncia. Se
RS é o lado do poligono circunscrito, a area do triangulo AM B é metade da area
do retangulo ARSB, logo, é maior do que a metade da area do segmento circular
AM B, uma vez que o retangulo é formado por um pedaco do lado do poligono
circunscrito & circunferéncia. Sendo assim, subtraindo do segmento circular AM B
o tridangulo AM B, retiramos uma figura com area maior do que a metade da area
do segmento circular.

Repetindo o procedimento, por exemplo, para um triangulo AN M, formado
por dois lados de um poligono inscrito com o dobro do nimero de lados do po-
ligono procedente, podemos sempre retirar da area que resta uma quantidade
maior do que a metade da area do segmento circular original. Sendo assim, a
diferenca k,, entre a area do circulo e a do poligono pode ser tornada menor do
que qualquer quantidade dada. Isso mostra que quando dobramos o nimero de
lados do poligono o excesso entre a area do circulo e a do poligono ¢ diminuido

por um fator maior que 2.
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Voltando & demonstracao da Proposicao 1 de Arquimedes, isso implica que
podemos tomar k, < d no argumento anterior. Para finalizar a demonstracao,
supomos agora que C' < T e vamos encontrar novamente uma contradi¢ao. Se
C < T, temos d =T —C > 0. O argumento é anélogo, usando poligonos

circunscritos, o que demonstra a proposi¢ao H

Na obra de Arquimedes, um processo infinito anélogo a esse é utilizado para
estabelecer limites para a razao entre a circunferéncia e o raio do circulo, ou seja,

para a quantidade que chamamos hoje de 7.
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Capitulo 4
Area de Lebesgue

Acreditamos que o contetdo desse capitulo possa ser entendido por qualquer
professor que tenha realizado um curso introdutério de Anélise Real tal como
apresentado em [7] e normalmente oferecido aos alunos do PROFMAT em pelo
menos duas das disciplinas introdutoérias do curso, MA 11 — Numeros e Funcoes
Reais e MA 22 — Fundamentos de Cdlculo.

4.1 Conceitos Preliminares

O simbolo R sera utilizado para representar o conjunto dos niimeros reais.

Lema 1. Considere os nimeros reais v e y. Se, para todo € > 0, temos

|z —y| < e, entdo x =y.

Demonstragao. Se fosse z # y, terfamos |z —y| > 0 e, ao escolhermos

e = |x — y|, chegariamos a uma contradi¢ao l

Seja A C R. Suponha que A possui um limitante superior, ou seja, um nimero
a € R tal que x < a para qualquer x € A. Por exemplo, a = 1/3 é um limitante
superior para
A =1{0.3, 0.33, 0.333,...}.

Note que qualquer nimero maior que 1/3 também é um limitante superior
para A. Uma boa pergunta a se fazer é: existe um limitante superior para A que
seja menor que 1/3 7 A resposta é nao. De fato, suponha que existe ¢ € R tal
que

< <1
r<e< -
- 3
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para qualquer z € A. Essa tltima afirmacao implica em

09< 3¢ <1
099 < 3¢ «1
0999 < 3¢ <1

o que nos leva a concluir que 1 — 3¢ < 107, para qualquer m = 1,2,3,..., e
assim, dado € > 0, tome m > log(1/¢) e, pelo Lema 1, obtemos ¢ = 1/3, uma
contradigao. No exemplo acima, sup(A) ¢ A mas todos os elementos de A e o

proprio sup(A) sdo nimeros racionais.

Suponha que A C R tem um limitante superior. Entao A tem uma infinidade
de limitantes superiores e ao menor entre esses limitantes superiores damos o
nome de supremo de A, denotado por sup(A). A existéncia de sup(4) € R é
garantida pelo Azioma do Supremo para qualquer conjunto A C R que possua
limitante superior. Concluimos que o intervalo J = (—oo,sup(A4)| é o intervalo
desse tipo que “melhor se ajusta’ ao conjunto A no sentido de que A C J e
para qualquer outro intervalo I = (—o0,a] tal que A C I temos J C I. Uma
outra maneira de confirmar esse ajuste é: dado ¢ > 0, existe x € A tal que

x > sup(A) —e.

Analogamente, dado um conjunto B C R que possui limitante inferior, ou
seja, um namero b € R tal que b < z para qualquer = € B, existe inf(B), o infimo
de B, o maior entre seus limitantes inferiores. Segue da definicao de infimo a

seguinte propriedade: dado ¢ > 0, existe x € B tal que x < inf(A) + «.

Por exemplo, o infimo do conjunto B = {x racional positivo : 2% > 2}, limi-
tado inferiormente por b = 1, é o niimero irracional /2. Esse exemplo deixa claro
que, se consideramos apenas niimeros racionais, a existéncia de um infimo entre os
nimeros racionais nao pode ser assegurada, mostrando que, a priori, inf(B) é um
numero real, nao necessariamente racional. O resultado a seguir mostra, em par-
ticular, que o supremo pode aumentar seu valor quando adicionamos elementos

ao conjunto.

Lema 2. Se A e B possuem limitante superior e A C B C R, entdo sup(A) <
sup(B).

Demonstragao. Basta notar que sup(B) é um limitante superior para A B

Um resultado anélogo ao Lema 2 afirma que se A e B sao subconjuntos de R,

possuem limitante inferior ¢ A C B, entdo inf(B) < inf(A).
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Convencionamos: sup(f)) = —oo, inf()) = 00 e —o0 < x < 400 para todo
x € R. Um conjunto que possui limitantes inferiores e limitantes superiores é
conhecido como limitado. E ttil observar que se A C R é um conjunto limitado

finito, entao sup(A) é o maior elemento de A e inf(A) é o menor elemento de A.

4.2 Figuras discretas

Vamos admitir que qualquer figura plana esta contida em um papel quadriculado.

Admitiremos também que cada quadradinho tem a mesma area a = 272,
onde k é um ntimero inteiro escolhido arbitrariamente, ou seja, podemos aumen-
tar ou diminuir a area de cada quadradinho da forma que nos for mais conveniente
multiplicando ou dividindo por dois o comprimento dos lados de cada quadradi-
nho. Daqui para frente, vamos chamar cada quadradinho do papel quadriculado

de elemento de drea o.

Seja Q,, o conjunto de todas as figuras planas formadas por unides (finitas ou
infinitas) de elementos de area «. Sendo assim, dado X € Q,, existe n inteiro

positivo tal que
X=Q:UQU...UQ,,

onde @; ¢ um elemento de &rea «, para cada j = 1,...,n, (caso contrario, X
¢ uma figura formada por infinitos elementos de area «). As figuras em Q,
serao chamadas de figuras discretas. A figura abaixo, por exemplo, tem n = 334

elementos de area o = 1 mm?.
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A cada X € Q,, podemos associar o niimero positivo \;(X) definido por

no, seX:QIUQQU...UQm
M (X) =

400, se X é formada por infinitos elementos de area « .

A funcao N\ : Q, — (0,+00] assim obtida é a drea de Lebesgue das figuras

discretas.

E importante observar que:

1. A area de Lebesgue de figuras discretas nada mais é que a area com a qual
ja estamos habituados, levando em consideracao que os elementos de area
a que compoem a figura possuem, no maximo, vértices e/ou arestas em

comum;

2. A uniao de figuras discretas em Q,, é uma figura discreta em Q. Reciproca-
mente, qualquer figura discreta em 9, formada por dois ou mais elementos

de 4rea «, pode ser decomposta em uma uniao de duas figuras discretas em

Qu;

3.5 XY € Q,e X C VY, entdo \(X) < A(Y). Isso significa que \;
é “crescente” e damos o nome de monotonicidade a essa caracteristica da

area de Lebesgue das figuras discretas;

4. Se X, Y € Q, e XNY éuma aresta, um vértice ou vazia, entdo A\ (XUY') =
A (X) + A (Y). Essa propriedade chama-se aditividade;

5. Em geral, vale a subaditividade, ou seja, A (X UY) < A (X) + A (Y) para
quaisquer X,Y € Q,;

6. Sendo y/a = 27% e fixando X € Q,, temos que, dado 3 distinto de «, com
VB = 27% € > k inteiro, o valor de \;(X) é o mesmo para X visto como

figura discreta em Q, ou em Qg. Quando 8 < «, dizemos que Qg tem uma
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resolugao maior que a de Q,, k e £ sao as ordens das resolugoes de Q,, e
Qp respectivamente. Resumindo, a area de uma figura discreta nao varia

com o aumento da resolucao utilizada;

7. E sempre possivel aumentar a resolucao de uma figura discreta devido a
escolha que fizemos para a forma do niimero que representa a area de cada
quadradinho. Quando a ordem da resolucao aumenta de k para k& + 1, o
nimero de elementos de drea o = 272* aumenta de n para 4n elementos de
area [ = «a/4;

8. Poderiamos usar um papel triangulado na construcao de figuras discretas.
Nesse caso, os elementos de area seriam triangulos equilateros e considera-
riamos o conjunto de todas as figuras discretas formadas por unides (finitas

ou infinitas) de triangulos do papel triangulado.

4.3 Figuras planas abertas

Vamos chamar de quadrado aberto a figura plana obtida quando retiramos os lados

do quadrado. Analogamente, podemos definir as outras figuras planas abertas

elementares.

triangulo paralelogramo retingulo quadrado circulo
aherto aberto aberto aberto aberto
4 el Tt L Tt -~

LAY [ ; I I s A

FA ;| I N |

L 1 [ I 1 LIRS !

4 \ | ’

Y i __a Lo _—_—__ Lo ~_ o

Em geral, dizemos que uma figura plana G é aberta quando cada um de seus
pontos, digamos x € GG, é o centro de algum circulo aberto propriamente contido
em (. Pontos com tal propriedade serao chamados de pontos interiores e o

conjunto de todos os pontos interiores de G serd chamado de interior de G.
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A uniao de duas figuras planas abertas é aberta porque qualquer ponto da
unido é ponto interior de pelo menos uma das figuras. A afirmacao a seguir cuida

do caso da intersecao.

Lema 3. A intersecao de duas figuras planas abertas é uma figura plana

aberta.

Demonstracao. Sejam G, e GG, duas figuras planas abertas e x € G; N Gbs.
Entao existem circulos abertos, digamos C; e Cy, ambos centrados em z, tais que
C7 C Gy e Uy C G9. Basta observar agora que o menor dos dois circulos esta
contidoem GiNG,

Caso uma figura plana S nao seja aberta, existem pontos z € S tais que,
para qualquer circulo aberto C' centrado em x, C' NS e C' NS¢ sdao nao vazios,
onde S¢ indica o conjunto complementar de .S em relacao ao plano. Pontos assim
definidos serao chamados de pontos de fronteira e o conjunto de todos os pontos

de fronteira de GG serd chamado de fronteira de G.

w1

Sendo assim, uma figura plana aberta G é aquela em que seus pontos de
fronteira nao pertencem a G (todos os seus pontos sao interiores). Obviamente,
um ponto nao pode ser interior e de fronteira ao mesmo tempo. O conjunto
vazio e o préoprio plano sao exemplos de conjuntos abertos porque ambos tém
fronteira vazia (o conjunto vazio também ndo tem pontos interiores, mas nao
vamos prolongar essa argumentagio). Segue diretamente da defini¢do de ponto

de fronteira o seguinte resultado.
Lema 4. As figuras planas S e S¢ tém a mesma fronteira.

Uma figura plana S que contém sua propria fronteira é chamada de figura
plana fechada. Figuras discretas sao exemplos de figuras planas fechadas. A

uniao de uma figura plana qualquer S com todos os seus pontos de fronteira é
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denotada por S e recebe o nome de fecho de S. Da definicdo que acabamos de

apresentar e do Lema 4 concluimos o

Lema 5. Se S € uma figura plana fechada, entao S¢ € uma figura plana

aberta.

Figuras planas que consistem apenas de pontos de fronteira (por exemplo,
apenas as arestas de um quadrado) sao exemplos de figuras planas fechadas cujo
interior é vazio. Dada uma figura plana S qualquer, vamos denotar o conjunto
de todos os seus pontos interiores por int(S) e o conjunto de todos os seus pontos
de fronteira por fr(S). Nao é dificil verificar que int(S) é, necessariamente, uma

figura plana aberta e que fr(S) é fechada.

Pode ocorrer o caso em que um conjunto nao aberto possui apenas alguns dos

seus pontos de fronteira;

significando que existem figuras planas que nao sao nem abertas e nem fechadas.
Além disso, apesar da aparéncia simples das figuras acima, figuras planas em geral
podem ter formatos bem diversificados em relacao as figuras planas elementares,
como mostra a seguinte figura plana chamada de Conjunto de Julia, um exemplo
bem conhecido que apresenta um padrao de formagao em qualquer fragmento de

sua fronteira (motivo pelo qual é chamado de fractal).

Um outro exemplo bem distinto dos anteriores ¢ o conjunto P de pares de
nimeros racionais (r, s) pertencentes ao quadrado fechado [0, 1] x [0, 1]. Levando

em consideracao que qualquer ntimero real pode ser aproximado por nimeros
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racionais, nao é dificil verificar que P nao possui pontos interiores e todos os

pontos de [0, 1] x [0, 1] sdo pontos da fronteira de P.

Considere agora o conjunto Q de todas as figuras discretas que possuem re-

solucoes arbitrarias:

Q:UQaa

ou seja, Q é o conjunto das figuras discretas formadas por elementos de area «
com qualquer um dos valores possiveis para o = 272*, k inteiro. Vamos estender
a area de Lebesgue para o conjunto QU A, onde A é o conjunto de todas as

figuras planas abertas, definindo para isso uma funcao
Ay QUA — [0, +00]

que coincide com A; em Q, isto é, \y(W) = A\ (W) para qualquer W € Q.

Uma figura plana é chamada de limitada se existe um retangulo R € Q
que a contenha propriamente. Se Y € QU A for uma figura nao limitada pode
ocorrer o caso de ser sua area de Lebesgue finita ou infinita o que, simbolicamente,
representamos por Ax(Y) < 0o ou A\y(Y) = oo respectivamente. Em particular,
o plano é um aberto com area de Lebesgue infinita. Foi visto que ) € A e
vamos convencionar que () = 0. Outro exemplo é a figura F € QU A abaixo,
comecando da esquerda para a direita com um quadrado de area igual a 1, é uma
“escada infinita” onde cada retangulo (degrau) tem base igual a 1 e altura igual
a metade da altura do degrau imediatamente anterior. Nao é dificil verificar que

a area de Lebesgue de F é finita (igual a 2) apesar de E ndo ser limitada.

E

Supondo entao que Y € QU A é uma figura limitada, fazemos

A(Y)=sup{\(X): X CY, X € Q}.

Dessa forma, a area de Lebesgue de uma figura plana aberta é aproximada,

por falta, pela area de figuras discretas.
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O mapa D acima é uma figura discreta onde a resolugao maior foi utilizada nas
proximidades da fronteira do mapa real M (veja regiao destacada na cor laranja
na figura abaixo). Note que M é uma figura plana aberta porque seu interior é ndo
vazio e a divisa (fronteira) de uma unidade da federagao ¢ uma linha imaginaria
que nao pertence a territorio algum. O uso do supremo na definicao determina

que A\o(M) é um valor exato, maior e aproximadamente igual a A\;(D).

O resultado a seguir afirma que aumentar a resolucao implica em melhorar
a aproximacao para o calculo da 4rea de Lebesgue de uma figura plana aberta

limitada.

Proposicao 1. Para quaisquer G € A e § < «, G limitada e (8 suficiente-

mente pequeno, temos

sup{\(X): X C G, X € Q,} <sup{\M(X): X CG, X € Qs} < X(G).
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Demonstragdo. Sejam A = {\(X): X C G, X € Q,} e B={\(X):
X C G, X € Qz}. Note que A e B sao conjuntos finitos porque G ¢ limi-
tada. Uma vez que Q, e Qs sao subconjuntos de Q, obtemos que A e B sao
subconjuntos de {A\(X) : X C G, X € Q}. Logo, pelo Lema 2, concluimos
que sup(A) e sup(B) ndo superam o valor de A\y(G). Vamos mostrar agora que
sup(A) < sup(B). Caso nao exista X € Q, tal que X C G, entdao A = (), im-
plicando em sup(A) = —oo e o resultado segue ao escolhermos [ suficientemente
pequeno a ponto de existir X € Qg tal que X C G. Caso contrario, seja W a

maior figura discreta de Q, contida em G. Podemos escrever
G=(GNWYyumw.

Pelo Lema 5, W€ é aberta e, pelo Lema 3, G N W€ também é aberta. Logo, para
B suficientemente pequeno, existe um elemento de area 3, digamos (), contido em
G NWe. Considere Y = W U @ como uma figura discreta em Qg. Sendo assim,
sup(B) > M (Y) = M(W)+ 58> X\(W) =sup(4A) &

Observe que:

1. O fato de G ser uma figura plana aberta é extremamente importante porque
possibilita a existéncia de pelo menos um elemento de area « suficientemente
pequeno, digamos @) € Q, tal que ) C G. Sendo assim, a area de Lebesgue

de figuras em Q U A é sempre positiva ou infinita;

2. Dado G € A limitada, A;(R) é um limitante superior para {\;(X) : X C
G, X € 9}, onde R é um retangulo em Q contendo G, garantindo assim

que A(G) tem um valor finito;

3. Nao ¢ dificil verificar que \o(W) = A (W) para qualquer W € Q. De
fato, uma vez que W C W e W € Q, temos A\ (W) < A\ (W) por causa da
definicao de Ay. Por outro lado, diante da monotonicidade de A, verificamos
que A\ (W) é limitante superior para {A(X) : X € W, X € Q}, de onde
concluimos A\ (W) > A (W);

4. Sejam U e V duas figuras planas abertas nao vazias e W C U UV uma
figura discreta. Vamos admitir sem demonstracao que existem D, F € Q
taisque D C U, ECV e W = DUEFE. Esse fato, de enunciado simples e
demonstracao além do alcance da teoria que nos propomos a apresentar, é
uma consequéncia do Lema do Numero de Lebesgue que garante a existéncia

de « suficientemente pequeno (o nimero de Lebesgue) de forma que cada
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elemento de area a que constitui W esteja propriamente contido em um dos
abertos U ou V;

5. A funcao Ay : QU A — [0, +00] também é conhecida como drea de Peano-

Jordan.

A proxima proposicao mostra como Ay se comporta diante de inclusoes e
unioes. Como ja foi observado, o caso das figuras discretas é bastante simples
e nos concentraremos apenas nas figuras planas abertas. Para demonstra-la,

precisamos do seguinte resultado sobre o supremo da soma de dois conjuntos.

Lema 6. Suponha que A, B C R possuem limitantes superiores e considere o

conjunto
A+B={r+yeR:xe€Aey € B}.

Entao sup(A + B) = sup(A) + sup(B). Caso A, B C R possuam limitantes
inferiores, teremos inf(A 4+ B) = inf(A) + inf(B).

Demonstragao. De z < sup(A) e y < sup(B), para quaisquer x € A e
y € B, concluimos que x +y < sup(A) + sup(B) para qualquer z +y € A + B.
Logo, sup(A + B) < sup(A) + sup(B).

De xz+vy < sup(A+ B) para quaisquer = € A e y € B, obtemos que, dado y €
B, sup(A+ B)—y é um limitante superior para A, e assim sup(A) < sup(A+B)—y
para qualquer y € B. Consequentemente, y < sup(A + B) — sup(A) para todo
y € B, de onde concluimos que sup(B) < sup(A+ B) —sup(A). A demonstracio

para o caso do infimo ¢ analoga W

Proposicao 2. Sejam U eV duas figuras planas abertas limitadas.
a) (Monotonicidade) Se U C V', entao X\a(U) < Xo(V);

b) (Subaditividade) Em geral, \o(U U V) < Xo(U) + Ao (V);

c) (Aditwidade) Se UNV =10, entao \o(UUV) = X(U) 4+ Aa(V).

Demonstragao.
a) Basta observar que A;(X) < A(V) para qualquer X € Q tal que X C U,

b) Se U ou V ¢é vazio, o resultado segue valendo a igualdade. Seja W € Q
tal que W C UU YV onde U e V sao nao vazios. Entao existem D, E € Q tais
que D C U, ECVeW = DUE. Da definicio de Ay e da subaditividade
de Ay, concluimos que Ao (U) + Ao(V) > Mi(D) + M(E) > A (D U E), ou seja,
Ao (U) 4+ A2(V) & um limitante superior para {\(W) : W CcUUV, W € Q};

c) Seja W € Q como no item b acima onde D, E € Q tais que D C U,
E c V. Como consequéncia de U NV = (), temos também D N E = (. Logo,
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pela aditividade de Ay, temos
M(D)+M(E)=M(DUE),

e assim A\ (UUV) = sup(S), onde S = {\(D)+M\(E): DCUECVeD,E¢€
Q}, o que implica, pelo Lema 6, em A\o(U) + Aao(V) = sup(S) = (UUV) R

4.4 Area exterior

Seja X uma figura plana qualquer. Definimos a drea exterior de Lebesgue de X
por
(X)) =inf{\(G): G D X, G e A}

Trata-se de uma fun¢ao \* : F — [0, 400], onde F é o conjunto de todas as
figuras planas. Sendo assim, a area exterior de Lebesgue de uma figura plana
qualquer X é aproximada, por excesso, pela area de uma figura plana aberta
G que “cobre” X. Diremos entdao que G cobre X quando X C G (equivalente
a G D X). Note que o infimo do conjunto {\o(G) : G D X, G € A} sempre
existe porque Ay(G) é um numero real nao negativo para qualquer G € A ou
Ao(G) = 400. Vamos simbolizar com I'(X) a familia de todas as figuras planas

abertas que cobrem a figura plana X.

O resultado a seguir é uma consequéncia imediata do Lema 1 e uma ferramenta

util para encontrar figuras planas com area exterior de Lebesgue nula.

Lema 7. Seja X € F. Se, para qualquer € > 0, existe G. € T'(X) tal que
Xa(Ge) < g, entdo N (X) = 0.

Por exemplo, a figura plana aberta amarela (veja figura abaixo) pode ter area
arbitrariamente pequena, menor que €, ainda contendo as arestas pretas. Figuras
abertas semelhantes & figura amarela podem ser feitas envolvendo qualquer outra

figura plana elementar (triangulo, paralelogramo, quadrado, retangulo e circulo).

——area< ¢

Aplicando o Lema 7, concluimos que a figura formada apenas pelas arestas

de uma figura plana elementar tem area exterior de Lebesgue nula.
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A Proposicao 3 a seguir fornece propriedades muito importantes para a area
exterior de Lebesgue que a tornam legitima para o calculo da area de figuras

planas. Antes de prova-la, precisamos do seguinte lema.

Lema 8. Suponha que A C R tem limitantes inferiores. Se, para todo € > 0,
existe x € A, possivelmente dependente de ¢, tal que x < ¢ + € para um certo
c € R, entdo inf(A) < c.

Demonstracdo. Admita que inf(A) > ¢ e faga ¢ = inf(A) — c. Existiria
entao = € A tal que z < ¢+ inf(A) — ¢ = inf(A), um absurdo W

Proposicao 3. Sejam X e Y em F limitadas.

a) (Monotonicidade) Se X CY, entao \*(X) < \*(Y);

b) (Subaditividade) Em geral, N'(X UY) < A (X) + A*(Y);

c) (Aditividade Restrita) Se existem U € T'(X) eV € T(Y) tais que UNV =),
entio \*(X UY) = M (X) + A*(X).

Demonstragao.

a) Se G DY eY D X, entdo G D X, isto é, sob a hipotese X C Y,
toda figura plana aberta que cobre Y também cobrird X. Logo, {\(G) : G €
F(Y)} € {\(G) : G € T(X)}, o que implica em M (Y) = inf{\(G) : G €
DY)} > inf{s(G) : G € T(X)} = X*(X);

b) Dado ¢ > 0, existem U € I'(X) e V € T'(Y), possivelmente dependentes

de ¢, tais que

Logo, pela Proposigao 2, item b, obtemos Ao (UUV) < A (U) 4+ Ao (V) < XM (X) +
A (Y) + €, para qualquer ¢ > 0. Concluimos que A*(X UY) < A*(X) + A*(Y)
observando que UUV € (X UY) e usando o Lema 8§;

c) Considere os seguintes conjuntos de figuras planas abertas:
M=T(XUY) e N={UUV:Uel(X), Vel (Y)eUNV =0}

Como consequéncia imediata da hipotese, temos N # ). Além disso, dado G €
M, existe H=UUV € N tal que H C G. A defini¢ao de infimo implica que,
dado ¢ > 0, existe G € M tal que \y(G) < A*(X UY) + e. Sendo assim, pela

Proposicao 2, itens a e ¢, temos
/\Q(U) + )\Q(V) = )\Q(H) < AQ(G) < )\*(X U Y) + ¢,
de onde concluimos que A*(X) + A*(Y) < (X UY) + ¢ para todo € > 0. Pelo
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item b acima,

(X)) + A ()= A (XUuY)>0
e assim, pelo Lema 1, A*(X) + A" (Y) = A (XUY) R

No item ¢ da Proposicao 3, nao é suficiente supor apenas X NY = () para
obtermos M (X UY) = A (X) + A*(Y) como ocorreu com a aditividade de Ay e
Ao (por isso a propriedade foi chamada de “aditividade restrita”). Exemplos de
conjuntos X, Y € F tais que X NY = () para os quais nao vale a aditividade da
area exterior de Lebesgue requerem argumentos teéricos além daqueles que nos
propomos a apresentar aqui. Informamos apenas que, obviamente e para comecar,
devemos deixar de satisfazer a hipotese adicional (restricao “existem U € T'(X) e
V e I(Y) tais que UNV = (). Ocorre, por exemplo, com o conjunto P de pares
de nameros racionais (r, s) pertencentes ao quadrado fechado [0, 1] x [0, 1] e o seu
complementar em relagao ao quadrado fechado, ou seja, I = P°N[0,1] x [0,1]: P
e I sao disjuntos, isto ¢, P N I = (), mas nao existem abertos disjuntos contendo
Pel.

Corolario 1. Figuras planas elementares (tridngulo, paralelogramo, qua-
drado, retingulo e circulo) fechadas nao tém a sua drea ecterior de Lebesque

alterada quando delas retiramos as arestas. Em particular, dada X € Q limitada,
temos A*(X) = M (int(X)).
Demonstracao. Note que qualquer figura plana elementar fechada S é a

unido da figura plana elementar aberta correspondente int(S) com sua fronteira
fr(S), isto é, S = int(S) U fr(S). Pela subaditividade de A\* e pelo Lema 7 temos

A(S) < A" (int(S)) + A (fr(S)) = \* (int(S)).

Da monotonicidade de A* concluimos que A* (int(S)) < A*(S). No caso X € Q,
basta substituir os quadradinhos fechados que contém a fronteira por quadradi-

nhos abertos e aplicar a subaditividade restrita de \* B

O proximo resultado desse capitulo, mostra que a medida exterior de Lebesgue
estende a medida de Lebesgue de Q U A para F. Na pratica, isso significa que
aquilo que ja sabiamos calcular usando Ay nao precisa ser recalculado ao usarmos
A*.

Lema 9. Para qualquer figura plana aberta W, temos Ao(W) = X*(W).

Demonstragao. Uma vez que W é aberta, temos W € T'(W) e, pela definigao
de A*, concluimos que N (W) < Ao(W), ou seja, Ao(W) — A*(W) > 0. Por
outro lado, dado ¢ > 0, existe G € T'(W) tal que X\o(G) < X (W) +e. Da
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monotonicidade de Ay obtemos
(W) < X (G) < X (W) + ¢,

ou seja, A\o(W)—A*(W) < e para qualquer £ > 0, implicando em \*(W) = \y (W)
pelo Lema 1 W

Lema 10. Se Q) € um elemento de drea o, entao \1(Q) = N\ (Q).

Demonstragdo. Dado G € I'(Q), temos \(Q) < Ao(G) pela defini¢ao de
Xo. Logo, A\(Q) é um limitante inferior para {\(G) : G € T(Q)} e assim,
pela definigdo de A*, concluimos que A\ (Q) < A*(Q). Por outro lado, A*(Q) =
A*(int(Q)) como consequéncia do Corolario 1. Do Lema 9, da definicao de Ay e
da monotonicidade de A\; concluimos que A*(int(Q)) = A2(int(Q)) < A2(Q) B

Proposicao 4. Para qualquer Y € QU A, temos X*(Y) = Xy(Y).

Demonstracao. Se Y € A, entdo a proposicao se resume ao Lema 9. Su-
ponhamos entdo Y € Q. Sendo assim, pela defini¢cao de Ao, A\ (Y) < A\o(G) para
qualquer G € I'(Y). Logo, A\;(Y') é¢ um limitante inferior para {\2(G) : G € I'(Y)}
e assim, pela definigado de \*, concluimos que A (Y) < A*(Y'). Por outro lado, da
subaditividade de A*, do Lema 10 e da aditividade de \;, obtemos

M) SINQ) =2 M(Q) =N (U Q]) = M),

onde Y = Q1 UQ2U...UQ,, Q; € Q, , para cada j = 1,...,n, a suficientemente
pequeno de forma a fazer com que todos os quadradinhos que constituem Y

tenham a mesma area oo

Segue da ultima parte da demonstracao acima o

Corolario 2. )\ (X) = X\*(X) para qualquer X € Q.

4.5 Area interior

Uma figura plana K é chamada de compacta quando for fechada e limitada.
Vamos denotar por K o conjunto de todas as figuras planas compactas. As figuras
planas elementares fechadas sao exemplos de figuras compactas. O conjunto vazio
¢ um conjunto compacto. Se P é o subconjunto de Q das figuras planas formadas
por unioes finitas de quadrados do papel quadriculado, entao P C K, ou seja,

qualquer elemento de P é uma figura plana compacta.

A drea interior de Lebesgue de uma figura plana qualquer X é definida por
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M(X) =sup{\(K): K C X, K € K}.

A préxima proposicdo mostra a relacao mais geral entre a area interior e a

area exterior de uma figura plana.
Proposicao 5. Para qualquer X € F, M\ (X) < M (X).

Demonstracao. Seja K C X compacto. Entao, da monotonicidade de \*,
obtemos A\*(K) < A (X). Logo, \*(X) é um limitante superior para {\*(K) :
KCcX, KeKk}

Os proximos dois resultados, fornecem exemplos de figuras planas para as

quais vale a igualdade na Proposicao 5.
Proposicao 6. Se G € A, entao \.(G) = X\*(G).

Demonstragao. Sabendo que todo W € Q é compacto e que A\ (W) =

A*(W), concluimos que
{MW): WcCG WeQtc{\(K): KCG, KeK}.
Logo, pelo Lema 2, \y(G) < A\.(G) e, pela Proposi¢ao 4, concluimos que \*(G) <
A(G) e obtemos a igualdade pela Proposi¢ao 5 B
Proposicao 7. Se W € K, entdao \ (W) = X*(W).
Demonstragao. Basta observar que \*(W) e {\*(K): K CW, K e K} R

4.6 Figuras mensuraveis

Uma figura plana X é chamada de mensuravel quando A*(X) = A, (X). Esse

valor comum é denotado por A\(X) e a funcao
A M — [0, 4+00]

é a drea de Lebesgue. O conjunto de todas as figuras planas mensuraveis ¢ deno-
tado por M. A préxima proposicao afirma que nem toda figura plana é Lebesgue

mensuravel.
Proposicao 8. A inclusao M C F € propria.

A demonstracao da Proposicao 8 requer o famoso Axioma da Fscolha, que é

uma peca singular nos modelos 16gicos dos fundamentos da Teoria dos Conjuntos
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e estd além dos nossos propoésitos aqui. O leitor interessado poderd consultar

qualquer livro de Teoria da Medida, por exemplo [5].

4.7 Experimento: calculo da area de figuras planas

nao elementares

Nesse experimento usamos todos 0s conceitos anteriormente mencionados, asso-
ciados ao Método de Exaustao e a area de Lebesgue. Vamos encontrar a area de
uma figura nao elementar usando as figuras elementares tridngulos e quadrados.
Para tal vamos usar uma figura nao elementar aberta e calcular sua area por
dentro e por fora com as figuras elementares mencionadas.

Vamos inserir a figura elementar no interior de um triangulo e de um quadrado
e depois dividiremos os mesmos em 4, 16, 64, 256 e 1024 partes, retirando as areas

exteriores e somando as areas interiores.

N SNANNNNNNINININN
NNNANNNININNNNN/
NNNNNINISAIN/ NN/

IR ERRIKA A

—

/NN NNNNNNNNNNNN

INTERIOR EXTERIOR
TRIANGULOS 0 1
AREA 0 1
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AREA 0+81/256 = 81/256| 1—114/256= 142/256
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INTERIOR EXTERIOR
QUADRADOS 363 661
AREA 0+ 363/1024 = 363/1024 | 1-506/1024=518/1024
TRIANGULOS QUADRADOS
DIVISAO EM PARTES AREA
1 O0<A<1 O<A<1
4 0<A<1 0<A<1
16 0<A<0,75 0,13<A<0,9
64 0,19<A<0,56 0,22 <A< 0,69
256 0,30<A<0,52 0,32<A<0,57
1024 0,33<A<0,47 0,35<A<0,50

4.8 Conclusao

Concluimos que € possivel calcular a area de uma figura nao elementar utilizando
figuras elementares através do Método de Exaustao associado a area de Lebesgue.
Conjecturamos que tanto faz usarmos triangulos ou quadrados pois o valor da
area se modifica com uma diferenca muito insignificante. Portanto é possivel
aplicarmos esse método no ensino fundamental, ensino médio e também como

uma introducao para um curso de medida no ensino superior.
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