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Resumo

MILENO, Evandro, M. Sc., Universidade Federal de Vicosa, dezembro de 2015.
GeoGebra e as fungoes elementares que sao apresentadas no Ensino Médio.
Orientador: Anderson Tiago da Silva.

O conteudo funcoes é um dos mais importantes da matemaética e estd presente no
cotidiano de todas as pessoas, seja de forma direta ou indireta. Estes, dentre outros
fatores justifica a presenca deste conteiido na grade curricular da educagao basica.
Hoje vivemos em uma sociedade repleta de novas tecnologias, e nés professores deve-
mos aceitar o desafio de nos adequar e inserir de forma inteligente essas tecnologias
na escola. Neste trabalho, vamos propor o uso do software GeoGebra para auxiliar e
facilitar a aprendizagem dos alunos no estudo de fungées. Do capitulo 2 ao capitulo
7 vamos propor e desenvolver atividades relacionadas a fungoes usando o GeoGebra.
Com o auxilio deste software esperamos que os alunos sintam-se mais motivados e
atraidos pelo contetdo funcoes, e consequentemente melhorem seu desempenho no

desenvolvimento de atividades da disciplina matemética.
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Abstract

MILENO, Evandro, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, December, 2015.
Geogebra and the elementary functions which are presented in high school
Advisor: Anderson Tiago da Silva.

The content functions are one of the most important of the mathematics and it is pre-
sent in the daily of all of the people, be in way direct or indirect. These, among other
factors justify the presence of this content in the curriculum of high school. today we
live in a society full of new technologies, and we teachers must accept the challenge of
fitting in and insert intelligently these technologies in high school. In this job, we pro-
pose the use of GeoGebra software to assist and facilitate student learning the study
of functions. Of the Chapter 2 to the Chapter 7 we propose and develop activities
related functions using GeoGebra. With the aid of this software hope students feel
more motivated and attracted by content functions, and consequently improve their

performance in the development activities of the mathematical discipline.
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Introducao

Nos dias atuais, uma educacao de qualidade no ensino basico é importante para
a formagao do aluno como individuo e indispensavel para seu desenvolvimento como
cidadao. Ao concluir seus estudos, o aluno deve ter adquirido conhecimentos béasicos
que permitam a ele: prosseguir com os estudos, ser inserido no mercado de trabalho
e principalmente, condi¢oes de viver na sociedade.

Tendo em vista o baixo rendimento dos alunos no Sistema Nacional de Ava-
liagao da Educagao Bdasica - (Saeb) e Sistema Mineiro de Avaliagao da Educagao
Piblica (Simave), principais exames de avaliagao dos estudantes da educagao basica
do Brasil e de Minas Gerais, respectivamente, surge essa proposta para auxiliar alunos
e sobretudo dar suporte a professores no ensino e aprendizagem da matemaética.

Para motivar e ajudar no desenvolvimento do ensino e aprendizagem de alunos e
professores, vamos usar recursos de um software computacional , o que esta de acordo
com as Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio, V.2, p88.

Pensando na Tecnologia para a Matemdtica, hd programas de computador
(softwares) nos quais os alunos podem explorar e construir diferentes conceitos
matemadticos, referidos a seguir como programas de expressao. (s programas
de expressao apresentam recursos que provocam, de forma muito natural, o
processo que caracteriza o “pensar matematicamente”, ou seja, 0s alunos fa-
zem experimentos, testam hipdleses, esbocam conjecturas, criam estratégias
para resolver problemas. Sao caracteristicas desses programas: a) conter um
certo dominio de saber matemdtico — a sua base de conhecimento; b) oferecer
diferentes representacoes para um mesmo objeto matemdtico — numérica, algé-
brica, geométrica; c) possibilitar a expansio de sua base de conhecimento por
meio de macroconstrucoes; d) permitir a manipulagao dos objetos que estdo
na tela.

Neste trabalho apresentamos o software GeoGebra e como podemos usa-lo no
ensino e estudo de funcoes, que é um dos temas centrais e unificadores da matematica.
Além de entender a operacionalizacao do GeoGebra, vamos utilizd-lo para estudar
a relagao existente entre os coeficientes das fungoes e suas caracteristicas gréaficas;
compreender intervalos de variacao, verificar valores de maximo ou minimo, dentre
outras coisas. E por meio de atividades investigativas, vamos explorar os principais
conceitos envolvidos, de modo que o aluno possa testar, conjecturar, avaliar e conferir
o resultado de suas hipdteses.

E importante destacar que esta proposta nao substitui a forma como o ensino
do tema vem sendo abordado, mas sim, contribuir com a pratica docente, indicando



acoes e possibilidades por meio de um software. Assim, acreditamos que o ensino de
estratégias como célculo mental, esboco de graficos e de figuras geométricas com lapis,
régua, compasso, etc., nao devem ser abandonados, mas sim, exploradas juntamente
com a proposta apresentada, assim, visamos explorar os recursos do GeoGebra para
validar argumentos, potencializar as aprendizagens dos alunos e fazer com que o ensino
do tema seja mais significativo e menos mecanico.

No capitulo 1 deste trabalho vamos dar alguns exemplos de como as fungoes
aparecem em nosso cotidiano, de forma direta ou indireta; mencionar disciplinas que
constantemente fazem uso de funcoes em seus contetdos; falar um pouco da evolucao
do conceito de funcao e citar os principais matematicos que contribuiram para a
formalizacao desse conceito; explicar o que sao os Parametros Curriculares Nacionais
— PCNs e Contetidos bdsicos comuns — CBCs e o que eles consideram relevante que
um aluno aprenda sobre func¢oes; apresentar dados do Saeb e Stmave; descrever como
as novas tecnologias podem ser incorporadas de forma efetiva na escola e fazer um
breve relato sobre a evolucao do software GeoGebra.

No capitulo 2, vamos estudar e resolver algumas atividades envolvendo o Plano
Cartesiano, de fundamental importancia na construcao dos gréaficos de fungoes. Ja
no capitulo 3, vamos formalizar o conceito de funcao, definindo seu dominio e sua
imagem. Definir funcao crescente e decrescente e funcao par ou impar.

Nos capitulos subsequentes vamos definir as funcoes: afim, quadrdtica,
exponencial/logaritmica e fungoes trigonométricas. Para cada uma dessas fungoes
vamos resolver dois exercicios utilizando o software GeoGebra analisando alguns pon-
tos importantes.

Por fim vamos fazer algumas consideragoes que sejam relevantes para incorpo-
racao dessa proposta na escola.



Capitulo 1

Importancia do estudo das funcoes,
tecnologia na escola e GeoGebra

1.1 Importancia do estudo das funcoes

1.1.1 Por que estudar funcoes?

O conceito e estudo de fungao no ensino médio é de suma importancia, pois além
de figurar entre os contetidos mais importantes da matematica, estao sempre presentes

em nosso cotidiano de forma direta ou indireta. Por exemplos:

e Em uma corrida, os taxistas cobram uma taxa fixa, chamada bandeirada, mais

um valor que depende do nimero de quilometros percorrido. O passageiro pode
nao atentar para a taxa fixa cobrada, nem para o valor cobrado por quilémetro
rodado, mas sabe que, quanto maior for a distancia percorrida, maior serd o
valor a ser pago.

O custo da conta de energia elétrica de uma residéncia depende da quantidade
de quilowatt-horas que foi consumido durante o més. O consumidor pode nao
saber o valor da proxima fatura e nem mesmo preco do quilowatt-hora, mas
sabe que para pagar um menor preco na fatura, deverd reduzir o consumo em
sua residéncia.

Embora a maioria das pessoas (inclusive profissionais da saide) nado saibam, a
variacao da pressao sanguinea (em mmH g) de uma pessoa, em func¢ao do tempo
(em s), ¢ uma fungao trigonométrical. No dia a dia muitos fenémenos fisicos e
sociais de comportamento ciclico (que se repetem) podem ser modelados com
auxilio de fungoes trigonométricas.

Quando um aluno sai de sua casa e caminha até a escola, ele percebe que, quanto
mais rapido caminhar, mais rapido chegara a escola, ou seja, o tempo que ele
gasta depende unicamente de sua velocidade.

I Tépico que serd estudado no capitulo 7



e Antes de comprar azulejos para colocar em uma parede, é necessario calcular a
area da mesma, ou seja, o ntimero de azulejos a serem comprados, dependera
da area da parede.

Dentre varios outros fatores que justificam o estudo de fun¢oes no ensino médio,
existe também o fato de serem incluidas as disciplinas de fisica e quimica na grade
curricular dos alunos nessa etapa do ensino, e estas duas disciplinas fazem uso de
formulas (fungbes) e seus graficos em quase todos os seus contetidos para quantificar
e justificar resultados.

Em fisica, um objeto langado ao ar livre (desprezando-se todas as formas de
atrito) tem sua altura calculada segundo uma equacao (funcao) do segundo grau. As
relacoes existentes entre as temperaturas Kelvin, Célsius e Fahrenheit, sao funcoes do
primeiro grau.

Em quimica, os logaritmos sao usados para calcular o pH de uma substancia.
A densidade de uma substancia é diretamente proporcional a massa da substancia e
inversamente proporcional ao seu volume.

Na verdade, as funcoes aparecem de forma indireta ainda no ensino fundamental,
quando o professor ensina aos alunos que para calcular a drea de um retangulo ele
deve multiplicar a medida do comprimento pela medida da largura, ou que, para
calcular o comprimento da hipotenusa de um triangulo retangulo ele deve somar os
quadrados dos catetos e extrair a raiz quadrada da soma encontrada. Nesses dois
casos o professor pode destacar que a area de um retangulo depende das medidas do
comprimento e da largura e que o comprimento da hipotenusa depende da medida
dos catetos, ou seja, em ambos os casos existe uma relagao de dependéncia.

1.1.2 Evolucao histérica

Desde os tempos remotos, alguns povos antigos, como os Babilonios ja conheciam
a ideia de funcao. Desde o século XIX, arquedlogos vém trabalhando na Mesopotamia
e ja desenterraram mais de meio milhao de tabulas de argilas, nas quais os babilonios
usavam para registrar suas descobertas e coisas do cotidiano. Dentre as tabulas que
foram encontradas, quase 400 foram identificadas como estritamente matematicas, ou
seja, sao tabulas que contem registros matematicos, tais como: recibos, faturas, notas
promissorias, juros simples e compostos, hipotecas, contratos legais e usuais. Hoje
temos formulas (fungbes) que permitem calcular faturas, juros simples e compostos,
notas promissorias, etc. e sabemos que esses calculos dependem do tempo, capital e
taxa. Na época da Babilonia antiga nao deveria ser tao diferente, assim, somos levados
a acreditar que eles faziam uso de funcgoes direta e indiretamente no seu dia a dia.

Uma das tabulas mais conhecida encontrada na antiga babilonia é conhecida
como Plimpton 322, figura 1.1, lado esquerdo. Nesta tdbula, em cada linha, estao
registrados (com quatro excegoes) a hipotenusa e um cateto de triangulos retangulos
de lados inteiros, ou seja, os babildonios j4 conheciam a relacao existente entre os
lados de um triangulo retangulo, que hoje conhecemos como o teorema de Pitdgoras,
e jA mencionamos acima que esta relagao pode ser encarada como uma funcao. A



figura 1.1, lado direito, mostra os registros da Plimpton traduzidos para nosso sistema
decimal.

Ly |
r\_\ L ll\\ 163 f
[ -7 w4 4825 (115221) 2
W e 664 a
[ Qg 18541 i
1 = a7
| =
3541 s
| 1248 ]
f 768 ]
| 161 10 |
| 75 |
2023 12 |
| | 29 13/
3229 14
| 106 (53 ¥
;. S A M ——— —

Figura 1.1: Plimpton 322

Ao longo dos séculos, o conceito de funcao tem evoluido e possibilitado muitas
contribui¢oes tanto para a matemética quanto para areas de aplicacao. Em 1694, o
primeiro a usar a palavra funcao em seus trabalhos foi o matematico alemao Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). A principio, apenas para expressar uma quantidade
que varia de um ponto a outro em uma curva, por exemplo, as coordenadas de um
ponto da curva, a inclinacao de uma curva e o raio de curvatura de uma curva. Por
volta de 1718, Johann Bernoulli (1667 - 1748) considerou fun¢do como uma expressao
qualquer formada de uma variavel e algumas constantes; mais tarde, Leonhard Paul
Fuler (1707 - 1783) considerou uma fun¢do como uma equagao ou formula qualquer
envolvendo variaveis e constantes.

O conceito de Euler perdurou até que Joseph Fourier (1768 - 1830) comegou
a fazer uso das chamadas séries trigonométricas em suas pesquisas, pois estas séries
envolvem uma relagcao mais geral entre as variaveis estudadas, mas foi Johann Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) que na tentativa de dar uma defini¢io mais
ampla e que atendesse a todos os mateméticos da época, chegou a seguinte formulacao:

[8]“Uma wvaridvel é um simbolo que representa um qualquer dos elemen-
tos de um conjunto de nimeros; se duas variaveis x e y estao relacionadas
de maneira que, sempre que se atribui um valor a x, corresponde automati-
camente, por alguma lei ou regra, um valor a y, entao se diz que y é uma
funcgao (univoca) de x. A variavel x, & qual se atribuem valores & vontade,
¢ chamada varidvel independente e a variavel y, cujos valores dependem dos
valores de x, é chamada varidvel dependente. Os valores possiveis que x pode
assumir constituem o campo da definicdo da funcao e os valores assumidos por
y constituem o campo de valores da fungao”.

A teoria dos conjuntos possibilitou a ampliacao do conceito de funcao de Di-
richlet de forma a relacionar os elementos de dois conjuntos quaisquer, sendo estes
conjuntos numéricos ou qualquer outra coisa. Na teoria dos conjuntos, uma funcao f
é, por definicao, um conjunto qualquer de pares ordenados de elementos sujeitos as
seguintes condicoes:



|8] Se (a1,b1) € f, (az,b2) € f € a; = ag, entdo by = by. O conjunto A
dos primeiros elementos dos pares ordenados chama-se dominio da funcao e o
conjunto B de todos os sequndos elementos dos pares ordenados se diz imagem
da funcao.

A definicao de funcao de Dirichlet associada aos conjuntos numéricos, de uma
forma mais simplificada, é utilizada até os dias atuais, como veremos no capitulo 3.
Para terminar essa subsecao deixamos a seguinte citacao:

[8]O conceito de fun¢do permeia grande parte da matemdtica e, desde as
primeiras décadas do século presente, muitos matemdticos vém advogando seu
uso como principio central e unificador na organizacao dos cursos elementares
de matemdtica. O conceito parece representar um guia natural e efetivo para
a selecao e desenvolvimento material de textos de matemdtica. Enfim, € in-
questiondvel que quanto antes se familiarize um estudante com o conceito de
funcao, tanto melhor para sua formacao matemdtica.

1.1.3 Parametros Curriculares Nacionais - PCNs

Os Parametros Curriculares Nacionais sao diretrizes elaboradas pelo Governo
Federal com o intuito de orientar e direcionar os educadores a lecionar e ensinar um
conjunto de contetidos apoiados em competéncias béasicas (matrizes de referéncias)
que possibilite a insercao dos jovens na vida adulta e que contribua para seu convivio
na sociedade. A ideia de se estabelecer uma Base Nacional Comum no ensino bésico
no Brasil teve inicio em 1988, sendo que, o primeiro PCN, voltado para o ensino
fundamental foi publicado em 1997. Abaixo segue uma linha do tempo do inicio da
elaboragao e o ano em que cada PCN foi publicado.

e 1988-Foi publicada a lei que estabelecia a Base Nacional Comum Curricular.
Foram fixados contelidos minimos para o ensino fundamental, de maneira a
assegurar formacao basica comum e respeito aos valores culturais e artisticos,
nacionais e regionais.

e 1996-Foi aprovada a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional regula-
mentando uma base nacional comum para a Educacao Basica, ensino infantil,
fundamental e médio.

e 1997-Sao consolidados, em dez volumes, os Parametros Curriculares Nacionais
(PCNs) para o Ensino Fundamental, do 1° ao 5° ano, apontados como refe-
renciais de qualidade para a educacgao brasileira. Foram feitos para auxiliar as
equipes escolares na execucao de seus trabalhos, sobretudo no desenvolvimento
do curriculo.

e 1998-Sao consolidados, em dez volumes, os Parametros Curriculares Nacionais
(PCNs) para o Ensino Fundamental, do 6° ao 9° ano. A inteng¢ao é ampliar e
aprofundar um debate educacional que envolva escolas, pais, governos e socie-
dade.



2000-Sao lancados os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(PCNEM), em quatro partes, com o objetivo de cumprir o duplo papel de di-
fundir os principios da reforma curricular e orientar o professor, na busca de
novas abordagens e metodologias.

No contexto da matematica, a citagdo encontrada em [2|, Pardametros Curricu-

lares Nacionais do Ensino Médio, PCNEM, p40, resume o que se espera de um aluno
ou jovem quando este esta cursando e/ou concluindo o Ensino Médio.

Ao se estabelecer um primeiro conjunto de pardmetros para a organiza¢ao
do ensino de Matemdtica no Ensino Médio, pretende-se contemplar a neces-
stdade da sua adequacao para o desenvolvimento e promocao de alunos, com
diferentes motivacoes, interesses e capacidades, criando condicoes para a sua
insercao num mundo em mudanca e contribuindo para desenvolver as capa-
cidades que deles serao exigidas em sua vida social e profissional. Em um
mundo onde as necessidades sociais, culturais e profissionais ganham novos
contornos, todas as dreas requerem alguma competéncia em Matemdtica e a
possibilidade de compreender conceitos e procedimentos matemdticos € neces-
sdria tanto para tirar conclusoes e fazer arqgumentacoes, quanto para o cidadao
agir como consumidor prudente ou tomar decisoes em sua vida pessoal e pro-
fissional. A Matemdtica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda
a estruturar o pensamento e o ractocinio dedutivo, porém também desempenha
um papel instrumental, pois € uma ferramenta que serve para a vida cotidiana
e para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas.

Ao concluir o Ensino Médio o objetivo proposto pelo PCN tera sido alcancado

se o aluno ou jovem for capaz de:

compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que permi-
tam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao cientifica
geral;

aplicar seus conhecimentos mateméticos a situacoes diversas, utilizando-os na
interpretacao da ciéncia, na atividade tecnologica e nas atividades cotidianas;

analisar e valorizar informacoes provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas matematicas para formar uma opiniao propria que lhe permita
expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das outras areas do
conhecimento e da atualidade;

desenvolver as capacidades de raciocinio e resolu¢ao de problemas, de comuni-
cacao, bem como o espirito critico e criativo;

utilizar com confianca procedimentos de resolucao de problemas para desenvol-
ver a compreensao dos conceitos matematicos;

expressar-se oral, escrita e graficamente em situacoes matemaéticas e valorizar a
precisao da linguagem e as demonstracoes em Matematica;
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e cstabelecer conexdes entre diferentes temas matemaéaticos e entre esses temas e
o conhecimento de outras areas do curriculo;

e reconhecer representacoes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando pro-
cedimentos associados as diferentes representacoes;

e promover a realizacao pessoal mediante o sentimento de seguranca em relagao
as suas capacidades matemaéticas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia
€ CoOperacao.

Fundamentadas nos PCNs, foram elaboradas as matrizes de referéncias, que
possuem uma interpretacao mais clara e objetiva sobre as habilidades e competéncias
que os alunos devem adquirir durante sua vida escolar. Uma matriz de referéncia
consiste em um conjunto de descritores que especificam as competéncias e habilidades
que sao esperadas dos alunos em diferentes etapas de escolarizacao, sendo que, cada
descritor descreve uma habilidade a ser desenvolvida pelo aluno. Outras informagoes
que complementam esta se¢ao podem ser encontradas em [1], [2] e [3].

Saeb

O Sistema de Avaliacao da Educacao Basica (Saeb) foi a primeira inicia-
tiva brasileira para conhecer a qualidade de seu sistema educacional em profundidade,
e tem sido realizado a cada dois anos desde 1990. As primeiras edi¢oes do Saeb avalia-
ram algumas escolas que ofertavam as 1%, 3%, 5* e 7* séries do Ensino Fundamental das
escolas piblicas da rede urbana. Desde entao o sistema tem passado por mudancas e
hoje abrange também o Ensino Médio e chegou até a zona rural. Essas avaliagoes sao
baseadas nas matrizes de referéncias e tem como principal objetivo avaliar a educacao
bésica brasileira e contribuir para a melhoria de sua qualidade. O Saeb ? é composto
por trés avaliagoes externas:

e Avaliacao Nacional da Educacao Béasica — Aneb: abrange, de maneira
amostral, alunos das redes puiblicas e privadas do pafs, em areas urbanas e
rurais, matriculados na 4* série/5%ano e 8*série/9°ano do Ensino Fundamental
e no 3° ano do Ensino Médio.

e Avaliacdo Nacional do Rendimento Escolar - Anresc (também deno-
minada "Prova Brasil"): trata-se de uma avaliacao censitaria envolvendo os
alunos da 4* série/5%no e 8%*série/9°ano do Ensino Fundamental das escolas
publicas das redes municipais, estaduais e federal.

e A Avaliacao Nacional da Alfabetizacao — ANA : avaliacao censitaria
envolvendo os alunos do 3° ano do Ensino Fundamental das escolas publicas,
com o objetivo principal de avaliar os niveis de alfabetizacao e letramento em
Lingua Portuguesa, alfabetizacao Matemética e condi¢oes de oferta do Ciclo de
Alfabetizacao das redes publicas. A ANA foi incorporada ao Saeb em 2013.

2A Aneb e a Anresc/Prova Brasil sdo realizadas bianualmente, enquanto a ANA ¢é de realizagao
anual.



Para mais informagoes sobre o Saeb acesse o enderego: http://portal.inep.gov.br/web /saeb

A Matriz de Referéncia de Matemaéatica do Ensino Médio em ambito nacional é
dividida em quatro temas, a saber:

e Tema 1: Espaco e Forma
e Tema 2:Grandezas e Medidas
e Tema 3: Ndmeros e Operag()es/Algebra e Funcoes

e Tema 4: Tratamento da Informacao

Como nosso trabalho é voltado para o estudo de funcoes, vamos nos ater apenas
ao Tema 3. Abaixo vamos listar os descritores e as respectivas competéncias a serem
desenvolvidas nesse tema.



Descritores | Competéncias

D14 Identificar a localizagdo de niimeros reais na reta numérica.

D15 Resolver problema que envolva variagoes proporcionais, diretas ou inversas
entre grandezas.

D16 Resolver problema que envolva porcentagem.

D17 Resolver problema que envolva equacao de segundo grau.

D18 Reconhecer expressao algébrica que representa uma funcao a partir de uma
tabela.

D19 Resolver problema envolvendo uma funcao de primeiro grau.

D20 Analisar crescimento/decrescimento, zeros de fungoes reais apresentadas em
graficos.

D21 Identificar o grafico que representa uma situacao descrita em um texto.

D22 Resolver problema envolvendo PA/PG dada a férmula do termo geral.

D23 Reconhecer o grafico de uma funcao polinomial de primeiro grau por meio de
seus coeficientes.

D24 Reconhecer a representacao algébrica de uma funcao do primeiro grau, dado o
seu grafico.

D25 Resolver problemas que envolvam os pontos de méaximo ou de minimo no gra-
fico de uma funcao polinomial do segundo grau.

D26 Relacionar as raizes de um polindémio com sua decomposicao em fatores do
primeiro grau.

D27 Identificar a representacao algébrica e/ou grafica de uma fungao exponencial.

D28 Identificar a representagio algébrica e/ou grafica de uma fungao logaritmica
reconhecendo-a como inversa da fungao exponencial.

D29 Resolver problema que envolva fun¢ao exponencial.

D30 Identificar graficos de fungoes trigonométricas (seno, co-seno, tangente) reco-
nhecendo suas propriedades.

D31 Determinar a solucao de um sistema linear associando-o a uma matriz.

D32 Resolver o problema de contagem utilizando o principio multiplicativo ou no-
¢Oes de permutacao simples e/ou combinagao simples.

D33 Calcular a probabilidade de um evento.

A matriz de referéncia completa pode ser baixada no seguinte endereco:
http://portal.inep.gov.br /web /saeb /matrizes-de-referencia-professor

Segue um exemplo de item do descritor D17. Resolver um problema que envolva
equagao do segundo grau:

Suponha que num dia de outono a temperatura f(¢), em graus, era uma funcao
do tempo t, medido em horas, dada por f(t) = t* — 7t. A que horas desse dia a
temperatura era igual a 18°C?

A) As5horas B) As18horas C) As7horas D) As9horas E) As 2 horas
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Esse tipo de exercicio deve verificar a habilidade de o aluno obter resultado de
uma equacao do segundo grau e saber manipula-la. Essa habilidade é avaliada por
meio de situagoes-problema contextualizadas, nas quais o aluno calcule as raizes ou
faga/reconhega o grafico de uma equagao do segundo grau; e também saiba localizar
seu vértice e perceber simetrias e saiba escrever a equacao como produto de suas raizes
reais.

Indice de Desenvolvimento da Educacao Bésica - Ideb

Nao vamos fazer um estudo detalhado sobre o Ideb, vamos apenas transcrever o
texto que pode ser acessado no enderego: http://portal.inep.gov.br/web/portal-ideb/o-
que-e-o-ideb. Este texto resume de uma forma simples e objetiva que é o Ideb.

O Ideb foi criado pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Fdu-
cacionais Anisio Teizeira (Inep) em 2007 e representa a iniciativa pioneira
de reunir em um so indicador dois conceitos igualmente tmportantes para a
qualidade da educacao: fluzo escolar e médias de desempenho nas avaliagoes.
Ele agrega ao enfoque pedagdgico dos resultados das avaliacoes em larga escala
do Inep a possibilidade de resultados sintéticos, facilmente assimildveis, e que
permitem tracar metas de qualidade educacional para os sistemas. O indica-
dor € calculado a partir dos dados sobre aprovacao escolar, obtidos no Censo
Escolar, e médias de desempenho nas avalia¢oes do Inep, o Saeb — para as
unidades da federacao e para o pais, e a Prova Brasil — para 0s municipios.

Nas figuras 1.2 e 1.3 apresentamos os ultimos dados do Ideb no Brasil e no
estado de Minas Gerais, respectivamente.

Como o objetivo das avaliagoes do Saeb é melhorar a qualidade da educacao
no Brasil, o Ideb estipula metas a serem atingidas. As metas sao diferenciadas para
cada escola e rede de ensino. Os indices atribuidos variam numa escala entre 0 e 10
(inclusive).

Ensino Jédio |

D Observado | Wews |

7005]2007 2008 2011 2073 [2007 2009 2071 [2013 2021]
N s+ 5558080 37 34 35 37 39 52
Dependéncia Administrativa

30 EEEENEEEEN N, 4 31 32 33 36 49
F6 el 56 57 54 56 E57 58 60 7O
1 R 24 31 32 34 36 49

marcados em verde referem-se ao ldeb que atingiu a meta.
Fonte: Saeb e Censo Escolar.

(%)

Os resultado

w

Figura 1.2: Dados do Ideb
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22 série EM

A et Procace

Estado 3g~ 2005+ 2007 & 2009 2011 2013 2 2007 # 2009 = 2011 # 2013 2015

Minas Geérais 34 35 38 37 a6 as a6 a7 4.0 44

Figura 1.3: Dados do Ideb

No lado esquerdo das figuras temos o Ideb observado entre os anos de 2007
e 2013 e do lado direito estao as metas que deveriam ser atingidas nos respectivos
anos. Podemos ver que os resultados obtidos até o momento nao sao satisfatérios.
Em Minas, além da meta pra 2013 nao ter sido atingida, houve uma queda em re-
lagdo a 2011. O melhor e pior indices observados foram Goias (3,8) e Alagoas (2,6),
respectivamente.

Outra informagoes sobre o Ideb, bem como resultados de outros estados podem
ser acessados no endereco: http://portal.inep.gov.br/web/portal-ideb

BNC

Encerramos esta secao falando um pouco da Base Nacional Comum Curri-
cular — BNC, que tem como principal objetivo a unificacao curricular da Fducagao
Bdasica no Pais. A BNC devera ser o resultado do trabalho coletivo de diferentes
atores do contexto educacional: especialistas das areas de conhecimento, gestores,
professores da educacao béasica, estudantes e publico em geral. A ideia é padronizar
o ensino dos estudantes desde seu ingresso na creche até o final do Ensino Médio.

A (BNC) vai deixar claro os conhecimentos essenciais aos quais os estudantes
tém o direito de ter acesso e se apropriar durante sua trajetéria na Educagao Basica,
atingindo tanto a rede piblica quanto a rede privada de ensino.

Em 30 de julho de 2015 o governo federal lancou o Portal da Base Nacional
Comum Curricular, apresentando ao publico o processo de elaboracao da BNC e esta-
belecendo canais de comunicacgao e participacao da sociedade neste processo. O portal
da BNC pode ser acessado no enderego: http://basenacionalcomum.mec.gov.br/

1.1.4 Contetudos basicos comuns - CBCs

Os contetdos basicos comuns estabelecem os conhecimentos, as habilidades e
competéncias a serem adquiridos pelos alunos na rede estadual de ensino de Minas
Gerais. Os CBCs sao fundamentados nos PCNs e nas matrizes de referéncias e tem
como objetivo tornar operacionais alguns principios apresentados naquele documento.

Embora os CBCs nao esgotem todos os contetidos a serem abordados na escola,
nele sao apresentados os principais topicos de cada disciplina que nao podem deixar
de ser ensinado, indicando as competéncias e habilidades que devem ser adquiridas e
desenvolvidas pelos alunos.

Além de orientar escolas e professores, os CBCs também sao utilizados como
base para elaboracao das avaliacoes do Simave — Sistema Mineiro de Avaliagao
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Estadual.
Fundamentado nos PCNs , o CBC de Matematica, dentre outros aspectos da
Matematica, considerou as seguintes caracteristicas para elaboracao de sua proposta:

e A Matematica fornece instrumentos eficazes para compreender e atuar no mundo
que nos cerca.

e A Matematica é uma ferramenta essencial na solucao de problemas do mundo em
que vivemos. Nela sao desenvolvidas estruturas abstratas baseadas em modelos
concretos; raciocinios puramente formais, permitem concluir sobre a possibi-
lidade ou nao da existéncia de certos padroes e suas propriedades no modelo
original.

e Além de método, a Matematica é um meio de comunicacao - uma linguagem
formal - e como tal requer uma pratica constante, um exercicio de sua “gramé-
tica”. Por ser uma linguagem precisa, a Matematica permite a argumentacao
de forma clara, concisa, rigorosa e universal.

e O aspecto cultural da Matematica: o conhecimento matemético faz parte do
patrimonio cultural que a humanidade vem acumulando, que possui caracteris-
ticas e procedimentos proprios, e que tem um papel fundamental na construcao
de uma visao de mundo consciente e critica.

e A Matematica possui um forte carater integrador e interdisciplinar: o conheci-
mento matemaético nao é propriedade privada dos matematicos, ele tem evoluido
também no contexto de outras ciéncias. Exemplos importantes desta interdisci-
plinaridade contribuicoes sao encontradas na Fisica, na Economia, na Biologia,
Lingiiistica e Engenharia. Isso significa que a maneira de pensar matematica-
mente deve ser aprendida nao apenas por aqueles que irao dedicar-se a Mate-
matica.

O CBC de Matematica é divido em 25 temas. Cada tema é subdividido em tdpi-
cos, sendo que, cada topico possui um conjunto de habilidades a serem desenvolvidas
e adquiridas pelos alunos.

Os topicos funcoes fazem parte dos temas 5, 11 e 19. Na tabela abaixo, as
funcoes estao listadas na primeira coluna e as habilidades a serem desenvolvidas em
cada uma delas estao listadas na segunda coluna. Acrescentamos também o tépico
Plano Cartesiano, tema 8, de fundamental importancia para o estudo de fungoes.
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| Topicos

\ Habilidades

Plano Cartesiano

Localizar pontos no plano cartesiano; resolver problemas que envol-
vam a distancia entre dois pontos no plano cartesiano; representar
um conjunto de dados graficamente; resolver problemas que envol-
vam simetrias no plano cartesiano; reconhecer a equacao de uma
reta no plano cartesiano e interpretar geometricamente a inclinacao
de uma reta.

Funcao do primeiro grau

Identificar uma funcao linear a partir de sua representacao algeé-
brica ou grafica; utilizar a funcao linear para representar relacoes
entre grandezas diretamente proporcionais; reconhecer funcoes do
primeiro grau como as que tém variacao constante; identificar uma
funcao do primeiro grau a partir de sua representacao algébrica ou
grafica; representar graficamente fun¢oes do primeiro grau; reconhe-
cer fungoes do primeiro grau crescentes ou decrescentes; identificar
geometricamente uma semi-reta como uma representacao gréafica
de uma inequacao do primeiro grau; relacionar o grafico de uma
funcao do primeiro grau, no plano cartesiano, com uma reta e re-
conhecer uma progressao aritmética como uma funcao do primeiro
grau definida no conjunto dos niimeros inteiros positivos.

Funcao do segundo grau

Identificar uma funcao do segundo grau a partir de sua represen-
tacao algébrica ou grafica; representar graficamente funcoes do se-
gundo grau; identificar os intervalos em que uma funcao do segundo
grau ¢ positiva ou negativa; resolver situagoes-problema que envol-
vam as raizes de uma funcao do segundo grau e resolver problemas
de maximos e minimos que envolvam uma func¢ao do segundo grau.

Funcgao exponencial

Identificar exponencial crescente e exponencial decrescente; resol-
ver problemas que envolvam uma funcao do tipo y(z) = ka® e
reconhecer uma progressao geométrica como uma funcao da forma
y(x) = ka® definida no conjunto dos nimeros inteiros positivos

Funcao logaritmica

Reconhecer a funcao logaritmica como a inversa da funcao exponen-
cial; utilizar em problemas as propriedades operatorias da funcao
logaritmica; resolver problemas que envolvam a funcao logaritmica
e reconhecer o grafico de uma funcao logaritmica.

Fungoes trigonométricas

Identificar o grafico das funcoes seno, cosseno e tangente; reconhecer
o periodo de funcoes trigonométricas; resolver equacoes trigonomé-
tricas simples; resolver problemas que envolvam func¢oes trigono-
métricas da soma e da diferenca de arcos e identificar o periodo, a
frequéncia e a amplitude de uma onda senoidal

A matriz de referéncia completa de matematica e outras informacgoes que com-
plementam esta se¢do podem ser encontradas em [18] e [19].

Simave

O Sistema Mineiro de Avaliacao da Educagao Prblica - Simave é um
instrumento que tem como objetivo avaliar a qualidade da educacao basica em todo
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estado de Minas Gerais. A principal fun¢ao do Simave é desenvolver programas de
avaliacao que permitam coletar e analisar dados. Atualmente o Simave desenvolve
trés programas:

e PAAE - Programa de Avaliagao da Aprendizagem Escolar
e PROALFA - Programa de Avaliacao da Alfabetizagao
e PROEB - Programa de Avaliacao da Rede Publica de Educacao Basica

Dentre os trés programas acima, destacamos o PROEB. Anualmente, em ou-
tubro ou novembro, esse programa avalia os anos iniciais e anos finais do Ensino
Fundamental e o Ensino Médio. Por intermédio desse programa sao aplicadas provas
de matemética e lingua portuguesa em toda escola da rede estadual de Minas, estas
provas sao lacradas pelas escolas e recolhidas pelas Superintendéncias Regionais
de Ensino — SREs. Uma empresa contratada pela Secretaria de Estado de Edu-
cacao — SEE faz o transporte dos malotes para o Centro de Politicas Puablicas
e Avaliacao da Educacao — Caed, em Juiz de Fora, onde sao corrigidas. Os re-
sultados dos testes sao analisados e transformados em uma base de dados e a partir
das analises sao elaborados os boletins de resultados e pedagogicos que sao enviados a
todas as unidades escolares que participaram do PROEB. De posse desses resultados
a comunidade escolar (diretor, corpo docente e discente, pais ou responséveis e outros
profissionais da escola) pode planejar acoes e estratégias para melhorar a qualidade
do ensino.

O diferencial desse programa ¢ que os boletins trazem os resultados da escola,
da superintendéncia regional a que pertence a escola e o resultado obtido em todo
estado mineiro, assim, além de planejar acoes e estratégias, é possivel também fazer
comparagoes.

E inviavel detalhar como sdo interpretados os resultados obtidos nessas avalia-
coes, pois envolvem escalas de proficiéncias, todavia uma ideia de como sao interpre-
tados os resultados podem ser encontrados em [20]. Vamos nos ater em apresentar
os resultados segundo os Padroes de Desempenho FEstudantil. Os Padroes de De-
sempenho estao divididos em trés categorias (Baixo, Intermediario e Recomendado)
que agrupam os niveis da Escala de Proficiéncia, com base nas metas educacionais
estabelecidas pelo PROEB.

e Baixo - Os alunos que se encontram neste Padrao de Desempenho demonstram
um desenvolvimento ainda incipiente das principais habilidades associadas a
sua etapa de escolaridade, de acordo com a Matriz de Referéncia. Nos testes de
proficiéncia, tendem a acertar apenas aqueles itens que avaliam as habilidades
consideradas basilares, respondidos corretamente pela maior parte dos alunos e,
portanto, com maior percentual de acertos. A localizacao neste padrao indica
caréncia de aprendizagem em relagao ao que é previsto pela Matriz de Referéncia
e aponta, a equipe pedagobgica, para a necessidade de planejar um processo de
intervencao com esses alunos, a fim de que se desenvolvam em condigoes de
avancar aos padroes seguintes.
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e Intermediario - As habilidades basicas e essenciais para a etapa de escolaridade
avaliada, baseadas na Matriz de Referéncia, sao demonstradas pelos alunos que
se encontram neste Padrao de Desempenho. Esses alunos demonstram atender
as condicoes minimas para que avancem em seu processo de escolarizacao, ao
responder aos itens que exigem maior dominio quantitativo e qualitativo de
competéncias, em consonancia com o seu periodo escolar. E preciso estimular
atividades de aprofundamento com esses alunos, para que possam avancar ainda
mais em seus conhecimentos.

e Recomendado - Quando o aluno demonstra, nos testes de proficiéncia, ir além
do que é considerado basico para a sua etapa escolar, como ocorre com os alu-
nos que se encontram neste Padrao de Desempenho, é necessario proporcionar
desafios a esse publico, para manter seu interesse pela escola e auxiliad-lo a apri-
morar cada vez mais seus conhecimentos. Esses alunos costumam responder
corretamente, com base na Matriz de Referéncia, a um maior quantitativo de
itens, englobando aqueles que avaliam as habilidades consideradas mais comple-
xas e, portanto, com menor percentual de acertos, o que sugere a sistematizagao
do processo de aprendizagem de forma consolidada para aquela etapa de esco-
laridade. Entretanto, ha que se considerar que o desenvolvimento cognitivo é
continuo, permitindo aprendizagens constantes, conforme os estimulos recebi-
dos.

A figura 1.5 apresenta os resultados das avaliacoes de matematica aplicadas no
3% ano do Ensino Médio em todo Estado de Minas Gerais em 2012, 2013 e 2014. Estes
dados foram retirados de [20].

Legenda
Bobo inbarmeaicvio Becomendodo

Figura 1.4: legenda
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Secretaria Regional de Ensino - Ponte Nova

Previsto || 9071 2 i :
2012 2921 54,2% 40.0% 518%

Efetive, | 2677

2013 2846 59,8% 36,6% 37%
Percentual| 87.2%
2014 2825 63,1% 32.8% 4%
Minas Gerais

2012 2853 59,5% 36,7% 3:8%
Efeliior A5 =
SSeE 2013 283,6 60.7% 35.4% 3;8_%;
Percentual| 83,2% =
' 2014 2834 61.7% 33.9% A%

Figura 1.5: Resultados: 2012, 2013 e 2014

Na figura 1.5, no lado esquerdo estao indicado a quantidade de alunos que
foram avaliados em 2014. Vinculados a superintendéncia regional de Ponte Nova,
foram avaliados 2677 alunos e em todo estado de Minas, 157317 alunos. Calculando as
porcentagens desses valores obtemos os valores absolutos dos alunos em cada categoria.

N° de alunos | Baixo | Intermediario | Recomendado
SRE 1689 879 109
Minas Gerais 97064 53331 6922

Basta uma simples inspecao nos resultados da figura 1.5 e na tabela para notar-
mos que os resultados nao sao satisfatorios. Pode-se observar que nos taltimos trés anos
nao houve avanco e melhorias nos resultados destas avaliacoes. Na verdade houve um
retrocesso, pois os alunos da categoria intermedidria estao migrando para a categoria
de baizo desempenho. E se olharmos as porcentagens em cada categoria, temos para
cada grupo de 100 alunos avaliados, apenas 4 ou 5 atingiram o recomendado, ou seja,
uma pequena parcela adquiriram as habilidades e competéncias esperadas para um
aluno que esta concluindo o ensino médio.

Outras informacoes sobre o Simave e seus resultados podem ser acessados no
enderego: http://crv.educacao.mg.gov.br/sistema_ crv

1.2 Tecnologia na escola

As novas tecnologias estdo presentes em toda parte, principalmente entre o piu-
blico jovem, que em geral, possuem ou tem acesso a computadores, celulares, tablets,
etc. Infelizmente, na maioria das vezes os recursos dessas tecnologias sao utilizados
apenas para entretenimento, tais como, acessar redes sociais, ouvir musicas, assistir
videos e jogar jogos eletronicos, mas demonstram falta de habilidades para usar equi-
pamentos e aplicativos basicos como, planilhas eletronicas, editor de textos, editor de
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slides, calculadoras,etc., ou seja, os recursos sao subutilizados. Outras Informacoes po-
dem ser encontradas no enderego: http://educarparacrescer.abril.com.br/comportamento/geracao-
interativa-427328.shtml
Atualmente, praticamente todas as areas da sociedade usufruem de equipamen-
tos tecnologicos que surgem para melhorar as atividades e necessidades de cada uma
das 4reas em questao, assim é impossivel imaginar a educacao sem a utilizacao das
tecnologias. Pensando na escola e na subutilizacao das tecnologias, os recursos tecno-
logicos precisam ser usados de maneira correta de modo a instigar mais e mais a busca
pelo conhecimento por parte dos alunos, de forma que as aulas se tornem dinamicas,
motivadoras e atrativas.

[8|A incorporagao das inovagoes tecnoldgicas so tem sentido se contribuir
para a melhoria da qualidade de ensino. A simples presenca de novas tecnolo-
gias na escola nao é, por si so, garantia de maior qualidade na educacao.

Apesar de todos os beneficios da tecnologia, uma atencao deve ser dada
para que sua utilizacao nao torne cansativo o processo de construcao do co-
nhecimento. A tecnologia deve ser utilizada de maneira diddtico-pedagdgica,
de modo a agregar conhecimento aos alunos.

O que os professores devem fazer € selecionar pontos criticos de um curso
ou de uma unidade do curso no qual o trabalho exigido na utilizacao da tec-
nologia € mais bem empregado para tlustrar o progresso da aprendizagem e a
aquisicao de conhecimento, pois a simples presenca da tecnologia na sala de
aula nao garante mudancas na forma de ensinar e aprender. A introducdo
das tecnologias so tem sentido se for realizada com o objetivo de melhorar a
qualidade de ensino, proporcionando um processo de ensino-aprendizagem de
forma positiva.

Entao surge o questionamento: o que é necessario para inserir de forma efetiva
as novas tecnologias na escola? Existem varios fatores que contribuem para o sucesso
de um projeto desse nivel e alguns dos principais estao listados abaixo, e podem ser
encontrados em [24] e [22].

e A principio, o aplicativo a ser utilizado deve ser de facil manuseio, tenha uma
linguagem simples, apresente interface agradavel, cumpra seu papel no processo
ensino-aprendizagem e nao gere 6nus para o usuario.

e I necessario que a escola possua um laboratorio de informatica, equipado com
computadores que estejam em condicoes de uso, possibilitando aos alunos e
professores o seu acesso. Seria interessante a presenca de um profissional em
manutencao de computadores na escola, pois equipamentos de uso coletivo ten-
dem a dar defeitos com maior freqiiéncia.

e [isse tipo de projeto exige continuidade, qualquer coisa que resulte na sua
interrupcao acaba gerando desanimo nos alunos e professores que tendem a
abandoné-lo.
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e O professor deve estar atualizado e sempre que possivel participar de cursos que
contemplem e ensinem a utilizar novas tecnologias, pois ainda hoje temos pro-
fessores que dentre outras coisas nao sabem: montar um data-show, ligar TV +
DVD, usar os aplicativos basicos de um computador (editores de textos, plani-
lhas eletronicas e editores de slides) e fazer pesquisas na internet. Alguns nao
possuem e nem mesmo sabem enviar um email. Além de se manter atualizado,
o professor deve propiciar ao aluno a chance de converter a enorme quantidade
de informagao que ele adquire em conhecimento aplicavel na resolucao de pro-
blemas e deve incentivar o processo de melhorias continuas. Cabe ao professor
ser desafiador, mantendo vivo o interesse do aluno em continuar a buscar novos
conceitos e promover relacoes sociais de modo que os alunos possam aprender
uns com os outros.

e (Discentes) O aluno deve estar buscando o aprimoramento de suas ideias e ha-
bilidades e solicitar do sistema educacional a criagao de situagoes que permitam
esse aprimoramento. Portanto, deve sair da passividade para se tornar ativo ca-
cador da informacao, de problemas para resolver e de assuntos para pesquisar.
Isso implica ser capaz de assumir responsabilidades, tomar decisoes e buscar so-
lugoes para problemas complexos que nao foram pensados anteriormente e que
nao podem ser atacados de forma fragmentada. Finalmente, ele deve desenvol-
ver habilidades, como ter autonomia, saber pensar, criar, aprender a aprender,
de modo que possa continuar o aprimoramento de suas ideias e acoes, sem estar
vinculado a um sistema educacional. Ele deve ter claro que aprender é funda-
mental para sobreviver na sociedade do conhecimento.

e (Gestao Escolar) Os controles centralizados terdo que ser substituidos por for-
mas de administrar mais flexiveis, requerendo, para tanto, maior autonomia de
seus membros, especialmente dos professores. Isso significa que os professores
serao também gestores desse processo educativo. Portanto, o seu trabalho nao
podera mais ser concebido isoladamente, mas, sim, em conjunto com o0s colegas
e a partir de propostas mais amplas que extrapolam os limites de uma disciplina
ou de uma sala de aula. Cabe a gestao escolar incentivar e propiciar ao pro-
fessor a busca de novos conhecimentos, para isso deve buscar junto a secretaria
e superintendéncias de educacao cursos de capacitacao que possam treinar os
professores a utilizarem as tecnologias atuais. Nesse sentido, a gestdao da escola
deve estar voltada para facilitar os processos de aprendizagem, nao s6 dos alu-
nos, mas de todos o seus membros, aprimorando constantemente os mecanismos
de gestao e de ensino-aprendizagem.

e (Pais ou responsaveis) A formacdo do aprendiz da sociedade do conhecimento
nao deveré ser restrita a escola e nao podera ficar a cargo somente do professor.
Ela ocorrerd em todos os setores, e aprender serd a mais importante atividade
do nosso dia-a-dia. O lar do aluno deverd se tornar um importante centro de
aprendizagem. Para isso os pais deverao estimular, contribuir para a aprendiza-
gem dos filhos e assumir um papel mais ativo na escola, contribuindo com a sua
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experiéncia, compartilhando-a com os alunos e professores que tém interesses
semelhantes ou auxiliando as atividades de gestao ou pedagobgicas.

Sem esses requisitos ¢ praticamente impossivel que qualquer projeto implan-

tado na escola resulte em sucesso. Note que os quatro tultimos itens constituem a
comunidade escolar.

1.3

GeoGebra

Pensando na matematica, como podemos usar as tecnologias para tornar nossas

aulas mais dinamicas e participativas? Atualmente ha varios softwares educativos que
podem auxiliar no desenvolvimento dos conteiidos mateméticos e facilitar a compre-
ensdo de seus conceitos. Dentre os ? softwares Matematicos, listamos alguns que sao
lteis para o ensino e aprendizagem da matematica.

O Maxima ¢ um sistema para a manipulacao de expressoes simboélicas e nu-
méricas, incluindo diferenciagdo, integragao, equacoes diferenciais ordinarias,
sistemas de equacoOes lineares, vetores, matrizes, entre outros. O Maxima pro-
duz resultados de precisao elevada, e pode tracar fungoes e dados em duas e trés
dimensoes.

O Poly permite a investigacao de solidos tridimensionalmente com possibilidade
de movimento, dimensionalmente planificacio e de vista topologica. E um pro-
grama ideal para o ensino e aprendizagem da Geometria Espacial, pois, facilita
a visualizacao e construgao das figuras em 3D.

O MuPad é um software de computacao algébrica de propoésito geral. Per-
mite resolver equacoes, sistemas de equagoes, inequagoes, operar com matrizes,
calcular determinantes, trabalhar com polinémios, promover simplificacoes e
desenvolvimento de expressoes, calcular limites, derivadas, integrais e diversas
outras coisas. Além disso, traca graficos em 2D e 3D.

O SuperLogo pode ser utilizado em diferentes atividades, envolvendo diferen-
tes disciplinas, em diferentes niveis de ensino. No entanto, na matemética do
Ensino Médio o programa pode ser utilizado no trabalho com Geometria Plana,
além de contribuir para o desenvolvimento do raciocinio logico e possibilitar aos
alunos aquisicao de nocoes de programacao.

O Winplot é um programa para plotar graficos em 2D e 3D a partir de funcoes
ou equagoes matematicas. Também pode ser utilizado para efetuar operacoes
entre funcoes.

O KmPlot pode ser usado para desenhar as fungoes cartesianas, paramétricas e
as funcoes nas coordenadas polares. Aceita varios modos de grade e os desenhos
podem ser impressos com alta precisao na escala perfeita. Pode-se também
desenhar vérias fungoes simultaneamente e combina-las para criar fungoes novas.

3Todos os softwares listados sdo livres.
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e O GeoGebra é um software de matematica dinamica para utilizar em ambiente
de sala de aula, que reline Geometria, Algebra e Calculo.

e O Winmat permite construir matrizes e operar com elas. E possivel trabalhar
com ntimeros inteiros, reais e complexos. Determina, entre outras coisas, matriz
inversa, transposta, determinante, trago da matriz e polindmio caracteristico.

No desenvolvimento desse trabalho vamos utilizar o software GeoGebra. Este
software foi criado em 2001 como tese de Markus Hohenwarter e a sua popularidade
tem crescido desde entao. Hoje, o GeoGebra é usado em 190 paises e traduzido
para 55 idiomas. Além disso, existem 62 Institutos GeoGebra em 44 paises para dar
suporte para o seu uso. Os principais institutos GeoGebra no Brasil sao: o Instituto
GeoGebra de Sao Paulo, sediado na Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologia da
Pontificia Universidade Catolica de Sao Paulo (PUC-SP) e o Instituto GeoGebra do
Rio de Janeiro, sediado no Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade
Federal Fluminense. Os principais objetivos desses institutos sao:

e desenvolver materiais gratuitos no treinamento do GeoGebra como ferramenta
para o ensino, a aprendizagem e a divulgacao da matemaética a todos os publicos,

e oferecer oficinas (workshops) para professores, certificando-os no uso deste ma-
terial.

e fazer formacao presencial e a distancia de professores e alunos de licenciaturas
em matematica.

Outras informacoes sobre esses institutos, bem como artigos e trabalhos por eles
desenvolvidos podem ser encontrados em [9] e [23].

O GeoGebra ¢ um software de matematica dindmica (permite animar objetos e
simular construcoes em sua interface) para todos os niveis de ensino, que combina ge-
ometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e cadlculo numa tnica aplicacao. O dina-
mismo desse software permite que ao representar a expressao algébrica de uma funcao
na Janela de Algebra, o grafico correspondente é apresentado na Janela de Visuali-
za¢ao, sendo que as alteracoes e/ou animacoes feitas em objetos sdo imediatamente
visiveis nas janela algébrica e de visualizacao. Assim, o GeoGebra da aos professores e
alunos a possibilidade de explorar, conjecturar, testar hipoteses e investigar com deta-
lhes os objetos estudados.  Estas sao algumas das possibilidades que se apresentam
no software GeoGebra disponivel gratuitamente em http://www.geogebra.org

O GeoGebra é um programa de facil utilizacao. Considerando o contetdo fun-
¢ao, estima-se que em duas ou trés aulas, no méaximo, seja suficiente para que um
usuéario se familiarize com o software e aprenda a usar suas ferramentas bésicas. Além
disso, trabalhos, artigos, tutoriais e videos podem ser facilmente encontrados na in-
ternet para o auxilio no uso deste software.

A figura 1.6 representa a interface do Geogebra indicando os principais elementos
desse software.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda —~€—— Menu Principal Entrar.

. [
Al D=

B2 1= 0] &) BN

P Janela de Algebra (<) | Janela de Visualizagio

Exibir ou esconder a malha

©, )

X

e Barra de Ferramentas

Janela de Algebra

2

Janela de Visualizagao

Caixa de entrada

Enfrada: (1]

Figura 1.6: Interface do GeoGebra

Ezibir ou esconder a malha: permite inserir o plano cartesiano e a malha qua-
driculada na area de trabalho, o que ajuda a fazer a relacao com os estudos
feitos na sala de aula.

Menu Principal: disponibiliza opgoes para salvar o projeto em arquivo (.ggb) e
para controlar configuracoes gerais.

Barra de Ferramentas: concentra todas as ferramentas tteis para construir
pontos, retas, figuras geométricas, obter medidas de objetos construidos, entre
outros. Cada icone dessa barra esconde outros icones que podem ser acessados
clicando com o mouse em seu canto inferior direito.

Caiza de entrada: campo para digitacao de comandos que permite inserir dire-
tamente as expressoes algébricas.

Janela de Algebra: area em que é exibida as coordenadas, equacoes, medidas e
outros atributos dos objetos construidos.

Janela de Visualizagdo: area de visualizagao dos gréaficos das fungoes e de ob-
jetos geométricos.

Nao vamos nos preocupar em escrever um tutorial para o uso do GeoGebra nesta

secao, pois cada atividade desenvolvida conta com um passo a passo detalhado de
como criar o seu arquivo correspondente. Outras informagoes e um tutorial completo
sobre a utilizagdo do software GeoGebra podem ser encontrados em [21] e [10].
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Capitulo 2

Plano Cartesiano

2.1 Sistema Cartesiano Ortogonal

Antes de comecarmos a estudar as funcoes, vamos fazer um breve estudo sobre
o Plano Cartesiano, muito utilizado na construgao de graficos. Na verdade a Janela
de Visualizacao do GeoGebra representa o Plano Cartesiano, assim para um bom
desenvolvimento desta proposta é fundamental que professores e alunos tenham fami-
liaridade com o mesmo. Nosso trabalho consiste em utilizar o software GeoGebra para
analisar o comportamento das fungoes, bem como o comportamento de seus gréaficos,
sendo assim, professores e alunos deverao de antemao compreender, entender e saber
localizar e marcar pontos no Plano cartesiano.

O Sistema Cartesiano Ortogonal ou Plano Cartesiano que conhecemos e utili-
zamos atualmente foi criado por René Descartes (1596 - 1650), na época Descartes
adotava o pseudonimo de Cartesius, € por isso, o sistema criado por ele é conhecido
como cartesiano. Este Sistema consiste em desenhar duas retas reais perpendicula-
res entre si e de mesma origem, as quais chamamos de eizos. O eixo desenhado na
posicao horizontal é denominado eiro das abscissas, em geral indicado por Ox e o
eixo desenhado na posicao vertical é denominado ewro das ordenadas, geralmente de-
notado por Oy. O eixo z e o eixo y dividem o plano em quatro regidces, essas regides
sao chamadas de quadrantes. O lado superior direito é o primeiro quadrante, o lado
superior esquerdo o segundo quadrante, o terceiro quadrante esta abaixo do segundo,
e o quarto esta abaixo do primeiro, ou seja, os quadrantes estao dispostos em sentido
anti-horéario.
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2° Quadrante 1° Quadrante

3° Quadrante 4° Quadrante

Figura 2.1: Plano Cartesiano

2.1.1 Os pontos no Plano Cartesiano

No plano cartesiano, o eixo horizontal é positivo & direita da origem das coor-
denadas e negativo a sua esquerda. O eixo vertical é positivo acima da origem das
coordenadas e negativo abaixo.

Cada ponto do plano cartesiano é dado por um par ordenado (z,y). Por exemplo,
no ponto P; = (3,2) a abscissa é 3 e a ordenada é 2, ja no ponto P, = (2, 3) a abscissa
é 2, enquanto a ordenada é 3. Esses pontos, o P; e o P, sao distintos, pois no par
ordenado a ordem dos niimeros é relevante. Dois pares ordenados sao iguais somente
quando as abscissas e as ordenadas de ambos forem iguais. Por exemplo, P; = (—5,4)
e Py = (—5,4) representam o mesmo ponto, pois ambos possuem a mesma abscissa e
a mesma ordenada.

Na figura 2.2 notamos que os pontos P, e P, pertencem ao primeiro quadrante,
ao passo que o ponto P; = P, pertence ao segundo quadrante.

Observacao: Todo ponto de abscissa nula pertence ao eixo y, e todo ponto de
ordenada nula pertence ao eixo x. O ponto Ps; = (0, 3) pertence ao eixo y e o ponto
Ps = (—1,0) pertence ao eixo x.
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Paonta
P, =32

P,=(2,3)
P =(2,1)
P, =(2,1)
P.=(0,3)
B =(1,0)

Figura 2.2: Pontos no Plano Cartesiano

2.1.2 O sinal da abscissa e da ordenada de um ponto

e No primeiro quadrante os pontos possuem abscissa e ordenada positiva;

e No segundo quadrante todos os pontos possuem abscissa negativa e ordenada

positiva;

e No terceiro quadrante os pontos possuem abscissa e ordenada negativa.

e Jano quarto quadrante os pontos possuem abscissa positiva e ordenada negativa.

20)

c<0ey>0

1°Q

c>0ey>0

c<0ey<0

3°Q

c>0ey<0

4Q

Figura 2.3: Sinal da abscissa e da ordenada
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2.1.3 Atividade 1

Nesta atividade vamos utilizar o (GeoGebra para criar um arquivo em que o
ponto A = (a, b) percorra todos os pontos dados no enunciado do exercicio e para isso
vamos usar basicamente a ferramenta Criar Controles Deslizantes.

A finalidade desta atividade é mostrar aos alunos como é o comportamento
de um ponto no plano cartesiano. O aluno poderd observar o sinal da abscissa, da
ordenada e o quadrante que o ponto se encontra a medida que este percorre o plano

cartestano.

e Marque os pontos (-4, 6); (-4, -3); (-4, 0); (-4, 3); (-2, -6); (-2, -3); (-2, 0); (-2, 3);
(07 '6); (07 '3); (07 0); (07 3); (27 '6); (27 '3); (27 0) € (27 3)

Criando o arquivo:

1. Digite (a,b) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, clique em
"Criar Controle Deslizantes”.

Entrada: {(a,b) --— a=2

T o Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a, b

£ Criar Controles Deslizantes | | Cancelar

Figura 2.4:

2. Clique com o botao direito do mouse sobre cada um dos "Controles Deslizantes”,
selecione "Propriedades” e faca as modificagoes conforme mostra a figura 2.5.

¥ | Fixar Objeto Bésico| Controle Deslizante Cnr] Posigio | Avangado |.Program Basico| Controle Deslizante | Cor | Posicao | Avancado | Program;
# Posigio Absoluta na Tala

Intervalo Intervala
"y Renomear | / / - /max. 3 / o

min: -4 max; |2 Incremento: 2 min: -6 Incremento; |3
/. Apagar
& Propriedades - Controle Deslizante Controle Deslizante
[VIFixo [] Aleatério (F9) Horizontal = | Largura: 200 ] @ Fixo [ Aleatério (F9) |Horizontal ~ Largura: 200 p

Animagio / / Animacio / ‘/
Velocidade: 0.5 Repetir. | == Oscilando x Velocidade: 0.5 Repetir. == Oscilando

-

Figura 2.5:

3. Clique com o botao direito do mouse sobre cada um dos controles deslizantes e
selecione Animar, figura 2.6.

Exibir Objeto
As | Exibir RM

Animar

Figura 2.6:
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O arquivo final esta representado na figura 2.7.

..... . a=2 =
L. b=3 [}
Ponto a=2
...... ® A=(2,3) 6
S1h=3
®
4
A
3 [ ]

Figura 2.7: Arquivo final

2.1.4 Resolucao e anilise da Atividade 1

Na Janela de Algebra pode-se observar os parametros a e b variarem, sendo que
o parametro a representa a abscissa e o parametro b representa a ordenada, dessa
forma as variacoes podem ser observadas nas coordenadas do ponto A. As variacoes
das coordenadas faz com que o ponto A se mova na Janela de Visualizacdo, que
representa o plano cartesiano.

Como esse arquivo foi criado para auxiliar na resolucao da atividade proposta,
o ponto A ird percorrer todos os pontos dados no enunciado.

Para melhor compreensao do conteido abordado o professor pode pedir aos
alunos que pausem a animacao afim de tirar algumas conclusoes. Algumas dessas
pausas estao representadas nas figuras abaixo.

e Na figura 2.8, o aluno podera observar que o ponto A = (0,0) esta exatamente
sobre a intersecao dos dois eixos, isto é, ele se encontra na origem do plano
cartesiano.

=
g o
1
o

=
||
o

®

Figura 2.8:
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e Na figura 2.9, o ponto A = (2, 3) encontra-se no primeiro quadrante, além disso
sua abscissa e sua ordenada sao ambas positivas.

T

=]
w
1
&

/‘\‘]E

Figura 2.9:

e Na figura 2.10 o ponto A = (3,0) esta sobre o eixo x, sendo sua abscissa © = 3
e sua ordenada y = 0.

o
S owm

3
[
ow

o

u

o

~(3,0 e ) 2

| \
o A

Figura 2.10:

e Na figura 2.11, o ponto A = (—2, —3) esté no terceiro quadrante, e sua abscissa
e sua ordenada sao negativas.
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Figura 2.11:

e Na figura 2.12, o ponto A = (0, —3) esta sobre o eixo y, sendo sua abscissa r = 0
e sua ordenada y = —3.

w
I
=}

anto
A={0,-3) ' '

&

=
n
w

Figura 2.12:

Embora esta seja uma atividade simples, grande parte dos alunos encontram
dificuldades para desenvolvé-las cometendo, principalmente, alguns dos erros abaixo:

e trocam as abscissas pelas ordenadas;
e quando uma das coordenadas é zero, tém duvidas em que eixo marcar o ponto;

e orientam incorretamente os eixos.
Apos aplicar mais um ou dois exercicios desse tipo, espera-se que o aluno com-

preenda melhor esse contetdo, e seja capaz de resolver problemas semelhantes em seu
caderno.
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2.1.5 Distancia entre dois pontos do plano cartesiano

Em geral este conteido é abordado com mais detalhe em Geometria Analitica,
mas vamos aproveitar a dinamica do software GeoGebra e o conhecimento prévio dos
alunos sobre o teorema de Pitdgoras para aprendermos a calcular a distancia entre
dois pontos A e B do plano. Na préatica essa distancia é uma funcdo que depende da
posi¢ao dos pontos A e B, ou seja, depende das coordenadas (x,y) dos pontos.

Ao abordarmos esse contetido também estamos fortalecendo e fixando ainda
mais a ideia de localizacao e deslocamento de um ponto no plano cartesiano.

Sejam A = (x4,y4) e B = (xp,yp) dois pontos quaisquer do plano cartesiano.
A distancia, d entre A e B é a medida do segmento de reta que tem os dois pontos
por extremidades.

Na figura 2.13, o triangulo AABC' é retangulo em C| e seus catetos medem, |z —
x4l e |yp—yal, logo podemos usar o teorema de Pitdgoras para calcularmos a distancia
d. Assim temos,

d(A,B)? = (xp —x4)* + (yp — ya)?

d(A,B) = \/(zp — z4)* + (yB — ya)?

e e e e

¥g —¥Ya

a4 -mmmmmo - g

TR — T4

Figura 2.13:

2.1.6 Atividade 2

Vamos criar um arquivo em que o ponto A = (7,—5) fique fizo e o ponto
B = (a,b) percorra todos pontos dados no enunciado do exercicio, em seguida vamos
criar um segmento com suas extremidades em A e B. Esta animacao ira calcular a
medida do comprimento D = AB de acordo com a posicdo do ponto B no plano.

Nesta atividade vamos aproveitar a malha da janela de Visualizacao do GeoGe-
bra para verificarmos o teorema de Pitdgoras, mostrar que a medida da hipotenusa,
d, ¢ uma funcao que depende das medidas dos catetos. Neste caso as medidas dos
catetos dependem das coordenadas dos pontos A e B.
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e Calcule a distancia entre o ponto A = (7,—5) e os pontos (-2, -2); (-2, -1);
(_2: 0)7 (_27 1)7 (07 '2); (07 '1); (07 0)7 (07 1)7 (27 '2); (27 _1); (27 O) € (27 1)

Criando o arquivo:

1. Para marcar o ponto A, digite A = (7, —5) na caiza de entrada e pressione enter.

. 5

Entrada:| A=(7,-5) [
Ponto D:] & v

-@ A=(7,5)

T g T T T T T T
B 0 1 2 3 4 5 &

Figura 2.14:

Figura 2.15:

2. Para criar os “outros pontos”, digite B = (a,b) na caiza de entrada e pressione
enter. Em seguida clique em "Criar Controles Deslizantes”, figura 2.16.

Entrada: B={a,h) -

Criar Controles Deslizantes w

a=2 ' rar coerte(s} para: a, b

 Criar Controles Deslizantes | [ Cancelar

Figura 2.16:

3. Clique com o botao direito do mouse sobre cada um dos controles deslizantes,
selecione propriedades e faga as modificacoes conforme mostra a figura 2.18.
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| Renomear
/7 Apagar

| ¢ Propriedades ..

Figura 2.17:

Eaa] : ] .
i | Basica| Contrale Deslizante | Cnri Posicia i Avam;adui Pragramacio |rger0 | Basico| Controle Deslizante | Cnrl Posicdo ! Avanqadﬂl Program;
~ - L
Intervalo b ——-—— Intervalo
= = — -
min: -2 max: |2 Incremento: | 2 A min: -2 max |1 Incrementa: 1
B
Controle Deslizante Confrole Deslizante
[ Fixo [7] Aleatério (F9) |Horizontal + | Larqura: |200 px [¥IFixo [[] Aleatorio (F9) |Horizontal »  Largura: 200 E
Animacio / / Animacio / /
Velocidade: 0.5 Repetir. = Crescente i Velocidade: |05 Repetir. = Crescente -

Figura 2.18:

4. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta segmento, figura 2.19.
) % B [cl[5)
Al | Reta /

_/' Segmento

. ,a»"' Segmento com Comprimento Fixo
1l

Figura 2.19:

5. Clique sobre os pontos A e B, figura 2.20.

o ——

Figura 2.20:

6. Clique com o botao direito do mouse sobre o segmento AB, selecione proprie-
dades e na aba Bdsico, faca as modificacoes conforme a figura 2.21.
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Basico [Corl Estilo I Avancado F'rogramat;ﬁoi

Mome: D

Definicio: | SegmentalA, B]

Legenda:
Segmento c; Segmento [A, B]
Exibir Objeto L b
A4 Exibir Rétulo s S [ ]
|| Exibir Rétulo: | Mome & Valor -
& Habilitar Rastro :

[fe] Renomear [T Exibir Rastro

. Apagar e
[] Fixar Objeto
.2 Propriedades ..

Figura 2.21:

7. Para animar o arquivo, clique com o botao direito do mouse sobre cada um dos
controles deslizantes e selecione Animar.

Nimero a Nimero b
Exibir Objeto ‘= | Exibir Objeto
A Exibir Rétulo A Exibir Rétulo
Animar - Animarf
¥ Fixar Objeto ¥ | Fixar Objeto
Figura 2.22:

O arquivo final criado esta representado na figura 2.23.

b Janela de Algebra (4 | = Janela de Visualizagio
Nimero o~ - anv |
® a=1
® b=1
Ponto a=t
® A=(7,5 | e— ® 3
@ B=(1,1) / el
Segmento
® D-849 / ‘ |
1]
o
4 3 2 1 o [
14
2
2]
]
5]
Figura 2.23:
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2.1.7 Resolucao e anilise da atividade 2

A figura 2.24 representa uma pausa da animacao, e nesta pausa observamos o
ponto A = (7,—5), o ponto B = (2,1) e a distancia entre eles é&: D = 7,81 unidades
de comprimento.

b=1 3 4
nto a=12

A=(T,-5) 1 I 1 . 1 2
B=(2,1) =

gmento 14
D=7.81 ! ! ' & g

0
< R 1 A T R oo
-1 4

Figura 2.24:

A figura 2.25 representa outra pausa da animacao, e nesta observamos o
ponto A = (7,—5), o ponto B = (0,0) e a distancia entre eles, D = 8 6 unidades de
comprimento.

b=0 3 4
nto a=0

A=‘T:‘5} v v v v v { 24
B=(0,0) h=10

gmento

D=8.6 ~ @

Figura 2.25:

Apos observar a pausa de mais algumas animacoes os alunos poderao utilizar
a formula da distancia, d(A, B), diretamente e verificar os resultados em seu proprio
caderno.

Para auxiliar e enriquecer ainda mais nossa analise, podemos marcar um ponto
C, de forma a obter um tridngulo retingulo AABC. Assim com a ajuda das malhas
o aluno podera verificar as medidas dos catetos AC' e BC e aplicar diretamente o
teorema de Pitagoras.
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Dois desses triangulos estao representados nas figuras 2.26 e 2.27.

Na figura 2.26, o aluno pode verificar que os catetos AC' e BC medem 5 e 3
unidades comprimento, respectivamente. Aplicando o teorema de Pitdgoras chegara
ao mesmo resultado D = 5,83 apresentado nas Janelas de Algebra e de Visualizacio
do GeoGebra.

Mimero EI:] -

a=12 T
~3.1,-0.19
® b-22 : !

Ponto

A=(7,.5) : . i ;

B=(2,-2) h=-2

@
tt
%]

L@ C=(2-5) Py
- Segmento : ; 2 :
® D-583 - J
W e=3.el
L@ d=5
‘-\_ -3

Figura 2.26:

Na figura 2.27, os catetos AC' e BC medem 9 e 3 unidades de comprimento,
respectivamente. Aplicando o teorema de Pitagoras chegara em D = 9, 49.

Nimero ED -

. a=_2
.} b=_2
- Ponto a=-2
L@ A=(T,-5) ! ! ! ! ! '
B=(2,-2) h=-2 LN
..... 9 C=ﬂ—2,—5} . 6

.Segmento -— o

D=19.49 - -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 a 4 8 &

-3 D=4048

Figura 2.27:

A visualizacao das figuras no GeoGebra facilita o entendimento e compreensao
dos alunos no céalculo da distancia entre dois pontos do plano cartesiano, pois os alunos
tem contato com o teorema de Pitagoras e os triangulos retangulos ainda no ensino
fundamental.

Alguns alunos tem dificuldades em utilizar diretamente a formula da distancia,
principalmente quando as abscissas ou ordenadas possuem sinais negativos, assim,
fazendo mais algumas pausas e analisando mais alguns casos, acreditamos que parte
dessas dificuldades serdao sanadas.
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2.1.8 Atividade 3

Nesta atividade vamos construir dois caminhos poligonais que representem a
trajetoria de Alberto e Elza. Vamos marcar dois pontos A e E e fazer com que estes
pontos percorram os caminhos poligonais construidos, além disso vamos construir o
segmento AE que mostre a medida de afastamento entre os pontos A (Alberto) e E
(Elza).

Semelhante & atividade anterior, vamos utilizar a malha da janela de Visualiza-
cao do GeoGebra para verificarmos o teorema de Pitdgoras e mostrar que a distancia
D, entre Alberto e Elza, depende das coordenadas dos pontos A e E.

e (Adaptagdo - CEFET-RN) Dois amigos, Alberto e Elza, encontram-se na ori-
gem de um sistema cartesiano ortogonal. Eles s6 podem dar um passo de cada
vez para Norte, Sul, Leste ou Oeste. Cada passo é representado, nesse sistema,
pelo deslocamento de uma unidade para uma das direcoes mencionadas ante-
riormente. FElza deu 2 passos para o Sul, depois deu 5 passos para o Leste e
parou. Alberto deu 4 passos para o Norte, depois deu 3 passos para o Oeste e
parou. Apos esses passos, podemos afirmar que a distancia entre Alberto e Elza
é de:

A) 5 passos B) 8 passos C) 12 passos D) 10 passos

Criando o arquivo:

1. Na caixa de ferramentas selecione a ferramenta Caminho Poligonal.

7

»
)

]

o
N l\-_j_r

/'/ Reta e

Segmento

(Y

| Py
7

. Segmento com Comprimento Fixo

_/ Semirreta

A Caminho Paligonal

Figura 2.28:

2. Em seguida clique sobre os pontos de coordenadas (0,0); (0, —2); (5, —2) e (0,0),
nesta ordem. O primeiro caminho poligonal esta representado na figura 2.29.

3. Para criar o outro caminho poligonal, clique em (0,0); (0,4); (3,4) e (0,0). Os
dois caminhos poligonais estao representados na figura 2.30.
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b Janela de.ﬁlﬁebra ' [ ¥ Jane_la de\fisuaiizag.ﬁo
CaminhoPaligonal v
""" & El.=7-."_.__‘__‘_ :
FPonto
@ A=(0,0) 2
B=(0,-2)
@ C=(5-2)
1.
o 1A
i3 -1 0 1 2 3 4 5
-1
/
B C
2
Figura 2.29:
CaminhoPaoligonal - - Anw | o'
) a=T -—
A D=7 -—— E D
Paonto e —
- A={0,0)
- B={0,-2)
-8 C=(5,-2) aaeth
-4 D={0,4)
-8 E=(3,4)
2.
1.
o |~
-3 2 -1 0 1 2 3 4 5
-1
a
B &
2
Figura 2.30:

4. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta Ponto.

; .
AP0

A -
° Ponto

ﬁ FPonto em Objeto

Figura 2.31:

5. Clique sobre os segmentos £D e BC, marcando assim os pontos F e G, figura
2.32. Os dois pontos F' e (G irao representar Alberto e FElza.
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-1
a /
B G c
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Figura 2.32:

6. Selecione a ferramenta segmento, em seguida clique sobre os pontos F e G,
figura 2.33. O segmento F'G servira para medir a distancia entre Alberto e Elza
a medida que se afastam.

e

-]

C]< A3
/ Reta

o Segmento o

e
>

o/

.
|1
-

j" Segmento com Comprimento Fixo

Figura 2.33:

7. Clique com o botdo direito do mouse sobre o segmento FG, selecione Proprie-
dades e faga as modificagoes conforme a figura 2.34, lado direito.
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Basico | Corl Estilo i ﬁwangadol Programa

Segmento D: Segmento [F, G]

Exibir Objeta MNome: D| -
Exibir Rétulo Definicio:  SegmentolF, G]
Habilitar Rastro L eaende:
| Renomear W
[¥] Exibir Obj
. Apagar / L bae Ehrgeh
' Propriedades .. [¥] Exibir Rétulo: -Nome&‘ufalor =
Figura 2.34:

8. Clique com o botao direito do mouse sobre os pontos F' e (G, selecione Proprie-
dades e deixe ambos com a configuragao da figura 2.35.

LaminnoEoangan

- | Elésicol Corl Estil0| Algebra | ﬁwangadol F’mgramagﬁol
Panta Coordenadas: Coordenadas Cartesianas =

-@ A

-@ B Incrementa: | 1 ‘-ﬁ-"""'——'_..

- D1 Velocidade: |05 Repetir: = Crescente Z|
e E/

o F

-@ G

CaminhoPoligon | e | | T |J5\| ebra| | 2 |
@ a Basico | Cor | Estilo| A9 Avangado | Programacao
Ponta Coordenadas: | Coordenadas Cartesianas n)

incremento: |1 <€—T /
1 Velocidade: 0.5 "E;J;;’:Crescente "j

1 X N N 2 3
QaTm orm>

Figura 2.35:

9. Para renomear os pontos F' e GG, clique com o botao direito do mouse sobre cada
cada um deles, selecione Propriedades e faca as modificagoes conforme a figura
2.36.

Basico | Corl Estilo | Algebrai ﬁ.vant;adol Basico | Cor | Estilo | Algebra | Avancado | P
ome: | A ———— ome: E -—
Definicio: |Ponto[b] Definicio: Ponto[a]
Figura 2.36:

10. Apos fazer mais algumas modificagoes e ocultar os pontos desnecessarios na
animacao, teremos um arquivo semelhante ao representado na figura 2.37.
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Figura 2.37:

11. Para sincronizar os movimentos de Alberto e Elza, clique com o botao direito do
mouse sobre os pontos A e F, selecione Animar. Em seguida pause a animacao,
arraste ambos para a origem (0,0) e clique em play. Assim os dois pontos A e
E comegam a se mover simultaneamente a partir da origem, figura 2.38.

‘I_
Exibir Objeto
As Exibir Rétulo
| o
# Habilitar Rastro g g o ! 1% .
Animar
"l Renomear 14
4/ Apagar
/ -2
[
Figura 2.38:

2.1.9 Resolucao e anilise da atividade 3

Pausando a animacao, é possivel observar a medida da distancia D que separa
Alberto e FElza a medida que os pontos A e F comecam a se movimentar. A figura
2.39 mostra o momento em que eles ainda estao juntos na origem do plano cartesiano.
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1]
egmentoA_'_____..—-—"
D=0 D=0
p=

Figura 2.39:

Ao dar play na animacao, Alberto e Elza comecam a se afastar um do outro, e
para observar com detalhes o quanto estao se afastando basta fazer algumas pausas.

A figura 2.40 mostra uma pausa em que a distancia entre eles é 2,94. Essa
distancia, D, pode ser facilmente verificada, pois os pontos A e E estao ambos sobre
0 eiro Y, ou seja, basta calcularmos o seguinte modulo:

lya —yp| =11,64 — (—=1,3)| = [1,64 + 1,3| = [2,94]| = 2,94

=
n

-

+

14
egmento ‘*'_'__,__,__.—-- /
D=2.94

Figura 2.40:

Na figura 2.41 a distancia entre Alberto e Elza é D = 6,71, e uma das formas de
verificarmos esse resultado é, marcar o ponto (-1, -2) na Janela de Visualizacao, pois
este forma com os pontos A e E um triangulo retangulo, cuja hipotenusa é D e cujos
catetos medem 6 e 3 unidades de comprimentos. Neste caso basta usar o teorema de
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Pitagoras para verificar os calculos.

D* = 3*4+6°
D = V9+36
D = V45
D = 6,71

Outra forma de verificar a distancia D, é observar as coordenadas de A e E na
Janela de Algebra e utilizar a formula da distancia, d(A, B), entre dois pontos.
) b=7

‘onto

YA | — /

A, =(0,0)

c-15,2)
D, ={0,4) 2§

E,=(3,4) \ D671

jegmento
) D=6.71 —

) <+

Figura 2.41:

Apobs o desenvolvimento das atividades 1, 2 e 3, os alunos devem sentir-se mais
a vontade e confiantes para resolver exercicios que envolvam diretamente o plano
cartesiano.

A seguir propomos alguns exercicios para reforcar o contetido estudado, e em-
bora alguns deles envolvam geometria analitica, sao exercicios simples que podem ser
facilmente resolvidos com o auxilio do GeoGebra. E também um bom momento para
recordar e revisar alguns conceitos basicos de geomeltria plana.

2.1.10 Exercicios propostos

1. Um ponto que pertenca ao 3° quadrante, possuem coordenadas:

a) Positivas b) Positivas e negativas ¢) Negativas d) Nulas

2. Um ponto que pertenca ao 2° quadrante, possuem coordenadas:

a) Positivas b) Positivas e negativas ¢) Negativas d) Nulas
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3. Calcule a distancia entre os seguintes pares de pontos:

a) A=(2,3) e B=(2,5)
b) A= (2,1) e B=(-2,4)
c) A=(0,6) e B=(1,5)
d) A=(6,3)e B=(2,7)

4. [13] Forneca as coordenadas dos pontos no plano cartesiano abaixo.

7

Figura 2.42:

5. (UNESP-2003) O triangulo APQR, no plano cartesiano, de vértices P = (0,0),
Q =(6,0)e R=(3,5), é

a) equilatero b) isosceles, mas nao equilatero ¢) escaleno d) retan-
gulo

6. Num sistema cartesiano, os pontos A = (—2,—3) e C = (5,4) sao vértices de
um quadrado ABCD

e Determine as coordenadas dos outros dois vértices ( B e D )
e Calcule o perimetro do quadrado ABC' D
e Calcule a area do quadrado ABC'D

7. (UERJ) No sistema de coordenadas cartesianas a seguir, estd representado o
triangulo AABC.
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Figura 2.43:

Em relagao a esse triangulo,

e demonstre que ele é retangulo;

e calcule a sua area.

8. No esquema, figura 2.44, esta representada parte de uma rua cujos extremos sao
arvores, serao plantadas outras duas arvores nos pontos C' e D, de maneira que
a distancia entre uma &arvore e outra seja a mesma. Conforme imagem abaixo.

Figura 2.44:

e No esquema cada unidade corresponde a 2 m. Qual é a distancia aproxi-
mada entre as arvores A e B? E entre C' e D?

e Determine as coordenadas dos pontos C' e D.

9. (UNIRIO) Uma universidade organizou uma expedigao ao sitio arqueologico de
Itaborai, um dos mais importantes do Rio de Janeiro. Para facilitar a loca-
lizacao dos locais de escavagao, foi adotado um sistema cartesiano de coorde-
nadas. O objetivo da expedicdo é realizar escavagdes nos pontos A = (0,0),
B = (6,18) e C = (18,6). Se o chefe da expedigdo pretende acampar em um
ponto equidistante dos locais de escavacao determine as coordenadas do local
do acampamento.
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10. Determine o perimetro do quadrilatero ABC'D.

\

/1
/

Figura 2.45:

2.1.11 Respostas dos exercicios propostos

A
O ponto procurado possui coordenadas E = (7,5;7,5).

(a) ¢)

(b) b)

(c) a) 2 u.c. b) 5 u.c ¢) =141 u.c. d) = 5,66 u.c.

(d) H = 1(2,5); [I=1(-24); J=(1,1); K=(30); L =(-14)

M=(-3,-2; N=(1,-3)e O=/0,0)

(e) b)

(f) B=(-2,4); D= (5-3); 28 u.c. e 49 u.a.

(g) A cargo do leitor.

(h) AB 22 13,42 metros, CD 2 4,47 metros, C = (—=1,6) e D = (3,4).
)
)
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Capitulo 3

Funcoes

3.1 Funcoes

O conteudo funcoes é um dos mais importantes na matemdtica, pois seu estudo
nao se restringe apenas aos interesses da matemdtica. As fungoes fazem parte do nosso
cotidiano e estao presente na realizacao das coisas mais elementares que fazemos.
Sempre que observamos, analisamos ou comparamos a relacao existente entre duas ou
mais grandezas, na pratica, o que estamos fazendo é estudar uma funcao.

As vezes nem percebemos, mas estamos em contato com as fun¢oes a todo
momento, por exemplo:

e O tempo (duragao) de viagem é fungao, entre outras coisas, da distancia per-
corrida.

A altura de uma crianca é funcao, entre outras coisas, de sua idade.

e O consumo de combustivel de um veiculo é funcao, entre outras coisas, da
velocidade.

O perimetro de um triangulo é funcao da medida de seus lados.

Em revistas, jornais, internet, etc., muitas vezes nos deparamos com graficos, que
geralmente sdo uma relagao (func¢do) entre duas ou mais grandezas representada
graficamente.

Dois exemplos praticos sao apresentados a seguir:

Exemplo 1: [11| Mercadoria e prego

Uma barraca de praia, em Fortaleza, vende agua de coco ao preco de R$ 2,20 o
copo. Para nao ter de fazer contas a toda hora, o proprietario da barraca montou a
seguinte tabela.
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Nuamero de copos | Preco(R$)
2,20
4,40
6,60
8,80
11,00
13,20
15,40
16,60
19,80
22,00

OO0~ O Tt x| W DN —

—
jas)

Neste exemplo, duas grandezas estao relacionadas: o nimero de copos de 4gua de
coco e o respectivo preco. A cada quantidade de copos corresponde um unico preco.
Dizemos, por isso, que o precgo é fun¢ao do ntimero de copos. A formula que estabelece
a relacao de interdependéncia entre o prego (y), em reais, e o niimero de copos de dgua

(x) é:
y=220-x

O gréafico mostra a relagao existente entre x e y.

22 4 [ ]

Prego (RE)
20 4 ®
18 Py
16

L
14 -
L ]
12
L ]
10
L]
ad
L ]

&4
4] '
2 L]

0 1 I 4 5 8 7 ] o 10 1
Numero de copos

Figura 3.1: Grafico do exemplo 1

Exemplo 2: [11]| Passageiros e pre¢o da passagem

Para fretar um 6nibus de excursao com 40 lugares paga-se ao todo R$ 360, 00. Essa
despesa devera ser igualmente repartida entre os participantes. Para achar a quantia
que cada um deverda desembolsar (y), basta dividir o preco total
(R$ 360,00) pelo niumero de passageiros (z). A formula (ou a lei) que relaciona y
com x é:
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360

Y=

Observe na tabela alguns valores referentes a correspondéncia entre x e y :

Nuamero de passageiros | Valor desembolsado(R$)

1 360,00
4 90,00
12 30,00
15 24,00
18 20,00
20 18,00
24 15,00
36 10,00
40 9,00

No grafico abaixo também é possivel observar a relacao existente entre o numero
de passageiros e o valor desembolsado por cada um.

450 q
Valor desembolsado
400 4
350 4
300 4
250 1
200 1
150 4

100 4

50 * »

o

0 1 2 3 4 s & 7 -]
Nimero de passageiros

Figura 3.2: Grafico do exemplo 2

Agora podemos formalizar o conceito de funcao.

Dados dois conjuntos nao vazios A e B, fun¢do é uma lei ou regra que associa
cada elemento de um conjunto A & um unico elemento de um conjunto B. O conjunto
A é chamado de dominio, comumente denotado por D, da funcao. O conjunto B é
chamado contradominio da funcao. Com essa definicao estamos afirmando que func¢ao
¢ a dependéncia entre dois valores. Matematicamente estamos dizendo que funcao é

a relacao existente entre duas grandezas.

Para cada x € A, o elemento y € B chama-se imagem de z pela funcao f ou
valor assumido pela func¢ao f para x € A. Representamos o elemento y por f(x) (1&-se
f de ), assim, y = f(z). O conjunto de todos os pontos y assim obtidos é chamado
conjunto imagem da fungao f e é indicado por Im(f).

Notacao:
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f:A — B

Considerando esta notacao e os conjuntos numéricos®, as funcoes dos exemplos
1 e 2 teriam as seguintes representacoes.

"N —- Q

x — 2,20z

f*N° —- Q
360

r = —
x

3.1.1 Grafico de uma funcao

Em nosso dia a dia sempre nos deparamos com graficos, seja em revistas, jornais,
internet, etc. Os graficos estao ligados aos mais variados assuntos do nosso cotidiano,
e em geral as informacoes neles apresentadas estao organizadas de uma forma mais
clara e objetiva.

A grande maioria dos graficos representam funcoes, e vamos utiliza-los em todas
as nossas atividades, para entendermos o comportamento e obtermos informacoes das
fungoes estudadas. Dentre essas informagoes estdo, o crescimento (decrescimento) e
pontos de maximo (minimo) de uma fungdo. Os graficos dos exemplos 1 e 2 estdo
representados nas figuras 3.1 e 3.2, respectivamente.

3.1.2 Funcao crescente - Funcao decrescente

e Se, para quaisquer valores x; e x5 de um subconjunto S, contido no dominio D,
com x < Ty, tivermos f(z1) < f(x2), entao f & estritamente crescente em S;

A funcao do exemplo 1 é estritamente crescente.

e Se, para quaisquer valores x1 e x5 de um subconjunto S, contido no dominio D,
com x1 < Ty, tivermos f(z1) < f(x2), entdo f é nao-decrescente em S,

e Se, para quaisquer valores x; e x5 de um subconjunto S, contido no dominio D,
com z1 < Ta, tivermos f(x1) > f(xq), entdo f é estritamente decrescente em S;
A funcao do exemplo 2 é estritamente decrescente.

e Se, para quaisquer valores x; e x5 de um subconjunto S, contido no dominio D,
com x < Ty, tivermos f(z1) > f(x2), entdo f é nao-crescente em S;

L Conjuntos numeéricos sio requisitos para o estudo de funcdes.

49



3.1.3 Funcao Par - Fung¢ao impar

e f é fungao par se, e somente se, f(z) = f(—=z), para qualquer x € D, em que o
dominio é simétrico em relacao a origem, isto é, x € D acarreta —z € D.

O gréafico de uma funcao par é simétrico em relacao ao eixo y.

Exemplo:
5 4
44
f(x) =2
i
5
”
i} 4 3 2 —I'I [u] 1 2 3 4
.14
Figura 3.3:
e f & fungao impar se, e somente se, f(—x) = —f(z), para qualquer x € D, em

que o dominio é simétrico em relagao & origem, isto ¢, x € D acarreta —x € D.
O gréfico de uma funcao impar é simétrico em relacao a origem O.

Exemplo:

f@) = -z

Figura 3.4:
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3.1.4 Atividade 1

Esta atividade é um exemplo de como uma funcao pode ser usada no dia a

dia. Para desenvolvé-la vamos utilizar a caiza de entrada do GeoGebra para modelar
a funcao dada e consequentemente plotar seu grafico na Janela de Visualizacao, em
seguida vamos marcar um ponto genérico que se mova sobre a curva criada. Ao animar
o arquivo, com auxilio do professor, o aluno poderé verificar, entre outras coisas, que
a funcao é decrescente, ou seja, a medida que a abscissa z aumenta, ha uma reducao
na ordenada y.

o Um paciente internado as 23:00 do dia 1° de outubro, com diagndstico de in-

feccao, foi submetido a exames didrios para deteccao dos niveis de substincia
(t+10
(t2+1)
quantidade N (t) da substincia X (em mg/dl) encontrada no exame em fungao
do tempo t em horas (t > 0).

X encontrados em seu organismo. A lei N(t) = 0,20 + representa a

Considerando que o primeiro exame foi realizado exatamente a 00:00 (meia
noite), qual foi a quantidade da substancia X observada no sangue do paciente?

Determine a quantidade de substancia X encontrada no sangue do paciente nos
exames realizados nas seguintes horas:

as 6:00

as 12:24

as 18:00

a 1:30 (uma e meia) do dia 3 de outubro

O teste indica que é possivel dar alta ao paciente caso o nivel encontrado da
substancia X seja menor que 0, 25mg/dl de sangue. Considerando que o paciente
foi liberado na manha do dia 3 de outubro, a partir de que horas, no minimo,
foi realizado o ultimo exame?

Criando o arquivo:

. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos, posicione o botao do

mouse sobre EixoX:EixoY e selecione a escala 2:1.

51



5z
Janela de Visualizagio 10:1
20:1
_| Eixos
5021
H Malha
o 100:1 |
Barra de Mavegacao
200:1
4, Zoom ) 5001
EixoX ; EixoY ) 1000 :1

#ir Todos os Objetos

Figura 3.5:

2. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos, selecione "Janela de
Visualizacao” e faca as mudancas conforme mostra a figura 3.6.

Bésico| EixoX | EixoY | Malhal Basico | Eixox| EixeY | Malha|

[¥] Exibir EixoY

[¥] Exibir EixoX

\5.'.‘2] Exibir Nimeros \3": Exibir Nimeros

Direcdo Positiva Apenas

[7] Distancia: 1/ [7] Distancia: D_S/v

Figura 3.6:

3. Na caiza de entrada digite o texto da figura 3.7 e pressione enter. O arquivo
representado na figura 3.8 serd gerado.

Entrada: Fungao[0.2+(x+10)/{x*2+1), 0, 43. —-———

Figura 3.7:

Funcio O # o~
x4+ 10

® f(x) = 02+ ‘:+1 of
08

o\t
os
B
os
B
s
7
o5
B
a8
s
as
4
as
s
28
15
1
05
0

T T T R R T I A A P A A A A A A E E R R

Figura 3.8:
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4. Para marcar um ponto sobre a curva, digite (a,f(a)) na caiza de entrada, pres-
sione enter. Em seguida clique em Criar Controles Deslizantes.

22 Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a

S

 Criar Controles Deslizantes | I Cancelar

0T

Entrada: (a,f{a))

Figura 3.9:

5. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante criado, selecione
Propriedades e faca as modificacoes conforme mostra a figura 3.10, lado direito.

#  Posigio Absoluta na Tela e T —— = TR
]_Basicol Controle Deslizante | Cor! Posicdo I Avan;adol Programac3o|

-

ﬁb. Renomear kilenalo

& Apagar / / =
min: |0 max; |48 Incremento: 0.1

2 Propriedades "

Controle Deslizante

[7]Fixe [7] Aleatério (F9) |Horizontal v: Largura: | 200 px

Animacio
Velocidade: 0.3\ Repetir: | = Crescente -
Figura 3.10:

6. Para alterar o nome da variavel f(x) para N(x), clique com o botao direito do
mouse sobre f(x), figura 3.11, lado esquerdo, selecione Propriedades e faga as
modificacoes conforme a figura 3.11, lado direito.

2 10 35 BT
L A=l (0= "..Funlsan Basico ! Corl Estilo I Auanqadn! Progrz
Fungéo f ) =
e Nimero o i
®fa . Exibir Objeto .Pmﬁo
gn: n| Exibir Rétulo L Definicdo: |Sell =x=4802+(2x+1
& Habilitar Rastro Legenda:
[fo] Renomear [¥] Exibir Objeto
4/ Apagar
[] Exibir Rétulo: | Nome & Valor «
¢ Propriedades a
Figura 3.11:

7. Para renomear o nome do ponto A para X, clique com o botao direito do mouse
sobre o mesmo, selecione Propriedades e faca as modificacoes conforme a figura
3.12, lado direito.
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ruli e —
@ A4 Basico | Cor! Estilo i Algebral Avancado | Prog
Ponto A: (a, N{a))

Nome: X —e————
Coordenadas Polares i
Definicao: |(a, N(a))

Exibir Objeto

Legenda:
44 Exibir Rétulo
#  Habilitar Rastro [9] Exibir Objeto /
Renomear = r
@,J [/] Exibir Rétulo: | Nome & Valor -
Sf Apagar
. Propriedades ...

Figura 3.12:

8. Para animar o arquivo, clique com o botao direito do mouse sobre o controle
deslizante e selecione Animar.

Nimero a
a = Exibir Objeto
[

A Exibir Rétulo

Animar -

Figura 3.13:

O arquivo final gerado esta representado na figura 3.14

= et CO e
N(x) = 0.2+ T
@ N(x) e | 5
Nidmero "' A
& aud e S —
Ponto wn

® X=(1,57

0 1 2 3 4 8 8 T 8 © W N 12 1314 15 16 17 19 10 20 21 22 23 24 28 2 IT 28 20

Figura 3.14: Arquivo final

3.1.5 Resolucao e anilise da atividade 1

A funcio e o grafico correspondente aparecem nas Janelas de Algebra e Visuali-
zagao, figura 3.14. Vamos responder aos itens a, b e ¢, da atividade fazendo algumas
pausas na animacao do arquivo.
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A primeira pausa servird para responder o item a). Nesta pausa, figura 3.15
(lado esquerdo), ao observar a janela algébrica, o aluno podera verificar que meia
noite (zero hora), a quantidade de substancia X no sangue do paciente é 10, 2mg/dl.
A mesma quantidade da substancia pode ser verificada através do grafico da funcao
na Janela de Visualizacao.

Para o item b), vamos fazer apenas duas pausas. Na figura 3.15 (lado direito) o
aluno podera observar que no exame feito as 6:00 horas a quantidade da substancia
X ¢ 0,63mg/dl.

Na figura 3.16 esta representada uma pausa feita a1:30 do dia 3 de outubro e
neste momento a quantidade da substancia no sangue do paciente é de 0,34mg/dl.
Em relacao a esta pausa, vale lembrar aos alunos que terao se passado 1 dia inteiro
mais uma hora e meia, ou seja, terao se passados vinte e cinco horas e trinta minutos,
e isto equivale a 25, bhoras.

AT
] nNimerg

Mimero 18

@ asi [ 3 ey ® a=8
Ponto A/ " Ponto

@ X=(0,10.2) B L ® X=16,0.63

15
1
05

o0
D1 23 4886 7 8 6 W0

Figura 3.15:
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Nimero 1.5 3
S B 6}. d——
Ponto / 1058

@ X=(255,025)

wdu
Il

1
05 al
._.-'U )
01 2 3 45 8 7 B 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 28 27 28 28 30 31

Figura 3.16:

Para resolver o item ¢), o aluno observara na janela algébrica que em um dado
momento a ordenada, que representa a quantidade da substancia X, serd 0,24, e
neste momento o valor correspondente da abscissa é 29,7. Isso quer dizer que o
ultimo exame foi realizado, no minimo, 29, Thoras apds o primeiro, ou seja, o ltimo
exame foi realizados as 4h42min ou apos esse horario do dia & de outubro.

" =257
Nimero ns
® a=207 g g @ g e
Ponto
® X=(29.7,024)
104\ &

0 1 2 3 4 56 0 7 8 0 10111213 141510 17 % 9 02 2243 207 W HW0N

Figura 3.17:

Durante o desenvolvimento desta atividade ou posteriormente, o aluno pode
fazer uso de uma calculadora para comprovar os valores exibidos pelo GeoGebra.

3.1.6 Atividade 2

Nesta atividade vamos modelar a funcao dada no enunciado e marcar dois
pontos, A e B, sobre sua curva usando a caiza de entrada e definir um parametro b
que calcule a soma das ordenadas desses pontos.
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Nesta atividade o aluno podera observar o comportamento das ordenadas de
A e B, segundo a variacio das abscissas 4 e xp e analisando a Janela de Algebra
e a Janela de Visualizacao deverd ser capaz de expressar o conjunto imagem dessa
funcao.

x?+1
—

e [6]Seja f: Ry — R a funcao dada por

1
e Faca uma andlise do valor de f(a) + f (—)
a

e Determine a imagem dessa funcao.

Criando o arquivo:
1. Na caiza de entrada, digite o texto que aparece na figura 3.18 e pressione enter.

Entrada; |{x42+1)/x -—-f—

Figura 3.18:

A figura 3.19 representa o arquivo criado.

Funcio [CED s e~
L® f(x) = *':'1

[ S e . )

Figura 3.19:

2. Digite (a,f(a)) na caiza de entrada, pressione enter e clique em Criar Controles
Deslizantes.

=2 2 ; X
a Criar Conante[s} para: a

| Criar Controles Deslizantes || | Cancelar

Entrada: {a,f(a)) -f——

Figura 3.20:

3. Digite (1/a,f(1/a)) na caiza de entrada e pressione enter. Digite f(a)+1f(1/a)
na caira de entrada e pressione enter.
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Entrada: {1/a,f{1/a)) —-— Entrada: |f{a)+f{1/a) -———

Figura 3.21:

4. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante, selecione Pro-
priedades e faca as modificacoes conforme a figura 3.23

#  Posicdo Absoluta na Tela

Renomear

_‘,n’ Apagar /

.2 Propriedades ...

Figura 3.22:

Basica| Controle Deslizante | Gor | Pasigio | Avancado | Programagi

Intervalo

min: |0.01 max: | 1000 Incremento: | 0.01

Controle Deslizante

* | Largura: |200 px

V] Fixo  [] Aleatdrio (F9) |

Animacio /

Velocidade: 0.4 Repetir. = Crescente i

Figura 3.23:

O arquivo final esta representado na figura 3.24.

Funcio -. A C~
x2+1
~@ f(x) = &
i 2 a=1
umero
. a=1 f T - 1.@ T ]
b=4 --f—— i
Ponto
- A=(1,2)
- B={1,2) 5
5-
4-
:3-
B
2-

Figura 3.24: Arquivo final
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5. Para animar o arquivo, clique com o botao direito do mouse sobre o controle
deslizante e selecione Animar.

‘ Niimero a
8 ‘2| Exibir Objeto
E A4 Exibir Rétulo
Animar

Figura 3.25:

3.1.7 Resolucao e anilise da atividade 2

Nesse arquivo o parametro a esta relacionado ao valor das abscissas dos pontos

1
A e B e o parametro b representa a soma f(a)+ f{ — |.
a

A figura 3.26 representa uma pausa quando a = 3. Podemos observar que
as abscissas sao x4 = 3 e xg = 0,33, ao passo que as ordenadas sao y4 = 3,33
e yp = 3,33. Percebemos que as ordenadas y4 e yp sao iguais e que a soma b =

F(3)+ f(%) = 6,67.

Funcio
241
o fx) = 2T
x
Nimero

@ a=3 &
i b=6.67
Ponto ‘J/

@ A=(3,333)
-@ B=(0.33,3.33)

Figura 3.26:

Na figura 3.27 observamos que quando a = 2, as abscissas sao x4 =2exp = 0,5
e as ordenadas sdo y4 = yp = 2,5 (novamente sdo iguais). E a soma b = f(2) +

oRe

29



Funcio
2
Ry ]
x
Mimera
8 asy =
h=5 -
Ponto
@ A=(2,25) -
- B=(0.5,25

Figura 3.27:

Durante a animacao o professor e aluno notarad que para qualquer valor do
parametro a, as ordenadas y4 e yp sempre sao iguais. Isso também pode ser observado
na Janela de Visualiza¢ao através do grafico, pois a medida que as abscissas dos pontos
Ae B variam, com x4 # xpg, as ordenadas dos mesmos permanecem a mesma e sempre
se encontram a mesma altura.

Na figura 3.28 podemos observar que a funcao f possui um ponto de minimo,
a saber (1,2), e isto ocorre quando as abscissas sdo x4 = xp = 1. Assim podemos
concluir que o conjunto imagem dessa fungio é {y € R;2 <y < co}.

Fungo CI:] -
2
@ fx) =21 ]
x

MNimero

@ a=1
=/
nto
2)
2)

(1,
(1,

\ :

m >

Figura 3.28:

Na figura abaixo, devido a limitagao do GeoGebra observamos xp = 0, mas esse
valor 0 (zero) ndo pertence ao dominio de f. Nesse momento ¢ importante fazer uso
de uma calculadora para calcular o valor aproximado da abscissa quando a = 1000.
Na verdade seria interessante aproveitar a oportunidade e tecer um breve comentario
sobre limites. Para que o aluno se convenga de que a abscissa xp nunca sera 0 (zero),
use a calculadora para verificar outros valores do parametro a, tais como a = 5000,
a = 9000, etc.

60



- Funcio
L8 f(x) =

= Numero
b=2000

x*+1
x

- Ponto
@ A=(1000, 1000)
@ B=(0, 1000}

Figura 3.29:

3.1.8 Exercicios propostos

[11] Na tabela é dado o pre¢o pago em funcao da quantidade de carne adquirida

em um acougue:

Quantidade (em kg) | Prego (R$)
0,5 7
1,0 14,00
15 21,00
2.0 23,00
3.5 19,00

a) Quanto pagara um cliente que comprar 4,5 quilos de carne?

b) Dispondo-se de R$ 350,00, qual é a quantidade maxima de carne que pode

ser adquirida?

¢) Qual é a lei que relaciona o preco (y), em reais, em fungao da quantidade (z),

em quilogramas, comprada?

|11] Determine o dominio das seguintes fun¢oes:

a)
b)
)
)
)

f(z) =a* -3z +2
(z) = x+3
(

T+ 2
(x) = \/m
(z) = r+1

o

o
e T S

w

€r —
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3. Seja f: R — R a fungao dada por f(z) = —8z* + 2 + 1522 — 5x + 3. Para esta
funcao utilize o GeoGebra e determine:

a) o conjunto imagem;
b) os intervalos de crescimento (decrescimento);

¢) o ponto de maximo ou ponto de minimo.

4. (FAAP) Durante um programa nacional para vacinar a populagdo contra um

certo tipo de gripe, as autoridades descobrem que o custo para vacinar % da
150z

populagao é dado aproximadamente C'(x) = 200 — 2 milhoes de reais.
—x

a)

b)

¢) Qual o custo para vacinar 50% da populagao?

Qual o dominio da fungao C?

Para que valores de z a fun¢ao C(x) tem significado neste contexto?

d) Qual foi o custo para que os 50% restantes da populagao fossem vacinados?

e) Qual a porcentagem vacinada da populagao, quando foram gastos 37,5 milhoes
de reais?

f) Faca o grafico da funcao, especificando sua parte relevante, tendo em vista a
situacao pratica do problema em questao.

5. (PUC-RS) Numa camara onde se desenvolve um processo quimico, um termome-
tro marca a temperatura T’ no decorrer da experiéncia. Sendo t o tempo passado
apos o inicio, que se deu as 12 horas, tem-se T'(t) = 2t3 —12t> + 18t + 10, relagao
véalida no intervalo de tempo 0 < ¢t < 4, onde T estda em graus Celsius, e ¢ em
horas.

Figura 3.30:

Determine:
a) a maxima temperatura atingida e a hora em que isso ocorreu;

b) a minima temperatura atingida e a hora em que isso ocorreu;
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¢) os (maiores) subintervalos de [0, 4] onde a funcao é crescente e onde a funcao
é decrescente;

d) a temperatura as 14 horas;

e) o namero de vezes que a temperatura atingiu 16° e aproximadamente a hora
que isso ocorreu pela primeira vez;

3.1.9 Respostas dos exercicios propostos

1.

2.

a) R$ 63,00 b) 25kg c) f(z) = 14z

a) {reR;—co<x <400} b){reRz#-2} c¢){reRz>6}
d) {z e Rjx > -2} e) {r e Rz > 3}

a) {y € R;—oco <y < 14}

b) crescente: {z € R;—oco <z < —1} e {z € R;—0,18 < x < 0,92}
decrescente: {xr e R;—1 <2 < 0,18} e {xr € R;0,92 < z < 00}

¢) Ponto de maximo: M = (—1,14)

a) {r € R;xz # 200} b) {z € R;0 < 2 < 100} ¢) R$ 50 milhoes
d) R$ 40 milhoes e) 40%

a) 18°C as 13:00 e as 16:00 b) 10°C as 12:00 e as 15:00
¢) crescente: {t € R;12 <t <13} e {t € R;15 <t < 16}
decrescente: {t € R;13 <t < 15} d) 14°C e)3 vezes, = 12:27
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Capitulo 4

Funcao afim

4.1 Funcao afim

Chama-se funcao polinomial do 1° grau, ou func¢ao afim, qualquer funcao f :
R — R dada por uma lei da forma f(x) = ax + b, em que a e b sdo numeros reais
dados e a # 0.

Na lei f(x) = ax + b, 0o nimero a é chamado coeficiente linear de = e o nimero
b é chamado termo constante ou independente.

Um caso particular da funcao afim é aquele em que b = 0. Nesse caso, temos
a funcao afim f : R — R dada pela lei f(x) = ax com a real e a # 0, que recebe a
denominacao especial de funcao linear.

Exemplos:

r)=br+T7,emquea=5eb="7

r)=3r—3,emquea=3eb=—-3

f(z)
f(x)
e f(x)=—6x+4, emquea=—-6eb=4
f(z) =

x br,emquea=5eb=0

f(x) =z, em que a =1 e b =0, neste caso a funcdo f recebe o nome de fung¢ao
identidade

4.1.1 Grafico da funcao afim

O grafico da fungao afim, dada por, f(z) = ax+b, com a # 0, é uma reta obliqua
aos eixos Ox e Oy, isto é, é uma reta nao paralela a nenhum dos eixos coordenados.

Da geometria plana sabemos que dois pontos distintos determinam uma tnica
reta, portanto para construirmos o grafico de uma funcao afim basta conhecermos
dois de seus pontos. Em contra partida para determinarmos a formula de uma funcao
afim basta conhecermos dois pontos distintos que pertencam a sua reta.
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4.1.2 Taxa de variagao

Na fung¢ao afim f(x) = ax + b, o coeficiente a é a taza de varia¢do da funcio.
Se a > 0, a taxa de variacao de f é positiva e f é crescente, mas se a < 0, a taxa de
variacao de f é negativa e f é decrescente.

Conhecendo dois pontos distintos, A = (x4,y4) € B = (zp,yp) da funcdo, a
taxa de variacao' pode ser calculada mediante a formula:

Ay
a = ——
Az
YB — YA
a = ———
rB —TA

4.1.3 Para o professor

Nesta secao vamos criar um arquivo no GeoGebra para verificarmos por meio de
uma animacgao como se comporta o grafico de uma funcao afim conforme a variacao
dos parametros a e b.

1. Digite ax+b na caixa de entrada, pressione enter. Em seguida clique em Criar
Controles Deslizantes.

Entrada; ax+b —e——

| N
Criar Controles Deslizantes Lﬂh]

a=_ z \iar Controle(s) Deslizante(s) para: a, b

£ Criar Controles Deslizantes [ Cancelar

Figura 4.1:

2. Para animar o arquivo clique com o botao direito do mouse sobre cada um dos
controles deslizantes e selecione Animar.

- | =

Nimero a Nimero b

Exibir Objeto ‘- | Exibir Objeto
A ExibirRéV An | Exibir Rétulo
¥ Animar Animar /
v | Fixar Objeto v Fixar Objeto
€ Posicio Absoluta na Tela & Posicdo Absoluta na Tela
%] Renomear %] Renomear
/7 Apagar /7 Apagar
.2 Propriedades ... .+ Propriedades ...

Figura 4.2:

'Em geometria analitica a taxa de variacio é chamada de coeficiente angular da reta.
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O arquivo criado esté representado na figura 4.3.

Janela de Algebra [€] | v Janela de Visualizagio
Funcio D:] v
-@ fix) =1x+1
Nimero
a=1
@ a=1
® b=1
a4

Figura 4.3: Arquivo final

O parametro a representa a taxa de variagao e o parametro b representa o termo
mdependente.

Fixando o parametro b e animando o parametro a, podemos notar que quando
a é negativo (a < 0) a fun¢do f é decrescente e quando a é positivo (a > 0), a
funcao é crescente. Além disso, podemos observar que a inclinacao da reta depende
exclusivamente do coeficiente a. (Figuras 4.4 e 4.5).

Funcio [:I:] fi Cv

® f(x) = —0.5x + 4€——
Nimero

4]

Figura 4.4:
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Funcio B~ ~ |

® f(ix) =3x+4 -
Nimero

® a=3
=4 —_— e

Figura 4.5:

Com a visualizacao representada na figura 4.6 o professor e aluno compreendera
e entendera com maior facilidade o motivo da restricao a # 0. Como a = 0 nao existe
taza de variagdo , portanto f é uma fungao constante, f(x) = c. Neste caso particular
temos ¢ = 4.

Funcio W~~~ (4]
® f(x) = 0x+4< ®
MNimero 2
® a=0 2=t i
® b-4 .
b=4 .
=
5 /
- -
3
1
o
=5 & 3 =2 =1 o 1 2
Figura 4.6:

As trés proximas figuras 4.7, 4.8 e 4.9 representam a pausas da animag¢do com o
parametro a esta fixo e o parametro b variando. Nesta situacao percebemos mudanca
no ponto de intersegdo entre a reta e o eixo y, mas a inclinagio (taxa de variagao) da
reta permanece a mesma, ou seja, as retas sao paralelas entre si.
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® f(x) = 3x+15

Nimere —~ Lch =
® a=3
& t-1s E.:.:.:@.:

Figura 4.7:
® i(x) = 3x — =
Nimere i 2
@ a=3
® b=0 moz
b=0 =
.
5 3 3 2 a o 1 2
Figura 4.8:
® f(x) = 3x—3.6 —
Nimere \ \ acd
® a=3 2
® b=.36 mﬂzﬂ,:
b=-386
e = !
1]
5 iy 3 2 1 0 1 2
2
-3
i
-
Figura 4.9:

4.1.4 Atividade 1

Nesta atividade vamos modelar uma fun¢ao afim usando a taza de variacao e
o termo independente, que podem ser facilmente identificados no enunciado da ati-
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vidade. Para criar o arquivo vamos alterar as escalas dos eixos e usar comandos na
caixa de entrada para modelar a fung¢ao na Janela de Algebra e plotar seu grafico na
Janela de Visualizacao.

[11] Um seguranca trabalha em uma empresa e recebe um saldrio mensal de
R$ 600,00. Para aumentar sua renda, ele costuma fazer "extras"em uma casa
noturna, onde recebe R$ 80,00 por noite de trabalho.

Expresse o salario mensal total (y) do seguranca em fun¢do do niimero de noites
() trabalhadas na casa noturna.

Construa o grafico da funcao encontrada no item a.

Qual serd sua renda mensal em um més que ele trabalhar trés noites na casa
noturna?

Em janeiro de 2016 Paulo deseja comprar uma TV no valor de R$ 1080, 00 e
pretende paga-la em parcela dnica com a renda do més. QQuantas noites ele
devera trabalhar na casa noturna para adquirir essa TV?

Criando o arquivo:

Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos, selecione Janela de
Visualizacao.

Exibir Todos os Objetos

Visualizacio Padrao Ctrl+N

¢ Janela de Visualizacao ...

Figura 4.10:

2. Na janela de Preferéncias faca as modificagoes conforme as figuras 4.11 e 4.12.

e — . Ba’sicc. EixoX | EixoY | Malha)
Basico | Eixox | EixoY | Malnal |

ensdes |¥] Exibir EixoX
Min: -1.9718 Max:| 43.93213 e =
Sk il | Exibir Numeros
y Min: -85.17809 ¥y Max|1240.28336

Eixox:EV / | Dire¢do Posnli\m‘/enjs/
1 120 [ ol @

Figura 4.11:

| pasico | Eixox| EixoY | Malhal

| Exibir ExoY

| Exibir Nﬁy

/| Direcdo Posiﬁua;\py/

[¥] Distancia: 60 -

Figura 4.12:
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3. Na caixa de entrada digite, [funcao, 600+80x,0,30] e pressione enter.

Entrada: Fungao[600+80x, 0, 30]

Figura 4.13:

4. Na caixa de entrada digite (a,f(a)) e pressione enter. Em seguida clique em
Criar Controles Deslizantes.

Entrada: |{a,f{a)) --——

Figura 4.14:

a=_2 Criar Contpele(s) Deslizante(s) para: a

 Criar Controles Deslizantes | Cancelar

Figura 4.15:

5. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante, selecione Pro-
priedades e faca as modificacoes conforme figura 4.16.

& Habilitar Rastro | Basico| Contrale Deslizante | CorE Posicio i Avancado | Programag

el Intervalo

o] Renomear / / /
! Apagar / min: |0 max: |30 Incremento: |1

. Propriedades ...

Controle Deslizante

[¥|Fixo || Aleatério (F9) |Horizontal | Largura: | 200 px

Animacio

Velocidade: 0.5 Repetir:

Figura 4.16:

6. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione
Animar.

Exibir Rotulo

Animar

Fixar Objeto

Posicdo Absoluta na Tela

Gl a2

Figura 4.17:
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O arquivo final gerado esta representado na figura 4.18.

® f(x) = 600+ 80 x

Numero

1080 1
® a=20 1020,
Ponto G604
® A= (20, 2200) 200 4

240 1
TBO 4
720
280 4
&00
540
480 1
420 1
360
300
240 4
180
120 9

B0

Figura 4.18: Arquivo final

4.1.5 Resolucao e analise da atividade 1

Antes de comecar a resolucao é interessante, juntamente com os alunos, observar
que o dominio dessa funcao foi definido de acordo com o enunciado da atividade, ou
seja, entre 0 e 30 dias. Vale lembrar também que esta é uma funcao f : Z — Z., pois
o dominio e a imagem sao conjuntos de ntimeros inteiros.

Como o enunciado da atividade ja nos deu a taxa de variacao e o termo indepen-
dente, a fungao que calcula o salario mensal do seguranca é dada por f(x) = 600+80z.
No passo 3, quando digitamos [funcdo, 600+80x,0,30] e pressionamos enter, esta
funcao e seu grafico foram gerados na Janela de Algebra e na Janela de Visualizacio,
veja figura 4.18. Assim, tanto o item a quanto o item b podem ser respondidos.

Os itens ¢ e d serao resolvidos com as pausas da animacao representada nas
figuras 4.19 e 4.20.
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Funcdo
® f(x) = 600+80x (0<x<30)
Nimera
~@ a=3
Panto
- @ A=(3,840)

\

Figura 4.19:

Na figura 4.19, o aluno podera observar na Janela de Algebra que as coordenadas
do ponto A sao (3, 840). O valor da abscissa = = 3, deixa claro que quando o seguranca
trabalha trés noites seu salario ¢ R$ 840,00. Esse mesmo valor pode ser observado
também na Janela de Visualizacao por intermédio do grafico da funcao.

De modo anélogo, na figura 4.20, o aluno pode observar que para conseguir
comprar a TV no valor de R$ 1080, 00, o seguranca devera trabalhar pelo menos seis

(6) noites na casa noturna.

- Fungio

@ f(x) = 600+80x (0<x<30)
Nimero

i@ a=6
Ponto

@ A=(6,1080)

\

180
120
80

Figura 4.20:

Nesta atividade o professor pode, juntamente com os alunos, analisar e explicitar
o conjunto imagem dessa funcao, a saber, {y € N;600 < y < 3000}.

4.1.6 Atividade 2

Nesta atividade vamos alterar a escala dos eixos para que a malha da janela de
Visualizagao se adeque ao exercicio, vamos construir duas retas distintas que passe
por pontos convenientes. A partir das equacoes dessas retas, vamos criar as funcoes
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que permitam solucionar o problema. Para as fun¢oes criadas vamos definir intervalos
e marcar um ponto sobre cada uma delas. Nesta atividade também vamos relembrar
um contetudo que é abordado no ensino fundamental, a resolucao de um sistema linear
com duas equacoes e duas incognitas.

2.

Basico :_Eixox;__Eixo‘r'__:_r-dalha__

Sejam A e B duas caizas d’dgua, ambas com capacidade para 8.000 litros. A
primeira estd com sua capacidade total e precisa ser esvaziada para limpeza,
e para isso, a 1:00 hora de uma segunda-feira um ralo de vazao constante é
aberto para realizar o servico, e as 6:00 horas um funciondrio verifica que a
quantidade de dgua na caixa € 6000 litros. A sequnda caixa estd inicialmente
com 400 litros de dgua e na mesma sequnda-feira as 2:00 horas uma torneira
de vazao constante é aberta para terminar de enché-la, de modo que as 6:00
verificou-se que o volume de dgua nesta caixa era 2000 litros. De posse dessas
imformacgoes, faca o que se pede:

modele uma fungdo que expresse o volume de dgua (V4) que ha na caixa A com
o passar do tempo.

modele uma fungao que expresse o volume de agua (V) que ha na caixa B com
o passar do tempo.

Determine a hora em que o volume de dgua nas caixas A e B serao iguais.
Determine a hora em que a caixa A ficard totalmente vazia.

Determine a hora em que a caixa B ficara totalmente cheia.

Criando o arquivo:

Clique com o botao direito do mouse sobre a zona grafica, selecione Janela de
Visualizacao, figura 4.21.

EixoX : EixoY L4

Exibir Todos os Objetos

Visualizacdo Padrio Ctrl+M

1.# Janela de Visualizacdo ...
Figura 4.21:

Faca as modificacoes conforme a figura 4.22 e 4.23

Bésico| Ex0X | EixoY | Malnal

Dimensfes V| Exibir EixoX

% Min: | -4.3 xMax | 18.7 i
/| Exibir Mumeraos

y Min: | -4.86 ¥ Max: | 6.3

\Eﬁm(: Eixo¥ / || Direcio Positiva Apenas

1 1400 | o

Figura 4.22:
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Bésico | Eixox| EoY | Malhal

[¥] Exibir EixoY

[¥] Direcdo Positiva Apenas

[¥] Distancia: 400

Figura 4.23:

3. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta Ponto e na Janela de Visuali-
zag¢do, figura 4.24 lado direito, clique sobre as coordenadas (1,8000); (2,6000);
(2,400) e (6,2000).

%)

L]
’—’—I‘J
=

Al

S

b Jang

A
° Ponto

.A\ Ponto em Objeto

Ponto

& A=(1,8000)
@ B=(6,6000)
® C=(2,400)
@& D=(6,2000)

Figura 4.24:

s v v
8800
8400 {

A
80001 - @
7800
7200
8500 1
3400 1
G000 4
5800
5200 1
4300 {
4400 4

<000
3800
3200
2200 4

2400

1600 §
1200 §

w
*
13
>
~
@

g 10 1

Neste momento é essencial lembrar que os pontos A e B, estao relacionados ao
volume da caixa A e os pontos C e D relacionados ao volume da caixa B.

Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta Reta, clique sobre os pontos

A e B e pressione esc. Selecione a ferramenta Reta novamente, clique sobre os
7
pontos C e D e pressione esc.
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v — =l » ® A={1,8000)
. [N
ARPofo]< § Fame
i ® D=(6,2000)
o Rela Reta
B a:400x +y = 8400
./' Segmento ® b:-400x +y=-400

Figura 4.25:

Note que as equacoes das retas sdo mostradas na Janela de Algebra, figura 4.25
lado direito. Entao para modelarmos as fungoes procuradas, basta isolarmos o
valor de y em cada uma delas. Assim,

400z +y = 8400
y = 8400 — 400z

y = —400z 4 8400

Va=y = —400x + 8400
—400x +y = —400

y = —400+ 400x

y = 400x — 400
Ve=y = 400x — 400

Agora vamos criar outro arquivo usando diretamente as funcoes V4 e Vp.

5. Digite -400x-+8400 na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, digite
400x-400 na caiza de entrada e pressione enter.

Entrada:|400x+8400 ~€—— Entrada:| 400x-400~€——

Figura 4.26:
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6. Para renomear as fungoes f(x) e g(x) para V4 e Vg, clique com o botao direito
do mouse sobre cada uma das retas e selecione Propriedades.

& Habilitar Rastro

Renomear
4. Apagar /

.2 Propriedades ...

Figura 4.27:

7. Faca as modificagoes conforme a figura 4.28.

Bésico | Cor | Estilo | Algebra | Avancado | Programago| Bésico | Cor | Estilo | Algebra | Avangada | Programagao
Nome: [V A —<ef—— Nome: |V _B st—
Valor: -400x + 3400 Valor: 400x - 400

Figura 4.28:

O arquivo criado até aqui esta representado na figura 4.29.

- Janela de Algebra (] | = Janela de Visualizagio

Funcio ‘,_,-"'" C:v

..... @ Va(x)"= —400x + 8400 P
..... ® Va(x) = 400 x — 400 10000 4

\ 0800
W hg200

a0 4

8400
8000
7600
7200
8300
5400
5000
5600
5200
4300
4400
4000
3800
3200
2800

Figura 4.29:

8. Para obter um ponto que pertenca a V4, digite o texto que aparece na figura
4.30, lado esquerdo, e pressione enter. Em seguida, clique em Criar Controles
Deslizantes.
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Entrada:|(a,V_A(a)) -—— 8=2 Criar Controle(s) Deglizatite(s) para: a

| Criar Controles Deslizantes | I Cancelar

Figura 4.30:

9. Para obter um ponto que pertenca a Vg, digite o texto que aparece na figura
4.31, lado esquerdo, e pressione enter. Em seguida, clique em Criar Controles

Deslizantes.
S (\ Bla)) if_z Criar Controle(s) Degli e(s) para: a
| Criar Controles Deslizantes | I Cancelal
Figura 4.31:

10. Para definir um dominio para estas funcoes, clique com o botao direito do mouse
sobre o controle deslizante, selecione Propriedades e faca as alteragoes conforme
a figura 4.33.

3 #  Posico Absoluta na Tela
a=
— +———*@————*———~5- Renomear
/. Apagar /
a4 b | Proon
¢ Propriedades
q
Figura 4.32:

| Basico| Controle Deslizante | Corl Posicio | ﬁwangadol Programagﬁoi

Intervalo

Ve

min: |1 max: |21 Incremento: |0.05

Controle Deslizante

[¥#] Fixo [ Aleatdrio (F9) Largura: 200 px

Animacio

Velocidade: 0.2 Repetir: i== Crescente 'i

Figura 4.33:

11. Para animar o arquivo, clique com o botao direito do mouse sobre o controle
deslizante e selecione Animar.
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Niimero a

2 Exibir Objeto
A’ Exibir Rotulo
.Animar"‘"/

¥ Fixar Objeto

Figura 4.34:

4.1.7 Resolucao e analise da atividade 2

Os itens a) e b) podem ser respondidos retornando aos passos 6, 7 e 8. Quando
o GeoGebra gerou as equagoes das duas retas, isolamos o valor de y em cada uma
e o que obtemos foram as funcoes V4 e V. Lembrando que, para determinarmos a
formula de uma funcao afim basta conhecermos dois de seus pontos.

Na Janela de Algebra e na Janela de Visualizacdo, figura 4.35, o aluno vera
que exatamente as 11 horas o volume de agua nas caixas A e B coincidem, com esta
observacao o item ¢ pode ser respondido.

Janela de .i\lgebra [ | * Janela de Visualizagio
Fungio EI:] r v
----- @ Vup(x) = —400x 4 8400
----- @ Vg(x) = 400 x — 400 10000 + a0
= 9500
..... 2”:211 VBB '@' N
Panto 8580 1
..... . A=“1:4UUU] 8400
..... . B=“1:4UUU] 8000
7600
7200 -
6500 -
6400
6000 -
5600 -
5200 -
4800
4400
4000 P .
3600 -
3200 A
2800 -
2400
2000 -
1600 4
1200 4
200
400
D9/'1 2345678 010111213 1415 16 17 18 18 20 2\2'\2 23

Figura 4.35:

Neste momento é bom lembrar que o ponto, (11,4000), é solu¢do do sistema
linear

400z + y = 8400
—400z + y = —400
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Outra maneira de resolver o item c¢ é selecionar a ferramenta Intersecao de Dois
Objetos na barra de ferramentas e clicar sobre uma das retas. Automaticamente o
GeoGebra ird marcar o ponto C' = (11,4000), figura 4.37, que é o ponto de interse¢ao
entre as retas das funcoes V4 e V3.

. ,. e
J oW ||l ,.HH >l
: -A anto

R :
o % Ponto em Objeto

{/ Vincular / Desvincular Ponto

n l""‘/
'I >( Intersecio de Dois Objetos

Figura 4.36:

ncao B~ »~ v
Va(x) = —400x + 8400
Ve(x) = 400 x — 400
mero

a=46

nto

A= (4.6, 6560)

B = (4.6, 1440)

C=(11, 4000)

™

Figura 4.37:

Observando a figura 4.38 o aluno notara que o dominio da fungao V4 é {z € R;1 < = < 21},
pois & 1 hora ha 8000 litros de agua e as 21 horas a caixa ja esta totalmente vazia,
(0 litros). Analogamente observara que o dominio de Vp é {x € R;2 < 2 < 21}, pois

as 2 horas ha 400 litros de agua e as 21 horas a caixa estd com 8000 litros, que ¢ sua
capacidade maxima.
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Janela de Algebra [ | * Janela de Visualizagio

Fungio B~ s~ |D

@ Va(x) = —400x+ 840D — 7
® Vg(x) = 400 x — 400 10000 a=2
MNimero D

@ a=2 / Vigz00 @
FPonto 6580

- A={21,0) 8400
- @ B={(21, 8000) 8000 4

7600 1
7200 A
G200 4
G400 4
G000 4

5600 4
5200 4
4300
4400 4
4000
3600 4
3200
2800 4
2400 4
2000 4
1600 4
1200 4

800

400 4

o 3
}/‘1 23 4586878 210N 1213141513171819202‘%2{23

Figura 4.38:

Assim, as 21 horas a caixa A estard vazia e a caixa B estard cheia. A analise
da figura 4.38, além de responder aos itens d e e, também justifica a escolha na
configuragao do intervalo para o controle deslizante no passo 14, figura 4.33.

O conjunto imagem das fungoes V4 e Vg, sdo respectivamente, {y € R; 0 < y < 8000}
e {y € R;400 <y < 8000}, nesse momento seria interessante fazer uma anéalise sobre o
comportamento desses conjuntos. Vale lembrar também que a funcao V4 é decrescente
e a funcao Vg é decrescente.

4.1.8 Exercicios propostos

1. Determine o valor da fungao afim f(z) = —3x + 4 para:
a) x = 1; b) z = 3; ¢) x = 0; d)r=k+1

2. [6] Verifique quais fungoes sao afins. Nelas, encontre a e b, para f(r) = ax + b.
a) f(x) =3(x+1)+4(x—1)
b) f(z) = (z = 3)* — x(x - 5)

) f(z) = (z=3) =5z —1)

) fz) = (z+2)* + (x+2)(z — 2)

o

(o

3. [6] Na produgao de pecas, uma industria tem um custo fixo de R$ 8,00 mais
um custo variavel de R$ 0,50 por unidade produzida. Sendo z o namero de
unidades produzidas:

a) escreva a lei da funcao que fornece o custo total de x pecas;

b) calcule o custo de 100 pegas;
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¢) o nimero de pegas produzidas quando o custo atingir o valor de R$ 114, 50

[11] A um més de competigio , um atleta de 75 kg é submetido a um treinamento
especifico para aumento de massa muscular , em que se anunciam ganhos de 180
gramas por dia. Suponha que isso realmente ocorra.

a) Encontre a lei que relaciona o "peso"do atleta (p) em fungao do nimero de
dias de treinamento. (n) Esboce o grafico dessa funcao.

b) Determine "peso"do atleta apos uma semana de treinamento.

¢) Seré possivel que o atleta atinja ao menos 80 kg em um més de treinamento?

[6] Uma pessoa vai escolher um plano de satde entre duas opgoes: A e B.

e O plano A cobra R$ 100,00 de inscricao e R$ 50,00 por consulta num
certo periodo.

e O plano B cobra R$ 180, 00 de inscricao e R$ 40, 00 por consulta no mesmo
periodo.

O gasto total de cada plano é dado em funcao do ntimero de x consultas. De-
termine:

a) a equagao da fungao correspondente a cada plano.
b) construa o grafico das fun¢oes correspondentes.

¢) em que condigbes é possivel afirmar que:

e 0 plano A é mais econdmico;
e 0 plano B é mais econdémico;

e 0s dois planos sao equivalentes.

[11] Um vendedor recebe um salério fixo e mais uma parte variavel, correspon-
dente & comissao sobre o total vendido em um més. O grafico seguinte informa
algumas possibilidades de salarios em funcao das vendas.

salang | ¥
[R%)

250"

L b
5000 BOOO vandas
mensais (FE)

Figura 4.39:
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a)Encontre a lei da func¢do cujo gréafico é essa reta.
b) Qual é a parte fixa do salario?

¢) Em um més o salario desse vendedor foi R$ 850,00, qual foi a venda desse
més?

d) Alguém da loja disse ao vendedor que, se ele conseguisse dobrar as vendas,
seu salario também dobraria. Isso é verdade?

[11] Uma caixa de agua, de volume 2, 1m3, inicialmente vazia, comega a receber
agua de uma fonte & razdo de 15 litros por minuto. Lembre que 1m? equivale a
1000 litros.

a) Quantos litros de d4gua havera na caixa apds meia hora?

b) Apoés ¢t minutos de funcionamento da fonte, qual sera o volume (V') de agua
na caixa, em litros?

¢) Em quanto tempo a caixa estara cheia?

[6] O proprietario de uma fabrica de chinelos verificou que,quando se produzia
600 pares de chinelos por més, o custo total da empresa era de R$ 14000, 00, e
quando se produzia 900 pares o custo mensal era de R$ 15800, 00. O grafico que
representa a relacao entre o custo mensal (C') e o niumero de chinelos produzidos
por més (x) é formado por pontos de uma reta.

a) Obtenha C' em funcao de =.

b) Se a capacidade maxima de produgao da empresa for é 1.200 chinelos/més,
qual o custo maximo mensal ?

[11] Durante um dia de verdo, constatou-se que o fluxo de turistas que passavam
por hora pela entrada de um parque aquatico era constante. A entrada no parque
poderia ser feita das 9 até as 16 horas. Até as 11 horas ja haviam entrado no
parque 360 pessoas.

Figura 4.40:
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10.

a) Determine a lei que relaciona o total de turista (y) em fungdo do tempo (z)
em horas.

b) Determine quantos turistas entraram no parque até as 14 horas.

c¢) Determine o total de turistas que o parque recebeu naquele dia.

|6] Devido ao desgaste, o valor (V') de uma mercadoria decresce com o tempo

(t). Por isso, a desvalorizagdo que o preco dessa mercadoria sofre em razao
do tempo de uso é chamada depreciagdo. A funcao depreciacao pode ser uma
funcao afim, como neste caso: o valor de uma maquina é hoje de R$ 1.000, 00,
e estima-se que daqui a 5 anos serd R$ 250, 00.

a) Qual serd o valor dessa maquina em ¢ anos?
b) Qual sera o valor dessa méaquina apos um periodo de 6 anos?

c¢) Qual sera sua depreciacao total nesse periodo de 6 anos?

4.1.9 Respostas dos exercicios propostos

1.

2.

3.

10.

a)l b) 3 c) 4 d) -3k +1

a) f(x) =T —1 b) f(x)=—-x+9 c) flz) = -4z +2
a) f(z)=0,50x + 81 b) R$ 58,00 ¢) 213 pecas
a) p(n) =0,18n + 75 b) 76,26 kg ¢) Sim, 80,40 kg

a) Plano A: f(z) = 50z 4+ 100 e Plano B: g(x) = 40z + 180

c) Até 7 consultas o plano A é mais econdmico; 9 consultas ou mais o plano B
¢ mais econdémico e 8 consultas os planos sao equivalentes.

)
)
)
)
)
)

a) f(z) =0,05z+300  b)R$300,00  ¢)R$ 11000,00  d) Falso.

a) 450 litros b) V(t) = 15t ¢) 140 minutos

= 180z — 1620 b) R$ 900,00 c) R$ 1260,00

)
)
a) C(x) = 10400+ 6z b) R$ 17600,00
a) y
a)

V(t) = —150t + 1000  b) R$ 100,00 <) R$ 900,00.
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Capitulo 5

Funcao quadratica

5.1 Funcao quadratica

Chama-se funcao polinomial do 2° grau, ou fun¢ao quadrdtica, qualquer
funcao f : R — R dada por uma lei da forma f(z) = az® + bz + ¢, em que a, b
e ¢ sao nimeros reais dados e a # 0.

Na lei f(z) = az? + bx + ¢, os ntimeros a e b sio chamados coeficientes de 2% e
x, respectivamente, e ¢ é chamado termo constante ou independente.

Exemplos:

o f(x)=52*—Tr+8 sendoa=5b=—-Tec=38
o f()=2>~Tr+1,sendoa=1,b=—-Tec=1
o f(x) =229z, sendoa=2,b=-9ec=0

o f(z)=-32"+9,sendoa=-3,b=0ec=9

5.1.1 Raizes de uma equagao do 2°grau

Chama-se raizes ou zeros da fungdo do 2° grau, dada por f(z) = ax?® + bx +c,
a # 0, os nimeros reais x tais que f(x) =0

Em outras palavras, as raizes da fun¢ao y = az? + bz + ¢ sdo as solugoes (se
existirem) da equagio de 2° grau az® + bz + ¢ = 0. As raizes ' dessa equagio podem
ser obtidas por intermédio da formula de Bhaskara.

x_—bi\/z

o onde A =1b*—4ac (5.1)

1Se A < 0, a funcdo quadratica ndo possui raizes reais
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5.1.2 Grafico de uma funcao do 2° grau

O grafico de uma fun¢io quadratica é uma 2pardbola. Se o coeficiente a é positivo
(a > 0) a concavidade da curva é voltada para cima e a parabola possui um ponto de
minimo, se o coeficiente a é negativo (a < 0), a concavidade da curva é voltada para
baixo e a parabola possui um ponto de méximo. A figura 5.1 mostra o formato que a

curva de uma funcao do 2° grau pode assumir.

b A
O ponto de méximo (minimo) possui coordenadas V' = <— %0’ —4—) , chamado
a a
vértice da pardbola.

Figura 5.1:

Para esbocarmos o grafico de uma fungao do 2° grau sem auxilio de um software,
precisamos conhecer pelo menos os trés itens abaixo:

e f(0) (intersecao da parabola com o eixo y).
e as raizes (intersegio da parabola com o eixo z).

e determinar o vértice da parabola.

5.1.3 Crescimento, decrescimento e imagem da fungao do 2°
grau

Se a < 0, a fungao é crescente no intervalo {x € R; —oco < & < zy } e decrescente
no intervalo {x € R;zy < z < +00}. Se a > 0, a funcao ¢ decrescente no intervalo
{z € R;—00 <z < zy} e crescente no intervalo {z € R;xy <z < o0}

A imagem da fungao quadrética é o conjunto {y € R; —co < y < yy} quando
a<0ou{yeRyy <y < oo} quando a > 0.

2Isto é provado no livro: Fundamentos de Matemética Elementar 7, Geometria Analitica.
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5.1.4 Para o professor

Vamos criar um arquivo no GeoGebra para verificarmos por meio de uma ani-
macao o comportamento do grafico de uma funcao quadratica conforme a variacao

dos parametros a, b e c.

1. Na caiza de entrada, digite o texto que aparece na figura 5.2 e pressione texti-
tenter. Em seguida, clique em Criar Controles Deslizantes.

Entrada; a*x*2+bhx+c ———

Criar Controles Deslizantes

==

af 2 Criar ContWMante[s} para:a, b, c

 Criar Controles Deslizantes | l Cancelar

Figura 5.2:

2. Para animar o arquivo, clique com o botao direito do mouse sobre cada um dos

Controles Deslizantes e selecione Animar.

Niimero a Himero b
Exibir Objeto ‘> | Exibir Objeto
#o Exibir Rétulo L Exibir Rotulo
Animar —E————— Animar —e——
Fizar Objeto v | Fixar Objeto
# Posigo Absoluta na Tela #  Posigio Absoluta na Tela
b/ Renomear ¢ [ Renomear
/. Apagar . &/ Apagar
¢ Propriedades ... 2 Propriedades ...
Figura 5.3:

LIRS

el

2l

Nimero ¢

Exibir Objeto

Exibir Rétulo

Animar -s—"
Fixar Objeto

Posic3o Absoluta na Tela

Renomear
Apagar

Propriedades ...

O arquivo final criado esta representado na figura 5.4.
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® ix)= Watiinil [

Namerg
@ a=1
@ b=1
® c=1

&
[0

o
1

L

Figura 5.4: Arquivo final

Nesta animacao os parametros a e b sao os coeficientes

e ¢ é o termo independente.

de 22 e z, nesta ordem,

Vamos fizar os parametros b e ¢ e manter o pardmetro a animado. Neste
caso, podemos observar que o parametro a é responsavel pela abertura e determina a
concavidade da pardbola, figuras 5.5 e 5.6.

® fx) = 0024+ 1x+41
Nimero

® a=-09

® b=1

® c=1

® flx) = 1.2x74+1x 41
Nimeno
® a=12
® b=
@ c=1

T ool

e
n

o
n

®

Figura 5.5:

/

o
n
-

-
[

L]

Figura 5.6:
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Com esta animagao podemos entender e compreender com maior clareza o mo-

tivo da restricao a # 0, pois quando a = 0 o grafico é uma reta, ou seja, uma funcao
do 1° grau, figura 5.7.

Figura 5.7:

Agora vamos deixar os parametros a (a > 0)3 e ¢ firos e manter o parametro b
animado. Nesta situacao podemos observar que quando b > 0, o vértice da pardbola
se encontra no 2° ou 3° quadrante. Notamos também que o ponto de intersecao da
parabola com o eixo y estd no ramo crescente da funcao. Em contra partida quando
b < 0 o vértice da parabola se encontra no 1° ou 4° quadrante e o ponto de intersecao
da parabola com o eixo y estd no ramo decrescente da funcao, figuras 5.8 e 5.9.

s 3 [ — =
fix) 2x° +34x4+2 | | R
mero

a=2 I|| # |II
o —— |
c=Z b = 34— | 5 {
\ I|I
;: III| 4 I'll
|III II,'
\ atf
H'.\
\ ]
I\'\. ."II.I \
P
_J'___.-r" 5
Figura 5.8:

3A analise com a < 0 ficard a cargo do leitor.
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ELn L
@ f(x) =2x"-33x+2 |

®c-2 b=-13 g s /
\
7
A
J el
Figura 5.9:

Quando b = 0, o vértice da parabola encontra-se sobre o eixo y. Neste caso, o
grafico da pardbola é simétrica em relagao ao eixo y, figura 5.10

® fx) = 2:2+0x+2 |

Mimero |

® a=2 \

@ b=0 \

@ c=2 | L B - l', B

w

[

[

]
EY

o
n
(¥

Figura 5.10:

As figuras 5.11 e 5.12 representam a pausa da animacao com os pardmetros a
e b fixos em a = 2 e b = 4 enquanto o parametro ¢ estd variando, nesta situacao
observamos que a curva se desloca verticalmente para cima e para baixo ao longo do
eixo y.

- 3 e
® fi(x) = 22"+ 4x 4+ 4.4 ,
Himeno a=2 . /l
@ a=2 |
@ b=4
@ c-44 =4, 5 /
@ S
e=44
e e i
F
1
Figura 5.11:
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® fix) =222 +4x+26 | - W -
Miimero 353 \ Ly ,'
@ a=2 i I| ||
. — .- ll |
@ c=28 b=4 | s
- - = |II |
£=26 | /
1 41 7
. ]
| Il'
1 adf
| f
A —
\ 71
"'.‘ /
LY / 14
Al
________.--,‘ 2
T ] ] 4 ] 2 1 lo 1
-14
Figura 5.12:

5.1.5 Atividade 1

Nesta atividade vamos determinar o valor da constante ¢ = A, depois vamos
plotar o grafico da funcao encontrada e marcar um ponto que percorra sua curva,
para isso vamos usar a caiza de entrada. A partir da funcdo modelada na Janela de
Algebra e de seu grafico na Janela de Visualizacdo teremos condicdes de responder os
itens dessa atividade.

e (PUC-MG) A temperatura, em graus centigrados, no interior de uma cdmara,
¢ dada por f(t) = t> — Tt + A, onde t é medido em minutos e A é constante.
Se, no instante t = 0, a temperatura € 10°C'. Determine:

a) o valor da constante A;

b) a temperatura minima atingida na camara e o tempo decorrido para que isso
0CorTa;

¢) o instante em que a temperatura no interior da camara atinge 18°C;

d) os instantes em que a temperatura no interior da camara atinge 4°C.

Criando o arquivo:

Antes de criar o arquivo devemos responder o item a), ou seja, determinar o
valor da constante A, para isso basta calcularmos f(0).

f(0) = 0*—7(0)+10=10, assim f(t)=1>—Tt+10
Agora temos condicdes de criar o arquivo.

1. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos e selecione Janela de
Visualizagao e faca as modificacoes nos eixos = e y conforme figura 5.13
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TH@E E e

> B Tl
Janela de Visualizagio H @ E ;

e ! Basico | EloX | EmoY | Malha .Eésin:u [ Eixpx| EixoY | Malha|
# Maha | Exibir EixoX | Exibir EixoY
Barra de Mavegacdo .
/| Exibir NUmeros ] Exibir Nimeros

4 Zoom b
Direcdo Positiva Apenas

EixoX ; EixgY . | Direglo Positiva Apenas
Exibir Todos os Objetos /
: ] Distancia; [1 - | Distncia: |1
Chri+M

Visualizagdo Padrd

Graduaces: = Graduaches: &
Janela de Visualizagio .. e il i coas i sl

Figura 5.13:

2. Na caiza de entrada digite o texto que aparece na figura 5.14 e pressione enter.

Entrada: x*2-7x+10 -

Figura 5.14:

3. Para marcar um ponto sobre a curva criada, digite (a,f(a)) na caiza de entrada
e pressione enter.

Entrada: (a.fla)) ———E———

Figura 5.15:

4. Clique em Criar Controles Deslizantres. Em seguida, clique com o botao direito
do mouse sobre o controle deslizante criado e selecione Propriedades.

v Fixar Objeto

+#  Posigio Absoluta na Tela

Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a

 Criar Controles Deslizantes i [ Cancelar ] [Pl Renomear

A Apagar

.2 Propriedades ...

Figura 5.16:

5. Faca as modificagoes conforme mostra a figura 5.17.
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Basico| Conftrole Deslizante Cor| Posicio [ Avancado | Fmgrams;ﬁn;
Intervalo

min: D/ max: 15 ‘/Incr!menlor 0.1 /

Controle Deslizante

[ Fixe [F] Aleatério (F9) [Horizontal ~ | Largura: 200 px
Animacio
Velocidade: |0.5 Repetir:

Figura 5.17:

6. Para animar o arquivo clique com o botao direito do mouse sobre o controle
deslizante e selecione Animar.

Exibir Objeto
A Exibir Rotulo
Animar -e———
1 v Fixar Objeto

Figura 5.18:

O arquivo final criado esta representado na figura 5.19.

® flx) = x2=7x+10
Mamero

® a=02

Panto

@ A=(02 8.64)

Figura 5.19: Arquivo final

5.1.6 Resolucao e anilise da atividade 1

Na figura 5.20 podemos observar que a temperatura minima atingida é —2, 25°C

e ocorre ap6s 3,5 minutos. Com essa observacao o aluno tem condicoes de responder
o item b).
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Funcio EI:] -
@ flx) = x*—Tx+10
MNimero 51

a=35
-@ a=35
Ponto R R e
- @ A=(3.5,-2.25) 3

YN

Figura 5.20:

O item ¢) pode ser respondido ao observarmos a pausa representada na figura

5.21. Nesta, pausa quando a temperatura atinge 18°C o tempo decorrido é de 8
minutos apo6s o tempo inicial.

- f(x) =x2—7x+10
MNimero

-@ a=8
Ponto

-@ A=(8,18)

I=

Figura 5.21:

O item c¢) pode ser respondido ao observamos a figura 5.22. Nesta figura estao
representados dois tempos distintos em que a temperatura atinge 4°C, t =1et =2
minutos. Neste momento é importante observar que no intervalo 0 <t < 7.t # 3,5,
sempre haverd uma temperatura para dois tempos distintos, pois a curva de f é uma
parabola com a concavidade voltada para cima. Sendo assim no intervalo 0 <t < 3,5
a funcao é decrescente e no intervalo 3,5 < ¢t < 7 a fungao é crescente.
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fix) =x2—7x+10
Umero

a=6
onto

A=(6,4)

x) =x*=Tx+10
nero
=i

A=(1,4)

Figura 5.22:

5.1.7 Atividade 2

Antes de criarmos o arquivo, vamos modelar’ uma funcio do sequndo grau
usando os dados do enunciado do exercicio, respondendo assim, o item a).

Para criar o arquivo vamos alterar a escala dos eixos para que a malha da janela
de Visualizagao se adeque ao exercicio. Em seguida vamos inserir um comando na
caixa de entrada afim de modelar a funcio encontrada na janela de Algebra e plotar
seu grafico na Janela de Visualizagdo do GeoGebra.

e [16] O diretor de uma orquestra percebeu que, com o ingresso a R$ 9,00, em
média 300 pessoas assistem aos concertos e que, para cada reducao de R$ 1,00
no preco dos ingressos, o publico aumenta de 100 espectadores. Faca o que se
pede:

a) modele a funcao que permite calcular a receita dessa orquestra;

b) construa o gréafico desta funcao;

c¢) determine o desconto no ingresso que faz com que a receita seja méaxima;

)
)
)
d) encontre o dominio e a imagem dessa funcao.

Criando o arquivo:

Com o ingresso a R$ 9,00, a receita da orquestra ¢ 9 x 300 = 2700; 00, mas a cada
reducao de R$ 1,00, ocorre o seguinte,

4Recomendamos que o desenvolvimento dessa funcio seja feita no quadro.
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(9—1) x (300 +100 x 1) = (8) x (400) = 3200; 00
(9—2) x (300 + 100 x 2) = (7) x (500) = 3500; 00
(9—3) x (300 + 100 x 3) = (6) x (600) = 3600; 00

9 —
9 —

(9 —z) - (300 + 100z) = 2700 + 900z — 300z — 1002

Portanto a funcdo que procuramos ¢ dada por f(z) = —100x* + 600z + 2700.
Agora podemos criar o arquivo:

1. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos e selecione Janela de
Visualizagao

4, Zoom »

EixoX : EixoY 4

Exibir Todos os Objetos
Visualizacio Padr Ctri+M

2 Janela de Visualizacdo ...

Figura 5.23:

2. Faca as modificagoes conforme a figura 5.24.

e — T == - - |
Basico | Ei)(o)(i Ei){g\l’l Malha| | Basico| EixoX | EixoY! Malha| E__El_g_s_lco l E|x0XJ EixoY |__I'ulgl_r_1_§1_;_
.
Difhensbes /'@Exibirl;ixox Ed E%XO‘H
xMin:|-7.76827 x Max
[¥] Exibir Niimeros [¥] Exibir Nimeros

y Min:|-678 86226 ¥ Max:

EixoX : EixoY [7] Direcfio Paositiva Apen [7] Direciio Positiys Ape
G /s

1 : {300

[¥] Distdncia: |1 [¥] Distancia: 500

Figura 5.24:

3. Na caiza de entrada, digite o texto que aparece na figura 5.25 e pressione enter.

Entrada:|-100xA2+600x+270) ~-&—

Figura 5.25:

4. Digite (a,f(a)) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, clique em
Criar Controles Deslizantes.
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Entrada: (a,fia)) —€—— 2=2| oriar conWte{s}nara_ a

- Criar Controles Deslizantes | [ Cancelar

Figura 5.26:

5. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante criado, selecione
Propriedades e faca as modificagoes conforme a figura 5.27.

i e e Intervalo

‘bl Renomear min; -5 /ma-'l: 15
;i Apagar

¢ Propriedades Controle Deslizante
o

‘/ln;ementa: 1 /

| Fixo ] Aleatério (F9) |Horizontal] = | Largura: (200 | px

Animaco / /

Velocidade: 0.3 Repetir: := Crescente il

Figura 5.27:

6. clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione
Animar.

Exibir Objeto
An Exibir Ratulo
Animar

Figura 5.28:

O arquivo criado esté representado na figura 5.29

f(x) = =100 x* 4 600 x -+ 2700

imera
a=14
nlo
A=(14, .8500)

o|:3¢so.~s\m

Figura 5.29: Arquivo final
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5.1.8 Resolucgao e anilise da atividade 2

Resolvemos o item a) antes de criarmos o arquivo, além disso, a fungdo modelada
pode ser vista na Janela de Algebra, figura 5.29. O item b) pede para construirmos o
grafico da fungao e este pode ser visto na Janela de Visualizacao, figura 5.29.

Como o coeficiente a = —100 < 0, a concavidade da parabola é voltada para
baixo, logo essa fungao admite um ponto de méximo e na pausa representada na figura
5.30 o aluno poderé observar que o valor maximo dessa funcao é R$ 3600,00 e ocorre
quando o desconto do ingresso ¢ R$ 3,00. Com esta observagao o item ¢) pode ser
respondido.

Fungio H~ ~~ |D
® f(x) = —100 x* + 600 x + 2700
MUmero

® a=3

FPonto

@ A=(3,3600)

AN

nHé'aAéé'?'a&\{o
Figura 5.30:

Para responder o item d), com o auxilio da animagao, o professor deve lembrar
ao aluno que ndo faz sentido falar em desconto negativo (menor que zero), portanto
x > 0. Em contrapartida ( ainda com o auxilio da animagdo ) quando x > 9 a
arrecadagao é negativa, o que de maneira alguma beneficia o proprietario do teatro,
entao x < 9.

Apos observar e analisar um pouco mais a animacao, com a ajuda do professor,
o aluno deve ser capaz de expressar o dominio e a imagem da fungio, a saber {x €

2;0<x<9}e{yeZ0<y<3600}.

5.1.9 Exercicios propostos

1. Construa o grafico das fungoes:
a) f(x) =a*+5x+18
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e) f(z) = —2*+ 10z — 25
f) f(z)=—22+62—9
g) flz) =2 -2 -6

h) f(z) = (x +7)(22 — 8)

—

fx)=(x—1)(x+3)—5
f(z) =

] x —22% 4+ 10x — 25

. Analise o comportamento de um ponto (a, f(a)) sobre a curva da fungao
f(x) = 182? — 27z + 10 no intervalo [—5, 5].

[11] Seja f : R — R dada por f(z) = (2z + 1)(z — 3).
fO)+ 1),
f=n

b) Quais sao as raizes da equagao f(z) = —5

a) Qual o valor de

[11] Estima-se que, para o exportador, o valor v(z), em milhares de reais, do
quilograma de certo minério seja dado pela lei: v(z) = 0,62% — 2, 4z + 6, sendo
x o nimero de anos contados a partir de 2010(z = 0), com 0 < x < 10.

a) Entre que anos o valor de quilogramas desse produto diminuiu?
b) Qual é o valor minimo atingido pelo quilograma do produto?

¢) Em que ano o pre¢o do quilograma do produto sera maximo? Qual sera esse
valor?

[11] Um bidlogo desejava comparar a agao de dois fertilizantes. Para isso, duas
plantas A e B da mesma espécie, que nasceram no mesmo dia, foram desde o
inicio tratadas com fertilizantes diferentes. Durante varios dias ele acompanhou
o crescimento dessas plantas, medindo, dia a dia, suas alturas. Ele observou que
a planta A cresceu linearmente 2,5 cm por dia, segundo a funcdo y = 2,5z ; a

. 202 — 22
altura da planta B pode ser modelada segundo a fun¢ao y = ————, em que
y € a altura medida em centimetros e x o tempo medido em dia:
a) Obtenha a diferenca entre as alturas dessas plantas com 2 dias de vida.

b) Determine o dia que as duas atingiram a mesma altura e qual foi essa altura.

[11] Em um retangulo, uma dimensao excede a outra em 4cm. Sabendo que a
area do retangulo é 12ecm?, determine suas dimensdes.

[6] O lucro de uma empresa pela venda diaria de = pegas, é dado pela funcao:
L(r) = —2? + 14z — 40. quantas pegas devem ser vendidas diariamente para
que o lucro seja maximo?
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8.

10.

[11] Um artigo de economia publicado em 2010 previu que a divida publica de
4
um certo Estado até 2030 pode ser estimada pela lei y = 5:52 — 8+ 80, sendo y

o valor da divida (em milhoes de reais) e x o nimero de anos contados a partir
de 2010 (z = 0).

a) Qual o menor valor atingido pela divida desse Estado e em que ano esse valor
serd atingido?

b) O artigo sugere que se a divida oscilar entre 140 e 185 milhoes de reais
(incluindo tais valores) nao sera necesséaria ajuda da Unido. Em que anos, entao,
o Estado dispensara ajuda da Uniao?

[16] Um avido de 100 lugares foi fretado para uma excursao. A companhia
exigiu de cada passageiro R$800,00 mais R$10,00 por lugar vago. Para que
ntmero de passageiros a rentabilidade da empresa ¢ maxima?

[11] Um grupo de alunos do curso de biologia programou uma viagem de Campo
que custaria no total de 2400 reais valor que dividiram igualmente entre si alguns
dias antes da partida quatro estudantes se juntaram ao grupo e assim cada
participante pagou 30 reais a menos quantas pessoas foram a viagem?

5.1.10 Respostas dos exercicios propostos

1.
2.

10.

Utilize o GeoGebra para plotar os graficos.

Utilize o GeoGebra para fazer a anéalise.

a) -2,25 b) Raizes: 1 = 0,5 e x5 =2

a) Entre 2010 a 2012 b) R$ 3,6 mil ¢) 2020, R$ 42 mil
a) 1 cm b) 5 dias; 12,5 cm

2cme 6 cm

7 pecas

a) R$ 60 milhdes em 2015 b) 2025, 2026 e 2027

90 passageiros

20 alunos
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Capitulo 6

Funcao exponencial e logaritmica

6.1 Funcao exponencial

Antes de definirmos funcao exponencial recomendamos ao leitor que faca uma
breve revisao sobre potenciacao. Um estudo aprofundado sobre este conteido pode
ser encontrado em [14].

Chama-se funcao exponencial qualquer funcao f : R — R dada por uma lei da
forma f(z) = a*, em que a é um numero real dado, a > 0 e a # 0. Para quaisquer
valores de a ou x, a poténcia a® é positiva, ou seja, o nimero a”, é sempre maior que

zero.
Na lei f(x) = a”, a é a base e x é 0 expoente da poténcia a”.

Exemplos:
e f(z)="5" abase éa=0>5.

o f(z)=3""2 abaseéa=3.
o f(:z:):(;) ,abaseéa:;

6.1.1 Grafico da funcao exponencial

O grafico da funcao exponencial é uma curva chamada curva exponencial e para
esbogd-lo sem o auxilio de um software devemos calcular alguns pontos que pertencam
a funcao f, marca-los no plano cartesiano e ligd-los por meio de uma curva. Quando
a funcao f é da forma f(x) = a”, o ponto (0, 1) sempre pertence a f, ou seja, a curva
intersepta o eixo y na ordenada 1. Na figura 6.1 estao representados os dois formatos
que uma funcao exponencial pode assumir.
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Figura 6.1:

6.1.2 Crescimento ou decrescimento da funcao exponencial

O crescimento ou decrescimento da funcao exponencial depende do valor da base
a, se a > 1, a funcao é crescente. Se 0 < a < 1 a funcgao ¢ decrescente.
Sao fungoes crescentes:

o flz) =47 flz) = (—)x; flz) =241,

Sao funcgoes decrescentes:

-0 = (1) sw-ne(B)

Na figura 6.2 estao representados os graficos de uma funcao decrescente e cres-
cente, respectivamente.

6.1.3 Dominio e imagem da funcao exponencial

O dominio da fungao exponencial é o conjunto {x € R; —0co < 2 < 400} e seu
conjunto imagem é {y € R%;0 <y < 4o00}.
6.1.4 Para o professor

Vamos criar um arquivo no GeoGebra para observar o comportamento do grafico
de uma funcao exponencial segundo a variacao de sua base a.

1. Digite o texto que aparece na figura 6.2 (lado esquerdo) na caiza de entrada e
pressione enter. Em seguida, clique em Criar Controles Deslizantes.

Enfrada: a*x  —-—n—— azd Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a

i Criar Controles Deslizantes | [ Cancela

Figura 6.2:
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2. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante, selecione Pro-
priedades e faga as modificacoes conforme mostra a figura 6.3, lado direito.

V| Fixar Objeto [ Basico| Contole Desiizante | Cor Posigao  Avangado | Programagdo|
#  Posigio Absolutana Tela Intervalo / / /
5] | Etenotmiea min: (0.1 max 10 Incremento: 0.1
| Apagar Controle Deslizante
.+ Propriedades .. [ Fixo [-] Aleatério (F9) |Horizontal = | Larqura: 200 px
Animacao /
Velocidade: 0.4 Repetir: = Oscilando -
Figura 6.3:

3. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione

Animar.
3 3, [~ o~ [®
A4 [Exibir Roﬂf/ :ur:é::} = .- = [_]
Animar HNimero F
v Fixar Objeto mEa= n@--—--._ PSS PRSI 7

4 Posicio Absoluta na Tela

Figura 6.4: Arquivo final

Na figura 6.5 estao representas duas pausas da animacao em que: 0 < a = 0,7 <
1 (lado esquerdo) e 1,7 = a > 1 (lado direito). No primeiro caso f é decrescente e no
segundo, f é crescente.
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Funcao Fungio s cr
@ flx) = 0.7 ® flx) = LT
Nimero Nimero B
@ a=07 @ a=17 o
°] \
il
sl
—-—’I/-/D
f 2 o 3 3
4 -I2 o 2
Figura 6.5:

A figura 6.6 representa a pausa em que a = 1 e neste caso o grafico é uma reta'é
paralela ao eixo z. Isso justifica a restri¢ao da base a ser diferente de zero, a # 0.

ingdo H~ 2~ |E]
f(x) = 1*
timero Gy
a=1 -

N

Figura 6.6:

6.1.5 Atividade 1

Nesta atividade vamos utilizar a caixa de entrada para modelar uma funcao
exponencial e marcar um ponto A sobre sua curva. Vamos criar um controle deslizante
que faca com que o ponto A percorra a curva de f no intervalo [—5, 5].

e Seja f:[=5,5] = Ry a fun¢do dada por f(x) = 3. Analise o comportamento
de um ponto (a, f(a)) sobre a curva de f.

Criando o arquivo:

'Em particular esta reta representa a fungao constante f(z) = 1.
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1. Digite o texto que aparece na figura 6.7 na caiza de entrada e pressione enter.
Entrada; 3*X —egg—

Figura 6.7:

2. Para marcar um ponto sobre a curva criada, digite (a,f(a)) na caiza de entrada
e pressione enter. Em seguida, clique em Criar Controles Deslizantes.

Entrada: {afla)) —€E— o CriarControle{s}Wra; a
[ Criar Controles Deslizantes { [ Cancelar
Figura 6.8:

3. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante, selecione Pro-
priedades e faca as modificacoes indicadas na figura 6.9, lado direito.

Controle Deslizante 'ilaa'}ﬁ]sl

Exibir Rétulo Intervalo

A
v Animar - / /
min: |-5 max: |5 Incremento: | 0.1
v | Fixar Objeto
o i3
Posicao Absoluta na Tela Conttole Besizanls
bl Renomear [¥] Fixe [] Aleatério (F9) |Horizontal ~ | Largura: |200 px
/7. Apagar /

.+ Propriedades ... Animacdo /
05

Velocidade: Repetir:

Figura 6.9:

4. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione
Animar. O arquivo final esta representado na 6.10, lado direito.
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e

Nimero a
Exibir Objeto
Ad Exibir RGtulo

Animar €

-@ flx) = 3*
Mimero solis
@ a=12 =
Ponto i ; @ 5
- A=(1.2,374)

Funcio W~ «~ |7

T4 3 2 ) 0 1 2

Figura 6.10: Arquivo final-lado direito

6.1.6 Resolucao e anilise da atividade 1

De imediato o aluno poderé observar que se trata de uma funcao crescente, pois

a=3>1.

A figura 6.11 representa uma pausa em que x = —1,6 < 0 e seu valor correspon-

dente

f(z) = 0,17 > 0. Durante a animagao o aluno podera observar que para qualquer
valor de z, negativo ou positivo, o valor da fun¢ao exponencial serd sempre maior que

zero, f(x) > 0.

Fungio

® f(x) =3
Nimero

® a=-16
Ponto

® A={(16017)

N

Figura 6.11:

O aluno pode notar também que quando z = 0 (figura 6.12, lado esquerdo), o
grafico da fungao f(z) = 3 intersepta o eixo y na ordenada y = 1, ou seja, o ponto

(0,1) pertence a f(z).
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Outro ponto importante é o crescimento acentuado dessa funcao. O aluno
poderd notar que o valor de y aumenta bem mais rdpido que o valor de x. Isso
pode ser observado nas duas representacoes da figura 6.12, enquanto x variou de uma
unidade, o valor de y variou 8 unidades.

Funcio B~ ~~ r] Funcio [:Ij A
® f(x) =3 = ® f(x) =3 a
Nimero Mamero

=0 =2 8
® a=0 2 ® a=2 2 /
Panta o ’ a' - " Ponto s " . s . -
® A=(0,1) ® A=(2,9)

f N ,

&

ik

4 -3 -z -1 o 1

Figura 6.12:

6.1.7 Atividade 2

Nesta atividade vamos primeiramente alterar a escala dos eixos para que o
grafico da funcao se adeque a Janela de Visualizagao, vamos modelar a funcao dada
utilizando a caixa de entrada, marcar um ponto A sobre sua curva, e por fim vamos
criar um controle deslizante que faca com que o ponto A percorra a curva de f(z) no
intervalo [—5, 5].

e (CEFET - PR) Cientistas de um certo pais, preocupados com as possibilidades
cada vez mais ameacadoras de uma “querra bioldgica”, pesquisam uma determi-

256 5\
nada bactéria que cresce sequndo a expressio, P(t) = (1—25) . (5) , onde

“t” representa o tempo em horas.

a) Qual a populagdo (aproximada) inicial de bactérias?

b) Qual a populacao de bactérias apos 3 horas?

¢) Qual a populacao de bactérias apds 5 horas?

d) Qual o tempo necessario para obter-se uma populacao de 1250 bactérias?
e) expresse o dominio e a imagem dessa funcao.

Criando o arquivo:

1. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos e selecione Janela de
Visualizacao.
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EixoX : EixoY 4

Exibir Todos os Objetos
Visualizacdo Padrg Ctrl+M

.+ Janela de Visualizagdo ...

Figura 6.13:

2. Faca as modificagoes conforme a figura 6.14.

Basico | EixoX | EixaY | Malha| | Bésic0| EixoX | EixoYI ru'lalha| | Basico | Eixox| EixoY | Malhal
i
Difeensdes 7] Exibir EixoX [V] Exjefr EixoY
¥ Min:|-4.3 X Max: | 18
i : [¥] Exibir Nimeros [¥] Exibir Nimeros
¥y Min:|-5.36 ¥ Max | 6. 7
EixoX : Ei}fV / ["] Diregdio Positiva Apenas [] Direc3o Positiva Apenas
1 : |50| — / s e
[¥] Disténcia: |1 - || Distancia: [100 ‘
Figura 6.14:

3. Digite o texto que aparece na figura 6.15 (lado esquerdo) na caiza de entrada e
pressione enter.

Entrada: |(256/25)*(5/2)M(x+1) ~E—

Figura 6.15:

4. Digite (a,f(a)) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, clique em
Criar Controles Deslizantes.

Enfrada: a*x ———— 8=2 | Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a
¢ Criar Controles Deslizantes | [ Cancela
Figura 6.16:

5. Clique com o botao direito do mouse, selecione Propriedades e faca as modifi-
cagoes conforme figura 6.17
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& Habilitar Rastro

Pl
=

¢ Propriedades ...

Renomear
' Apagar

i_EléSiCO! Controle Deslizante | CorE

Posicao i Avancado i Programacat

e 1 .

Incrementao:

Intervalo

min: |0 max: |10

Controle Deslizante

[¥] Fixo [] Aleatdrio (F9) |} Largura: |200 pX

Animacio / /

Velocidade: 0.5 Repetir. | = Crescente -
Figura 6.17:

6. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione
Animar. O arquivo gerado esta representado na figura 6.18, lado direito.

Exibir Ratulo
Animar
Fixar Objeto

Posicdo Absoluta na Tela

Funcio
56 ."’5“.I+l
R == 15) i
Namero
- a=1
Ponto
-@ A={1,12.8) 300 4

2001

100 4

Figura 6.18: Arquivo final - lado direito

6.1.8 Resolucao e anilise da atividade 2

Para obtermos a populacao inicial de bactérias devemos calcular P(0), ou seja,
temos que substituir ¢ = 0 na funcao P. E na janela de Algebra, figura 6.19, podemos
observar que quando ¢t = 0, ha aproximadamente 5 bactérias.
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Funcdo

%6 5\ a=0
@)= o L5
Nimero
- a=0
FPonto
- A=(0,512)

Figura 6.19:

Apo6s 3 horas, podemos observar na figura 6.20 que a populacgao é de 80 bactérias.
J& na figura 6.21, apds 5 horas, ha 500 bactérias na populacao.

Funééo 200 4
I5R EEREAL a=3
@ fx) =
.= 15 L @
MNimero
-@ a=3
Ponto 100 4
-@ A=(3,80)
_.-_-D_. I
T 2 -1 [1} 1 2 3 4
Figura 6.20:
Funcio
256 /5%t a=5

-@ fi(x) = 15 |‘\2'J L ! 4 !

Nimero e
@ a=5 s
Ponto /

- @ A=(5,500)

300 4

Figura 6.21:
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Quando houver uma populacao de 1250 bactérias, terao se passado 6 horas,
figura 6.14.

Funcio
FEY 5L oy
P 256 ( 5-.| a=§ 1300 - \ A
1256 42/ ] en——— & -
Nimero 2
@ a=6
Ponto 1100 1
@ A=(6,1250)
\ 1000 {
\ 000
00
700
Figura 6.22:

Nesta atividade o aluno pode observar quao rdpido é o crescimento do niimero
de bactérias com o passar do tempo.

Analisando a Janela de Algebra e a Janela de Visualiza¢io e com o auxilio do
professor o aluno devera ser capaz de expressar o dominio e a imagem dessa funcao, a
saber,

{r e N;0 <z < +o0} e {y € Z/5 < y < 40}, respectivamente, onde x repre-
senta o tempo t em horas e y representa o nimero de bactérias.

6.1.9 Atividade 3

Nesta atividade vamos primeiramente alterar a escala dos eixos para que o
grafico da funcao se adeque a Janela de Visualizagao, vamos modelar a funcao dada
utilizando a caixa de entrada, marcar um ponto A sobre sua curva, por fim vamos
criar um controle deslizante que faca com que o ponto A percorra a curva de f.

e (UCDB - MS) Certa substincia radioativa de massa M, = 36 gramas (no ins-
tante t = 0) se desintegra (perde massa) ao longo do tempo. Em cada ins-
tante t > 0, dado em anos, a massa M(t) da substincia restante obedece a lei
M(t) = M, - 37%. Nessas condi¢oes determine:

a) o tempo necessario, em dias, para que a massa da substancia radioativa seja
reduzida:

i) a um terco (— da massa inicial; ii) um grama da massa inicial

b) o dominio e a imagem dessa fungao.

Criando o arquivo

1. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos e selecione Janela de
Visualizacao.
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Exibir Todos os Objetos

Visualizacio PaMrlHﬂ

¢ Janela de Visualizacdo ...

Figura 6.23:

2. Faca as modificagoes conforme a figura 6.24.

3ssico | Eixox| EixoY | Malhal | Basico| EX0X | EixoY | Malna] | Bsico | Eixox| ExoY | Halna|
ensdes /ﬁ Exibir EixaX ] EX?%XO‘(
% Min: -2.96 x Max | 1¢
: : [¥] Exibir Nimeros [¥/] Exibir Nimeros
v Min: -35.82 ¥ Max; 6¢
EixolX : Eix‘?l'/ / [7] Direcéo Positi\ws [] Diregio Positivafpen
1 1|9 i)
il 1 [/] Distancia: |3
Figura 6.24:

3. Digite o texto que aparece na figura 6.25 na caiza de entrada e pressione enter.

Entrada; 36*34(-2X ) --—

Figura 6.25:

4. Digite (a,f(a)) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, clique em
Criar Controles Deslizantes.

Entrada: a*x = —-———— =2 Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a

Cancela

! Criar Controles Deslizantes

Figura 6.26:

5. Clique com o botao direito do mouse, selecione Propriedades e faca as modifi-
cagoes conforme figura 6.27
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D - e e
Posicio Absolutana Tela | Bésico| Controle Deslizante | Cor | Posicio | Avancado | Programacio|

Intervalo
Renomear / / /
Apagar / min: |0 max: |10 Incremento: |0.01

Propriedades ...
Controle Deslizante

[¥] Fixa [] Aleatdrio (F9) | Horizontal vj Largura: 200 px

Animagio / /

Velocidade: 0.5 Repetir. = Crescente i

Figura 6.27:

6. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione
Animar. O arquivo gerado esta representado na figura 6.28, lado direito.

Exibir Rtulo ® f(x) = 36.3°%
Animar € Nimero
Fixar Objeto ® a=055

Ponto

Posicio Absoluta na Tela @ A=(0.55,10.75)

Figura 6.28: Arquivo final - lado direito

6.1.10 Resolucao e analise da atividade 3

1
Sendo a quantidade inicial da substancia 36 gramas, entao 3 36 = 12 gramas.

Na figura 6.29 (lado esquerdo) observamos que o tempo necessario para que a massa
da substancia atinja a quantidade de 12 gramas é 0,5 anos(aproximadamente 183
dias).

Na figura 6.29 (lado direito) vemos que para que a quantidade da substancia se

reduza a 1 grama do que era inicialmente, serdo necessarios 1,63 anos (aproximada-
mente 595 dias).
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ncio

f(x) = 36-37=
merag

a=05

nto

A=(0.5,12)

!

Na animacao, figura 6.30, quando o tempo atinge 4,05 anos (aproximadamente
1479 dias), observamos na Janela de Algebra que a quantidade da substancia é 0
gramas, mas esse valor se deve a limitagao do software. Neste momento é recomendado
explicar aos alunos que nao importa quao grande seja o valor de ¢, a quantidade
da substancia nunca serd zero, apenas se aproxima dele. Se possivel tecer um breve
comentario sobre limite e fazer uso de uma calculadora para verificar alguns resultados.

Analisando a Janela de Algebra e a Janela de Visualizacdo e com o auxilio do
professor o aluno devera ser capaz de expressar o dominio e a imagem dessa funcao, a

saber

{r eN;0 <z < 400} e {y € Ri;0 <y < 36}, respectivamente, sendo z o tempo t,

Funcio

@ f(x) =36-3%

Mimera

® a-4.05
Ponto

& A={4.050)

1\

Funcdo

® f(x) = 36.37%
Nimero

® a=1.63

Ponto

® A=(163,1)

Figura 6.29:

W~ - v|D
s’

334

Figura 6.30:

em dias, e y a quantidade da substancia em gramas.

113




6.1.11 Exercicios propostos

1.

Construa os graficos das funcoes exponenciais definidas pelas leis seguintes, des-
tacando seu conjunto imagem:

a) f(z) =3+4"

b) f(z) = (5)"
¢) flz) =-5-3"
d) f(z) = -4 -5

Represente no mesmo plano cartesiano, os graficos das fungoes f e g, definidas
de R em R?, destacando o ponto de intersecao:

a) f(x) =10 e f(z) =107
b) flz) =2"e f(z) = (3) - 47

[11] Em uma experiéncia sobre deterioracdo de alimentos, constou-se que a
populacao de certo tipo de bactérias dobrava a cada hora. No instante em que
comecaram as observacgoes, havia 50 bactérias na amostra.

a) Faga uma tabela para representar a populacdo de bactérias nos seguintes
instantes (a partir do inicio); 1, 2, 3, 4 e 5 horas.

b) Obtenha a lei que relaciona o nimero de bactérias (n) em fungio do tempo
(t)-

c¢) Construa o grafico da funcao.

(FGV-SP)Curva de Aprendizagem é um conceito criado por psicologos que cons-
tataram a relacao existente entre a eficiéncia de um individuo e a quantidade
de treinamento ou experiéncia possuida por este individuo. Um exemplo de
Curva de Aprendizagem ¢ dado pela expressao Q(t) = 700 —400-2, 7795 onde,
Q=quantidade de pecas produzidas mensalmente por um funcionario e t= meses
de experiéncia;

a) Construa o grafico de Q.

b) De acordo com essa expressdo, quantas pecas um funcionario com 2 meses
de experiéncia deverd produzir mensalmente?

¢) Quantas pegas um funcionario sem qualquer experiéncia devera produzir men-
salmente?

. (UNIPAC-MG) A relacio P = 32000 - (1 — 27%!)) descreve o crescimento de

uma populagao P de bactérias, t dias ap6s o instante 0. O valor de P é igual a
31000 se, e somente se, t satisfazer a condicao:

a) t>50 b) t<30 c) t>16 d) 2<t<16 e) 32<t<64
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10.

(UNIRIO-RJ) Num laboratorio é realizada uma experiéncia com um material
volatil, cuja velocidade de volatilizacao é medida pela sua massa, em gramas,
que decresce em fun¢ao do tempo ¢, em horas, de acordo com a formula, m(t) =
—32% — 311 1 108. Assim sendo, o tempo méaximo de que os cientistas dispoem
para utilizar este material antes que ele se volatilize totalmente é:

a) inferior a 15 minutos.

b) superior a 15 minutos e inferior a 30 minutos.
¢) superior a 30 minutos e inferior a 60 minutos.
d) superior a 60 minutos e inferior a 90 minutos.

e) superior a 90 minutos e inferior a 120 minutos.

) (UNESP) Num periodo prolongado de seca, a variagdo da quantidade de dgua
de certo reservatorio é dada por ¢(t) = g, - 27% | sendo ¢, = 50 milhdes de
litros a quantidade inicial de dgua no reservatorio e ¢(t) a quantidade de dgua
no reservatorio apos t meses. Em quantos dias, aproximadamente, a quantidade
de 4gua no reservatorio se reduzird & metade do que era no inicio?

[11] A populagao de peixes em um lago esté diminuindo devido & contaminagao
da 4gua por residuos industriais. A lei N(¢) = 5000 — 10.27! fornece uma
estimativa do niimero de espécies vivas N(t) em fungido do nimero de anos (¢)
transcorridos apoés a instalagao do parque industrial na regiao.

a) Estime a quantidade de peixes que viviam no lago no ano da instalagao do
parque industrial.

b) Algum tempo apoés as inddstrias comegarem a operar, constatou-se que havia
no lago menos de 4920 peixes. Para que valores de ¢ vale essa condicao?

¢) Uma ONG divulgou que, se nenhuma providéncia for tomada, em uma década
(a partir do inicio das operagoes) nao havera mais peixes no lago. Tal afirmagao
procede?

[11] A lei seguinte permite estimar a depreciacdo de um equipamento industrial:
v(t) = 500047292 em que v(t) é o valor (em reais) do equipamento ¢ anos ap6s
sua aquisicao.

a) Construa o grafico de v(t).
b) Por qual valor esse equipamento foi adquirido?

c¢) Para que valores de t o equipamento vale menos do que R$ 2500,007

[11] As leis seguintes representam as estimativas de valores (em milhares de
reais) de dois apartamentos A e B (adquiridos na mesma data), decorridos ¢
anos da data da compra:

apartamento A: v = 271 4120
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apartamento B: v = 6 - 272 4 248
a) Por quais valores foram adquiridos os apartamentos A e B, respectivamente?
b) Passados quatro anos da compra, qual deles estara valendo mais?

¢) Qual é o tempo necessario (a partir da data de aquisicao) para que ambos
tenham iguais valores?

6.1.12 Respostas dos exercicios propostos

1.

10.

a) {y eR;3 <y < +oo} b) {y e R;0 <y < 400}
c){yeR;—oc0 <y <0} d) {y e R; —oc0 <y < —4}
Ponto de intersecao: a) I = (0,1) b) I =(1,2)
a)
t] 0 1 2 3 4 5)
n [ 50 | 100 | 200 | 400 | 800 | 1600
b) n(t) =50-2° c¢) A cargo do leitor
a) A cargo do leitor b) 551 pecas ¢) 300 pegas
e
e
10 dias
a) 4995 peixes b) A partir de 4 anos ¢) Sim
a) A cargo do leitor b) R$ 5000,00 ¢) A partir de 25 anos.
a) Apartamento A: R$ 122000,00; apartamento B: R$ 249500,00
)

b) Apartamento A: R$ 152000,00; apartamento B: R$ 272000,00
¢) 8 anos (R$ 632000,00)
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6.2 Funcao logaritmica

Dado um namero real a (com 0 < a # 1), chama-se funcao logaritmica de base
a, a funcdo f : R} — R dada pela lei f(z) = log,r. Essa funcio associa cada ntiimero
real positivo ao seu logaritmo na base a.
Exemplos:

o f(x) =log,x, abase é a =2

o f(x)=1logs(x —5), a base é a =3

1

w

o f(z)= log% x, a base é a =

6.2.1 Grafico da funcgao logaritmica

O grafico da funcao logaritmica assume um dos formatos abaixo, dependendo
da base a.

Figura 6.31:

Para esbocarmos o grafico da funcao logaritmica sem o auxilio de um software
devemos determinar alguns pontos que pertencam a funcao, marca-los no plano carte-
siano e liga-los por meio de uma curva. Quando a funcao f é da forma f(z) = log,x,
o ponto (1,0) pertence a f, ou seja, a curva intersepta o eixo = na abscissa 1.

6.2.2 Crescimento ou decrescimento da funcao logaritmica

Se a base 0 < a < 1, a fungao logaritmica é decrescente. Se a > 1 a fungao ¢é
crescente. Na funcao logaritmica temos a restricao x > 0, portanto o seu grafico se
encontra nos primeiro e quarto quadrantes.

Sao funcgoes crescentes:

o f(@)=logs(z+3); (@) —log2r—5);  f(z) = logy(a® - 5).
Sao func¢oes decrescentes:
o fw)=logzz  f(r)=logs(20+3);  f(z) = logy (20 +3)

Na figura 6.31, o grafico da esquerda representa uma funcao decrescente e o
grafico da direita representa uma func¢ao crescente.
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6.2.3 Dominio e imagem da funcao logaritmica

O dominio da funcao logaritmica é o conjunto {x € R;;0 < z < +oo} e seu
conjunto imagem é {y € R, —oo < y < +o0}.
6.2.4 Para o professor

Vamos criar um arquivo no GeoGebra para observarmos o comportamento do
grafico de uma funcao logaritmica segundo a variacao de sua base a.

1. Na caixa de entrada, digite o texto que aparece na figura 6.32, pressione enter.
Em seguida, clique em Criar Controles Deslizantes.

Entrada:|log{a, x| —e&—— a=_2 CriarControIe[s}DeWpara:a

¢ Criar Controles Deslizantes | [ Cancelar

Figura 6.32:

2. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante, selecione Pro-
priedades e faca as modificacoes conforme a figura 6.33, lado direito.

| Basico| Controle Deslizante | Gor | Posicéo | Avangado | Programagio|

Renomear = Intervalo /
Apagar / /
= Incremento: 0.1

Posicio Absoluta na Tela

min: |0.1 max: |5

Propriedades ... |
i Controle Deslizante

[¥]Fixo [] Aleatério (F9) |Horizontal ~ | Largura: |200 px

| Animac3o
|

Velocidade: 0.4-| Repetir: | = Oscilando =

Figura 6.33:
3. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione
Animar.
Exibir Objeto

An | EXibir Rdt‘uIﬁ/

Animar
v Fixar Objeto

Figura 6.34:

A figura 6.35 (lado esquerdo) representa uma pausa quando a = 0,4. Na Janela
de wvisualizagao percebe-se imediatamente que o grafico plotado ¢ de uma fungao
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decrescente, o que faz sentido pois a base ¢ a = 0,4 < 1. Na figura 6.35 (lado direito)
temos a = 3, neste caso vemos que a funcao é crescente, pois a = 3 > 1.

Fungio B~ - |C] ] Funcéo CI:] -

@ f(x) = logga(x) 7 @ f(x) = logs(x)
Mdmerao MOmero
4=04 =13
-@ a=04 \ 49 A a3 & 4] a
= i
n \
14
I:l T
3 # o /1 2 3 4 5
1 1
2 2

Figura 6.35:

Na figura 6.36 temos uma pausa quando a = 1. Podemos observar que a curva
nem aparece na Janela de Visualizagao, o que justifica a restricao da base a # 0.

Funcé OO+ c~
@ f(x) = logy (x)
Mimero 21
a=1
@ a=1
5 I
I:l T
n] 1 2 3 4 5
_1.
2
Figura 6.36:

6.2.5 Atividade 4

Vamos criar uma func¢ao logaritmica de base a = % e definir um intervalo para
x. Para isso vamos usar a caixa de entrada, criar um controle deslizante e fazer as
modificagoes necesséarias na caixa de preferéncias.

1
o Seja f: {E, 10} — R a func¢ao dada por f(x) = logz .

a) Construa o grafico de f e analise o comportamento de um ponto sobre sua
curva.

b) Determine o conjunto imagem de f.

Criando o arquivo
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1. Digite log((2/3),x) na caixa de entrada e pressione enter.

Entrada: log{{2/3), X )} --f—

Figura 6.37:

2. Digite (a,f(a)) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, clique em
Criar Controles Deslizantes.

Entrada:|(a,fla)) —E—— a_:E CriarControIe(s}D‘esii_zETE@mra;a
£ Criar Controles Deslizantes | l Cancelar
Figura 6.38:

3. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante, selecione Pro-
priedades e faca as modificacoes conforme a figura 6.39, lado direito.

Posigio AbsolutanaTela | | Basico| Confrole Deslizante | Cor | Posicho | Avangado | Programagio|
Renomear | Jilento / /
Apagar / | min: [0.1 max: [10 Incremento: 0.1

|

Propriedades ...
| Controle Deslizante

[¥]Fixo [] Aleatdrio (F9) |Horizontal | Largura: | 200 py

|
‘ Animacio
Velocidade: 0.4 Repetir:
Figura 6.39:

4. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione
Animar. O arquivo final esta representado na figura 6.40, lado direito.
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Exibir Objeto Funco CI:] 3 A

ExibirRﬂét‘ulg/ -@ f(x) = legs &) [ 77
i Nimero _
Animar a=1
- a=1 - . . . . ,
Fixar Objeto

Figura 6.40: Arquivo final-lado direito

6.2.6 Resolucao e anilise da atividade 4

De imediato o aluno percebera, através do grafico, que se trata de uma funcao
decrescente. O que é coerente, pois a base é a = % < 0.

Na figura 6.41 estao representas duas pausas da animagao. No lado esquerdo
temos a representagdo em que a abscissa x = 0, 5, e seu valor correspondente é f(z) =

1,71. No lado direito temos z = 2,5 e seu valor correspondente f(z) = —2, 26.
Fungio W~ -~ |D Funcio W~ -~ |[:]
..... ] f(x) = |ugi (x) o 1 - r(X) = IDEi (X) il f
MNimerao 2=05 Nimera a=25
----- ® a=05 5 L__ - 51 . . '@' .
Fonto Ponta
----- & A=(D51T71) 4] -@ A={(2.5,-2.26) 44
3 3
24 1A 2
aff————
1 14
1] a
4 é o
-1 4 =11
-2 4 -2 1
-3 -39
Figura 6.41:

Ao observar a animacao dessa atividade deve ficar claro para o aluno que quando
0 < a <1, a funcao logaritmica ¢é decrescente.

O dominio da fun¢ao f(x) = logzx é {x € Ry,0,1 <z < 10}. Esse intervalo foi
dado no enunciado da atividade e foi definido no 5° passo. Assim o conjunto imagem
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de f & {y € R;—5,68 <y < 5,68}. Esses valores de minimo e mdzimo podem ser
observados na figura 6.42, lado esquerdo e direito, respectivamente.

Funcio W~ ~~ ¥ Funcio | -
l’f(X) =log: () | T ---O’f(XJ = logz (x)/ 77 ¢
Nimero b 0.1 Nimero &
B a=041 -@ a=10 .
Ponto Ponto
B A=(01,568) -@ A={10, 5.68)
i
0

Figura 6.42:

E importante desenvolver outras atividades semelhantes a esta para fortalecer
o entendimento dos alunos sobre o comportamento das funcoes logaritmicas.

6.2.7 Atividade 5

Nesta atividade vamos alterar as escalas dos eixos, usar a caixa de entrada
para modelar a funcdo dada na Janela de Algebra e plotar seu grafico na janela de
Visualizagao. Em seguida vamos usar um controle deslizante para fazer com que um
ponto se mova sobre a curva criada.

o [?] A lei sequinte representa uma estimativa sobre o numero de funciondrios de
uma empresa, em fun¢do do tempo t, em anos (t = 0,1,2,3,...), de existéncia
da empresa: f(t) =400 4 50 - loga(t + 2)

a) Construa o grafico de f.

b) Quantos funcionarios foram incorporados a empresa do 2° ao 6° ano? (Admita
que nenhum funcionério tenha saido)

Criando o arquivo

1. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos e selecione Janela de
Visualizacao.
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EixoX : EixoY
Exibir Todos os Objetos

VisualimgﬁWtrl-

? Janela de Visualizacio ...

Figura 6.43:

2. Na janela de preferéncias faca as modificagoes conforme a figura 6.44

Basico | Ei)(g)(g Eing! Malha| Bésicoi EixoX | EixoYi Malha!

Dimensdes [¥] Exibir EixoX
X Min:|-1.24 xh
; [¥] Exibir Mimeros
y Min:|-37.6 yh
EixoX : EixoY [] Direcio Positiva Apen: [7] Direcéo Positiva A
: - [¥] Distancia: |40

Figura 6.44:

3. Digite o texto que aparece na figura 6.45 na caiza de entrada e pressione enter.

Entrada: 400+50*log(4, X+2) g

Figura 6.45:

4. Digite (a,f(a)) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, clique em
Criar Controle Deslizante.

Entrada|(afay) €— |332 CriarControIe(s}Wra:a

| Criar Controles Deslizantes | I Cancelar

Figura 6.46:

5. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante, selecione Pro-
priedades e faca as modificacoes conforme a figura 6.47.
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Habilitar Rastro

Renomear
Apagar

Propriédades ...

| Basico| Controle Deslizante | Cor | Posicdo | Avancade | Progr;

Intervalo

min: |0 max |20 Incremento: |1

Controle Deslizante

[¥| Fixo ] Aleatdrio (F9) |Horizontal - | Largura: |200

Animacio / /

Velocidade: 0.5 Repetir. = Crescente

Figura 6.47:

6. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione
Animar. O arquivo criado estd representado na figura 6.48, lado direito.

Exibir Rétulo
Animar—--—.e—————
Fixar Objeto

Posicdo Absoluta na Tela

Funcao CI:] -
-@ f(x) = 400 + 50 log, (x + 2)
Nimero SR 480
-@ a=0 240 {4
b=25 L = :
c=450
d=475
Ponto
@ A=(0,425) 280 -
240
200
160
120
80
40 1
T a T
3k fo1 2 3 a
-40 4
-804

Figura 6.48: Arquivo final-lado direito

6.2.8 Resolucao e anilise da atividade 5

O grafico da fungao dada na atividade ja foi construido (plotado) no 3° passo,
figura 6.38. Assim o item « foi respondido.

A figura 6.49 representa uma pausa da animacao quando x = 0. Nela o aluno
poderd observar que a empresa possuia 425 funcionarios quando foi fundada.
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Funcio

-@ f(x) = 400 4 50 log, (x -
MNumero

-@ a=0

Fonto

@ A=(0,425)

Figura 6.49:

Na figura 6.50, lado esquerdo, pode ser observado que dois (z = 2) anos apos
a fundacao haviam 450 funcionarios na empresa. Na figura 6.50, lado direito, seis
(x = 6) anos apés a fundac¢do, o quadro de funcionarios atinge a marca de 475
pessoas. Portanto nesse intervalo de tempo o ntmero de funcionarios contratados
pode ser obtido calculando-se a diferenca 475 — 450 = 25 funcionérios.

Fungio W~ «~ |7 Fungio W~ «~ |7
B f(x) = 400 + 50 log @ F(x) = 100 + 50 log
Nimero P Niimero
b oa=2 £40 1 ® a=6
Ponto '@ PR S e ey Ponto )
B A=(2 450) den -8 A=(6,475)
T \ £20 { \
2801 2801
240 240
200 200
180 180
120 120 1
80 80 1
a0 a0
T T T ! T T T T T T T T ! T T T T T T T
4 -3 > 1 oA 2 a 4 & -4 -3 e -1 o1 2 3 4 5 g ¢
Figura 6.50:

Outra forma de responder esse item seria: Digitar £f(6)-f(2) na caixa de entrada
e pressionar enter. O resultado da operacao pode ser observado na figura 6.51, a
saber, b = 25.

Funcio ; -
-@ f(x) = 400 4+ 50 kg
Mimero BH
-@ a=6 E4% 6
b=25 E 1 1 E:D 1 T |
Figura 6.51:
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6.2.9 Atividade 6

Nesta atividade vamos primeiramente determinar o valor da constante k.
Em seguida vamos modificar a escala dos eixos, utilizar a caixa de entrada do para
modelar a funcio na Janela de Algebra e plotar seu grafico na janela de Visualizacio.
Em seguida vamos criar um controle deslizante para fazer com que um ponto se mova
sobre a curva criada.

. (ADAPTAQAO UNESP) Numa fabrica, o lucro originado pela produgao de
z(centenas) pecas é dado em dezenas de milhares de reais pela fungao L(z) =
log10(10 + z) + k, com k constante real.

a) Sabendo que nao havendo produgao nao ha lucro, determine k.

b) Determine o nimero de pegas que é necessario produzir para que o lucro seja
igual a 10000 mil reais.

Criando o arquivo

Antes de criar o arquivo devemos resolver o item a, ou seja, determinar o valor
da constante k. Usando a informacao do item a, temos,

log,p10+k = 0
1+ = 0
k= —1

Portanto temos L(x) = logy,(z + 10) — 1.

1. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos e selecione Janela de
Visualizacao.

Exibir Todos os Objetos

Visualizacdo F%LSG/CUHM

¢ Janela de Visualizacdo ...

Figura 6.52:

2. Na janela de preferéncias faca as modificagoes conforme figura 6.53
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Basico Eixo)(l EixoYl I'v'Itha| | Basica| EixoX | EixoYI Malhal | Basico | Eixox| EixoY | Malha|

Df'\ensﬁes /J_'I [¥] Exigff EixoY
% Min:|-4.3 % Max =
[¥] Exibir Ndmeros [¥] Exibir Nimeros
¥ Min: -0 486 ¥ Max
EixoX : EixaY / [7] Direc3o Positiva Apenas [] Direcio F'ositiv?rn
10 1 [¥] Distancia: |1 [¥] Distancia: 0.1

Figura 6.53:

3. Na caiza de entrada, digite o texto que aparece na figura 6.54 e pressione enter.

Entrada: log{10, x+10)-1 —&——

Figura 6.54:

4. Digite (a,f(a)) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, clique em
Criar Controles Deslizantes.

Entrada:|(a,fla)) —E——— a_:E CriarControIe(s}D‘esEaitg[ﬁ}.pera:a

© Criar Controles Deslizantes | [ Cancelar

Figura 6.55:

5. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante, selecione Pro-
priedades e faca as modificacoes conforme a figura 6.56, lado direito.

" 4 ics = . o
SIS DR R Basico| Controle Deslizante | Corl Posicio | Avangado | Prograr

Renomear Intervalo /

7 Apagar / / /

min: |0 max: (100 Incremento: 1

¢ Propriedades ..
Controle Deslizante

[¥] Fixo [T Aleatdrio (F2) :Horizontal > | Largura: |200

Animacio / /

Velocidade: 0.4 Repetir: _E== Crescente i v

Figura 6.56:

6. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e selecione
Animar. O arquivo criado estd representado na figura 6.57.
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S Fungdo L) -
Exibir Rotulo & 1) = logea x4 18) =1 =

Animar Nimero -9

i X @ a=2 i
Fixar Objeta Bainc 0%
@ A=(2008) og

Figura 6.57:

6.2.10 Resolucao e analise da atividade 6

O item a ja foi respondido acima quando determinamos o valor de k.  Na re-
presentagao da figura 6.59 podemos verificar que para atingir um lucro de R$ 10000,00,
é necessario produzir 90 - 100 = 9000 pecas. Esse resultado pode ser facilmente veri-
ficado resolvendo-se a equagao: logio(z + 10) — 1 = 1.

Funcio H~ ~~ |D
~@ f(x) = logiy(x+10) —1 (84.15, 1.27)
Nimero
=80
~@® a=90 L
s — .
- @ A=(90,1) -

\ f S

T~

T v T T v T T v T T v T T
85 &8 87 88 80 00 o1 g2 93 94 05 08 07

Figura 6.58:
Recomendamos que o professor observe e analise junto com os alunos outros

valores de x, mas para isso serd necessario o uso de uma calculadora cientifica para
verificar os resultados apresentados pelo GeoGebra.
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6.2.11 Exercicios propostos

1. Construa o grafico das fun¢oes de dominio R definidas pelas leis seguintes:

a)y=logszz  bly=logrz  c¢)y=logy(x+3)  d)y=logi(z*—16)

2. Estabeleca o dominio de cada uma das funcoes:

a)y =logs(z —1)  b)y=logs(a*+3) ¢)y=1logi(3z—2) d)y=
logo (2% + 1)

3. [11] Seja f : R — R definida por f(z) = logx. Verifique a veracidade das
afirmacoes:

4. [11] O gréfico abaixo representa a funcao f : R%. — R definida por log, z.

y

1 2 é z‘t X

Figura 6.59:

Qual é o valor da area colorida?

Considere as aproximacoes log2 = 0,3 e log 3 = 0,48

5. (UFSCAR-SP) A altura média do tronco de certa espécie de arvore, que se
destina a producao de madeira, evolui, desde que é plantada, segundo o seguinte
modelo matemaético: h(t) = 1,5+logs(t+1), com h(t) em metros e ¢ em anos. Se
uma dessas arvores foi cortada quando seu tronco atingiu 3,5 metros de altura,
o tempo (em anos) transcorrido do momento da plantagdo até o do corte foi de:

a)9 b) 8 c) 5 d) 4 e) 2

6. (UNESP) A expectativa de vida em anos em uma regido, de uma pessoa que
nasceu a partir de 1900 no ano x (x > 1900), é dada por: L(z) = 12(199log,qx—
651), Considerando log;,2 = 0,30103, uma pessoa dessa regiao que nasceu no
ano 2000 tem expectativa de viver:
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a)48,8 anos.  b) 54,68. anos  c¢) 64,5 anos.  d) 70,86 anos.  e) 72,3 anos.

(UNITAU) A Escala Richter mede a magnitude de um terremoto. Os terremotos
originam-se do movimento das placas tectonicas. O atrito de uma placa con-
tra outra forma ondas mecanicas. Estas ondas sao responsaveis pelas vibragoes
que causam o terremoto. O sismoégrafo mede a amplitude e a frequéncia dessas
vibracoes, utilizando uma equacao logaritmica, pode calcular a magnitude do
terremoto. A magnitude do terremoto pode ser calculada pela equacao logarit-
mica: M = log(A- f)+3.30, onde A é a amplitude da onda e f é a frequéncia.
Determine:

a) a magnitude de um terremoto com amplitude de 1000 microns e 0,1Hz de
frequéncia.

b) a magnitude de um terremoto com amplitude de 10000 microns e 1Hz de
frequéncia.

6.2.12 Respostas dos exercicios propostos

1.

2.

A cargo do leitor

a) {r e Ryz > 1} b) {z € R;—00 < 2 < +00}
¢) {z e Rz > 2} d) {z e Rjz > —1}

. Verdadeiras: I, III e IV; Falsa: 1I

A=1-log2+1-log3 =1ogb=0,78 u.a.
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Capitulo 7

Funcoes Trigonométricas

7.1 Ciclo trigonométrico

Tomemos sobre um plano um sistema cartesiano ortogonal uOv. Consideremos
a circunferéncia A de Centro O e raio r = 1. O comprimento dessa circunferéncia é
2m, pois C =27 -r=21-1=2m

Vamos agora definir uma aplicagao de R sobre A, isto é, vamos associar a cada
ntmero real x um dnico ponto P da circunferéncia A do seguinte modo:

1°) se x = 0, entao P coincide com A;

2°) se z > 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento x, no
sentido anti-horario, e marcamos P como ponto final do percurso.

3°) se x < 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento |z|, no
sentido horario. O ponto final do percurso é P.

L1
]

Figura 7.1:

A circunferéncia A acima definida, com origem em A, é chamada ciclo ou cir-
cunferéncia trigonométrica

Se o ponto P estd associado ao nimero z, dizemos que P é a imagem de x no
ciclo. Assim, por exemplo, temos:
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v
ﬂBL\
A’ Y
NZA
,

T

a imagem de — T ¢ B’
B v
W g
o
a imagem de = é A’ a imagem de ~7 é A’

Figura 7.2:

Notemos que, se P ¢ a imagem do niimero g, entao P também ¢é a imagem dos
nimeros:

oo xo — 4w, xy — 27, x0, To + 27, ko + 4T, 29 + 671, ...
Em resumo, P é a imagem dos elementos do conjunto:
{r e Ryx =9+ 2km, k € Z}
Av

X, + 2k7

cyY

Figura 7.3:

Um estudo mais aprofundado sobre o circulo trigonométrico e seus angulos
notaveis podem ser encontrados em [12], [7] e [15].

7.2 Funcao seno

Dado um ntmero real x, seja P sua imagem no ciclo. Denominamos seno de
x (e indicamos sen(z)) a ordenada OP; do ponto P em relacdo ao sistema uQOw.
Denominamos fun¢dao seno a funcao f : R — R que associa a cada real x o real
OP; = sen(x), isto &
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f(x) = sen(x)

Figura 7.4:

Exemplos:

o f(z) = sen(z); f(z) = sen(2z); f(z) = sen(z + 3);

7.2.1 Propriedades da fungao seno

e O sinal da fungao f(z) = sen(x) é positiva quando = pertence aos 1° e 2°
quadrantes; e é negativo quando x pertence ao 3° e 4° quadrantes.

No 1° quadrante, a funcao f é crescente, pois, a medida que x aumenta, os valo-
res de f(x)sen(x) aumentam de 0 até 1; no 2° e 3 quadrantes, f é decrescente: a
medida que x aumenta, os valores f(x) = sen(x) diminuem de 1 (valor maximo)
até -1 (menor valor); no 4° quadrante, a fungao retoma o crescimento e seus va-
lores aumentam de -1 a 0. Resumindo, no 1° e 4° quadrantes f é crescente e no
2° e 3° quadrantes f & decrescente.

A funcao seno é periddica e seu periodo é 27

O dominio de f & o conjunto {z € R; —o0 < z < +00}.

A imagem de f ¢é o intervalo |-1, 1].

f € uma funcdo impar, pois se z é um numero real, temos f(—x) = —f(x).

7.2.2 Grafico da funcao seno

O grafico da funcao seno assume o formato abaixo. Esta curva recebe o nome
de senoide e para esbo¢d-la sem o auxilio de um software é necessario utilizar as
propriedades citadas acima e conhecer de antemao alguns valores notaveis de x.
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7.2.3

Figura 7.5:

Para o professor

Vamos criar um arquivo para entendermos como é construido o grafico da funcao
seno. Para isso vamos construir um circulo de raio unitario na janela de visualizacao.
Vamos marcar um ponto sobre o circulo construido de forma que a medida que este
percorra a circunferéncia, o grafico da funcao seno serd construido na na janela de

visualizacao 2.

1. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos, selecione Janela de
Visualizagao e faca as modificacoes conforme a figura 7.6, lado direito.

Exibir Todos os Objetos

Visualizagao PMUHM

Janela de Visualizacio ...

| Basico o | Eixoy | Mana| _

| Basico | Ei

-
/ Exibir EixoX
| [#] Exibir Mimeros

| [] Direcio Positiva Apenas

| [¥] Distancia: |1

Figura 7.6:

| ExoY | Malha|
Ene\
[¥] Exibir Nimeros

[ ["] Direco Positiva Apenas

[¥] Distdncia: |1 -

2. Digite circulo[(0, 0),1] na caiza de entrada e pressione enter. O arquivo repre-
sentado na figura 7.7, lado direito seré criado. Pode-se observar que o circulo
possui raio 1 e esta centrado na origem:.
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Enfrada | Circulof{0,0), 1] —g—— S = =id

Figura 7.7:

3. Selecione a ferramenta Ponto na barra de ferramentas e marque os pontos A, B
e C sobre o circulo conforme mostra a figura 7.8. (basta clicar sobre os lugares
indicados)

| A! . ~ T
* 2 /’7 e .\‘7 ‘\-:)_r
.A Ponto € ] :
—_—
;A\ Ponto em Objeta
D / \ B

Figura 7.8:

Q

4. Digite (0,y(A)) na caiza de entrada e pressione enter.
Entrada: |{0,y(A)) —-———

Figura 7.9:
5. Selecione a ferramenta Arco Circular na barra de ferramentas, figura 7.10 (lado
esquerdo). Em seguida, clique sobre os pontos C, B e A, nesta ordem.

6. Selecione a ferramenta Segmento na barra de ferramentas, figura 7.10 (lado
direito). Em seguida, clique sobre o ponto C' e sobre o ponto D e pressione esc.
Clique sobre o ponto C' e sobre o ponto A.
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Aof<Nl=d=]= [P
. o ABC _/' \ il - o
..\:.‘..../Iv. 9| vH el 7| ) ‘%’ . ¥, — Tyl 4 ) v
@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos / Reta
@ Circulo dados Centro & Raio ,/ Segmento -
’.:. ae : :
'\i_/. Compasso - Segmento com Comprimento Fixo

Circulo definido por Trés Pontos
f Semicirculo Definido por Dois Pontos
..) Arco Circular /

Figura 7.10:

Apos esses passos o arquivo deve estar conforme representado na figura 7.11.
Nesse momento é interessante alterar as cores do segmento C'D = a e do arco
AB = d, usando a mesma cor para ambos.

b Janelade Algebra (<] | ¥ Janela de Visualizagio

-

- Anw

Figura 7.11:

7. Na barra de ferramentas selecione a ferramenta Angulo. Em seguida, clique

sobre os pontos B, C' e A, nesta ordem. O arquivo criado esta representado na
figura 7.12, lado direito.
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.é‘ Anguly —~——

Codnica
B cxry=1
@ d=072
Ponto
@

- ALw

A={0.75,0.66)

o 1 Panto A: Ponto sobre ¢| c

@ D=(0,0.66)
Segmento

@ a=0.66
@ b=1
Angulo

@ a=4111°

(ETIREN B

Figura 7.12:

o0

Agora vamos marcar dois pontos F e F' na Janela de visualiza¢ao 2 e "amarra-
los"ao ponto A do circulo de forma que, a medida que o ponto A percorra a
circunferéncia o ponto E construa a curva da func¢ao seno e o ponto F' percorra

0 eixo z na Janela de

Visualizacao 2.

8. No Menu principal, clique em Ezibir e selecione Janela de Visualizacao 2.

Opcies Ferramentas Janela Ajuda

: Janela de J\Igebra Cirl+Shift+4
I " Planilha Cirl+Shift+5
(% Janela CAS Cirl+Shift+K
;-_a',\ Janela de Visualizagdo Ctrl+Shift+1
i a\‘ Janela de Visualizagéw/ Ctrl+Shift+2
@- Janela de Visualizacdo 3D Cirl+Shift+3

Figura 7.13:

9. Na Janela de Visualizacao 2 clique com o botao direito do mouse sobre um dos
eixos, selecione Janela de Visualizacao e faca as modificagbes conforme a figura

7.14, lado direito.

, Zoom
EixoX : EixoY

Exibir Todos os Objetos
Visualizacio Padra Ctrl+M

: Janela de Visualizacio ...

S— e
v| [Basico| ExoX | Eixov | maihal

| Basico | Eixox | ExoY | maina|

' /J Exibir EiroX
[¥] Exibir Nm‘y

Direcio Positiva Apenas

[V] Distancia: |m2 -

Figura 7.14:

[¥] Exibir EixoY\

[¥] Exibir Numeros

[7] Direcio F'ositivar\py

[¥] Distancia: |1 -

Vale ressaltar que sempre que fizermos algo na Janela de Visualiza¢ao 2, temos
que observar se a mesma esta ativa. Isto é, observe se ela est4 em negrito.
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» Janela de Visualizagio 2

AN
Figura 7.15:

10. Digite E=(d,y(D)) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, digite
F=(d,0) na caiza de entrada e pressione enter.

‘ Entrada: (d,y(D)) --e— ‘ Entrada: | F={d,0) ———

Figura 7.16:

11. Clique com o botao direito do mouse sobre cada um dos pontos E e F e selecione
habilitar rastro. Em seguida, clique com o botao direito do mouse sobre o ponto
A e selecione Animar.

Exibir Objeto
As Exibir Rétulo
e # Habilitar Rastro

A ExibirRétqu/ .

# Habilitar Rastro

Coordenadas Polares

Figura 7.17:

O arquivo final esta representado na figura 7.18.

¥ Janelade Algebra [ | ~ Janela de Visualizagio (@ [ » Janela de Visualizacio 2
Conica W~ o~ v~
® cxey=1
® d=057
Panto

A=(0.84,0.54)

@ B=(1,0)

® c-0,0 .

@ D=(0,0.54)

® E=(0.57,054)

® F=(057,0)

Segmento

® a=054

® b=1

Angulo

® a=-3285°

Figura 7.18: Arquivo final

A criacao desse arquivo passo a passo por intermédio de video pode ser encon-
trado em [5].
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7.2.4 Para o professor

Vamos criar um arquivo para observamos o comportamento de f(x) = a +
bsen(cx) segundo a variacao dos parametros a, b e c.

1. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos, selecione Janela de
Visualizagao e faga as modificagoes conforme mostra a figura 7.19, lado direito.

Basico| EiX0X | EixoY | Malha|
a

. Zoom 2
EixaX : EixoY 3 /’Z Exibir EixoX
Exibir Todos os Objetos
7] Exibir NG
Visualizacdo Padrio Ctrl+M L AEE et acn st
© Janela de Visualizagdo ... [C] Direcéo Pasitiva -‘\FZ’V
[¥] Distancia; |w/2 -
Figura 7.19:

2. Na caiza de entrada, digite o texto que aparece na figura 7.20 e pressione e
pressione enter. Em seguida, clique em Criar Controles Deslizantes.

Entrada: a+b*sin{cx) -—esf— a=.2 Criar Contr ) Deslizante(s) para: a, b, ¢

' Criar Controles Deslizantes | | Cancelar

Figura 7.20:

3. Clique com o botao direito do mouse sobre cada um dos controles deslizantes e
selecione Animar, figura 7.21.

Namero a Niamero b Namero c
Exibir Objeto . Exibir Objeto *= | Exibir Objeto
As | Exibir Rétulo A+ Exibir Rétulo An | Exibir Rt?tili//
| ¥ Animar <€ Animar - Animar
v Fixar Objeto ¥ Fixar Objeto v Fixar Objeto
#  Posicio Absoluta na Tela #  PosicioAbsolutanaTela || # Posigio Absoluta na Tela
Figura 7.21:

O arquivo criado esté representado na figura 7.22.
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} Janela de Algebra &
Funcio

----- @ f(x) = 1+ 1sen(1lx)
Nimero

- a=1

i c=1

 Janela de Visualizagdo

_d

v aw |

= )
I n
o

a7
n

]

Figura 7.22: Arquivo final

Para um melhor entendimento do comportamento da curva recomendamos que
se faca a animacao de cada um dos parametros isoladamente.

Mantendo o parametro ¢ animado podemos observar alteragao no dominio da
funcao. A figura 7.23 mostra uma pausa da animacao com c.

} Janela de Algebra
Funcdo

L@ f(x) = 1sen(2.1x)

Mdmero

EI ¥ Janela de Visualizagio

CI# e~

a=0
>

b=1

Figura 7.23:

A figura 7.24 mostra uma pausa da animac¢ao com o pardmetro b variando.
Podemos observar que este parametro interfere no intervalo da imagem da funcao.

» Janela de Algebra
Fungdo
~@ f(x) = 2.5 sen(1x)
Nimero

@ ¥ Janela de Visualizagdo

-2

Figura 7.24:
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A figura 7.25 mostra a pausa da animag¢ao com a variando. Com este parametro
variando observamos uma translacao vertical do grafico de f.

b Janela de Algebra [ | * Janela de Visualizagio
Funcio EI:] -
@ f(x) = 3.1+ 1 sen(Lx)

Nimero
- a=31
@ p=1 \

@ e=1

Figura 7.25:

7.2.5 Atividade 1

Nesta atividade vamos usar a caixa de entrada para modelar a funcao dada na
Janela de Algebra e plotar seu grafico na janela de Visualizacdo. Em seguida vamos
usar um controle deslizante para fazer com que um ponto se mova sobre a curva criada.

Ao desenvolver esta atividade o aluno tera a oportunidade de ver uma das
aplicagoes da func¢ao seno.

e [12] Em uma pequena roda-gigante, a altura (em metros) em que um passageiro
se encontra no instante t(em sequndos) é dada pela lei:

h(t)=6+4- sen(% : t), para t € [0, 270]

a) No inicio do passeio, a que altura se encontra o passageiro?

b) A que altura se encontra o passageiro apos 9s do inicio? use V2 =1,4.
¢) Qual é a altura minima que esse passageiro atinge no passeio?

d) Qual é a altura maxima que esse passageiro atinge no passeio?

e) Qual o tempo necessario para a roda-gigante dar uma volta completa?
f) Quantas voltas completas ocorrem no passeio?

Criando o arquivo

1. Na caiza de entrada, digite o texto que aparece na figura 7.26 e pressione enter.

Entrada: Fungao[6+4*sin((pil12)x), 0, 264] —€——

Figura 7.26:
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2. Digite (a,f(a)) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, clique em
Criar Controles Deslizantes.

a=2

Entrada:|(a,fla)) —€E—— .= CriarControIe(s}Wra;a
i Criar Controles Deslizantes | l Cancelar
Figura 7.27:

3. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante, selecione Pro-
priedades e faca as alteragoes conforme figura 7.28, lado direito.

'_B""_'_-i Controle Deslizante [ Gor| ico | | =
_ Apagar / | =T | Cor | Posicao | Avancado | Programacao)
Intervalo
? Propriedades .. / / /
min: |0 max: 264 Incrementa: |1

Controle Deslizante

[¥] Fixo  [C] Aleatdrio (F9) |Horizontal ~ | Largura: 200 px

Animacio

Welocidade: (0.4 Repetir: .==» Crescente -

Figura 7.28:

7.2.6 Resolucao e analise da animacao 1

Para animar o arquivo clique com o botao direito do mouse sobre o controle
deslizante e selecione Animar.

Na pausa representada na figura 7.28 o aluno podera observar que no inicio do
passeio, x = 0, a altura do passageiro é 6 metros. E na figura 7.29 pode-se notar que
apo6s 9s, a altura do passageiro é 8,83 metros.

- Fungio
= i 11u=0

& f(x) 6+4 sen(l2 x) . | | . !
¥ Mimero 104
i@ a=0

Ponto 8
..... @ A=(0,6) o

\ 5

Figura 7.29:
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Funcio
= I 11{a=48

@ f(x) =6+4 sen(12 x) .

Mimero
@ a=0

Ponto
- @ A=(9,8.83)

/

Figura 7.30:

As alturas maxima e minima podem ser observadas nas pausas representadas
nas figuras 7.31 e 7.31, respectivamente, a saber 10 metros e 2 metros.

Funcéo
m
@ f(x) =6+4sen|-—- x kb iy
, i [
Nimero -
@ a=6
Panto
~-@ A=(6,10)
2]
14
o
o1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Figura 7.31:
Funcdo 147
f(x) = 6+4 1 1Pg=18
o118 SRE | RN SRES
Mimero 115
® a=18 10
Fonto a
@ A=(18,2) 54
71
\ 61 f
54
a4
:' A
1 —
0
A Jor 234567 8 0 1112134151817 1819202122232425 263

Figura 7.32:

Na pausa representada na figura 7.33 pode-se observar que a roda-gigante da
uma volta completa a cada 24 segundos, portanto para determinar o nimero de voltas
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de cada passeio, basta dividir o tempo total(264 segundos) por 24 segundos, ou seja,

264s
= 11 voltas.
24s
Funcio 14
@ f(x) = 644 sen f _13_3:24
i '2'6 ...........
Mimero R
@ a=24 10 1
Ponto a4
@ A=(24,6)

\

0= MWk m @~ o

]01 2 3 4 5 8 7 8 9 101112131415 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

'\J

Figura 7.33:

Nao foi pedido, mas ao observar a animacao, o conjunto imagem dessa fun¢ao
pode ser facilmente determinado, a saber {y € R;2 <y < 10}.

7.2.7 Exercicios propostos

1. [12] Determine o periodo e o conjunto imagem, construindo o grafico de um
periodo completo para cada funcao dada.

a) f: R — R tal que f(x) = 2sen(x)
b) f: R — R tal que f(z) = sen(3z)
¢) f:R — R tal que f(z) =3+ sen(x)

d) f:R— R tal que f(z) =2+ sen(g)

2. Determine o periodo e a imagem da funcao f(z) = sen’z + sen’z + sen(z) + 2

3. (FGV-SP) Um supermercado que fica aberto 24 horas por dia, faz a contagem
do nimero de clientes na loja a cada 3 horas. Com base nos dados observados,
estima-se que o ntimero de clientes possa ser calculado pela fungao trigonomé-
trica,

F(x) = 900 — 800 - sen (1”—2:(:>

onde f(x) é o namero de clientes e x, a hora da observacao (z é um inteiro
tal que 0 < z < 24). Utilizando essa funcao, a estimativa da diferenca entre
0 nimero maximo e o nimero minimo de clientes dentro do supermercado, em
um dia completo, é igual a:

a) 600 b) 800 ¢) 900 d) 1500 e) 1600
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4.

(VUNESP) Uma equipe de agronomos coletou dados da temperatura (em °C')
do solo em uma determinada regiao, durante trés dias, a intervalos de 1 hora. A
medicao da temperatura comecou a ser feita as trés da manha do primeiro dia
(t=0) e terminou 72 horas depois (t=72). Os dados puderam ser aproximados
pela funcao

s 3
H(t) =1 : 4 =
(t)=15+5 sen(12 + 2),

em que t indica o tempo (em horas) decorrido apos o inicio da observacao e

H(t) & temperatura (em °C') no instante ¢.
< 7T 3m
a) Resolva a equagao sen (Et + 7) = l,para t € [0, 24].

b) Determine a temperatura méaxima atingida e o horario em que essa tempe-
ratura ocorreu no primeiro dia de observacao.

(VUNESP) Do solo, vocé observa um amigo numa roda-gigante. A altura h, em
metros, de seu amigo em relagao ao solo é dada pela expressao

h(t) = 11,5 + 10sen {%(t - 26)} ,

onde o tempo t ¢ dado em segundos e a medida angular em radianos.

a) Determine a altura em que seu amigo estava quando a roda comegou a girar
(t=0).

b) Determine as alturas minima e maxima que seu amigo alcanca e o tempo
gasto em uma volta completa (periodo).

7.2.8 Respostas dos exercicios propostos

1.

a) periodo: 2m; Imagem: {y € R; -2 <y < 2}
b) perfodo: 2F; Imagem: {y € R;—1 <y <1}
¢) periodo: 2m; Imagem: {y € R;2 <y <4}

d) periodo: 4m; Imagem: {y € R;1 <y < 3}

periodo: 2m; Imagem: {y € R;1 <y <5}

e
a) t =12 b) 20°C as 15:00

a) 6,5 metros b) Méaxima: 21,5 metros; minima: 1,5 metros; periodo: 24
segundos
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7.3 Funcao cosseno

Dado um ntmero real z, seja P sua imagem no ciclo. Denominamos cosseno
de = (e indicamos cos(z)) a abscissa OP, do ponto P em relagio ao sistema uOv.
Denominamos func¢dao cosseno a funcao f : R — R que associa a cada real x o real
OP, = cos(z), isto é:

f(2) = cos(x)

Figura 7.34:

Exemplos:

o flx)=cos(@)i  fla)=cos(2x);  flx)=cos(x+3);

7.3.1 Propriedades da fungao cosseno

e O sinal da funcao f(z) = cos(z) ¢ positivo quando = pertence ao 1° e 4° qua-
drantes; e é negativo quando = pertence ao 2° e 3° quadrantes.

No 1° e 2° quadrantes, a funcao f é decrescente, pois, a medida que x aumenta,
os valores de f(x) = cos(x) diminuem de 1 (valor maximo) até -1 (valor minimo).
No 3° e 4° quadrantes, f é crescente, pois a medida que x aumenta, os valores
f(z) = cos(z) aumentam de -1 até 1.

A funcao cosseno é periddica, e seu periodo é 27.

O dominio de f & o conjunto {z € R; —oo < z < +00}.

O conjunto imagem de f ¢é o intervalo [-1, 1].

f € uma funcado par, pois se x é um numero real, temos f(—z) = f(x).

146



7.3.2 Grafico da fungao cosseno

O grafico da fungao cosseno assume o formato abaixo. Esta curva recebe o nome
de cossenoide e para esbocd-la sem o auxilio de um software é necessario utilizar as
propriedades citadas acima e conhecer de antemao alguns valores notaveis de .

Figura 7.35:

7.3.3 Para o professor

Vamos criar um arquivo para entendermos como é construido o grafico da funcao
cosseno. Para isso vamos construir um circulo de raio unitério na janela de visualiza-
¢ao. Vamos marcar um ponto sobre a circunferéncia de forma que, a medida que ele
se mova a funcao cosseno seja construida na janela de visualizacdo 2.

1. Antes de iniciar a construgao oculte a malha. Clique com o botao direito do
mouse sobre um dos eixos, selecione Janela de Visualizacao e faga as modifica-
¢oes conforme a figura 7.36.

Exibir Todos os Objetos g_aég_i_c_q‘;,Eixox | EixoY | Malha| | EixoY | Malhal
Visualizacio PMUHM /.,.r SR
Janela de Visualizac3o ... 2t :
|| Exibir NUmeros [¥] Exibir Mimeros
[7] Direcdo Positiva Apenas [] Diregéo Positiva Apenas
[¥] Distancia: |1 - [¥] Distancia: |1 A'/:
Figura 7.36:

2. Digite circulo[(0, 0),1] na caiza de entrada e pressione enter. O arquivo repre-
sentado na figura 7.38 serd gerado. Pode-se observar que o circulo possui raio 1
e esta centrado na origem.

Entrada:|Circulo[(0,0), 1] —eg—o—o

Figura 7.37:
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8 cxry=1

N

a4
N

Figura 7.38:

3. Selecione a ferramenta Ponto na barra de ferramentas e marque os pontos A, B
e (' sobre o circulo conforme mostra a a figura 7.39.

ALl /

o Ponto €———
Figura 7.39:

A\ Ponto em Objeto

%
/

K

4. Digite (x(A),0) na caiza de entrada e pressione enter.

Entrada: |{x{A),0) -

Figura 7.40:
5. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta Arco Circular, figura 7.41 (lado
esquerdo), e clique sobre os pontos C, B e A, nesta ordem.

6. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta Segmento, figura 7.41 (lado
direito). Em seguida, clique sobre o ponto C, sobre o ponto D e pressione esc.
Clique C' e sobre o ponto A.
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Adol<Nk== RARERCl<
— b ) k) V] b ¥ | v ) vl
@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos / Reta
Circulo dados Centro e Raio ,/ Segmento -
Compasso .Ef"' Segmento com Comprimento Fixo

Circulo definido por Trés Pontos

) QIw®

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arco Circular /

S

Figura 7.41:

Apos esses passos o0 arquivo estara conforme representado na figura 7.42, nesse
momento é interessante alterar as cores do segmento C'D = a e do arco AB = d,
usando a mesma cor para ambos.

b Janela de Algebra (<] | ~ Janela de Visualizagio

- Cénica D O

. GcxX+y=1

C={(0,0)
D =(0.75, 0}
Segmento d

@ a=075 b
M b=1 b=

Figura 7.42:

7. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta Angulo e clique sobre os pontos
B, C e A, nesta ordem.
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= 5 Janela de Algebra (4 | = Janela de Visualizacho
|é°,| \, AB 4:—_ Cénica O~ £~ aavw
|1 = 8 cx+y=1

.(’o. Angulp ~E——— - EREOh
Ponto

® A=(0.78,063)

~@ B=(1,0) c

@ C€={0,0)

® D=(0.78,0)
Segmento d

-8 a=078 %

@ b-=1
Angulo o0y e L

--@ a=38.93° 4 o

Figura 7.43:

8. No Menu Principal clique em FExibir e selecione Janela de Visualizagao 2.

Opcies Ferramentas Janela Ajuda

| Janela de Algebra Ctrl+Shift+A
** Planilha Ctri+Shift+S
(% Janela CAS Cirl+Shift+K
@ Janela de Visualizagio Ctrl+Shift+1
L Y 2 3 u/ i
@ Janela de Visualizaggo 2 Ctrl+Shift+2

Ay Janela de Visualizagio 2D Cirl+Shift+3

Figura 7.44:

9. Na Janela de Visualizacao 2 clique com o botao direito do mouse sobre um dos

eixos, selecione Janela de visualizagdo e faca as modificagoes conforme a figura
7.45.

e v| | Basico | EixaX’| Eixoy | manal | Basico | Eixox | Eixa¥ | maina
EixoX : EixoY 4 /E Exibir EixoX [¥] Exibir EixoY
Exibir Todos os Objetos
Visualizagio Padra Ctri+M [¥] Exibir Nw/ [¥] Exibir Nimeros
i Janela de Visualizacdo .. Direcio Positiva Apenas [7] Diregdo F‘ositiua.*\py
[¥] Distancia: |m?2 - [¥] Distancia: |1 -

Figura 7.45:

10. Digite E=(d,x(D)) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, digite
F=(d,0) na caixa de entrada e pressione enter.

Entrada: E={d,x(D)} —-—r Entrada: F=(d,0) ——f——

Figura 7.46:

150



11. Clique com o botao direito do mouse sobre cada um dos pontos E e F e selecione
habilitar rastro. Em seguida, clique com o botao direito do mouse sobre o ponto
A e selecione Animar.

Exibir Objeto
A% Exibir Rdtulo
U e & Habilitar Rastro

A ExibirRotulo/ . =
# Habilitar Rastro

Coordenadas Polares

Figura 7.47:

O arquivo criado esté representado na figura 7.48.

=
X

¥ Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizacio b Janela de Visualizagio 2
Conica (1] -
® cxry=1
® d=-068 ”
Ponto
°

® B=(1,0) ¢
2 d { 3

® D=(0.78,0)
® E=(0.68,078) d
® F=(068,0) b

Segmento
® a=078 oAAdan7g D |8
4 b=1 " o = 1 \E
Angulo
® a=3879° 4 F

Figura 7.48: Arquivo final

Para analisar o comportamento da funcio f(z) = a + bcos(cz) recomendamos
que o leitor crie um arquivo semelhante ao que fizemos para a funcao seno na secao
anterior.

7.3.4 Atividade 2

Nesta atividade vamos alterar a escala dos eixos, x e y, e usar a caixa de entrada
para modelar a funcio dada na Janela de Algebra e plotar seu grafico na janela de
Visualizagao. Em seguida vamos usar um controle deslizante para fazer com que um
ponto se mova sobre a curva criada.

e [12] Um artigo publicado em um caderno de economia prevé que as exportagoes
de um certo pais (em milhdes de dolares), no ano de 2010 + z, em que z €

{0,1,2,---,19,20}, serdao dadas pela seguinte lei f(x) = 400 4 18 - cos (%x)
Supondo que isso realmente ocorra, determine:

a) o valor das exportagoes desse pais nos anos de 2010, 2015, e 2020, em milhoes
de dolares;

b) quantas vezes, entre 2010 e 2030, f atingird seu valor minimo e qual é esse
valor?

Criando o arquivo
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1. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos eixos, selecione Janela de
Visualizacao e faca as modificacoes conforme a figura 7.49.

Exibir Todos os Objetos
Visualizacao Padwtrhm

57 Janela de Visualizacdo ...

Figura 7.49:

Basico | EixoX | EixoY [ Malha|  ico| EixoX | EixoY | Malha| sico [ Eixox| EixoY | maihal

Diftenstes /f«r_ Exibir EixoX | Exibifixo‘f’

¥ Min:|-1.56 ¥ Max
[¥] Exibir Nimeros [¥] Exibir Ndmeros

y Min: -2.46 y Max
Eion:EW / [7] Direcio PositiygApen: [7] Direc3o Positivgfpen
1 ;|40 g
[ 1 [¥/] Distdncia: 40

Figura 7.50:

2. Na caixa de entrada, digite o texto que aparece na figura 7.51, pressione enter.

Entrada: |Fung@o[400+18*cos((pi/3)x), 0, 20] —&——v

Figura 7.51:

3. Digite (a,f(a)) na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida, clique em

Criar Controles Deslizantes.

Entrada: |{afla)) < 232 CriarcﬂntmIE(S?Wra:a

Cancelar

[ Criar Controles Deslizantes | [

Figura 7.52:

4. Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante criado, selecione
Propriedades e faga as modificagoes conforme figura 7.53.
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J— ) -
dsico| Controle Deslizante | Cor | Pos

—

I
Avancado | Progre

b/ Renomear
Intervalo

/. Apagar / / / y

min: |0 max: |20 Incremento: 1
+ Propriedades ..

Controle Deslizante

[/] Fixe [] Aleatdrio (F9) |Horizontal ~ | Largura: |200

Animacio / /

Velocidade: 0.4 Repetir:

Figura 7.53:

7.3.5 Resolucao e analise da atividade 2

Para animar o arquivo, clique com o botao direito do mouse sobre o controle
deslizante e selecione Animar.

De acordo com o enunciado da atividade os valores de, x = 0,1,2,--- 20,
correspondem respectivamente aos anos de 2010, 2011, 2012, - - - , 2030.

Nas pausas representadas pelas figuras 7.54, 7.55 e 7.56 o aluno podera observar
que os valores das exportacoes em 2010, 2015 e 2020 sao respectivamente, 418, 409 e
391 milhoes de dolares.

Fungio M~~~ |D Fungio MW~ ~~ |[:]
m - T !
@ f(x) = 400 + 18 cos (3 x) 0 @ f(x) = 400+ 18 cos (5 xj 0
Nimera as0 Nimera a=3
® a=0 e ® a-5 el g
Panto 440 5 Ponto 440
® A=(0,418) @ A=(5,400) A
- "\_/\ . V\
380 \ \ 360 /
320 320
280 280
240 240
200 200
180 180
120 120
80 80
40 40
o 0
D1 2 a a4 5 8 7 @ oM. 2 a 4 B 8 7 ¢

Figura 7.54:
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Fungio - |[:]
@ f(x) = 400 + 18 cos (% x) (0«

Ntmero a=10

® a-10 R e
Ponto 440 4
& A=(10,391)
MD'W

\ 360 4 /
320

280

240

200

180 4

120

01 2 3 4 5 ] 7 a8 g o 11 12

Figura 7.55:

Durante a animacao o aluno observara que entre 2010 e 2030 o valor minimo
(382 milhoes) foi atingido em 2013, figura 7.56. E esse valor serd atingido novamente
em 2019 e em 2025, ou seja, trés vezes.

Fungio W~ ~~ |7
s |
@ f(x) = 400 + 18 cos (5 x) (00 ]
Nimero a=3
® a3 e
Fonto 440 4
- A={(3,382)

R _W
\ 320

280 1
240 4
200 4

160

120

Figura 7.56:

Embora o exercicio nao tenha pedido, ao observar o grafico e com o auxilio
do professor o aluno devera ser capaz de expressar o conjunto imagem dessa funcao,
a saber {y € R;382 <y < 418}.

7.3.6 Exercicios propostos

1. [12] Determine o periodo e o conjunto imagem, construindo o grafico de um
periodo completo para cada funcao dada:
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a) f: R — R tal que f(z) = —3cos(x)
b) f:R — R tal que f(z) = cos(bz)
¢) f:R— R tal que f(z) =2 — cos(z)

d) f:R — R tal que f(z) = =7+ cos (g)

. Determine o periodo e a imagem da fungao f(r) = —4cosz + 2cos’z + 2

[12| Seja f : R — R uma fun¢ao definida por f(z) = sen(2z) - cos(2x).

a) Determine o dominio, a imagem e o periodo de f.
b) Obtenha o valor de f(;—4)

¢) Faga o grafico de um periodo de f.

. (UNESP) A figura abaixo mostra a orbita eliptica de um satélite S em torno
do planeta Terra. Na elipse estao assinalados dois pontos: o ponto A (apogeu),
que é o ponto mais afastado do centro da Terra, e o ponto P (perigeu), que é
o ponto da 6rbita mais proxima do centro da Terra. O ponto O indica o centro
da Terra e o angulo POS tem medida a, com 0° < a < 360°.

{figura fora de escala)

Figura 7.57:

A altura H, em quilometros, do satélite a superficie da Terra, dependendo do
angulo é dada aproximadamente pela funcao:

7980
H=|-644+——"—|-10%
( * 100+5cosa)

Determine:

a) A altura H do satélite quando este se encontra no perigeu e também quando
se encontra no apogeu.
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b) Os valores de a quando a altura H do satélite é de 1.580 km.

. (UNESP) A temperatura, em (°C'), de uma camara frigorifica, durante um dia

completo, de 0 hora as 24 horas, é dada aproximadamente pela funcao:

f(t) = cos (%t) — COS (%t), 0 <t <24, com t em horas.

Determine:

a) a temperatura da camara as 2 horas e as 9 horas (use as aproximacdes /2 =
1,4e/3=1,7).

b) em quais horarios do dia a temperatura atingiu 0°C.

7.3.7 Respostas dos exercicios propostos

1.

a) periodo: 27; Imagem: {y € R; -3 <y < 3}
b) perfodo: 2%; Imagem: {y € R;—1 <y <1}
¢) periodo: 2m; Imagem: {y € R;1 <y < 3}

d) periodo: 4m; Imagem: {y € R; -8 <y < —6}

periodo: m; Imagem: {y € R;0 <y < 2,25}

. a) Dominio: {z € R;—00 < x < 400}; imagem: {y € R;—0,5 <y < 0,5};

periodo: 7

b) f(;—4) =0,25 ¢) A cargo do leitor

a) Perigeu: 1200 metros; Apogeu: 2000 metros b)ay=Feay= 37”
a) as 2 horas (0,37°C); as 9 horas (-0,71°C) b) as 0, 8, 16 e 24 horas.
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7.4 Funcao tangente

™ . . . .
Dado um namero real z, x # 5 +km, seja P sua imagem no ciclo. Consideremos

a reta OP e seja T sua intersecdao com o eixo das tangentes. Denominamos tangente
de x (e indicamos tg(z)) a medida algébrica do segmento AT.

Denominamos funcdao tangente a funcao f : D — R que associa a cada real x €
D - com
x # 5 + km, o real AT = tgz, isto ¢, f(z) = tg(x).

T —_
Notemos que, para x = 5 + km, P estd em B ou B’ e, entao, a reta OP fica

paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso nao existe o ponto 7', a tg(x) nao é
definida.

Figura 7.58:

Exemplos:

flx) = tg(x),  flz) = tg(2z),  f(x)= tg(z+3)

7.4.1 Propriedades da fungao tangente

e A funcao f definida por f(x) = tg(z) é crescente em todo seu dominio.

O sinal da funcao tangente é positivo nos 1° e 3° quadrantes, e é negativo nos
2° e 4° quadrantes.

A funcao tangente é periddica, e seu periodo é 7.

O dominio de f é {z € Ryx # § + km; k € Z}.

O conjunto imagem de f é {y € R; —o0 < y < +00}.

e f & impar no intervalo (— g,g), pois tg(—x) = zirsl((:j)) = —szr(lig)c) =
—tg(x), logo se x € (— g, 0) entao —x € (O, g)
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7.4.2 Grafico da funcao tangente

O grafico da funcao tangente assume o formato abaixo, esta curva recebe o nome
de tangentoide e para esbo¢d-la sem o auxilio de um software é necessario utilizar as
propriedades citadas acima e conhecer de antemao alguns valores notaveis de .

Figura 7.59:

7.4.3 Para o professor

Vamos criar um arquivo para entendermos como é construido o grafico da funcao
tangente. Para isso vamos construir um circulo de raio unitario na janela de visuali-
zag¢ao. Vamos marcar um ponto sobre a circunferéncia de forma que, a medida que
ele se mova a funcao tangente seja construida na janela de visualizacao 2.

1. Antes de comecar a criar o arquivo, oculte a malha. Clique com o botao di-
reito do mouse sobre um dos eixos, selecione Janela de Visualizacao e faca as
alteracoes indicadas na figura 7.60.

Exibir Todos os Objetos E__E_I_éx__s_ig_q;EiXOX Elx_o‘f’wmlha = i Elésicog: Eixox| EixoY 'l Malhai

Visualizacio PVCHHM /J e

Janela de Visualizac3o ... |

[&] Exibir Mimeros [¥] Exibir Nimeros

| [7] Direcio Positiva Apenas | ["] Direcdo Positiva Apenas
[
| [¥] Distancia: |1 - I [¥] Distancia: |1 /’:
Figura 7.60:

2. Digite circulo[(0, 0),1] na caiza de entrada e pressione enter.

Entrada:|Circulo[(0,0), 1] —eg—o—o

Figura 7.61:
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3. Selecione a ferramenta Ponto na barra de ferramentas e marque os pontos A, B
e C' sobre o circulo conforme mostra a figura 7.62, lado direito.

.A Ponty ~E————

=Y
["  Ponto em Objeto

Figura 7.62:

4. Digite x=1 na caiza de entrada e pressione enter. Em seguida digite o texto
que aparece na figura 7.63, lado direito, na caiza de entrada e pressione enter.

l‘ Entrada: | x=1 --f— Entrada: | D={1,tan{a)) —&—

Figura 7.63:

5. Na barra de ferramentas selecione a ferramenta Semirreta e clique sobre o ponto
C' e em seguida sobre o ponto D, figura 7.64, lado direito.

3
_/ Segmento
{| an : : ¢
« Segmento com Comprimento Fixo
; d
|
-/ Semirrela g \ &
. g . .
\ Caminhao Poligonal 0 bFa=52.21 B
e

Figura 7.64:
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6. Selecione a ferramenta Arco Circular na barra de ferramentas e clique sobre os
pontos C, B e A, nesta ordem.
7

< [=PAN

. Y, v

ABC A=

O Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

—
@ Circulo dados Centro e Raio -/’ d
~ y
| *J| Compasso
ey 3 ¥
B
0
~
{ Semicirculo Definido por Dois Pontos

..l Arco Circular "

Circulo definido por Trés Pontos \

Figura 7.65:

7. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta Angulo e clique sobre os pontos
B, C e A, nesta ordem. O arquivo criado até o momento esta representado na
figura 7.66, lado direito.

DIEH

b Janela de Algebra B | » Janela de_\iisualiza;ﬁo

Cdnica a
® cx+y=1
® d=078

-

- Ponto
® [ [l _ I A=(0.71,0.7) c >
¢‘_-_0‘ Angula com Amplitude | B=(1,0)
C=(0,0) d

cm S . D=(1,0.98)
/ Distancia, Compriment . Reta b
] | @ arx=1 o 5

[:ﬁ Area Semirreta Kﬂ a=44.47"

i\ngulo

L@ B0Tx+0.71y=0
Angulo

Figura 7.66:

8. No Menu Principal clique em Ezxibir e selecione Janela de Visualizagao 2.

OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

¢ Janela de Algebra Ctrl+Shift+A

;"[ Flanilha Ctrl+5hift+3

% Janela CAS Ctrl+Shift+K

@ Janela de Visualizagﬁw Ctrl+Shift+1

-j\i Janela de Visualizagio 2 Ctrl+5hift+2
Figura 7.67:
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9. Na Janela de Visualizacao 2 clique com o botao direito do mouse sobre um dos
eixos, selecione Janela de visualizacdo e faca as modificagoes conforme a figura
7.68.

| RN TeT 7 ; N e i H|
e »| | Basico | EixoX'| Eixo¥ | Malhal | Basico | Eixox| ExoY'| Malhal
EixoX : EixoY ’ /J Exibir EixaX [¥] Exibir EixaY
Exibir Todos os Objetos
visualizagio Padri Ctri+M [¥] Exibir NTEE"/ [¥] Exibir Nimeros
+ Janela de Visualizag3o ... Direcdo Positiva Apenas [] Direcio Positiva Apenas
[/] Distancia: |m?2 - [¥] Distancia: |1 -
Figura 7.68:

10. Digite E=(d,y(D)) na caiza de entrada e pressione enter.

| Entrada: E=(d,y(D)) ~€—

Figura 7.69:

11. Clique com o botao direito do mouse sobre o pontos E e selecione habilitar
rastro. Para animar o arquivo, clique com o botao direito do mouse sobre o
ponto A e selecione Animar.

A% Exibir Rdtulo

UL E &  Habilitar Rastro

A ExibirRotulo/ N,
# Habilitar Rastro

Figura 7.70:

O arquivo final esta representado na figura 7.71.
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» Janela de Algebra ()

Cénica

-l exEey=1

- d=077
Ponta

@ A=(0.72,0.7)

H ={1,0)

=(0,0)

i@ D=(1,098)

@ E={0.77,0.98)
Reta

- arx=1
Semirreta

b Janela de Visualizagdo

0=44.35°

ol b 0.98K+y=0
~ Angulo
L g=4435°

~ Janela de Visualizagio 2

LE* o~

..l‘l.... = &

Teees s e s o &

Figura 7.71:

T e e saag,,

Para analisar o comportamento do grafico da da funcao f(x) = a + btg(cx),

funcao seno.

recomendamos ao professor que crie um arquivo semelhante ao que fizemos para a

Nesta secao nao vamos desenvolver atividades, mas vamos propor alguns exer-

7.4.4 Exercicios propostos

cicios para que o professor desenvolva com os alunos.

1. [12] Para cada fungdo f a seguir, estabeleca o dominio e o periodo, a partir de

sua lei:

a) f(zr) =1+ tg(z)
b) f(x) = 2tg(x)
c) f(x) = tg(2z)

Q) f(z) = tg(

+7r
x p—
6

)

2. |14] Esboce o gréfico,

fla) = tg(2x

+7T
6

dé o dominio e o periodo

da funcao real

3. [14] Esboce o grafico, dé o dominio e o periodo da funcao real f(z) = tg (:v— %)
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7.4.5 Respostas dos exercicios propostos

1. a)

b) Dominio: {z € R;z # § + kx}; periodo: 7
¢) Domfnio: {z € R;z # T + *2}; perfodo:
d) Dominio: {z € R;x # % + kx}; periodo:

Dominio: {z € R;z # § + kr}; periodo:
2
T

2. Dominio: {z € R;x # ¢ + %”}, periodo:

3. Dominio: {z € R;z # ?jf + kr}; periodo: m
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Consideracoes finais

O presente trabalho nao tem o intuito de solucionar os problemas da educacao
da rede publica, visto que o baixo rendimento dos alunos nas avaliagoes escolares, Saeb
e Simave ¢é o resultado de um conjunto de fatores, tais como, superlotacao das salas
de aula, auséncia dos pais na vida escolar de seus filhos, despreparo dos professores,
falta de investimentos na educacao, alunos e professores desmotivados etc., problemas
estes, que se espalham por todo o pais. Sendo assim, o que se espera ao utilizar
um software no ensino e aprendizagem da matematica é melhorar o desempenho dos
alunos nesta disciplina.

O GeoGebra é um software de facil manuseio, assim, em poucas aulas a maioria
dos alunos ja terao condigoes de inserir os comandos na caixa entrada para modelar
as funcoes na janela de algebra e representar seus gréaficos na janela de visualizacao,
portanto, nesta etapa é bem provavel que os alunos saibam resolver alguns exercicios
por intermédio do GeoGebra, mas o principal objetivo somente serd atingido se o aluno
for capaz de verificar os calculos obtidos em seu caderno e posteriormente desenvolver
atividades semelhantes sem o auxilio do software, entao cabe ao professor estar atento
para discernir se o aluno realmente estd entendendo e assimilando o contetido ou
apenas aprendeu a manipular o software.

O contetido funcoes nao esgota todos os recursos do GeoGebra, pois esse soft-
ware abrange outros contetidos como: geometria analitica, geometria plana, geometria
espacial, entre outros, dessa forma o professor pode utiliza-lo para trabalhar também
estes contetdos.

Para o desenvolvimento desse trabalho devemos considerar também os dois
seguintes fatores, o Ensino Médio conta apenas com 4 (quatro) aulas semanais de
matematica e o fato de que o laboratoério de informatica nem sempre estara disponivel,
pois é de uso coletivo dos professores, por isso é de suma importancia disponibilizar
um horario extra para desenvolvé-lo.

Espera-se que com a utilizacao do software em um ambiente adequado, os re-
sultados apresentados nas avaliacoes escolares, Simave e Saeb melhorem.
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