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RESUMO

Partindo do cenério interdisciplinar em que a Matematica se encontra, este trabalho se resume
a apresentar aplicacGes oriundos da Geografia dentro da contextualizacdo matemaética. Os
PCN’s (1998), documentos que regem a educacéo atual brasileira, deixa clara importancia do
trabalho interdisciplinar no ensino, bem como a relevancia de um ensinamento contextualizado
baseado na pratica e vivéncia historica do homem. Por sua vez, na Geografia foi visto que a
cartografia traz contribuicbes relevantes a matemaética, e que a trigonometria € uma das
ferramentas principais utilizadas nesta conjuntura, tanto por parte da geometria euclidiana
guanto da geometria ndo-euclidiana. Assim neste trabalho foram apresentadas algumas
aplicacdes retiradas do estudo da cartografia que, com a ajuda da matematica e principalmente
da trigonometria (plana e esférica) foram resolvidas. Dando sequéncia, ainda com foco na
cartografia, especificamente no estudo de mapas e projecOes, foi dada énfase a Projecao
Cilindrica de Mercator e respectivas explicacdes matematicas para a chamada arte de projetar
num plano, no caso, a projecdo da esfera num plano, com suas devidas explicacbes matematicas
para tal feito. Com o tempo e o surgimento do célculo infinitesimal, foi mostrado aqui a
determinacdo da chamada variavel de Mercator, e sua origem. Em seguida com a ajuda da
Geometria Diferencial dando énfase aos estudos de Gauss, foi apresentada a ndo isometria entre
o0 plano e a esfera, e que a curvatura gaussiana € a funcao definidora para tal fato. Através das
formas fundamentais e do Teorema egrégio aqui também apresentadas, 0s estudos de Gauss
dentro da geometria diferencial foram definidores para a explicacdo mais atual da variavel de
Mercator, contribuindo assim para o esclarecimento da famosa projecéo feita por Mercator que

ficou na historia por sua perfeicao.

Palavras chave: Interdisciplinaridade. Cartografia. Variavel de Mercator



ABISTRACT

From the interdisciplinary scenario in which mathematics is, this work comes down to present
applications coming from Geography within the mathematical context. The NCP's (1998),
documents governing the current Brazilian education, makes clear the importance of
interdisciplinary work in education, and the importance of a contextualized teaching based on
practical and historical experience of man. In turn, the geography was seen that mapping brings
outstanding contributions to mathematics, and trigonometry is one of the main tools used in this
context, both by the Euclidean geometry as the non-Euclidean geometry. So in this paper were
presented some applications withdrawn from the study of cartography, with the help of
mathematics and especially Trigonometry (flat and spherical) were resolved. Continuing, still
focusing on cartography, specifically in the study of maps and projections, emphasis was given
to Cylindrical Mercator projection and their mathematical explanations for the so-called art of
designing a plan in case the projection of the sphere in a plane, with its appropriate mathematical
explanations for such a feat. With time and the emergence of infinitesimal calculus, it was
shown here to determine the variable called Mercator and its origin. Then with the help of
differential geometry emphasizing Gauss studies, it was presented not isometry between the
plane and the sphere, and the Gaussian curvature is the defining function for this fact. Through
the fundamental forms and egregious Theorem here also presented the Gauss studies in
differential geometry were defining for the most current explanation of Mercator variable, thus
contributing to the clarification of the famous projection made by Mercator that went down in
history for its perfection.

Keywords: interdisciplinarity. Cartography. Variable Mercator
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1 INTRODUCAO

No &mbito geral de interdisciplinaridade no ensino de Matematica, este trabalho
dara énfase para as aplicacGes apoiadas a Geografia. Todavia, diante da diversidade de assuntos
disponibilizados pela Geografia, a geometria é a que mais aparece pelo fato de alguns conceitos
praticos serem oriundos dos estudos da cartografia e/ou outras areas afins. Sem falar do
contexto historico da matematica e sua evolucdo estarem em parte interligadas ao estudo da
terra e respectivas medicbes e mapeamentos. Em geometria, nas aplicacbes mais
contextualizadas, observa-se a trigonometria como ponto alto na modelagem matematica para
calculos aproximados de distancias inacessiveis, que vem de uma utilidade reconhecida e
estudada desde os primordios, ajudando na construcdo de uma engenharia mais acessivel dentro
dos estudos da geometria da Terra. Com isso, neste trabalho sera feita uma abordagem tanto da
geometria euclidiana, quanto da geometria ndo euclidiana, bem como suas contribuicbes e

aplicacdes nessa Matematica aplicada a Geografia.

Além dessa anéalise, uma continuidade desde trabalho estara com foco nos mapas
de Mercator e sua projecdo cilindrica, um grande dilema que perpetuou por séculos pelo fato
de sua perfeicdo matematica ao projetar o planeta Terra em um plano (mapa) que, contudo ndo
houve as devidas explicacbes matematicas, mas apenas legados com noc¢des cartograficas
apoiadas a geometria de projecdo. Dai, por com seguinte, com a evolucdo dos estudos
matematicos e surgimento do Célculo diferencial, surge a Geometria Diferencial, com fortes
contribuicdes nos estudos das projecOes trazendo, entdo, as devidas explicagcdes para o tal
dilema da proje¢do de Mercator, o que findara esta dissertacéo.
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2 AMATEMATICA COM TRATAMENTO INTERDISCIPLINAR

A Matematica, em seu contexto historico, sempre trouxe relevantes contribuicdes
nas diversas areas do conhecimento. E que partindo da necessidade dos sujeitos historicamente
em desenvolvimento e curiosidade aplicacional, de forma crescente e dindmica, transformou as
mais simples formas de tratar e traduzir o mundo em que vivemos utilizando-se de descobertas,
de métodos e, aos poucos, introduzindo notagdes matematica, num logico processo de

entendimento do concreto até que se pretende o dominio abstrato.

René Descartes em seus estudos onde contribuiu de forma significativa para toda a
matematica desenvolvida até entdo, concebia o conhecimento simbolicamente como uma
arvore e que “a Matemdtica ndo era considerada um dos ramos do conhecimento, mas a
condicao de possibilidades do conhecimento, em qualquer ramo, como a seiva que percorre e
alimenta todo o organismo representado” MACHADO (1993, p.27).

Com o passar dos tempos, diante de um longo processo de estudos epistemologicos
sobre a natureza da aprendizagem, ao instituir-se a Educacao e o ensino, a matematica emerge
em singular importancia na formacdo do sujeito, contribuindo para a sua convivéncia em
sociedade de forma mais ativa e critica, gerando mais autonomia, fortalecendo desenvolvimento

pessoal e intelectual do homem.

D’AMBROSIO (2005, p.102) em seus escritos sobre Sociedade, Cultura,

Matematica e o seu ensino afirma que

[..] entendo matemética como uma estratégia desenvolvida pela espécie humana ao
longo de sua histéria para explicar, para entender, para manejar e conviver com a
realidade sensivel, perceptivel, e com o seu imaginario, naturalmente dentro de um
contexto natural e cultural.

[...]JA disciplina denominada Matematica é na verdade uma Etnomatematica® que se
originou e se desenvolveu na Europa Mediterrdnea, tendo recebido algumas
contribuigdes indianas e islamicas e que chegou a forma atual nos séculos XV1e XVI|,
sendo a partir de entdo levada e imposta a todo o0 mundo. Hoje essa matematica
adquire um carater de universalidade, sobretudo ao predominio das ciéncias e
tecnologia modernas]...]

Dessa forma, a matematica conhecida na atualidade, é fruto de um longo processo
de analise, observacdes, estudos e, sem duvida, notoria aplicabilidade nas diversas areas do

conhecimento. E ai que, diante de um complexo ja dos tempos modernos, com a sistematizacao

! Batizada por D’ Ambrésio como Programa Etnomatematica para significar que ha varias maneiras, técnicas,
habilidade (ticas) de explicar, de entender, de lidar e de conviver com (matema) distintos contextos naturais e
socioecondmicos da realidade (etnos).

11



da Educacéo e do ensino, observa-se que a matematica vista de modo contextual, ¢ de facil
“Interdisciplinaridade”. Ou seja, observa-se um facil entrelacado com outras disciplinas do

contexto educacional vigente.

No Brasil, com a instituicdo das Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN’s), normas
que orientam o planejamento dos curriculos nas escolas, a interdisciplinaridade assume o

principio de que

[...] todo conhecimento mantém um dialogo permanente com outros conhecimentos,
e que o0 ensino deve ir além da descricdo e constituir nos estudantes a capacidade de
analisar, explicar, prever e intervir, objetivos que sdo mais facilmente alcancaveis se
as disciplinas, integradas em areas do conhecimento, pudessem contribuir, cada uma
com sua especificidade, para o estudo comum de problemas concretos, ou para o
desenvolvimento de projetos de investigacdo e/ou de acdo. (DCNSs, 2013, p.28)

Assim, € notdria a abertura para o tracado que se da a Matematica como necessaria

para formagcdo integral do sujeito em sociedade.

Observa-se, entdo, que diante do ensino, a interdisciplinaridade é algo novo,
oriunda por volta da década de 70, afirma BITTENCOURT (2004), mas colocada em evidéncia
somente nos anos 90 com o desenvolvimento da chamada integracdo curricular. Onde, ap6s
longas discussfes diante do contexto educacional brasileiro fora observado que o ensino e
aprendizagem ndo se da disposto em “caixinhas”, mas que as disciplinas impostas pelo modelo
educacional “conversam” entre si, diante de uma contextualizacdo e observacdo natural do

homem convivendo em sociedade.

Segundo MACHADO (1993, p.28):

[...] o significado curricular de cada disciplina ndo pode resultar de uma apreciacdo
isolada do seu contetido, mas sim do modo como se articulam as disciplinas em seu
conjunto; tal articulacdo é sempre tributéria de uma sistematizacdo filosofica mais
abrangente, cujos principios norteadores é necessario reconhecer.

Assim, diante dessa nova integracdo curricular discutida por BITTENCOURT
(2004), a matematica surge com novas metodologias, derivadas de uma contextualizacdo
historicamente existente, no entanto limitada apenas a construcdo de conceitos que servia como
pré-requisitos para solucdo de problemas praticos e ndao reconhecimento por tal necessidade

como integracao.

Nessa nova roupagem, surge uma série de procedimentos que ajudam nas
resolucdes de situacdes do cotidiano do homem, contribuindo para uma melhor tomada de

decisdo com mais convicgdo, aberta e precisa, denominada modelagem matematica segundo
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BURAK(1987), uma metodologia moderna com forte sistematizacéo, que contempla um ensino

contextualizado mas com predominancia a interdisciplinaridade.

Porém, € nos Parametros Curriculares Nacionais que a matematica ganha essa cara
mais interdisciplinar, com a sugestdo da possibilidade de integracdo com outras areas do

conhecimento, ressaltando uma posi¢do mais maleavel e flexivel para o saber matematico.

No que diz respeito a formacdo dos sujeitos, observa-se a matematica como uma
fonte que abre caminhos para outras capacidades, onde segundo os PCN’s (2000, parte IlI,
p.40):

Em seu papel formativo, a Matematica contribui para o desenvolvimento de
processos de pensamento e a aquisicdo de atitudes, cuja utilidade e alcance
transcendem o ambito da propria Matematica, podendo formar no aluno a
capacidade de resolver problemas genuinos, gerando habitos de investigacéo,
proporcionando confianca e desprendimento para analisar e enfrentar situacGes
novas, propiciando a formacéo de uma visdo ampla e cientifica da realidade, a
percepcdo da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras
capacidades pessoais.

Em andlise, surge também um outro ganho. Com esse vasto caminho de
possibilidades que a educacdo matematica traz, e com interdisciplinaridade quase sempre em
foco, entende-se também, como instrumento de formac&o profissional, caminho que deve ser
tracado principalmente nos anos finais da educacao basica segundo os PCN’s (2000, parte Ill,

p.40) afirma:

No que diz respeito ao carater instrumental da Matematica no Ensino Médio, ela deve
ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e estratégias para serem aplicadas
a outras areas do conhecimento, assim como para a atividade profissional. N&o se trata
de os alunos possuirem muitas e sofisticadas estratégias, mas sim de desenvolverem
a iniciativa e a seguranca para adaptd-las a diferentes contextos, usando-as
adequadamente no momento oportuno.

Portanto, ndo podemos esquecer do campo de abrangéncia profissional que se
forma, diante da globalizacdo da informacéo tecnoldgica, onde é necessaria que 0 homem seja
capaz de desenvolver habilidades matematicas, algumas até bem sofisticadas como nas areas
de negocios ou comércio, onde de formas implicitas aparecem como necessarias para o

desenvolvimento das mesmas.

Essa evolugdo tecnologica de mercado cada vez mais competitivo, exige
trabalhadores criativos, autbnomos e proativos para resolver problemas em equipe,
conhecedores das diversas tecnologias e linguagens. Como contribui¢do, a matematica segundo

SOARES e SCHEIDE (2004) deve desenvolver estratégias, comprovacgéo e justificativa de
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resultados, criatividade, trabalho em equipe bem como iniciativa pessoal por autonomia e

capacidade de enfrentar desafios.

Diante disso, um caminho a percorrer é o intermédio para as possibilidades de
integracdo entre as disciplinas e o desenvolvimento de uma matematica mais contextualizada
com aplicabilidade mais objetiva. Para isso, é necessario o desenvolvimento de um
conhecimento mais consistente acerca da realidade, de forma que essa interdisciplinaridade
aconteca com propositos de uma formacéo sélida e direcionada de acordo com as necessidades

sociais existentes.

Dessa forma, nio tirando o foco da interdisciplinaridade, D’AMBROSIO (2005,

p.117) aborda o importante carater da contextualizacdo

O acesso a um maior nimero de instrumentos e de técnicas intelectuais dao, quando
devidamente contextualizadas, muito maior capacidade de enfrentar situacdes e de
resolver problemas novos, de modelar adequadamente uma situacéo real para, com
esses instrumentos, chegar a uma possivel situagdo ou curso de acéo.

Contudo, a busca por estes instrumentos de mediagdo para contextualizacéo
matematica, perpassa consequentemente pela interdisciplinaridade. Conceitos retirados de
diferentes realidades, porém estudados e analisados por outras ciéncias, podem dar vida a uma

matematica muitas vezes “seca” e sem aplicagao.

Um resgate a histdria da matemaética traz consigo forte contextualizacdo
consequente a interdisciplinaridade, pois a matematica nasceu da aplicacéo, oferecendo analise
da realidade, da necessidade do homem em sociedade, que até mesmo sem a percepc¢éo, emergia
de situacOes das diversas areas do conhecimento ou do inverso, de outros campos de estudos
onde eram necessarias aplicacbes matematicas. Dito isto, dentro da historia deste vasto
conhecimento de tudo que existe hoje, terem existido idealizadores conhecedores de diversas
areas como filésofos e matematicos a exemplo de Aristoteles e Platdo e muitas outras situacdes

equivalentes.

Para este trabalho, um resgate importante dentro da histdria, diz respeito ao
desenvolvimento da cartografia, que numa saga de grandes estudiosos para 0 assunto, o grande
desafio era o feito das projecoes, ou seja transpor a superficie esférica (forma do nosso planeta)
para uma superficie plana. Assim, observamos conhecimentos e descobertas dentro do campo
da Geografia, porém com necessidade do auxilio matematico, um prato cheio para promogao

da interdisciplinaridade no trato com a geometria e algebra em si, 0 que veremos a seguir.
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3 ARELACAO MATEMATICA E GEOGRAFIA

No bojo das discussdes a respeito da interdisciplinaridade no ensino de matematica
e sua aplicabilidade em diversas areas do conhecimento, analisaremos, a partir de agora, uma

em especifica: a relacdo entre a matematica e a Geografia.

De modo geral, este trabalho se dara em averiguar a diversidade de dados
disponibilizados pela Geografia na elaboracdo de situacfes problemas que conduzam para a
aplicacdo da matematica. Para isso, é necessaria uma melhor investigacéo a respeito de alguns
dados de estudo da geografia, e entender o porqué da necessidade de problematiza-lo
matematicamente para chegar num produto final. Nesta Ligacdo, pude perceber que ao longo

da histéria, acontecia de forma natural como necessaria para tais conclusdes.

Segundo o IBGE “Geografia é a ciéncia que estuda a superficie da Terra. Ela
descreve e analisa como os fendmenos fisicos, biolégicos e humanos variam no espaco. Para
dar conta de tudo isso, € necessario percorrer, medir e estudar o territério”. L0ogo, no contexto
geral dos estudos na Geografia, observamos margens que necessitam ser apoiadas pela
matematica, para desenvolver conceitos mais precisos como medicOes e localizagbes por
exemplo, fazem-se necessarios conhecimentos de geometria. E, para isso, uma estratégia que
vem sendo usada desde os tempos remotos, por tornar a superficie terrestre mais acessivel aos
olhos do homem é a sua planificacdo, onde os estudos mostram aproximacdes cada vez mais

precisas na forma de mapas.

Historicamente, foi a Cartografia que introduziu necessidades de conceitos
matematicos para sua interpretacdo e analise. A cartografia definida como a ciéncia e arte de
fazer mapas, teve sua origem em tempos bem antes de cristo. Mas foi somente durante o século
XVI que se deu um estudo mais complexo e preciso a respeito. Mercator foi um dos grandes
idealizadores desses estudos, o qual dedicaremos uma analise mais detalhada sobre suas

descobertas e proposi¢des nos proximos capitulos.

Para uma andlise mais criteriosa e de pura aplicacdo matematica na cartografia é de

fundamental importancia conhecimentos e estudos a respeito das proje¢des cartograficas.

A PROJECAO CARTOGRAFICA segundo o Wikipédia é:

[...] um tipo de tracado sistemético de linhas numa superficie plana, destinado a
representacdo de paralelos e meridianos da Terra ou de parte dela, sendo a base para
a construgdo dos mapas. A representagao da superficie terrestre em mapas sera sempre
diferente e nunca sera verdadeira pois sempre serd possivel ser modificada e nunca
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sera isenta de distor¢des. Nesse sentido, as projecdes cartograficas sdo desenvolvidas
para minimizarem as imperfeicdes dos mapas e proporcionarem maior rigor cientifico
a cartografia”.

Que, para isso, serdo necessarios conhecimentos geométricos nao Euclidianos, o0s

quais ajudardo a entender como séo feitas essas projegoes.

A matematica ao longo da histdria, sempre contribuiu para os estudos das diferentes
representacdes da Terra, no intuito de compreender a elaboracdo de cartas e mapas, auxiliando
e redefinindo as diversas técnicas cartogréaficas na evolugao dessas produgdes.

ROCHA e SODRE (2015, p.4-5) afirmam a importancia da matematica no trato

com as projecOes cartograficas

O estudo das projecOes geograficas torna-se elemento importante para se trabalhar a
matematica, uma vez que é consenso entre os cartografos que o maior drama por eles
vivido é transferir tudo o que existe numa superficie curva, que é a Terra, para uma
superficie plana que é o mapa [...] Os sistemas de proje¢des constituem-se de
formulagBes matematicas que transformam as coordenadas geogréficas, a partir de
uma superficie esférica (elipsoidal), em coordenadas planas, mantendo
correspondéncia entre elas. O uso deste artificio geométrico das projec6es conseguem
reduzir as deformagdes, mas nunca elimina-las.

Em sumo, a relacdo entre a matematica e a geografia se da de diversas formas.
Poderiamos citar algumas aplicabilidades em que a geografia enriquece a contextualizacao
matematica, como um simples ponto em um sistema de coordenadas cartesianas pode ser
representado na forma de coordenadas geogréficas definidas por paralelos e meridianos sobre
a superficie terrestre. Os fusos horérios, que constituem faixas imaginarias que divide a Terra
em 24 faixas idénticas obedecendo os intervalos de tempo de rotacdo do planeta Terra
determinando a hora dia e a hora noite, tendo o Meridiano de Greenwich como marco inicial,

inicial onde envolve operacdo com nimeros inteiros.

Porém nos concentraremos na relacdo entre a cartografia e a matematica, numa
analise mais especifica das projecdes, em especial as concepcdes de Mercator, considerando
suas ideias oriundas no século XVI, até os novos conceitos matematicos de projecdes que
aperfeicoaram o trabalho de Mercator, porém sempre baseadas em seu trabalho, pois 0 mesmo

ndo havia desenvolvido técnicas matematica que explicassem sua projecéo.

Em relacdo ao ensino e uma contribuicdo desta jungéo, a cartografia sempre levara
a matematica como base, a qual pode-se fazer uso para seu ensino e tornando seu aprendizado

bem mais significativo.
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3.1 AplicacGes da Trigonometria num contexto matematico-geografico

Como vimos anteriormente neste trabalho, as maiores aplicacfes da geografia em
matematica dizem respeito a “medigdes”, onde, partindo da preméncia do homem de ir em
busca do desconhecido até entdo, por questdo de sobrevivéncia ou até mesmo de apropriacéo
principalmente em termos de calculos de distancias inacessiveis, que requeria métodos eficazes
capazes de transpor resultados. A astronomia, a agrimensura e a navegacao foram as areas que
impulsionaram estudos matematicos nesse sentido, e que tiveram como consequéncia o
nascimento da Trigonometria, uma &rea da matematica que relaciona os angulos e as medidas

dos lados de um triangulo.

Para MATOS (2012, p.4)

A trigonometria influenciou e influencia na vida do ser humano basta procurar 0s seus
fundamentos por meio da histdria que vamos nos deparar com aplicacGes que nos
mostram a sua importancia na Astronomia, na Cartografia e na navegagao oceénica, e
assim consegue viabilizar e facilitar os céalculos de triangulacBes topogréficas e
geodésicas entre outras aplicacGes.

Aristarco, que viveu no século 111 A.C., em Samos da Grécia, foi considerado o pai
da Trigonometria Astrbnomo de grande porte na época Tarco, como assim ficou conhecido,
calculou a razdo entre as distancias da Terra ao sol e da Terra a lua, usando métodos geométricos

apoiados a ideias de trigonometria.

;
§
il =
|
|
=
5

Figura 1: Matematico Tarco

Fonte: http://www.fg.pt/biografias/58-aristarco-de-samos

Segundo estudos de Tarco, quando a lua estd em seu quarto crescente, ou seja,
guando a mesma esta exatamente a metade iluminada pelo sol, que dai pondo um observador
em terra T na direcdo ao centro da Lua L com um terceiro vértice no centro do sol S, forma um

triangulo retangulo em L, como mostra a ilustragéo
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Figura 2: Esquema idealizado por Tarco

Assim, usando alguns instrumentos e conhecimentos da época, Tarco descobriu que

0 anguloyteria uma medida de 3°, e sabendo-se que a raz&o entre o cateto oposto a este angulo

. . , . . TS
e a medida da hipotenusa € de aproximadamente 0,052, ele encontrou uma razdo para 7 Que

girava entre 18 e 20. Seu raciocinio foi perfeito em termos de instrumentos utilizados na época,

mas hoje sabe-se que esse valor ¢ bem maior, em torno de 390.

Em uma outra abordagem, LIMA (2012, p.245) faz um histérico do surgimento da

trigonometria

A trigonometria teve seu inicio na antiguidade remota, quando se acreditava que 0s
planetas descreviam orbitas circulares em redor da terra, surgindo dai o interesse em
relacionar o comprimento da corda de uma circunferéncia com o angulo central por
ela subtendido. Se ¢ é o comprimento é o comprimento da corda, « é 0 dngulo e r
é o raio da circunferéncia entdo ¢ =2r sen(«/2) . Esta é a origem da palavra seno,

que provem da tradugdo equivocada do arabe para o latim, quando se confundiu o
termo jiba (corda) com jaib (sinus em latim).

Agora, é importante analisar de que forma dentro da historia da matematica se
elaborou estratégias e instrumentos capazes de fazerem tais medidas. Pois, como percebemos,
desde a antiguidade houve a necessidade de célculo de grandes distancias, alias, poucas sao as
situacOes que podem ser mensurados diretamente com o auxilio de instrumentos simples de
medida como uma trena. Em termos de estratégia, foi com o auxilio da Trigonometria que tudo
isso tornou-se possivel. Tudo é baseado com o trago de um triangulo, onde na observancia de
seus principais elementos que sdo seus lados e angulos, e tendo conhecidos trés dos mesmos
(exceto os trés angulos), podemos descobrir solugdes para situacbes problemas que,

dependendo do contexto serdo possiveis e determinadas.

Em questdo de instrumentos para medi¢cdo de angulo, pode-se fazer uso do
Teodolito, um instrumento em formato de luneta apoiado em um tripé, capaz de encontrar

angulos tanto em plano vertical, quanto horizontal.
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Figura 3: Teodolito rustico

Figura 4: Teodolito Mecéanico

Fonte (Fig 3 e 4): heurekamatematica.blogspot.com.br/2012/03/teodolito.html

E com a sofisticacio desse instrumento feita com o passar dos tempos, que se vem
dando precisdo aos célculos de grandes distancias, pois o rigor dessas medidas tem dado

aproximacdes cada vez mais perto do real.
Em sua utilizacdo, podemos conseguir 0s seguintes elementos:

1. Dado um observador M que constata um objeto N, com o teodolito pode-se

determinar o angulo que o segmento MN forma com o plano horizontal.

N

Solo

Figura 5: Demonstrativo teodolito na pratica
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2. Ou dado um observador M que vé um objeto P e virando a luneta vé um objeto Q,

no mesmo plano horizontal, entdo o teodolito podera determinar o angulo PMQ.

Figura 6: Angulo num plano horizontal

Em que nessas aplicacdes poderemos fazer uso de definicdes especificas da
Trigonometria como o das fungdes seno, cosseno e tangente. Observando sempre que ao
calcular o sen30° por exemplo, estaremos calculando o seno do angulo cuja medida remete a
30°. Quando se tratar de angulos agudos, essas funcdes serdo definidas pelas razoes dos lados
de um triangulo retangulo e para angulos no intervalos de 90° a 180°. Assim conhecidos como

obtusos, consideraremos que 0 sen X =sen (180° - x ) e que 0 cos X = - cos (180° - x).

Como exemplo pratico do uso do teodolito para o calculo de alturas inacessiveis
com vista nos modos 1 e 2 mencionados anteriormente, podemos citar um dos problemas

proposto pelo PAPMEM? (2014) sobre abordagens de trigonometria na pratica

Exemplo 1. A pedra da Gavea é um importante mondlito de granito situado no Rio de Janeiro,
bem perto do mar. Neste exercicio, vocé vai calcular a sua altura com os dados que foram
medidos especialmente para essa atividade. Felizmente, existe um plano horizontal préximo, o
Gévea Golf Club, que nos permitiu obter duas medidas em dois pontos A e B com a ajuda de
um teodolito. Na figura 6 a seguir, o ponto mais alto da pedra da Gavea é o ponto C e, sua

projecdo sobre o plano horizontal H onde foram feitas as medidas, é o ponto P.

2 PAPMEM ¢ um Programa de Aperfeicoamento de Professores do Ensino Médio promovido pela UFMG em
parceria com o IMPA — Instituto de Matematica Pura e Aplicada.
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Figura 7: Esquema para calculo de altura da Pedra da Gavea

Dados:
AB =700 m, CAP = 17,24°, CBP = 22,02°, ABP = 150,22° e BAP = 22,39°
Obs.: Use quatro casas decimais para as fungdes trigonométricas.

Observando os dados, calculamos primeiramente o angulo APB = 7,39°. O
caminho a percorrer, nos conduz a usar a Lei dos Senos para calcular o segmento PB, e em
seguida pela tangente simples no triangulo Retangulo CPB encontrar PC que seria um dos

caminhos para nossa altura desejada, assim

PB 700

sen 22,39°  sen 7,39°

que, com o uso de uma calculadora cientifica e algumas transformacgdes em radianos
teremos PB = 2073,3 m

No triangulo CPB temos que

PC

tg 22,02 =
20733

PC=8385m

O autor do problema ainda faz uma observacéo de que o plano onde se encontra o
Géavea Golf Club estd a 3 m acima do nivel do mar, logo a altura da Pedra da Gavea é

aproximadamente 842 m.

Uma outra situacdo problema, retirado do Livro Temas e Problemas, no capitulo
AplicacOes da trigonometria — exercicios complementares, diz respeito ao alinhamento que

direcionam dois pontos que ndo sao Vvisiveis nem acessiveis, vejamos o que diz
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Exemplo 2. Uma estrada que esta sendo construida em um plano horizontal e sera formada
pelos trechos retos XP, PQ e QY como mostra a Figura 8. No trecho PQ ser& construido um
tlnel para atravessar a montanha. Os engenheiros devem saber tanto em P quanto em Q, que
direcdo devem tomar para construir o tinel AB de forma que o trecho PABQ seja reto. Eles
entdo fixaram um ponto C do plano horizontal, visivel tanto de P quanto de Q e determinaram
as seguintes medidas: CP = 1,2km, CQ = 1,8km e PCQ = 27°. Calcule os &ngulos CPQ e CQP.
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Figura 8: Esquema em curva de nivel da montanha

Inicialmente faz-se necessario o céalculo do lado PQ (usarei aqui uma aproximacao para 2 casas

decimais), para isso usaremos a Lei dos Cossenos, logo

PQ? =122 +1,8% —2.(1,2).(18).cos27°, 0 que nos da PQ = 0,91km

Agora facamos a Lei dos Senos para o calculo do angulo oposto ao lado CP, ou seja, 0 &ngulo

CQP
12 0,91

senQ  sen27°

onde fazendo uso de uma tabela trigonométrica teremos CQP =37°, por seguinte sabendo-se

que a soma dos angulos internos de um triangulo vale 180°, teremos que

CPQ=116°.
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3.2 Um pouco sobre a Geometria ndo-euclidiana

Toda a origem da Geometria Plana que conhecemos hoje foi baseada nos estudos
de Euclides, um matematico grego que haveria publicado em sua obra Os Elementos, um dos
maiores trabalhos cientificos j& difundido de todos os tempos. Expandido em 13 volumes, a

obra de Euclides tomara toda a matematica conhecida até entao.

Em seu primeiro volume, Euclides define os cinco postulados, o qual séo
afirmagdes logicas consideradas verdades segundo o autor, sem a necessidade de provas ou
demonstracdes matematicas, 0s que embasaria toda a geometria plana. Dentre tais, o quinto
postulado arrastou criticas e varias contestacdes desde sua criagdo. Conhecido na atualidade
como axioma das paralelas, o quinto postulados foi alvo de estudos de grandes matematicos
que, tentando provar o contrario para o caso, ou seja, a sua negagdo, ocasionou no surgimento

de uma nova geometria denominada Geometria Nao Euclidiana.

Podemos citar aqui um pouco da trajetoria desses estudos, mencionando alguns
grandes matematicos responsaveis por ousarem e contestarem tais descobertas tdo famosas e
até entdo tidas com tamanha exatiddo. Em destaque o italiano Saccheri, o hingaro Janos Bolyai
e 0 russo Lobachevski, com fortes contribuicdes e estudos de Rieman, Gauss e Maldbrot. Cada
um viria a auxiliar de alguma forma para a construgcdo de um novo tipo de geometria

desconhecida desde os primoérdios.

Vamos entdo a analise e discussdo a respeito desse quinto postulado e o que nos

interessa a este trabalho.

O quinto postulado de Euclides segundo (COUTINHO,2001) diz que,

Se uma reta secante a duas outras formam angulos, de um mesmo lado dessa secante,
cuja soma é menos que dois angulos retos, entdo essas retas se prolongadas
suficientemente encontrar-se-40 em um ponto desse mesmo lado. [...] A soma dos
angulos internos de um tridngulo é sempre dois angulos retos.

Assim, observando confusa definigdo no sentido de que particularmente habitamos
em um sistema curvo como é a superficie da Terra, tal afirmacdo pode ser de tamanha
observancia sinuosa, no sentido de que os postulados de Euclides, descritos até entdo, ndo
seriam suficientes para sustenta-la nesse sentido. Por esse motivo, por séculos varios
matematicos dedicaram estudos no intuito de tentar provar este quinto postulado. Poderiamos
citar aqui, os estudos do matematico italiano Girolamo Saccheri (1667-1733), que tentara

provar o quinto postulado de Euclides pela reducgéo ao absurdo, onde pretendendo chegar a uma
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contradicéo, apresenta uma série de teoremas um tanto indiferentes®, ou seja, fora dos conceitos
pretendidos pela geometria Euclidiana. Porem, Saccheri estava tdo focado em provar a
veracidade do quinto postulado, que ndo se deu conta que surgira a possibilidade da descoberta
de uma nova geometria. Uma geometria que seria exatamente a negativa ao quinto postulado
(AVILA, 2010).

E nesse sentido que entdo surge a Geometria Esférica baseada em modelos de
visualizacdo sobre uma superficie esférica. Conhecida desde entdo como geometria néo

euclidiana.

Como exemplo desse estudo, podemos observar a diferenca na ilustracdo a seguir,

pressupondo um triangulo em sua forma plana e um outro sobre uma superficie esférica

>

A+B+C = 180°

Figura 9: Triangulo Plano

A+B+C > [80°

Figura 10: Triangulo Esférico

3 Hipoteses absolutamente falsas por serem opostas a natureza da linha reta.
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Nessa geometria segundo THOMAZ e FRANCO (2010) observa-se que

e Asoma dos angulos internos de um triangulo é maior do que dois retos;

O plano é uma superficie esférica, e a reta uma geodésica, ou circunferéncia
de circulo maximo;

Duas retas distintas perpendiculares a uma terceira, se interceptam;

Uma reta ndo é dividida em duas por um ponto;

A area de uma triangulo é proporcional ao excesso da soma dos seus angulos;
Dois triangulos com angulos correspondentes iguais sdo congruentes;

A principal caracteristica a se observar, sendo ela a que mais contradiz o quinto
postulado de Euclides, é o fato de que a reta ndo € mais infinita, mas sim ilimitada. A explicacéo
esta no fato de que a definicdo de uma reta num modelo esférico seria um circulo maximo, que
por parecer finita, uma curva de superficie ndo a retém. Por este fato, tais retas sdo denominadas

linhas geodésicas.

Entende-se entdo mais uma estreita relacdo entre a matematica e a geografia, e que
0 conhecimento desse novo modelo de geometria vai de encontro com uma analise mais
criteriosa sobre o estudo da superficie terrestre, bem como entender como se daria uma projecao

em relacdo a um modelo de representacdo plana, suas caracteristicas e peculiaridades.

3.3 Tépicos da trigonometria esférica e suas aplicacdes

Considerando a terra em sua forma esférica, e o célculo de distancias inacessiveis
em seu entorno, é que dentro dos estudos cartograficos, com o auxilio de matematica, se
encontra mais uma aplicacdo importante: a trigonometria esférica. Diferente da plana, ela
considera 0s espagos curvos que surgem, quando séo analisados a distancia entre dois pontos
numa superficie esférica por exemplo. Aplicando propriedades mencionadas neste capitulo no
topico 3.2 como “a soma dos dngulos internos de um triangulo é maior do que dois retos”, essa

trigonometria esboca conceitos especificos para esse estudo.

Sendo a terra uma superficie esférica, com sua forma homogénea, de constante
densidade e distribuicdo de massas, cujo raio se mede, aproximadamente 6372 km, que faz
sentido o estudo da trigonometria esférica nessas caracteristicas. Em um contexto cartografico,

podemos perceber a Terra esférica com os elementos:
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Figura 11: Terra esférica

A distancia entre dois pontos nesta esfera € dado pela medida do arco de
circunferéncia maxima que une tais pontos. Sendo que a posi¢do dos pontos nesta superficie
sdo definidos pela latitude e longitude, considerando os hemisferios de localizagdo, bem como
o meridiano de Greenwich. Por sua vez, os denominados tridngulos esféricos, a base
aplicacional da trigonometria (j& que o estudo da mesma relaciona lados e angulos de um
triangulo) sdo regidos sobre algumas caracteristicas que, segundo SILVA (1996), deve-se
considerar alguns angulos e ou lados como varidveis e outros como constantes, determinando
as diferenciais dessas medidas, ndo considerando a grandeza absoluta dos lados, mas somente

0 numero de graus que eles contém. Estes triangulos possuem propriedades tais como:

I. A soma da medida de dois lados quaisquer é maior que a medida do terceiro lado;
Il. A soma de seus lados é menor que 2z rad
I11. Dois lados iguais resultam em angulos opostos iguais e vice versa
IV. Dois lados desiguais resultam em angulos opostos desiguais sendo que o maior angulo
ficara oposto ao maior lado e vice versa

V. Sendo x a soma dos seus angulos internos entdo 180° < x < 540°

Outro ponto a se observar, diferenciando da trigonometria plana é que para
solucionar triangulos esfericos, sdo necessarios trés elementos (trés lados, trés angulos, dois

angulos e um lado ou dois lados e um angulo).

Para fins de aplicagdo na Astronomia de Posi¢éo, é usada a Formula Fundamental

especifica para triangulos esféricos também conhecida como Formula dos Quatro Elementos.
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Teorema 1: Seja ABC um triangulo esférico, com angulos internos A, B e C e com lados a, b

e ¢, de acordo com a figura a seguir

Figura 12: Esquema tridngulo esférico

Assim, temos que as Leis dos Cossenos e Lei dos Senos seréo respectivamente

cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b)sen(c) cos(A)
cos(b) = cos(a) cos(c) + sen(a)sen(b) cos(B)
cos(c) = cos(@) cos() + sen(a)sen(b) cos(C)

sen(a) _sen(b)  sen(c)
sen(A)  sen(B) sen(C)

Cujas demostracdes ndo é o objetivo desde trabalho, sendo observado apenas as

suas aplicacfes no contexto da Geometria ndo-euclidiana.

Como aplicacdo, consideremos uma atividade proposta por ZANELLA (2013)
sobre geometria esferica

Exemplo 3: A cidade de Kingston, Jamaica, tem as seguintes coordenadas geograficas:
latitude 18°5°N e longitude 76°58 W, enquanto que a cidade de Bristol, Inglaterra, tem latitude
51°26°N e longitude 2°35°'W. De posse desses dados, determine a distancia entre Kingston €
Bristol.
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Considerando o globo terrestre com um dos vertices do triangulo esferico sobre o
polo norte (pois conhecendo-se a latitude e longitude dos pontos B e C, nos possibilita
determinar os valores de b e ¢ e do angulo A) como mostra a figura

Pelo Norte
A

Mingston

5

Figura 13: Triangulo esférico no globo

Como o arco AD tem 90° e o arco BD tem 51°26° (latitude de Bristol), entao
€c=90° - 51°26° = 38°34’. Analogamente, temos b = 71°55".

Por outro lado, 0 angulo A esta associado ao arco DE. Entdo, para determina-lo,
basta fazer a diferenca entre as longitudes

A =-2°35 —(-76°58")=74°23".
Agora é s6 aplicar os dados na férmula fundamental
cos(@) = cos(71°55') cos(38°34') + sen(71°55")sen(38°34") cos(74°23")
cos(a) = 0,40223

a = ar cos(0,40223)
a = 66,28°

Assim, como 1° de circunferencia maxima corresponde na superficie terrestre a

aproximadamente 111,12km, temos que a distancia entre Kingston e Bristol é aproximadamente

66,28 x 111,17km = 7368,35km.
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4 AVARIAVEL DE MERCATOR

Por questdes de sobrevivéncia inicialmente e depois por conquistas do homem,
surgiram as necessidades de deslocamentos na superficie terrestre cada vez maiores, e que aos
poucos atingiram distancias em grandes proporgdes, tanto por terra quanto, principalmente,
pelo mar, onde por séculos era algo obscuro, mas que se desvendava aos poucos. Com isso era
necessario algo que guiasse e orientasse, surgindo, assim, estudos e tracos de mapas para tal
destino. Este trabalho, teve contribuicdo de grandes matematicos, fazendo jus a uma
preocupacdo principal: tracar uma planificacdo de uma superficie esférica em que se
identificasse distancias proporcionais aproximadas, afim de uma orientagdo mais precisa no

deslocamento.

Uma navegacdo partindo do Brasil até a costa africana em linha reta na direcdo
oeste, € 0 jeito mais simples para um descolamento rapido e direto dessa viajem (Melo 2012).
A facilitacdo do deslocamento em alto mar com o uso do traco de linhas imaginaria, é algo
antigo, porém sé no século XVI que o grande matematico belga Gerard Mercator tornou isso
mais claro. Mesmo tendo feito um trabalho de consolidacéo de outros cartografos e matematicos
da época, se revolucionou por suas habilidades espaciais de projecfes loxodromiais.

Em um contexto relativo as grandes navegacdes, momento em que a Europa
estabilizava seu poder sobre suas colbnias até entdo conquistadas, as consolidacdes de Mercator
foram aos poucos vistas como vantajosas, uma vez que facilitava a navegacao pelas chamadas

linhas de rumo.

Mercator conseguiu esticar a esfera terrestre em um plano, tracando linhas
imaginarias em paralelos e meridianos perpendiculares entre si, ou seja, com angulos em
concorréncia de 90° propicias para tracos em loxodrémicas — as chamadas linhas de rumo que

no mapa eram retas fazendo dngulos constantes com os meridianos (AVILA 2010).

Segundo GURGEL.:

A conformidade® e a representacéo das linhas de remo por segmentos de reta, faz com
que esta projecdo seja particularmente apropriada para apoiar a havegacdo maritima:
rumos e azimutes sdo medidos diretamente na carta, através de transferidores ou das
rosas-dos-ventos ai impressas, e as correspondentes direcdes podem facilmente ser
transferidas para outros locais da carta, utilizando um par de esquadros de navegag&o.

4 Aplicagdes Conformes acontece quando a escala maxima é igual a escala minima em todas as partes do mapa,
preservando angulos e pequenas formas.
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Saindo de uma andlise técnica, pode-se ver o feito de Mercator de outra maneira, pois
ele conseguiu o feito de realizar a quadratura do circulo, isto é, de transformar a esfera
terrestre em um plano retangular. Fez do globo algo que se podia colocar espalhado
sobre uma mesa.

Assim, sua planificacéo ficou conhecida como projecéo cilindrica, em que o globo

é projetado sobre um cilindro tangente ao mesmo, na forma normal ou equatorial, ou seja, cuja

forma beneficiava a regido central do equador — caracteristicas equatoriais, porem distorcendo

as partes mais altas do globo a medida que as latitudes se distanciavam em direcéo aos polos —

distorcdo nos paralelos, cabendo ainda caracteristicas gnomonicas (ou projecdo central, é a

projecdo de uma esfera sobre uma superficie tangente a partir do seu centro). Assim, convém

uma analise mais especifica de matematica, quanto a sua mudanca da forma esférica para plana,

gue Mercator ndo havia elucidado principalmente em detrimento das distor¢des, mesmo

existindo conceitos matematicos conhecidos até entao para tal explicacdo. A ilustracdo a sequir,

mostra como se deu a projecdo empirica® de Mercator

SUPERFICIE DE

SUPERFICIE DE

QER ¢ DESENVOLVIMENTO CILINDRO
i‘\hv ) ( CILINORO ) DESENVOLVIMENTO
1 U
PROJEGAD CONFORME
CILINDRO PARALELO n
AD EIXO DATERRA \ ORIGEM DAS -
E TANGENTE AO PROJETANTES
LONGO DO EQUADOR (37400 DIAMETRO) -
TANGENCIA EQUADOR
_________________ LINHAS RETAS
80° = — - — T T T * MERIDIANOS IGUALMENTE
78 | | l { | - ESPACADAS
60* i - ] | '
ane : - 7‘ , LINNAS RETAS
300 : ! SN : . PARALELOS DESIGUALMENTE
180 ftt——1—11 —— Ce e ESPAGADAS
ol Ll P 1] ‘ ||
et ENEEEEEEENERSEE || Y
soft—11 11 s T EE INTERSECAO DE "
s : . PARALELOS 90
A i I HEERERERERNNERE ! E MERIDIANOS
l [[1]1]]1 :E t 1 | l | CARTAS NAUTICAS E MAPAS
:;."1, . | T W 111 iiso EMPEQUENA ESCALA
LY - P s NOS QUAIS DISTORGOES N
3=§:§§§i‘§?§35ﬂ§3’§=§§35§"£_§ Amsumuoc:gio
C

OM A PROJ. DESENVOLVIDA

ACEITAVES

Figura 14: Projecdo cilindrica

5> Que resulta da pratica, da observacdo e n3o da teoria.

Fonte: SOUZA E GARNES (2012, p.2)
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Observado o quadro de projecdo, uma concluséo a tirar de acordo com TIMBO
(2001, p.20) &

A transformacdo dos pontos terrestres para o plano de projecdo requer o
estabelecimento de sistemas de coordenadas para garantir uma correspondéncia em
ambas as superficies. As coordenadas no modelo elipsoidico terrestre sdo expressas
em termos de latitudes e longitudes geodésicas. As coordenadas no plano de projecéo
s80 expressas em um sistema cartesiano retangular com o eixo X positivo apontado
para Leste e eixo Y positivo apontado para norte. A relagdo entre as coordenadas
elipsdidicas e as coordenadas no plano sdo dadas pela lei matematica da projecéo que
é caracteristica de cada sistema particular de projecéo.

Na projecédo cilindrica idealizada por Mercator procurou-se manter uma escala
axiomatica ao longo do Equador, onde através de leis matematica, € explicada como se da uma
transformacéo dessa projecao no sentido de esclarecer as devidas distor¢des e sua reflexdo na
superficie plana, quanto as regides que se distanciavam da linha do equador em direcdo aos
polos.

Porém, mesmo sendo matematico, ndo se sabe por qual motivo Mercator ndo
haveria explicado matematicamente o problema de sua proje¢do. Todavia despertou curiosidade
pela aproximacao e, consequentemente, adeptos aos estudos matematico deste caso. Foi entéo
que o cartografo e matematico Edward Wright® em 1599 na sua primeira publicacio, esboca
um mapa que respeita as caracteristicas das Projecbes de Mercator, relatando uma solucao

matematica relativa a tal modelo.

O calculo de Wright com a ajuda de conceitos geograficos € baseado na projecdo
de longitudes e latitudes no plano. Para isso, consideremos a figura abaixo como analise da

maneira em que Wright apresentaria a relacdo superficie esférica — superficie plana.

' D'

Al B'

Figura 15: Esquema projecéo de latitude e longitude no plano

Fonte: Elaborado pelo autor

6 Edward Wright — matematico e cartografo inglés nascido em 1561. Autor de muitas obras na érea da
cartografia e navegacédo, foi o primeiro a produzir um mapa-mundi fazendo uso da Proje¢do de Mercator .
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Consideraremos aqui uma esfera de centro O e raio R, conveniente a determinada
escala, em que os comprimentos ao longo da linha do equador permanecam inalteradas na sua
projecdo do mapa plano. Tomemos entdo dois segmentos de paralelos AB sobre o equador e
CD sobre um paralelo de latitude ¢, ambos entre 0s mesmos meridianos. De acordo com tal
projecdo, séo representados por 4°’B’ e C’D’ quando projetados em um mapa plano. Os arcos
AB e CD tem tamanhos diferente, e recorrendo a conhecimentos de Geometria Plana temos as

seguintes relacoes

CD=EC.p

EC =0C.cos ¢

OA=0B=0C=0D=R
Logo, CD = AB.cos ¢

Pois, nota-se que CD se distancia da linha do equador em direcdo aos polos, tendo
seu comprimento diminuido tendendo para zero na medida que ¢ tende para 90°. Por outro
lado, de acordo com a projecédo na figura 15

C'D' AB  AB 1

= = = =secd
CD CD AB.cos¢ cosd

C'D
= = _ 6 1 |: )
Logo, o) secd e C'D'=CD.secd

Sendo secd>1no intervalo de 0°<#<90°, concluimos que o comprimento ao longo

dos paralelos devera ser aumentado pelo fator secd (AVILA 2010).

Uma segunda analise, diz respeito ao comprimento ao longo dos meridianos, ou

seja, como se daria a projecdo A'C'. Entdo, segundo NOEL FILHO (2012, p. 121)

No planisfério, para obter o comprimento correspondente ao arco de latitude,
precisamos dilatar o segmento do meridiano na mesma propor¢do do fator secante.
Este fator é conhecido como Varidvel de Mercator_ou fator de variacdo das latitudes
crescentes.

Observa-se entdo que teremos, sem duvida, um procedimento bem mais complexo,

pois nota-se que o fator secd de aumento ao longo de cada meridiano, ndo funciona para este
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caso, ja que ¢ varia por toda esta linha. Mesmo assim, para condugédo desse processo, sabemos
até entdo que a medida que um dado arco em paralelo diminui ao se distanciar do equador em
direcéo aos polos, teremos consequentemente o aumento relativo dos meridianos que o cerca
obedecendo ao mesmo fator secd. Como o mesmo assume valores diferentes ao longo dos

meridianos, a saida era dividir o arco AC de latitude 8, em pequenos deslocamentos As de iguais
proporcdes, observando que este angulo varia no intervalo de zero a g, . Vale ressaltar também,

que a imagem dessa linha (AC) quando em mapa plano sera retilinea, fazendo o mesmo angulo
com todos os meridianos por se tratar de uma linha de rumo. Assim cada As ira se decompor em

componente horizontal Assenée vertical Ascos@para 0 angulo » formado por tal linha como

mostra a figura 16 abaixo

As
Ascos @

As sen @

z
>

Figura 16: Esquema deslocamentos elementares

Fonte: AVILA (2010), modificado pelo autor

Assim, o arco AC serd representado pela soma de todos os deslocamentos

elementares As=RA@# com @variando no intervalo de zero a ¢, , e com o atributo do fator secé

teremos que

Assecld = R.sec6.A0

Como o¢varia em cada intervalo, A'C'sera o somatério de todos esses

deslocamentos elementares
A'C'=R> sec.A0

Todos os valores dos intervalos por partes foram analisados por Wright, de forma

tabelada sendo interpretada e concluida pelo somatério acima desenvolvido.
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Com a descoberta do célculo infinitesimal, 0 matematico Gauss por volta de 1822,
traduz a chamada variavel de Mercator ou fator das latitudes crescentes em uma linguagem

moderna.

Considerando 4’C’ como um infinitésimo dy em proje¢do ao arco AC como sendo
asomados R.sec6.A@, teremos que dessa soma infinitésima resulta numa integracéo, podendo

assim ser reescrita como:
y 9
[dy=R[secodo
0 0
Onde integrando, teremos

ooy

E esta latitude y que Gauss denomina de variavel de Mercator, uma homenagem ao

grande idealizador desta projecéo.
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5 A GEOMETRIA DIFERENCIAL E AS PROJECOES DE MERCATOR

O problema das projec@es e 0 uso de teorias matematicas para o seu melhoramento
veio conseguir mais consisténcia somente no século XI1X, com a formalizacdo da Geometria
Diferencial. Uma geometria que possui bases no célculo diferencial para explicar varios
conceitos e aplicagfes da geometria ndo-euclidiana, ou seja, contribuindo para o estudo de

superficies curvas e suas variacgoes.

Veremos, agora, 0s estudos de Gauss e suas teorias, relacionadas a geometria

diferencial bem como sua utilidade para o aprimoramento da projecdo de Mercator.

5.1 A curvatura Gaussiana e 0 Teorema egrégio

O matematico Gauss’, foi um dos grandes idealizadores da geometria Diferencial.
Comecou seus estudos numa analise de pesquisa em campo onde se dedicou cerca de 30 anos
de sua vida. Este trabalho de tamanho exaustivo, Ihe rendeu resultados concretos a respeito da
superficie terrestre e suas especificidades bem como a analise matematica das superficies
curvas. Foi nesse periodo, também, que Gaus desenvolveu interesses na area da astronomia,
chegando a ser diretor de um observatorio astrondmico, onde aprofundou seus estudos sobre
geodésicos, desenvolvendo tamanho interesse pelas caracteristicas gerais das superficies em
outras instancias. Autor de varias publicacdes, como por exemplo a Generalizagdo da projecao
cartografica de Mercator, onde ele aperfeicoa técnicas de projecdes idealizadas por este
matematico, nosso foco deste trabalho. Anos depois, Gauss, apds desenvolver o uso da
Geometria Diferencial para tal pratica e aperfeicoamento do estudo de curvas, publica seu
trabalho mais importante — o Disquisitiones Generales Circa Superficies Curvas que segundo
NOEL FILHO (2012, p. 129),

Em Disquisitiones Generales Circa Superficies Curvas, Gauss propde um método
geral para o estudo das superficies curvas, que depende apenas de suas propriedades
caracteristicas e ndo do meio em que esta imersa, ou seja, 0 estudo da superficie
depende apenas de suas propriedades intrinsecas. [...]Gauss mostra, que conhecendo-
se a natureza da superficie, é possivel determinar as equagdes das suas geodésicas, as
quais chamava de “curvas mais curtas”.

7 Johann Carl Friedrich Gauss, matematico alemé&o nascido em 1777, na cidade de Brunswick, que segundo
SILVA e MARTINS (2008), contribuiu para estudos e avanc¢os importante na Geometria Euclidiana, e
principalmente, nao euclidiana, desenvolvendo suas proprias teorias para estudos de curvas com a adeséo da
Geometria Diferencial.
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Nesta publicacao é possivel perceber que o estudo das propriedades intrinsecas diz
respeito as propriedades das superficies que dependem apenas de medigBes feitas nessa
superficie, ndo importando o espaco onde ela esta inserida.

Por outro lado, sabemos da inviabilidade do desenho de um mapa num plano que
seja tal qual suas dimensdes iguais as do globo terrestre. Isso porque, as planificages do globo
feitas até entdo davam uma ideia falsa em relacéo principalmente das regides que se distanciam
do equador, ou seja, quanto mais perto dos polos, maior a distor¢do e, consequentemente, a
forma dos continentes ficam alteradas. Contudo, 0os mapas apenas nos aproximam da realidade.
O que se pode fazer realmente séo aplicagdes conformes de regibes da esfera em regides
planares, mas que ndo existem isometrias em tais aplicagcdes segundo VENTURA (2012), sendo
assim, os mapas cartograficos baseados em aplicacdes conformes serdo mais fieis a realidades

quando representam regides pequenas.

A projecao cilindrica é a mais usada nesta planificacdo, incluindo a de Mercator,

que independente das grandes deformac6es observadas, CARMO (2012, P. 261) explica que

Embora o cilindro e o plano sejam superficies distintas, suas primeiras formas
fundamentais sdo ‘“iguais” (pelo menos, nos sistemas de coordenadas que
consideramos). Isto significa que, no que se refere a questdes métricas intrinsecas
(comprimento, &ngulo, area), o plano e o cilindro se comportam localmente da mesma
maneira. (Isto é claro intuitivamente, ja que cortando-se um cilindro ao longo de uma
das geratrizes pode-se desenrola-lo sobre uma parte do plano.)

Logo, o método aplicado por Mercator de projecdo do globo em um cilindro foi
valido, por suas superficies apresentar semelhangas matematicas com mesmo “comportamento
local”, dai apresentando uma melhor aproximacdo ao objetivo principal de proje¢do do globo

no plano.

Seguindo o contexto, o problema de mapear a superficie da Terra em um plano
(curvatura zero), sem que aja algum tipo de deformacéo, esta no fato de que a sua curvatura ndo
1

é nula. Pois sabe-se que a curvatura K de uma superficie esférica é dada por K = e~ ondeR é

0 raio.

Por aplicacdo da geometria diferencial, vale a pena verificarmos o porqué e como
se d&o as distor¢des geradas pela projecdo da esfera em um plano, onde Gauss, por meio de

suas formas fundamentais para superficies curvas apresenta seu Teorema Egrégio como
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explicativa da inexisténcia de uma isometria local® entre o plano e a esfera. E que nas aplicacoes

conformes idealizadas pelos mapas de Mercator, consequentemente, ndo serdo isométricas.

Para introducdo de tal teorema, Gauss utiliza de forma sistematica uma

representacdo parametrizada da curva a partir dos estudos de Euler:
X (u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v))
Para ai sim, definir a sua primeira forma fundamental
ds?2=Ed,%2+2Fd,d, +Gd,?

Em termos das funcdes E, F e G de u e v, determinando as distancias ao longo de
uma superficie definindo sua natureza essencial, ou seja, a primeira forma fundamental diz
respeito a métrica de uma superficie. Assim, considerando esta parametrizagdo, os coeficientes

E, F e G podem ser determinados como
E =(dX,,dX,) ,F =(dX,,dX,) e G=(dX,,dX,)

Sobre a problematica de calcular explicitamente a curvatura segundo GORODSKI
(2008), Gauss fornece uma formula essencialmente em termos de determinantes da diferencial
da representacéo esférica, conhecida como sua segunda forma fundamental, é uma formula em
termos de E, F, G e suas derivadas até ordem 2. Com isso, Gauss define a chamada curvatura
Gaussiana para um ponto qualquer da superficie por:

_eg-f2

Onde Gauss, partindo do pressuposto que é possivel determinar uma curvatura em
cada ponto de uma superficie conhecendo-se os coeficientes u e v, define uma aplicagdo normal
N para obtengéo dos termos e, f e g dessa segunda forma fundamental

X, A X,

XA onde |[X, A X,| =vEG - F2 definindo assim,
u A Y

e=<N1qu> f=<N1Xuv>eg=<N1XW>

Onde X, X,, € X,, representam a segunda derivada parcial em relagdo a X, e X, .

uu?

8 |sometria local é uma aplicacdo que preserva a primeira forma fundamental, ou seja, preserva todas as
grandezas que dela dependem: o comprimento das curvas, 0 angulo entre duas curvas e a area das regides
pequenas.
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E por questdo de notacdo e melhoramento dos calculos a se realizar, 0s

coeficientes da segunda forma fundamental podem ser desenvolvidos da seguinte forma:

X x X 1
e=(N, X )=t X V=T X xX,, Xy
<||xuxxv|| > X, ] )

o Jet(Xy X, Xy,)

JVEG - F2
X x X 1
f=(N, Xy )= a2y X =T (X x Xy, Xy,
<||xuxxv|| > X, %, ¢ )
¢ det(X,, X,,X,,)
JVEG - F?
_ _ XuxXV _ 1
g‘<“'xw>‘<nx—uxxv||’XW>‘||—xuxxv||'<X“XX“’XW>

_ det(Xy, Xy, Xyy)
JEG - F2

Onde os determinantes sdo formados pelas matrizes cujos componentes Sao
vetores de X, X,, X, X,, € X,, ém suas combinagdes como Vvisto acima, na base canonica do

N3,

Dessa formula, resulta num importante teorema sobre a Teoria Geral de Superficies

Curvas, que o proprio autor nomeou de “egrégio”.

Teorema 2 (egrégio): A curvatura Gaussiana k de uma superficie é invariante por isometrias
locais.

Para CARMO (2012), no teorema de Gauss, as curvaturas Gaussianas sdo iguais
em pontos correspondentes, um fato que é nao-trivial geometricamente. Tal definicdo, usa de
maneira essencial, a posicdo da superficie no espaco nao dependendo desta posi¢cdo mas apenas

da estrutura métrica da superficie (primeira forma fundamental).
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A prova ¢ obtida pelos chamados simbolos de Christoffel®, uma andlise entre os
pontos de uma superficie associada a um triedro, com estudo das derivadas de seus vetores,

focada nos coeficientes da primeira forma fundamental mostrando a invariancia por isometrias.

Dessa forma, este teorema é decisivo para que duas superficies dadas como a plano
(k=0) e a esfera (k > 0) ndo sejam localmente isométricas.

Uma citac&o retirada sobre o TEOREMA EGREGIO do site Wikipédia, tendo como
referéncia a famosa publicacdo de Gauss Disquisitiones generales circa superficies curvas
(1827) explica que:

Uma esfera de raio R tem uma curvatura gaussiana constante que é igual a 1/R2. Ao
mesmo tempo, a curvatura gaussiana de um plano é zero. Como um corolério do
teorema egrégio, ndo se pode embrulhar uma esfera com um pedaco de papel sem
amassa-lo. Reciprocamente, a superficie de uma esfera ndo pode ser desdobrada em
uma superficie plana, sem distorcer as distancias. [...] Matematicamente falando, uma
esfera e um plano ndo séo isométricos, nem mesmo localmente. Este fato é de grande
importéncia para a cartografia: ele implica que é impossivel criar um mapa perfeito

da terra, mesmo que seja de um pedago pequeno de sua superficie. Portanto toda
projecdo cartografica distorcera necessariamente pelo menos algumas distancias.

Concluindo ainda que, uma isometria s6 acontece, quando se torce ou entorta uma
dada superficie sem amassa-la nem rasgéa-la internamente, ou seja sem qualquer tensdo,

compressdo ou cisalhamento extra.

Por outro lado, percebemos entéo que, por egrégio, a primeira forma fundamental
é preservada por isometrias. Sendo assim, uma prova de que o plano e a esfera ndo sao
localmente isométricos é mostrar que ambos ndo possuem a mesma primeira forma
fundamental, fazendo uma analise das aplicacbes E, F e G e suas derivadas, e concluindo a
prova calculando e, f e g a partir da segunda derivada para o calculo da curvatura gaussiana e
definicdo da ndo isometria.

Inicialmente facamos uma analise da citacdo retirada de CARMO (2012) do inicio
desse topico, afirmando que o plano e o cilindro sdo localmente isométricos. Para isso, iremos

analisar suas primeiras formas fundamentais para tais conclusoes.

Para isso, seja um plano z passando pelo ponto p direcionado pelos vetores
w, = (X, Y;,2,) € W, =(X,,Y,,Z,) Unitarios e ortogonais, parametrizado por

X(U,v)= p +uw, +vw,.

¥ Assim nomeado em homenagem ao matematico e fisico alemédo Elwin Bruno Christoffel (1829 — 1900).
Desenvolveu estudos para mapeamento conformes, Geodésia, teoria invariante, dentre outros.
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Dessa forma teremos que X, =w, € X, =w,. E 0s elementos da primeira forma

fundamental seréo

E=(X, X,)=(w,w)=1

F

(Xyr X, ) =(wy,w,)=0
G=(X,,X,)=(w,,w,)=1

E para analise posterior, facamos a curvatura gaussiana do plano. Para isso é facil
perceber, com uso das formulas e procedimentos pela segunda derivada que,e =0,f=0eg=
0 e consequentemente K = 0.

Vejamos agora um cilindro vertical Ccuja parametrizagdo €

X (u,v)= (cosu,senu,v) contido em U ={(u,v) e R2:0 < u < 27, — o0 <V <ac}.

Assim teremos que X, =(-senu,cosu,0)e X, =(0,01)e

E=(X,,X,)=sen?u +cos2u=1
F=(X,,X,)=0
G=(X,,X,)=1

Concluindo, entdo, que o plano e o cilindro possuem a mesma primeira forma
fundamental, consequentemente sdo localmente isométricos (porem uma observacao a se
fazer é que os mesmos ndo sio globalmente isométricos. E facil perceber pelo fato de o

cilindro possuir uma superficie curva.)

Usando o0 mesmo raciocinio, analisemos agora o caso da primeira forma
fundamental e calculo da curvatura gaussiana para a esfera e respectivo comparativo de
isometria com o plano.

Seja agora uma esfera S com coordenadas esféricas parametrizadas dada por

X (8, p) =(r.sendcos @, r.send seng,r.cosd), com 0<f<rze O<p<2r.
Teremos assim,
X, =(r.cos@cosp,r.cosf senp,—r.send) e X o= (—r.send seng, r.sené cos ¢,0)

E, os elementos de sua primeira forma fundamental seréo
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E=(X, X,)=r2
F=(X,,X,)=0
G=<X¢,X¢>=r25en29

Logo, percebe-se que diferem a primeira forma fundamental do plano e da esfera,
mostrando que ndo sdo localmente isométricas. Logo, para uma conclusdo mais precisa, a

curvatura gaussiana sera definitiva neste comparativo.

Para o célculo da curvatura gaussiana faz-se necessario o desenvolvimento dos

elementos da segunda forma fundamental, assim facamos as segundas derivadas:

X gp = (—r.senécos p,—r.send seng,—r.cos 0)

X p = (-T.5en0 cos p,—r.send seng,0)
X g, = (-T.C0s 0 seng, r.cos & cos ¢,0)

E agora os coeficientes da segunda forma fundamental:

r.cosgcosp  r.cosésenp  —rsend
det(Xg, Xy ng) =|—r.senésengp  rsen@dcose 0
—r.senfdcosep -—r.senéseny —r.cosd

= —I3sendcos 26 cos 2p — r3senddsengp — r3sendd cos 2 — r3sené cos 26sen?p
= —r3sendcos 26(cos 2p + sen?p) — r3sen3gd(sen?e + cos 2p)

= —r3send(cos 26 + sen2d)

=-r3send

r.cosgcosep r.coséseng —rsend
det(Xg, X X&p): —r.senéseng  rsen@cosg 0
—r.cosésengp r.cosgcosg 0

= r3.sengcosd cos gsen?d — r3seng cosd cos gsen?d
=0

r.cosécosep  r.cosésenp —rsend
det(Xa, Xq], Xw)z —r.senésenp  rsendcose 0
—r.sendcosp —r.senéseng 0
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= —r3.sen36sen?gp — risen3@ cos?e
= —r3sen3d(sen¢p + Cos2p)
=—I3sen3d

Logo,

det(X,, X, X)) —r3send —r3send

- VEG —F? _\/r2.rzsen29—02 - rzsend

f :det(Xg,X(p,XW): 0
JEG —F2 Jrzr2senzg — 02

det(X,, X, X,,)  —risensd — risen3g

- VEG -F?2 B \r2r2sen2@ —02 B r2send

= —rsen2d

Assim a curvatura Gaussiana,

_eg—f2 (-r).(-rsen29)-02 r2sen20
EG - F2 r*sen2g — 02 r*sen2o

1

e

Concluindo assim, que além de o plano e a esfera ndo possuirem a mesma primeira
forma fundamental, ainda ndo possuem curvaturas Gaussianas com caracteristicas localmente

isométricas, ou seja curvaturas diferentes (plano k =0e a esfera k > 0).

5.2 O problema da Projecdo Cilindrica de Mercator e a resolucao por Gauss

Seguindo os conceitos da Curvatura Gaussiana definida por Gauss, foi que o
problema do mapeamento da superficie esférica na forma da Projecdo Cilindrica de Mercator
comecgou a tomar rumos mais precisos. A necessidade de uma explicacdo para as distor¢oes
deixadas por esta projecdo, daria clareza para exatiddo na elaboragdo de novos mapas, que

diminuisse erros cometidos principalmente na navegacao por imprecisdo de localizagéo.

Para isso, Gauss desenvolveria uma parametrizagdo da esfera S2no plano (u, v)
. . . . . T T
considerando os respectivos intervalos : de longitude ¢ € ]— T, 7z[ e de latitude @ }—E : E{ .E

assim, seguindo as devidas propriedades relativas a projecao de Mercator:
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1. Os paralelos e meridianos sdo projetados numa rede de retas perpendiculares,
obedecendo as caracteristicas:

I. Os paralelos @constantes sdo enviados nas retas v constantes e 0s
meridianos ¢ constantes nas retas u constantes;
ii. Tal projecéo se trata de uma aplicacdo conforme;
iii. Ha proporcao entre as distancias ao longo do equador e sua projecéo, pelo
envio da constante §=0emv = 0;
iv. Oponto &=0e ¢ =0 ¢ enviado na origem.

2. As loxodromias (curvas de rumo) sdo projetadas em linhas retas.

Seguindo as caracteristicas de uma aplicacdo conforme, devemos considerar uma

parametrizacdo X que leva os pontos (u,v) associado a X(u,v) na esfera, e buscar uma aplicagéo

Y da esfera tal que um ponto de coordenadas (¢,6) é enviado no plano (u, v), sendo {u :ijp(g)
V=

e A uma constante. Assim, a composta de y =Y o X deverd satisfazer as devidas propriedades

da Projecao de Mercator.

i 0 Parametrizacdo :
\
R4
(| —= :
»Y
= B 0 =
7 Y >
2 -
X
Inversa
N
\
\
Uu=A@
y=YeoX: u
v=Af(6)

Figura 17: Parametrizacdo e mapa obtido pela aplicagdo composta

Fonte: Elaborado pelo autor
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A explicacdo vem de que a inversa e a composta de aplicacdes conformes sdo ainda
conformes pelo fato de que qualquer superficie possui uma vizinhanga parametrizada por uma
aplicacdo conforme chamada isotérmica. Por meio de definigdes e proposi¢des sao conceituadas

essas colocagOes, porém ndo € nosso proposito aqui tais demonstraces.

Assim, para encontrar Y, deveremos procurar uma aplicagédo de modo que para cada

X(p) na esfera terrestre, associe (Y o X)(p) =Y (X (p)) =y no plano.

Consideremos entéo a aplicacdo composta
y=Y oX :(—ﬂ,ﬂ)x[—%,zj

que leva S2 em R? de um espaco em Ré, tal que
Y o X :y(p,0)= (20, 2£(0)0)

E, como vimos no capitulo anterior, mostrarei agora por este caminho que f(8)

corresponde aos calculos de Wright, ou seja

Assim, fazendo f(0)= In{tg(% + gﬂ para garantia da primeira propriedade,

teremos por fim, uma aplicacdo que define 0 mapa em projecdo de Mercator dado por:

toor{ieslu(5 -2

Consideremos entdo X (p,0)= A.(cos ¢.cos 0, sengp.cos 0, send) uma das formas

parametrizadas da esfera em coordenadas geograficas esféricas com X : (- ﬂ,ﬁ)x(—%,%) em

S2.

Com o uso da primeira forma fundamental de Gauss, analisaremos as condigdes de

conformidade a partir de conceitos de diferencial.

Nas condicOes de parametrizacdo para obtencdo da projecdo de Mercator,

observamos que a composi¢do da parametrizagcdo pela sua inversa resulta numa aplicacdo
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conforme, tal situagdo pode ser resultado de um difeomorfismo'® que, em nosso caso, obedece

a seguinte caracteristica.

Proposicdo 1: Seja (¢,60):52—S, sendo X (¢, 8)= A.(cos ¢.cos 8, seng.cos 8, send) um  dado

ponto p < S2, entéo

(d(0.0),v,,d(0,0) Vo) - =(P){V1V, )

(9.6)(p)

Com vi e vo as derivadas parciais em relagdo a pe@, onde g2sera uma funcgdo

diferenciavel em S2, que garante ser S2 e S conformes.

Analisemos entdo as primeiras formas fundamentais da esfera parametrizada

anteriormente como X (¢, &)= 1.(cos @.cos 6, seng.cos 6, send)
Para isso temos que
X, =A.(-sengpcos 0,.cos ¢ cos #,0) € X, = A.(-.cos ¢ send,—.seng send, cos 0)
E, os elementos de sua primeira forma fundamental serdo
E=(X,.X,)=22c0s20  F=(X,,X,)=0 G=(X,,X,)=4
Definindo assim os ternos da equacgéo
ds? = Edg?+ 2Fdgd 0 + Gd 62
Onde substituindo teremos
ds? = (12 cos 20)dg? + 12d 62
Que em um plano de projecao definimos como
ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?

Associado ao sistema de coordenadas Y o X : y(p, 0)=(1¢, Af (6),0)idealizada no

mapa de projecao, com y, =(4,0,0) € y, = (0, Af'(9),0) . Com suas primeiras formas

fundamentaisE = 12, F =0 e G =[12f'(9)2].

Assim Y serd uma aplicagdo conforme segundo a Proposi¢éo 1 se

10 Difeomorfismo é uma bijec3o diferenciavel cuja inversa é também diferenciavel.
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E=E.¢%(p,0),F =F.¢%(p,0) & G =G.¢%¢p,0), logo
E = A242(p, 0) cos20 , F =0 e G = 12¢%(¢p, 0)
Segue entéo que
E =Gcos20
E fazendo as devidas substituicdes, fica
A2 =A2f'(0)2.cos 260
f'(@)cosf=+1

como 0 que nos importa aqui sdo as latitudes crescentes, entdo

f'(@)cosd=1
1
f'(0)=——
©) cosé

Voltamos entdo aos calculos de Wright para concluir a projecao
f(0)=[secodo

Mostrando, entdo, que o problema matematico da Projecdo de Mercator pode ser
resolvido pelas teorias das curvaturas de Gauss, ou seja, por meio das férmulas de analise de

curvaturas Gaussiana e suas primeiras e segundas formas fundamentais, voltando a variavel

T 0
f(@)=In [tg(z + EH .

de Mercator como haviamos previsto
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6. CONCLUSAO

Tendo em vista as aplicacdes da matematica a Geografia, observa-se a diversidade
de situacGes problemas que as envolvem no intuito de uma interdisciplinaridade real diante de
tais possibilidades. Pois contudo, o estudo da cartografia necessita bem mais do que conceitos
cabiveis a Geografia. O trabalho com mapas, projecoes e representacdes da superficie terrestre,
requer calculos e explicacdes numéricas que a matematica com todo seu contexto histérico traz
consigo. O uso da trigonometria em diversas situacfes problemas dentro da geometria plana e
esférica, nos faz remeter a um trabalho interdisciplinar com exemplos praticos oriundos do
estudo da terra e areas afins. Vimos, neste trabalho, que os exemplos com calculos de distancias
inacessiveis, como alturas, distancias, angulos, etc. requer uma modelagem matematica
moderna que, por sua vez, faz uso de teorias até entdo inutilizaveis, ou seja, é a geografia dando

vida a estes conceitos.

Por outro lado, para uma sofisticacdo desde, as ProjecGes de Mercator (oriundas
dos estudos cartograficos do seculo XVI) abre margem para uma explicacdo matematica, que
traga consigo um esclarecimento conciso a respeito das distor¢gdes deixadas pela projecédo da

esfera no plano, onde diversos matematicos intrigados com tais dilemas, se dedicaram e

consequentemente concluiram a chamada Variavel de Mercator y = Rln{tg(%+§ﬂ ou fator

das latitudes crescentes, que traduziria o grau de distor¢des entre a transposicdo da esfera no

plano.

Todavia, faz-se necessario entender o porqué da ndo isometria entre o plano e a
esfera, que por sua vez Gauss em seus estudos contribuindo para o desenvolvimento da
Geometria Diferencial desenvolve as chamadas primeira e segunda formas fundamentais,
trazendo uma interpretacdo bem mais complexa no sentido de que a primeira forma
fundamental seria decisivo para essa ndo isometria, e que a Curvatura Gaussiana (K)

encontrada pela Equacdo Normal de Gauss e o uso da segunda forma fundamental, define a
curvatura K do plano a K = 0 (zero) e a curvatura da esferaa K = 12 (r é o raio da esfera) ou
r

seja K > 0, como divergentes, definindo assim, a ndo isometria entre estas superficies.
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