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RESUMO

Este trabalho apresenta construcdes basicas realizadas com régua e compasso que foram
desenvolvidas por civilizagdes antigas com o intuito de realizar tarefas do cotidiano e
construir monumentos. Para isso, os procedimentos utilizados eram baseados em retas e
circunferéncias com a intencdo de encontrar a medida adequada para estas realizagdes.
Mostraremos neste trabalho as principais construgdes realizadas com esses
instrumentos, como alguns poligonos e algumas medidas algébricas. Analisaremos essas
construcdes de forma simples e algébrica para justificar a veracidade de suas
conclusdes. Entenderemos também o conceito de nimeros construtiveis e suas
caracteristicas. Aprenderemos a identificar se um numero pode ou nao ser construido
com a régua e o compasso. Com isso, poderemos verificar com melhor clareza os
problemas cléassicos da geometria e o real motivo de ndo haver solugdes de construcao
para estes problemas. A finalidade deste trabalho ¢ recordar um pouco do
desenvolvimento da Geometria e mostrar ao aluno que algumas formulas e equacdes

podem ser desenhadas para que sua solucao seja revelada.

Palavras-chave: Régua. Compasso. Construcio. Algebra. Equacio.



ABSTRACT

This paper presents basic constructions made with ruler and compass were developed
by ancient civilizations in order to perform daily tasks and build monuments. For this,
the procedures used were based on lines and circles with the intention of finding the
appropriate measure for these achievements. We show in this paper the main buildings
made with these instruments, such as polygons and some algebraic measures. We
analyze these buildings simply and algebraic way to justify the veracity of its findings.
Also we will understand the concept of constructible numbers and characteristics. We
learn to identify a number may or may not be constructed with ruler and compass. With
this, we can see with clarity the classic problems of geometry and the real reason there
1s no building solutions to these problems. The purpose of this work is to recall some of
the development of geometry and show the student that some formulas and equations

can be designed so that your solution is revealed.

Keywords: Ruler. Compass. Construction. Algebra. Equation.
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1 INTRODUCAO

A Grécia antiga foi uma das primeiras civilizagdes que contribuiram para o
desenvolvimento matematico. Antes mesmo da era cristd, os gregos ja desenvolviam
técnicas bem elaboradas para resolver problemas matematicos de acordo com suas
necessidades.

A Geometria, que significa “medida da terra”, foi uma das principais
contribuicdes gregas para o avango da matematica. Naquela ¢época o desenho
geométrico era usado na resolugdo de problemas do dia-a-dia, de acordo com a
necessidade do ser humano, a cada situacdo diferente, uma resolucdo diferente e a cada
resolucdo era criada uma regra para assim, sempre resolvé-la. Dessa forma, todo o
conjunto de conhecimento de construgdes graficas era praticamente uma colecdo de
problemas e suas respectivas solucdes.

Os primeiros desenhos eram feitos a mdo. Sem nenhuma precisdo exata.
Apenas com a intensdo de visualizar melhor o problema, mas sem exatiddao. No inicio
do século V a.C. surgiram as primeiras constru¢des com régua e compasso. Tais
construgdes tiveram enorme importancia no desenvolvimento da matematica grega e foi
com o matematico grego Euclides que a geometria se desenvolveu, fazendo da cidade
egipcia de Alexandria o centro mundial da Geometria por volta de 300 a.C..

A partir dai, as técnicas de desenho geométrico e os conceitos abordados na
Geometria foram evoluindo com o tempo e a influéncia de outros pensadores gregos,
como Talles e Pitdgoras. Essas técnicas evoluiram com o intuito de conciliar o
conhecimento tedrico e pratico da Matematica.

A medida que os estudos evoluiam, novos instrumentos foram inseridos no
estudo dos desenhos geométricos tais como uma régua graduada, jogo de esquadros,
transferidores entre outros. E as construgdes mais primitivas com régua, sem graduacao,
e compasso foram sendo substituidas por outras mais praticas e simples de fazer com os
novos instrumentos. Nas escolas, essas construgdes estdo sendo esquecida aos poucos,
transformando o ensino de figuras geométricas mais tedrico do que pratico.

O ensino tedrico da Matematica, sem uma aplicacdo pratica, dificulta a
aprendizagem e o prazer de estudar do aluno. Sabendo utilizar a teoria e a pratica na
medida certa, € possivel garantir um grande avango no processo de ensino-

aprendizagem, contribuindo para a constru¢do do conhecimento de forma mais concreta.
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A proposta deste trabalho ¢ mostrar as principais construgdes com régua e
compasso de forma clara e didatica para que possa ser utilizada em sala de aula como
uma ferramenta para constru¢do do conhecimento do aluno. Refletir um pouco sobre
como o0s gregos conseguiram fazer belissimas construgdes usando esses dois
instrumentos. Na atualidade podem ser usados programas em computadores que
simulem o uso da régua e do compasso, como o Geogebra.

Inicialmente, mostraremos as construcdes mais bdsicas que podem ser
aplicadas nas séries de ensino fundamental. A partir dessas construgdes, poderao ser
fundamentadas outros conceitos que poderdo ser utilizadas em capitulos posteriores, tais
como a realizacdo das operagdes basicas como soma e subtragdo. Em seguida podem ser
introduzidos o célculo de raizes quadradas, paralelismo e perpendicularismo entre retas.

Em seguida, usaremos os conceitos assimilados para construcdes mais
elaboradas. Trata-se de constru¢cdes que envolvem figuras planas. Trabalharemos
também o conceito de poligonos inscritos para facilitar algumas constru¢des. Veremos
que nem todo poligono regular pode ser construido com o uso de apenas régua e
compasso. E que cada poligono pode ter mais de uma maneira de ser construido.

Mostraremos algumas aplicacdes dessas técnicas de construgdo na resolugao
de problemas algébricos, calculos de médias, resolucdo de equagdes. Mostrando de
maneira geométrica, formas de encontrar solucdes algébricas. Faremos uma breve
abordagem sobre o grupo de nimeros construtiveis e suas caracteristicas. Veremos que
esse tipo de nimero esta presente em nosso cotidiano. Destacaremos também os
problemas classicos desse ramo da geometria. E o que realmente dificulta na solugdo
desses problemas.

A partir desse trabalho, quero mostrar a importancia da utilizagdo da régua e
do compasso no processo de ensino. Com essa tematica em reflexdo, espera-se que esse
trabalho possa ser utilizado como um material de apoio aos professores de educagdo
basica na inclusdo do desenho geométrico na grade de ensino das escolas. Levar a sala
de aula um conhecimento pratico explorado pelos gregos que deu origem a matematica

geométrica que conhecemos hoje.
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2 CONSTRUCOES BASICAS

Os primeiros procedimentos utilizando régua e compasso surgiram antes
mesmo da era cristd na Grécia Antiga. Através desses instrumentos era possivel realizar
operagdes matematicas que levassem a exatiddo de calculos aritméticos e geométricos.
Sdo operacdes simples e com facil compreensdo para os leitores interessados em
aprender.

Atualmente, muitos procedimentos simples como as operagdes basicas sao
realizados sem a utilizagdo da régua e do compasso. Nas escolas, por exemplo, em
busca da praticidade da aprendizagem dos alunos, esses instrumentos foram deixados de
lado e outros métodos surgiram para substitui-los.

Para realizar as operacdes basicas de somar, subtrair, multiplicar e dividir,
com o uso de régua e compasso, tempos que adotar segmentos de retas limitados por
aberturas do compasso de diferentes tamanhos. Como um segmento ¢ mensuravel, pode

ser representado por algum niimero real.

2.1 Realizando Operacoes Basicas

2.1.1 Retas Paralelas e Perpendiculares

O conceito de paralelismo e perpendicularismo sdo tdo antigos como as
primeiras construgdes geométricas. Sabemos que duas retas sdo ditas paralelas quando
ndo possuem ponto em comum e estdo no mesmo plano. E duas retas sdo
perpendiculares quando as mesmas se cruzam em um Unico ponto formando um angulo
reto. Atualmente, retas paralelas e perpendiculares podem ser facilmente construidas
usando um jogo de esquadros. Mas existem mais de uma maneira de construir retas
paralelas e retas perpendiculares usando apenas régua e compasso.

Mostraremos a seguir uma maneira simples de construir retas paralelas a
uma reta ja existente. Fagamos os seguintes procedimentos:

I.  Tracemos uma circunferéncia com o centro pertencente a reta.
II.  Tracemos agora duas circunferéncias, com raios iguais € menor que a primeira

circunferéncia, com centros nos pontos de intersegao.
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IlI.  Teremos quatro pontos de intersecdo da primeira circunferéncia com as outras
duas construidas. Ao tracarmos duas retas passando por dois pontos, sem

cruzarmos com a reta principal, teremos duas retas paralelas.

B
A e 15

™

v/

Figura 2.1: Retas paralelas

Como podemos observar na figura, os pontos A, B, C ¢ D formam um
trapézio isosceles, pois os raios AB e DC sdo iguais e os pontos B e C estdo a mesma
distancia da reta principal. Isto pode ser garantido pela congruéncia dos tridngulos ABO
e DCO. Como as bases de um trapézio sdo paralelas, logo as retas que os contem
também sao paralelas.

Veremos a seguir, como construir uma reta perpendicular a uma reta ja
existente.

I.  Escolhendo um ponto P fora da reta, tracemos uma circunferéncia com centro
neste ponto e com o raio maior que a distancia de P a reta.

II.  Assim, encontraremos A e B, os pontos de intersecdo da circunferéncia com a
reta. Centrando o compasso em cada um deles e mantendo o raio, tracemos
outras duas circunferéncias.

III.  Acharemos um ponto Q, interse¢do das duas ultimas circunferéncias. Tragando a

reta PQ teremos uma reta perpendicular a reta principal.

Figura 2.2: Retas perpendiculares
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Como PA = PB = QA = QB, formam um losango. Como as diagonais em
qualquer losango se encontram no ponto médio e formam um angulo reto, temos que a
reta PQ como mediatriz do segmento AB. Com isso podemos garantir a

perpendicularidade entre PQ e AB.

2.1.2 Bissetriz de um Angulo

A bissetriz de um angulo ¢ uma semirreta que parte do vértice desse angulo
e o divide em duas partes iguais, ou seja, forma outros dois angulos de mesmo valor. A
construcdo de uma bissetriz pode ser feita de maneira simples seguindo os passos
abaixo.
I.  Em um angulo qualquer, tracemos uma circunferéncia com centro no vértice.
II.  Encontraremos dois pontos de interse¢do, um em cada semirreta que forma o
angulo. Chamando esses pontos de A e B, marca-se o segmento AB.
III.  Com um raio visivelmente maior que a metade do segmento AB, tracemos duas
circunferéncias. Uma com centro em A e outra com centro em B.
IV.  Encontraremos assim dois pontos, C e D. Ao tracarmos a semirreta partindo do

vértice e passando por esses dois pontos, teremos a bissetriz do angulo.

Figura 2.3: Bissetriz de um angulo
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Vimos anteriormente que o segmento CD divide o segmento AB ao meio.
Entdo, temos um triangulo is6sceles VAB (com VA = VB) dividido por uma semirreta
perpendicular a base. Com isso, podemos garantir que a reta formada ¢ a bissetriz do

angulo.

2.1.3 Adig¢do e Subtracdo

O procedimento de soma ¢ bem simples com o uso da régua e compasso.
Usaremos dois segmentos de retas com tamanhos distintos. Sendo o primeiro segmento
com extremidades AB e o segundo, CD.

Adotando uma reta, colocaremos os dois segmentos sobre essa reta de tal
forma consecutiva. Ou seja, se o primeiro segmento termina no ponto B e o segundo
segmento comega no ponto C, esses dois pontos irdo se tornar um so, e a distancia entre
o ponto A ao ponto D sera a soma dos dois segmentos.

Fazendo este procedimento com os instrumentos em estudo, basta fazer a
transposi¢ao dos segmentos sobre uma determinada reta. Usando o compasso, coloca-se
uma das pontas em uma extremidade do primeiro segmento, o ponto A. A outra
extremidade, no ponto B. Assim, usando essa abertura do compasso, coloca-se a ponta
cega sobre a reta, e com a ponta que risca, marca-se um ponto. Em seguida, coloca-se a
ponta cega no ponto marcado, e em seguida, marca-se o outro ponto. Assim, teremos o
primeiro segmento transposto na reta com a abertura do compasso garantindo o
tamanho do segmento.

Ao repetir o procedimento de transposi¢do com o segundo segmento,
devemos garantir que o ponto C coincida com o ponto B, e o ponto D deve ser marcado
no lado oposto ao ponto A. Desta forma, teremos a soma dos dois segmentos medido do
ponto A ao ponto D, com os pontos B e C coincidindo e localizado entre as

extremidades.

A B

A B=C D

Figura 2.4: Soma de dois segmentos
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Para fazer a subtracdo entre os dois segmentos, basta sobrepor o segmento
de menor dimensdo sobre o maior de tal maneira que um de seus pontos extremos sejam

coincidentes. Fazendo estra transposi¢do, a diferenca ficaré visivel.

A B
& D
0

AsC_ DB

Figura 2.5: Subtragdo de dois segmentos

2.1.4 Multiplicagdo e Divisdo

Podemos fazer a multiplicagdo por um numero natural usando a soma
sucessiva de um mesmo segmento. Na figura a seguir, temos um segmento multiplicado
por 10. O valor deste produto ¢ a distancia do ponto de origem até o ponto que finda o

ultimo segmento.

Figura 2.6: Soma sucessiva de um segmento

Podemos também realizar a multiplicagdo entre dois numeros usando
segmentos de reta. Adotando dois segmentos, AC e AD, realizaremos os seguintes
procedimentos:

I.  Tomando o segmento AB como uma unidade de medida, como mostra a figura,
tracaremos a reta que passa pelos pontos B e C.
II.  Tracemos agora, uma reta paralela a BC, passando pelo ponto D.
III.  Esta reta corta a reta suporte de AC no ponto E. O segmento AE ¢ o resultado da

multiplicagdo que esperamos.
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Figura 2.7: Multiplicagao de dois segmentos

Podemos comprovar este resultado pelo teorema e Tales, e por adotarmos

AB = 1 unidade de medida. Como as retas BC e DE sdo paralelas entre si, temos que:

AB  AC

iD= AF = AC.AD=AL.AE = AC.AD = AE

O processo de divisdo por um nimero natural envolve um pouco mais de
trabalho para ser realizado. Devemos seguir os seguintes passos:
I.  Trasponha para uma reta suporte o segmento a ser dividido.
II.  Em um dos extremos do segmento, tracemos uma reta obliqua em relagdo a
primeira. Adotemos este extremo como origem.
III.  Marque sobre a nova reta, os segmentos de mesmo comprimento, em quantidade
igual ao total de partes que vocé quer dividir o segmento dado.
IV.  Tracemos uma reta que passa pelos dois extremos opostos a origem das duas
retas.
V. Tracemos agora retas paralelas a ultima tragada passando pelos pontos que
foram marcados no segmento obliquo. Os pontos de intersecdo destas retas com

o segmento original dividirdo este segmento em partes iguais.
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Na figura abaixo podemos ver o segmento AB dividido em dez partes

iguais. Essa divisdo pode ser verificada pelo teorema de Tales.

A B

Figura 2.8: Divisdo de um segmento em partes iguais

O processo de divisdo entre dois segmentos ¢ andlogo ao processo de

multiplicagdo mostrado na figura 2.7. Ao fazer o segmento AC = 1, teremos o seguinte

resultado:
AE AC AD
15~ 4F =2 AC. AD = AF.AF => AE = 1B

2.2 Construindo poligonos regulares

2.2.1 Teorema de Gauss

Os poligonos sdo formados com construgdes um pouco mais elaboradas,
mas que podem ser trabalhadas com alunos de ensino fundamental. Para cada poligono
podem existir mais de uma maneira de realizar sua construgao.

Existem constru¢des onde os poligonos sdo feitos inscritos em uma
circunferéncia. Diz-se que um poligono regular estd inscrito em uma circunferéncia
quando todos os vértices estdo sobre a linha da circunferéncia e ambas figuras possuem
o mesmo centro. Quando isso acontece, os vértices do poligono dividem a
circunferéncia em arcos iguais.

Porém, nem todo poligono pode ser construido desta forma. Para identificar
quais os poligonos podem realmente ser construidos, devemos fazer uso do Teorema de

Gauss para Poligonos Construtiveis.
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O teorema afirma que, so € possivel dividir uma circunferéncia, com régua e
compasso, em “n” partes este numero satisfazer uma das seguintes condi¢des:
n=2". -keN k=1
L. ; onde: N oeR=Z L
n=2%sp, xp, * " xp; keEN o k=1 ¢ PuiPz-!P5 sio ni
I1. 1*P; ji; onde: KE€EN ¢ K=1 ¢ PaiPzi--iP5 s30 nimeros

4

primos na forma F = 2" +1 commeN

De acordo com este teorema, os niimeros primos que compodem a fatoragao
do numero n devem ser os nimeros Primo de Fermat. Um heptagono, por exemplo, ndo
pode ser construido com régua e compasso, pois 0 numero 7 € primo, mas nao se
adequa a formula de Fermat. Porém, existem constru¢des que podem formar um
heptagono ndo regular. Por se tratar de uma aproximag¢do, podemos ter um dos lados
diferente dos demais.

Outro exemplo ¢ o eneagono. Como ndo ¢ possivel dividir uma
circunferéncia em 9 partes usando uma régua sem graduacdo e um compasso. As
construcdes deste poligono que existem atualmente sdo complexas demais para serem
exploradas com alunos de ensino fundamental. Como isto foge a nossa proposta, ndo

incluiremos a constru¢do desse poligono.
2.2.2 Tridngulo Equildtero
A constru¢do de um tridngulo com os trés lados iguais € bem simples.

Usando o a construgdo da mediatriz de um segmento, facilmente teremos, ndo apenas

um, mas dois tridngulos equilateros.

I

Figura 2.9: Dois triangulos Equilateros
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De acordo com a figura, temos que PAB e QAB sao dois triangulos equilateros onde a

medida do segmento AB corresponde ao seu lado.

2.2.3 Quadrado

Para construir um quadrado usando um segmento AB como seu lado, basta

seguir os pacos abaixo.

L.
II.
I1I.

IV.

VL

Colocar o segmento em uma reta qualquer.
Construir uma reta perpendicular sobre o ponto A.
Encontrar, nessa reta, o ponto D usando a abertura do compasso no tamanho do

segmento AB. Basta tragar o arco de B para D com centro em A.

Figura 2.10: Construcao do quadrado apds os trés primeiros passos.
Construir uma reta perpendicular sobre o vértice B.
E da mesma forma que o passo III, construir um arco com a abertura do
segmento AB, desta vez com o centro em B, e encontrar o ponto C na reta
perpendicular a B.
Uma vez encontrado todos os vértices, basta liga-los e teremos o quadrado com

o lado do tamanho do segmento AB.

A B

Figura 2.11: Quadrado ABCD completo.
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2.2.4 Pentdagono Regular.

A construcao de um pentagono a partir do segmento AB requer um pouco
mais de detalhes. Mostraremos um passo a passo feito em um aplicativo chamado
Régua e Compasso, desenvolvido pelo professor René Grothmann da Universidade
Catolica de Berlim, na Alemanha, que garante a regularidade do poligono.

I.  Em um segmento AB, tracar duas circunferéncias com raio AB.
Uma com o centro em A e outra com o centro em B.

II. Tragar a reta que passa pelos pontos de intersecdo das duas
circunferéncias marcando o ponto M, ponto médio de AB.

III.  Tracar uma reta perpendicular ao raio AB no ponto A e marcar o
ponto de intersecdo superior da reta com a circunferéncia como
ponto F.

IV.  Tracar uma circunferéncia, com centro em M e raio MF. Prolongar
o raio a partir do ponto B e marcar a interse¢do deste

prolongamento com esta nova circunferéncia como ponto Q.

Figura 2.12: Constru¢do de um pentagono regular apds encontrar o

ponto Q.

V. Com o centro em A, tracar uma circunferéncia com raio AQ e

marcar as intersegoes da mesma com a reta mediatriz do segmento
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AB e com a circunferéncia de centro em B e raio AB. A primeira
interse¢do sera o ponto D e a segunda serd o ponto C.

VI.  Com o centro em B, tracar uma circunferéncia com raio BD e
marcar a intersecdo da mesma com a primeira circunferéncia como

ponto E.
VII. O pentdgono sera formado ao ligarmos os pontos A, B, C, D e E.

- -

-

Figura 2.13: Pentagono Regular ABCDE completo.

Podemos observar que os raios das circunferéncias maiores com centros em
A e B sdo as diagonais do pentagono formado. Como estas circunferéncias sao iguais,
com raio AQ, temos que suas diagonais sdo iguais. Com isso, temos um pentagono

regular. Com a ajuda do aplicativo Régua e Compasso, podemos garantir que seus

angulos internos também sao iguais.
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Figura 2.14: Angulos internos do pentdgono no aplicativo Régua e Compasso.

2.2.5 Hexdgono Regular.

A constru¢do do hexdgono regular serd influenciada pelo conceito de
inscri¢cdo de um poligono em uma circunferéncia. Usando essa ideia, podemos construir
um hexagono regular, a partir de um segmento AB de maneiras simples.

I.  No segmento AB, tragar duas circunferéncias, uma com centro em A, outra com
centro em B. Ambas com a abertura do compasso igual ao segmento.
II.  Em um dos pontos de intersecao, tragar outra circunferéncia, com mesmo raio.
III.  Usando a abertura do compasso, dividir esta circunferéncia em partes iguais.

IV.  Por fim, basta ligar os pontos encontrados e o hexagono sera formado.

Figura 2.15: Hexagono Regular ABCDEF completo.
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O quadrado e o pentagono regular também podem ser construidos inscritos
em uma circunferéncia, porém, ndo poderiam ser feitos a partir de um segmento AB.
Como no hexagono regular, o valor do raio da circunferéncia ¢ o mesmo que a medida

do lado, essa construgao pode ser feita a partir de um segmento.

2.2.6 Heptdagono

A constru¢do do heptdgono a seguir ¢ uma aproximacao de uma figura
regular. Como foi colocado antes, um heptagono regular ndo pode ser construido com
régua e compasso de acordo com o teorema de Gauss. Segue os passos desta
construc¢ao.

I.  Colocar o segmento AB sobre uma reta qualquer e tracar uma circunferéncia
com centro em B e raio do tamanho do segmento. Com isso, podemos marcar o
ponto M, intersecdo da reta e da circunferéncia.

II.  Tracar uma reta perpendicular no ponto B.
III.  Com centro em A e com a abertura do compasso do tamanho do segmento AM,
tragcar um arco intersectando a reta perpendicular no ponto N.
IV. Ao formar o angulo MAN, tragar a bissetriz do mesmo, intersectando a reta

perpendicular no ponto P.

Figura 2.16: Construgéaaam}”{‘eptégono. Identificando o ponto P.

V.  Com o centro novamente em A, desta vez com o raio do tamanho do segmento
AP, tragar uma circunferéncia. Com o mesmo raio, tragar outra circunferéncia

com centro em B. Qualquer um dos pontos de interse¢do destas ultimas



27

circunferéncias podem ser usados para ser o centro daquela que iréd circunscrever
o heptagono.

VI.  Escolhendo o ponto superior ao segmento AB, e chamando de ponto O, tragar
uma circunferéncia com centro em O e raio AO. Notar que o primeiro lado do

heptagono ¢ o segmento AB.

M

Figura 2.17: Construcao do heptagono. Identificando o ponto O.

VII.  Com a abertura do compasso igual ao segmento AB, dividir a circunferéncia em

partes iguais. Ao ligar os pontos, teremos um heptagono regular.

Figura 2.18: Heptagono Regular ABCDEFG completo.

2.2.7 Octégono Regular
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Continuando a ideia de construir o poligono a partir de um segmento
influenciado pela ideia da inscricdo do mesmo na circunferéncia, podemos ver que a
problematica principal ¢ achar o centro da circunferéncia que ira circunscrever a figura.
A constru¢ao do octogono ¢ simples usando este método. Observe os passos a seguir.

I.  Em um segmento AB, construir sua mediatriz identificando o seu ponto médio
como ponto M.
II. Com o centro em M, tracar um semicirculo partindo de A até¢ B. Identificar o
ponto N, intersecao do arco com a mediatriz.
III.  Com o centro agora em N, e com o raio do tamanho do segmento AN, tragar um
arco de A até B. Identificar agora o ponto O, interse¢do do novo arco com a
mediatriz. Este ponto serd o centro da circunferéncia que ira circunscrever o

poligono de oito lados.

Figura 2.19: Construcao do octdogono regular. Identificando o ponto O.

IV.  Com o centro em O, e com o raio do tamanho do segmento OA, ou OB, tracar

uma circunferéncia completa.
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V. Com a abertura do compasso do tamanho do segmento AB, dividir a nova
circunferéncia em oito partes iguais identificando cada ponto. Ao ligar esses
pontos teremos um octéogono regular com o lado do mesmo tamanho do

segmento AB.

Figura 2.20: Oct gono RegularABCDEFGH completo.

2.2.8 Decagono Regular

Nas construgdes anteriores, os poligonos eram construidos a partir de um segmento de
reta que era usado como o lado da figura. Para o decagono, a construgdo sera a partir de

uma circunferéncia, e nela serd inscrito o poligono.

I.  Tragar duas retas perpendiculares entre si.

II.  Tracar uma circunferéncia com raio qualquer com o centro no cruzamento das
retas. Chamar o centro de ponto O. Serd nesta circunferéncia que o decagono
sera construido.

III.  Marcar dois pontos na circunferéncia. O primeiro deve ser a interse¢do de uma
reta com a circunferéncia, o outro deve ser a interse¢cao com a outra reta. Chamar
de ponto A e ponto K.

Iv. Tragar a mediatriz do segmento OA. Marcar o ponto de intersecdo como ponto

M.
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V. Com o centro e M, tracar um arco comecando de K até a reta em que o ponto A
estd contido. Nesta reta, marcar o ponto L.

VI.  Com o compasso com centro em A e abertura do tamanho do segmento AL,
marcar o ponto B na circunferéncia. Em seguida, com o centro em B, marcar o
ponto C, e assim sucessivamente até completar o ciclo.

VII. Ao ligar os pontos marcados, teremos um decagono regular com o lado do

tamanho do segmento AL.

Dyt

= o N

Figura 2.21: Decagono Regular ABCDEFGHIJ completo.
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3 SOLUCOES ALGEBRICAS

No estudo de Geometria no século atual ndo se faz mais uso de
equipamentos que possibilitassem compreender melhor as solugdes impostas por
problemadticas na projecdo e construcdo de algo. Por exemplo, para distribuirmos alguns
pontos de forma proporcional em algumas retas, usamos o Teorema de Tales para saber
exatamente onde estardo esses pontos. Se ainda usassemos régua e compasso, teriamos
que desenhar o problema para saber essas localizagdes. Seria uma maneira concreta de
ver o problema, porém demandaria um pouco mais de tempo.

Ao longo do tempo, a algebra tem ajudado no estudo da geometria no que
diz respeito a agilidade de obtencdo de resultados com seus métodos e formulas. Porém,
o conhecimento concreto foi, aos poucos, sendo deixado de lado. Tornando, assim, o
estudo da geometria mais tedrico e menos pratico. Contribuindo para a dificuldade de
aprendizagem dos alunos.

Veremos a seguir algumas situa¢des simples em que na algebra as solucdes
sao bem conhecidas. Mas, usando a régua e o compasso, podemos construir a solugdo
usando procedimentos ja visto neste trabalho. Usaremos alguns segmentos com

tamanhos conhecidos para propor uma solug¢do em cada problematica apresentada.
3.1 A 4" Proporcional

Considerando trés segmentos de retas com tamanhos a, b e ¢; dizemos que a
4% proporcional ¢ um segmento x que obedece a seguinte relagao:
F _ [
b x
Essa relacdo resulta na equagdo ax = bc. Porém, ao nos lembrar do Teorema
de Tales, podemos obter uma constru¢do que nos mostra o tamanho do segmento x. No
capitulo anterior mostramos essa constru¢cdo abordando uma multiplicagdo entre
segmentos. Os procedimentos sdo bem semelhantes.
I.  Tragar duas semirretas formando um angulo agudo no ponto de
encontro das mesmas. Identificar esse ponto como ponto O.
II.  Transpor para uma das retas o segmento @ comecando do ponto O, e
identificar o ponto A no fim do segmento.
III.  Comecando do ponto A, transpor o segmento c. Identificar o ponto C

no fim deste segmento.
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IV.  Na outra semirreta, transpor o segmento b, comegando do ponto O e
identificar o ponto B no fim deste segmento.

V.  Tragar a reta AB. Em seguida, uma paralela que passa pelo ponto C.
Identificar o ponto D, interse¢do desta ultima reta tragcada com a
semirreta que contém o segmento OB.

VI.  Identificar o segmento x, limitado pelos pontos B e D.

a

@ @
.#.
C
A~ C

Figura 3.1: A 4° Proporcional dos segmentos a, b e c.

3.2 Média Aritmética

A média aritmética ¢ muito usada principalmente no ramo da estatistica. E

uma medida de tendéncia central calculada de forma simples pela formula:

R B
Ma=

TE
Vamos admitir que ¥: sejam segmentos com seus comprimentos conhecidos
e n o niimero total de segmentos usados para calcular a média. Quando temos 7= 2 |
usaremos apenas dois segmentos para calcular a média. A construgdo desta média fica
bem simples, basta construir a soma desses dois segmentos ¢ em seguida aplicar o

método da mediatriz.

Para calcularmos a média aritmética com ™ = 3 | usaremos o método da
soma seguido pelo método da divisdo de segmentos. A soma dos segmentos serd
dividida em partes iguais onde cada parte representa a média aritmética. Vamos aos
procedimentos para encontrarmos o segmento que representa a média dos segmentos a,

bec.
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IV.
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Desenhar duas semirretas partindo de um ponto O formando um
angulo agudo qualquer.

Colocar, em uma das semirretas, os segmentos a, b e ¢ de forma
consecutiva formando a soma dos mesmos, fazendo AO o segmento
a, AB o segmento b e BC o segmento c.

Na outra semirreta, colocar trés pontos, M, N e P de tal forma que
OM = MN = NP.

Tracar a reta que passa por P e C.

Tracar a reta que passa por M e que ¢ paralela a reta PC. Fazer o

mesmo no ponto N.

P

Figura 3.2: Média Aritmética dos segmentos a, b e c.

Como podemos observar na figura, o segmento que representa a meédia

aritmética foi construido em uma reta paralela a semirreta que contem a soma dos trés

segmentos.

3.3 Média Geométrica

Como ja sabemos, a média geométrica pode ser calculada pela férmula a

seguir: Mg =4

Xy *Xg T " *Xpn | Entdo, para n = 2, teremos uma média de dois

] r1: ] I | )
nimeros. Assim, passaremos a ter a média calculada desta forma: Mg =v¥a+0 E

construir o resultado desta ultima férmula ¢ bem simples, uma vez que tenhamos a ¢ b

como segmentos conhecidos. Podemos fazer os seguintes procedimentos.
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I.  Colocar os segmentos a € b em uma reta de tal modo que possamos
ter a soma dos dois segmentos.
II.  Encontrar o ponto médio desta soma. E tracar um semicirculo de
uma extremidade a outra deste segmento.
III.  No ponto em comum de a e b, tracar uma reta perpendicular.
Identificar o ponto de encontro desta reta com o semicirculo. O

segmento encontrado representa o resultado esperado.

&
a
—0b o

Figura 3.3: Média Geométrica dos segmentos a e b.

A justificativa estd no fato que todo tridngulo inscrito em uma
semicircunferéncia, onde um de seus lados ¢ o didmetro, esse tridngulo ¢ retangulo. E de
acordo com a figura, temos que o segmento formado ¢ a altura relativa a hipotenusa.
Temos entdo que o quadrado desta altura ¢ igual ao produto destas proje¢des. Assim,

temos:

h*zasb=>=h=4asb=Mg

Para "= 3 nfo temos como construir todos resultados, pois nem todas as
raizes podem ser construidas com régua e compasso. Portanto, nos limitaremos a
encontrar a média geométrica de dois numeros pois iremos usar esse procedimento em

outras solugdes.

3.4 Teorema de Pitagoras

Desenhar um tridngulo retangulo usando régua e compasso nao ¢

complicado. E esta constru¢do nos ajuda a construir varios nimeros racionais ou
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irracionais. Conhecendo apenas dois segmentos, a € b, podemos encontrar as solucdes
. ~ — da? L b, o [T _ L2
das seguintes expressdes: £ = ¥a® + 0%, x =va® - o
[z .z
Para encontrarmos * = ¥ % + 2% basta usarmos a ¢ b como catetos de um

triangulo retangulo. Assim, teremos x como sua hipotenusa. Quando encontramos

- — a2 _ 1,2 , [N A
r=va®— 8% temos que x ¢ agora um dos catetos de um tridngulo retdngulo com

hipotenusa a e outro cateto igual a b.

@) a

Figura 3.4: Teorema de Pitagoras onde x ¢ a hipotenusa.

0O X

Figura 3.5: Teorema de Pitdgoras onde x ¢ um dos catetos.

Usando a constru¢do do Teorema de Pitdgoras podemos construir outras

~ [n2 1 12 21 : ~
expressdes como va*k &% +c* T - bastando repetir as construgdes do teorema
usando os resultados encontrados. Podemos, por exemplo, construir a diagonal de um
paralelepipedo retangulo com dimensdes a, b e ¢, sem precisar construir o objeto.

Usando os segmentos a e b, podemos fazer um triangulo retdngulo com
. ] = N3 1.3
hipotenusa M = ¥a* + 2% Usando agora o segmento m e o segmento ¢, podemos fazer
A N - frqd 3
outro tridngulo retingulo onde teremos * = ¥1* + % Usando o valor de m encontrado

. - — oy 1.2 i .
anteriormente, temos que = Va®+ 2%+ que corresponde a diagonal de um

paralelepipedo retangulo.
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Figura 3.6: Encontrando o segmento = ¥ a® +b* +c*

Usando este método ¢ possivel também construir nimeros do tipo @V com

n sendo um niimero natural maior ou igual a dois. Para fazermos a construgao de ﬂﬁ,
basta fazermos um tridngulo retangulo com os dois catetos a. Usando a hipotenusa

encontrada como um cateto de outro tridngulo retangulo juntamente com outro cateto
valendo a, encontraremos a hipotenusa av3, Ao repetirmos este processo, podemos

encontrar a sequéncia “f"E, “’f"ﬁ, “'ﬁ, ... como podemos observar na figura.

Figura 3.7: Construcio da sequencia @V com 7 = 2
3.5 Equacgao do 1° Grau.

Para resolver uma equagdo do 1° grau sdo necessarias apenas as operagoes

mais basicas que ja foram mostradas neste trabalho. Qualquer aluno acostumado a
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. ~ . . r - 1 —
resolver esse tipo de equacdo pode perceber que sua forma mais simples ¢ @x + 9 = ¢ |

onde x ¢ a incognita ¢ a, b e ¢ sdo valores conhecidos. Desta forma temos que

1

c—uo

X = ~ . ~ ~
a . Logo, as operagdes que precisaremos serdo a subtracdo (ou soma, caso o

valor de b seja negativo) e a divisdo. Tomando como exemplo a equagdo 2x + 3 =7
podemos fazer os seguintes procedimentos:
I.  Adotar um segmento qualquer, com k£ cm, como uma unidade de
medida.
II.  Multiplicar esse segmento em uma reta pelo nimero 7. Marcar os
extremos desta multiplicagdo com os pontos A e B.
III. Na extremidade B, fazer a subtracdo de 3 unidades de medida.
Marcar o ponto C.

IV. Usando o método da divisdo, dividir o segmento AC em 2 partes

iguais.

—o
k

o - — oo

s B

Figura 3.8: Solucgdo da Equagdo 2x + 3 =7

Podemos ver na figura que a medida de cada parte encontrada corresponde a
solucdo desejada. De acordo com o exemplo vale 2 unidades de medidas, ou seja, se o

segmento escolhido como unidade de medida vale k, o comprimento da solugdo sera 2k.

3.6 Equacao do 2° Grau

O modelo de constru¢do das solu¢des quadraticas ndo ¢ tdo simples como a
constru¢do da equacdo do 1° grau, porém tem facil compreensdo. Nos métodos
abordados a seguir € necessario mensurar os segmentos que serao usados ou adotar uma

unidade de medida para que possamos descobrir as raizes a partir dos coeficientes

expostos na equagdo. Ambos os métodos sdo eficazes apenas para @ = 1



38

3.6.1 Método de Descartes.

Descartes, em sua obra La Géométrie, afirmou que o grau da equagdo
determinava a complexidade da construgdo de suas solugdes. Ele criou um método de
resolucao para um grupo limitado de equagdes do 2° grau. Seu método permite resolver
equacdes do tipo: ¥+ bx —c* =10 Segue entdo os procedimentos elaborados por
Descartes.

I.  Tragar um segmento AB com o tamanho igual a “c”.

II.  No ponto A, tracar uma reta perpendicular. Nesta reta, identificar o

ponto O. O segmento AO deve ter o tamanho igual a “b!‘r 2”7

IlI.  Com o centro em O, tracar uma circunferéncia com raio igual ao
tamanho AO.

IV.  Tragar a reta que passa em B e em O e intersectando a circunferéncia
em dois pontos: o ponto C, que fica mais distante que o ponto B, e o
ponto D.

V.  Se o valor de “b” for positivo, o segmento BC ¢ a solucdo desejada.

Se o valor de “b” for negativo, o segmento BD ¢ a solug@o desejada.

.................

. - .

Figura 3.9: Raizes de uma Equacdo Quadratica pelo Método de

Descartes

Ao desenvolvermos algebricamente a mesma equacao, encontraremos uma
solugdo positiva e outra negativa, pois o produto das raizes ¢ um nimero negativo. Ao

observarmos os valores obtidos em BC e BD, podemos ver que estes valores
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representam os moddulos das raizes, ja que a geometria ndo trabalha com numeros
negativos para definir a medida de um segmento de reta.
A justificativa da construgdo de Descartes esta relacionada ao Teorema das
Cordas. Observado a figura e aplicando o teorema, temos que:
AB3=BC +«BD = AB% =(BD + DO +0C)+ 8D
Como BD ¢ raiz, podemos substitui-lo por x. E temos também que:
DO=0C =12/,

Fazendo as devidas substitui¢des, teremos o seguinte desenvolvimento:

1 1
- 4] 4] - - - -
::"=(x+§+§)*1' = P=x%4+ by = x*+hx—cF=

3.6.2 Método Alternativo

Como o método de Descartes ndo abrange todos os tipos de equagdes
quadréticas, outros métodos surgem buscando uma maior abrangéncia. Ainda nao foi
encontrado um método genérico para todas as equacdes do 2° grau.

Neste método alternativo, iremos trabalhar com um conjunto maior de
equagdes com o auxilio de mensuracgdes. Trabalharemos agora com as equagdes do tipo:
x* —5x + P =0 onde S representa a soma das duas raizes e P o produto das mesmas.

Usando as constru¢des das médias entre dois numeros com as raizes *a ¢
¥z da equacdo, podemos deduzir os modulos das raizes. Como vimos anteriormente,
temos que as médias aritméticas e geométricas entre dois numeros sao definidas pelas
formulas a seguir:

xi + 1.2
Mg=———

Mg=vx,sx

a

Fazendo as devidas substitui¢des, temos que:
5
zllff-i'L=i =>5=2+«Ma

Mg=vVP =2P=Mg*

Com isso, podemos concluir que as duas raizes deverdo ter o mesmo sinal,
pois o produto delas ¢ um valor positivo. Sendo assim, continuaremos a trabalhar com

os moédulos das raizes, pois existe a possibilidade das duas raizes serem negativas.
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Outro fator limitante para este método ¢ que a desigualdade das médias deve ser
respeitada, ou seja:
Maz=Mg

Ty + Xy

P
2 V-1 2

=P

M L

5% =4F

S3—4P =0

Esta inequagdo se assemelha com o discriminante usado por Bhaskara que ¢:

A= b* — 4ac | ysado para encontrar a solugio da equagdo @x° +5x +6 =0 Para que
existam de fato raizes reais que possam ser representadas por segmentos de reta, esse
discriminante deve ter um valor nao negativo.

Sabemos que a média aritmética ¢ o raio de um semicirculo onde seu
didmetro ¢ composto pela soma dos dois valores. E que a média geométrica é o
segmento de reta perpendicular a esse diametro que partia do ponto que separa os dois
nimeros em questao.

Sendo assim, basta construir o semicirculo usando o valor de S como o

didmetro. E, em seguida, colocar o segmento correspondente a média geométrica das

raizes perpendicular ao didmetro de tal forma que seus limites sejam o proprio didmetro

e o semicirculo tragado. Para isso, temos que encontrar o valor de ¥F. Podemos fazer

isto usando o Método do Teorema de Pitagoras, basta encontrar dois nimeros a ¢ b, tal

que: va® + b3 =VP,

Uma vez que temos a constru¢do do semicirculo e de ¥F, basta colocar o
segmento de forma perpendicular sobre um dos extremos do didmetro. Em seguida,

tracar uma paralela ao didmetro que passa pelo outro extremo do segmento que

representa a ¥P . Esta reta paralela ird intersectar o semicirculo em dois pontos. Ao
ligarmos um desses pontos ao diametro de forma perpendicular, teremos o ponto que

separa as duas raizes.
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Figura 3.10: Método alternativo de solu¢do de uma Equacao do 2° Grau.

3.7 Nimero Aureo

O namero 4ureo ou razao aurea ¢ um numero irracional cuja representacao
geométrica pode ser obtida por meio da divisdo de um segmento em média e extrema
razdo. Tal divisdo consiste em dividir um segmento em duas partes de tal modo que
uma dessas partes seja a média proporcional entre a outra parte € o segmento original.

Portanto, dado um segmento qualquer AB, deve-se determinar um ponto C
pertencente ao segmento AB, tal que a igualdade a seguir seja satisfeita:

AB_ac

AC CEB

Segue os procedimentos para a obten¢ao deste ponto.

I.  Determinar o ponto médio M do segmento AB.
II.  Determinar uma reta perpendicular ao segmento AB que passe pelo
ponto B.

III.  Com o centro do compasso em B e abertura igual a MB, identificar o

ponto D sobre esta reta.

IV.  Tragar o segmento AD.

V. Com a mesma abertura do compasso e centro no ponto D, identificar
o ponto E no segmento AD.
VI.  Com centro em A, e abertura igual ao segmento AE, identificar o

ponto C no segmento AB.

Figura 3.11: Construgdo da Razio Aurea
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A justificativa da constru¢ao acima ¢ bem simples de mostrar. Considerando

1
o segmento AB como uma unidade, temos que BD = 2. Usando o teorema de Pitagoras

no triangulo da figura, temos que:

) ) ) . 1 /5
AD* =AB* +BD* = AD*=1+ ::AD:‘T

1
Como o segmento BD ¢ igual ao segmento ED que vale 2, entdo, podemos

concluir que:

(V35— 1)
AE=AD - ED = AF = ——

Como o segmento AC tem o mesmo tamanho que o segmento AE, temos

(V5-1)
AE=AC=—— . g
que: 2 . Com isso, teremos a razao aurea ao dividirmos AB por AC.

AB 1 _ 4B 2 (v5+ 1)

_——m—— —_— *

AC  (¥5-1) AC (V5-1) (v53+1)
2

AB  2s+(V3+1) _ AR (V5+1)
AC 4 ac T 2

Este numero pode ser encontrado em vdrios elementos da natureza como a

= 1,618

propor¢ao entre as abelhas fémeas e macho e o crescimento do raio interno da concha
do caramujo. No corpo humano tem medidas, que relacionadas, também resulta na
razao durea, como a medida da altura com a medida do umbigo até o solo.

Antigas civilizagdes ja usavam a relacdo aurea na arquitetura buscando
harmonia em suas obras. O Partenon Grego, por exemplo, foi construido a mais de 400
anos antes de Cristo, teve sua faixada construida em forma retangular. A razdo entre a

largura e a altura deste retangulo na faixada do templo resulta no niimero de ouro.
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4 PROBLEMAS CLASSICOS

Nos capitulos anteriores foram mostradas algumas constru¢des partindo de
um segmento de reta. Claro que este segmento tem algum valor que pode ser verificado
em uma régua graduada. Mas nosso objetivo €, partindo deste segmento, construir
figuras planas e outros segmentos pré-definidos sem fazer uso da mensuragao.

A partir dessas construgdes, outras mais complexas surgiram para
enriquecer a arquitetura da Grécia Antiga e outras civilizagdes da época. Mas, nem
sempre, a régua e o compasso eram suficientes para realizar determinadas construgdes.

Um exemplo claro disso sdo os trés problemas classicos gregos. Sao eles:

I.  Duplicagdo do cubo (ou Problema de Delos): construir a aresta de
um cubo cujo volume ¢ igual ao dobro do volume de um cubo dado.
Il.  Quadratura do circulo: construir um quadrado com darea igual a de
um circulo dado.

. Trissec¢do do dngulo: dividir um angulo qualquer em trés partes

iguais.

Para que possamos nos aprofundar um pouco sobre cada problema, temos
que aprender a identificar melhor quais nimeros podemos encontrar usando a régua e o
compasso. Logo, temos que estudar um pouco sobre o Conjunto de Numeros
Construtiveis, que ¢ o conjunto de todos os numeros que podem ser construidos com
régua e compasso. Analisando suas propriedades, podemos entender melhor a

dificuldade de fazer essas construgoes classicas.

4.1 Numeros Construtiveis

Consideremos, inicialmente, o conjunto €, dos nimeros reais que podem ser
obtidos, por construcdo com régua e compasso, através de uma unidade linear pré-
fixada. Mostraremos aqui quais sdo as principais caracteristicas que esses niimeros reais
devem ter para fazer parte desse conjunto 4.

De acordo com a Geometria Euclidiana, construir com régua e compasso
significa que podemos utilizar apenas os seguintes procedimentos:

I.  Tragar uma reta conhecendo dos de seus pontos ja construidos.
II.  Tragar um circulo conhecendo seu centro ¢ um de seus pontos,

ambos ja construidos.
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Uma vez que conhecemos os procedimentos, podemos afirmar entdo que um

r

nimero real x é construtivel se ¥ =0 ou se for possivel construir, com régua e
compasso, através de um numero finito desses procedimentos, um segmento com o

comprimento igual a Il a partir de um segmento de reta tomado como a unidade.

4.1.1 Propriedades

Como ja foi mostrado que algumas construgdes sdo possiveis de serem
realizadas apenas com os instrumentos euclidianos (régua e compasso), ndo nos
deteremos mais na descricdo dos passos utilizados para realizd-las. Por exemplo, ja
vimos que ¢ possivel construir perpendiculares, paralelas, mediatrizes e bissetrizes, com
algumas condig¢des preestabelecidas.

Vimos também que as quatro operagdes basicas também podem ser
construidas com a régua e o compasso. Entdo, podemos elencar algumas propriedades
baseadas em construcdes ja vistas neste trabalho, sem a necessidade de demonstragdes.

e A soma ¢ a subtra¢do entre dois nimeros construtiveis resultam em
um nimero construtivel.

e A multiplicagdo e a divisdo entre dois nimeros construtiveis
resultam em um niimero construtivel.

e A raiz quadrada de um numero construtivel maior que zero resulta
em um nimero construtivel.

Analisando as caracteristicas citadas, podemos construir uma reta numérica
com todos os nimeros racionais. Para isso, ¢ necessario uma origem e um outro ponto
para determinar a unidade de medida, ou seja, os pontos 0 e 1. Partindo desta unidade,
os pontos podem ser colocados a direita como pontos positivos e a esquerda com sinal
negativo.

Para completar o conjunto dos nuimeros reais, precisamos saber se o0s
nimeros irracionais também s3o construtiveis. J4 vimos que algumas rizes sao
contrutiveis, mas existem aquelas que ndo podem ser construidas por régua e compasso.
Entdo, como identificar ser um numero € construtivel ou ndo?

Quando analisamos as constru¢des de forma analitica, podemos perceber
que elas sdo feitas de interagdes entre retas e circunferéncias. E que as intersecoes
formam os pontos que desejamos para construir um segmento. Na geometria analitica,

aprendemos que, no plano cartesiano, a reta ¢ representada pela seguinte equagdo:
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A — ~ . ~ ~
ax +o¥+c=0 onde a, b e ¢ sdo os coeficientes da equagdo. E a equagdo da

-
-

circunferéncia é: (x —xc)* + (v —vc)* = R?* onde *c e ¥c sdo as coordenadas do
centro ¢ R ¢ o tamanho do raio. Para que possamos ter retas e circunferéncias
construtiveis, € preciso que seus pontos também sejam. Um ponto no plano cartesiano ¢
construtivel quando suas coordenadas também sdo. Assim, os coeficientes das equacoes
citadas devem ser nimeros construtiveis.

Um numero construtivel é obtido através de solucdes de sistemas
envolvendo retas e circunferéncias. Um sistema formado por duas retas ¢ um sistema
formado por equagdes do 1°grau. Uma interagdo entre reta e circunferéncia ¢ um
sistema de equacdo do 1° grau com uma equacdo do 2° grau. E duas circunferéncias s
podem gerar um sistema com duas equacdes do 2° grau. Entdo, para saber se um
numero ¢ construtivel, devemos procurar um polindémio do 2° grau, com coeficientes
construtiveis, onde este numero seja a raiz.

Porém, existem numeros que ndo sdo raizes de uma equacgdo quadratica,

porém sdo construtiveis. Esses nimeros sdo solucdes de equacgdes biquadraticas. Como

jé foi mostrado que ¥@ ¢ um nimero que pode ser obtido com régua e compasso, entdo

ni- ’ , ey — ok [} r , . .
Va também pode ser construida desde que = 2" onde £ ¢ um numero inteiro. Logo,

(z* I, -2k — ~ , , . 1
) + bx +c=10 onde q, b e ¢ sio nimeros construtiveis e #

equagoes do tipo: ax
¢ um numero inteiro também fornecem raizes construtiveis.
Depois desta andlise, entenderemos melhor a inviabilidade da construcao

proposta pelos problemas classicos citados anteriormente.
4.2 Duplicacio do Cubo ou Problema de Delos

Uma das lendas acerca da origem desse problema ¢ mitologica e afirma que
por volta de 427 a.C. o oraculo anunciou aos habitantes da cidade de Delos, que para se
livrarem da peste, eles deveriam dobrar o altar ciibico do Deus Apolo. Assim sendo, os
arquitetos dobraram as dimensdes do altar. Em consequéncia disso, multiplicaram por
oito o seu volume, e ndo duplicd-lo, como pedira o ordculo. Vdarios matematicos
propuseram solucdes para o problema. Entre eles podemos citar Hipocrates, Platio,
Erastotenes, Nicomedes, Arquitas, Menécmo, Diocles, Hierdo, Victe, Descartes,

Fermat, Newton, Clairaut, entre outros.
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O problema consiste em achar um cubo com o volume igual ao dobro do
original. Ou seja:

IV, =2V, = ai=2a =2 a;=a,¥2

Como podemos ver, a aresta do novo cubo depende do fator V2. Este fator
ndo ¢ um numero construtivel, pois nenhuma intera¢do entre retas e circunferéncias
poderdo gerar um polindmio com esta raiz. Com isso, concluimos que ndo ¢ possivel

criar um cubo com seu volume duplicado apenas com régua e compasso.
4.3 Quadratura do circulo

Possivelmente o problema de construir um quadrado cuja area seja igual ao
de um circulo dado foi um dos que exerceu um fascinio maior ou mais duradouro em
toda histéria. Expresso por meio de um enunciado muito simples, a resolugao utilizando
apenas régua e compasso se revelou como grande desafio a varias geragdes de
matematicos e permaneceu sem solucao por cerca de 2.000 anos.

Em 1800 a.C, os egipcios haviam feito uma aproximagdo para a solugao,
tomando o lado do quadrado igual a 8/9 do diametro do circulo dado. As tentativas de
demonstrar uma solu¢do ou a sua impossibilidade serviram como motivacao a criagao
de novas teorias, principalmente aquelas referentes a origem do nimero .

O problema consiste em construir um quadrado com a mesma area de um
circulo, conhecendo o tamanho do seu raio. Considerando que x ¢ o valor do lado do
quadrado e R o raio do circulo, podemos analisar a igualdade das areas da seguinte
maneira:

xP=mR*=x=RyT

Podemos observar que para encontrar o valor do lado do quadrado,
precisamos saber se o fator ¥T ¢ construtivel. Entdo, este fator precisa ser raiz de um
polindbmio com o grau menor ou igual a dois. De fato, o polindmio px)=x*-7
atende este requisito. Logo, precisamos saber se o valor « ¢ construtivel.

Em 1882, o matematico Ferdinand von Lindemann demonstrou a
transcendentalidade de m, ou seja, o nimero © ndo ¢ raiz de nenhum polindmio com
coeficientes racionais. Com isso, podemos afirmar que m ndo ¢ construtivel. Logo, ¥7

também nao sera construtivel. Portanto, ndo é possivel construir o quadrado desejado.
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4.4 Trisseccio de um angulo
Este problema consiste em conseguir dividir um angulo em trés angulos

menores com a mesma medida. Ou seja, adotando um angulo com o valor de 3¢ e

construtivel, queremos saber se o angulo & também ¢.

Ao identificarmos o angulo de 3¢ num ciclo trigonométrico, podemos
afirmar que, se este angulo ¢ construtivel, suas coordenadas também sdao. Com isso,
temos que seu cosseno também ¢ construtivel. Assim, sabendo que c0s38 ¢
construtivel, vamos analisar o cas .

Sabemos que:

cos38 = cos(f + 28)

cos 38 = cosBcos 26 —sinfsin 268

cos38 = cosf | cosif — 5!?128:] — 5inf(2 sin & cos #)

cos38 = cos@(cos?f — 1 + cos*0) — (2sin’6 cos §)

cos38 = 2cos38 — cosf — 2(1— cos? 8 |cosé

cos 36 = 2c0s*f — cosf + 2 cos® 8 — 2cosé

cos 36 = 4cos® 6 — 3cos6

Fazendo a seguinte troca: * = 2¢058 temos que:

x®  3x
2 2

cos 38 =

Analisando a equacdo resultante, podemos perceber que, para alguns valores
de cos36 4 equagdo poderd ser fatorada, surgindo assim um polindmio do 1° grau e
outro do 2° grau. Para ilustrar, facamo co538 = —1 g assim, teremos que 36 = 1802 ¢

8 =602  J4 sabemos que o angulo de 60° ¢ construtivel, logo o angulo de 180° pode

ser trissectado. Mostraremos como ¢ possivel ver esta conclusdo usando a equagdo

encontrada. Comegaremos substituindo €2 536 = —1  temos:
.':L'E 31. _ 1
2z 2z
.':L'E 31. l _ n
2 2 n

¥3—3Jx L+ 2=10
(x—1Mx*+x—-2)=0
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As raizes de cada polindmios sdo construtiveis, logo mostramos

algebricamente que o angulo de 180° ¢ trissectavel. Ao usarmos este método com o

angulo de 60°, podemos ver que o mesmo nao tem a mesma caracteristica.

cos38 = —— o ~
Fazendo 369 =602 teremos que o 2. Substituindo na equagdo

encontrada, teremos:

x? 3x 1
2z 2 2
1‘5_31'_1_ﬂ
2z 2 2

x*-3x—-1=0
Esta equagdo ndo pode ser fatorada em equagdes de grau menores pois nao

possui raizes racionais. Com isso, o angulo de 60° nao pode ser trissectavel. Portanto, o

angulo de 20° ndo ¢ construtivel.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Viérios estudos apontam que a melhor maneira de aprender algo ¢ quando
colocamos em pratica ou associamos o conhecimento ao nosso cotidiano. As criangas,
por exemplo, tem muita facilidade em aprender estudos simples como as cores, 0
alfabeto, as formas geométricas, elementos da natureza entre outros ensinamentos. Essa
facilidade se d4 ao concretismo destes conhecimentos e suas evidentes presengas no dia
a dia da crianca.

Ao avangarmos nos estudos, o conhecimento trabalho em sala de aula vai se
tornando mais teorico. Com isso, o aprendizado vai ficando mais comprometido. Na
Matematica isto é bastante evidente, principalmente com alunos do Ensino Médio. E
comum um professor ser questionado pelos alunos sobre a aplicabilidade do
conhecimento na vida.

A proposta deste trabalho ¢ amenizar esta auséncia do conhecimento
concreto. E fazer os alunos enxergarem a Matematica que foi desenvolvida a partir de
instrumentos rudimentares, como uma régua sem marcagdes € um compasso. E que,
através destes instrumentos, houve grande desenvolvimento matematico que ¢ usado
nos tempos atuais.

Com este trabalho podemos mostrar ao aluno um pouco das construgdes que
eram usadas nos tempos de Euclides e sua evolucdo a partir da algebra. Com as técnicas
de construgdo, outros problemas podem ser solucionados. Neste trabalho vimos que
algumas técnicas se repetem em contextos diferentes como a mediatriz que foi usada
para encontrar o ponto médio de um segmento de reta, como também auxiliou na
constru¢do de um tridngulo equildtero. Também percebemos que os procedimentos
usados podem ser justificados com o uso da algebra. Vimos que algumas equagdes eram
resolvidas sem o uso de férmulas ou métodos algébricos. Com isso, podemos associar o
conhecimento pratico a um conhecimento teorico.

Que este trabalho possa ser o ponto de partida para pesquisas mais
abrangentes e que professores possam usd-lo como um instrumento de aula mais
dindmico mostrando aos seus alunos a verdadeira esséncia do conhecimento
matematico, bem como suas origens e utilidades praticas no contexto de vida dos
alunos. E que os alunos possam entender, com essas praticas, a origem do conhecimento
que usamos atualmente nas salas de aula.
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