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RESUMO

Freitas, Alexandre Thiago Braga de. O Problema Isoperimétrico Classico: Historia e Solugdo
Geométrica. 2015. 41 f. Dissertagdo (Mestrado em Matematica) — Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

Neste trabalho contamos de maneira sucinta e objetiva a historia do Problema
Isoperimétrico, um dos que mais influenciou o desenvolvimento da Matematica em todos os
tempos, cuja origem remonta os antigos gregos. Apresentamos também uma solucdo
geométrica do problema, cuja prova se fundamenta na Geometria Euclidiana.

Palavras-chave: Problema Isoperimétrico. Problema de Dido. Historia do Problema
Isoperimétrico. Solu¢cdo Geométrica do Problema Isoperimétrico.



ABSTRACT

Freitas, Alexandre Thiago Braga de. The Classical Isoperimetric Problem: history and
geometric solution. 2015. 41 f. Dissertagdo (Mestrado em Matematica) — Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

In this work we tell in a succinct and objective way the history of the Isoperimetrical
Problem, one of that most influenced the development of Mathematics at all times, which
origin dates back to the ancient greeks. We also present a geometric solution of the problem,
in which the proof'is based on Euclidean Geometry.

Keywords: Isoperimetrical Problem. Dido’s Problem. History of the Isoperimetrical Problem.
Geometric Solution of the Isoperimetrical Problem.
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INTRODUCAO

Um dos problemas que mais contribuiu para o desenvolvimento da Matematica desde
a época dos antigos gregos ¢ o Problema Isoperimétrico. Estudados por centenas de
matematicos ao longo dos séculos, foi diretamente responsavel, por exemplo, pelo
desenvolvimento da Geometria dos gregos, do Calculo das Variagdes ¢ dos Multiplicadores
de Euler-Lagrange e a Teoria do Calculo das Vérias Varidveis de Weierstrass.

Neste trabalho apresentamos um apanhado historico do Problema Isoperimétrico,
desde o seu nascimento na Grécia antiga até o século XX, tomando por base os artigos de
Tapia [9], Siegel [8] ¢ Blasjo [1]. No segundo capitulo, recordamos dois resultados classicos,
o célculo da area de um triangulo qualquer (Féormula de Heron) e de um quadrilatero convexo
(Férmula de Bretschneider).

O terceiro capitulo ¢ dedicado a uma prova geométrica do Problema Isoperimétrico,
seguindo o artigo de Moreira e Saldanha [6]. A ideia de apresentar esta prova, em detrimento
de outras baseadas, por exemplo, na Teoria do Calculo das Variagdes ou ainda no Calculo
Diferencial e Integral, ¢ tornar o trabalho mais acessivel e intelegivel mesmo para alunos do
ensino médio.

Nas consideragdes finais esclarecemos o uso deste material para que seja uma
referéncia dos professores dos diferentes niveis de ensino, auxiliando-os em suas aulas e

atividades complementares.
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1 A HISTORIA DO PROBLEMA

Aqui contaremos uma breve historia da extensa vida do problema isoperimétrico, sem
ter a pretensdo de esgotar o assunto, visto que, segundo Tapia [9], este € o problema que mais
influenciou a Matematica em todos os tempos. O problema isoperimétrico remonta a literatura
e a geometria antigas e estava relacionado com fendomenos da natureza, como o fato das

abelhas construirem as colmeias com as células na forma hexagonal.

1.1 A lenda de Dido

Na literatura romana o problema ¢ reconhecido como lenda de Dido, e faz parte do
Cantico I da “Eneida”, obra em que Virgilio (70 a.C. — 19 a.C.) narra a epopeia de Enéas de
Troia. Ver em anexo A trecho do Cantico I, no qual se evidencia o problema, traduzida em
verso por Manuel Odorico Mendes, no século XIX [10].

Dido (ou FElisa) era uma princesa fenicia do século IX a.C. da cidade de Tiro, as
margens do Mediterraneo, localizada onde hoje é o Libano, e irma do rei Pigmalido. Dido se
casou com um grande sacerdote de nome Arquebas que possuia uma grande fortuna e era o
segundo homem mais importante do Estado depois do rei. A fim de roubar a fortuna do
cunhado, Pigmalido mandou assassinar Arquebas. Horrorizada e temendo por sua vida, Dido
entdo fugiu em um navio acompanhada por nobres tirios descontentes € um grande numero de
seguidores dispostos a fundar uma nova cidade. Seguiram rumo ao norte da Africa, onde
foram recebidos de forma amistosa pelos indigenas. Dido pediu ao chefe local um pedago de
terra para que pudesse se estabelecer e, em troca de sua fortuna, foi-lhe oferecido a terra que
pudesse cercar com o couro de um boi. Dido mandou que o couro do boi fosse cortado em

tiras tdo finas quanto possivel e depois unidas de forma a constituirem um longo fio

(Figura 1).
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Figura 1 — Ilustragdo do corte do couro do boi em tiras

Fonte: MADEIRA, 2005, f. ii.

Com o fio ela mandou construir um semicirculo que, juntamente com a fronteira
natural do mar, cercou uma quantidade de terra com uma area maior do que qualquer um
poderia esperar. Assim, Dido ergueu a lendaria cidade de “Qart Hadash” (Cartago).

Aparentemente a princesa conhecia a desigualdade isoperimétrica e sabia aplicar este
conhecimento para obter a melhor solugdo possivel para o seu problema, ou seja, a maior
quantidade de terra. O Problema Isoperimétrico:

* Entre todas as curvas fechadas no plano de comprimento dado L, qual é aquela que cerca
a maior drea ”,

¢ conhecido hoje em dia como o Problema de Dido, em sua homenagem.

1.2 Os Gregos Antigos

Isoperimétrico (o estudo de figuras geométricas de igual perimetro) foi um topico
abracado pelos antigos gregos. Embora a origem do problema isoperimétrico fosse atribuido a
eles, ndo ¢ conhecido quem entre eles foi o primeiro a enunciar o problema, enunciar a
solugdo ou tentar a solucdo. Alguns historiadores afirmam que foi Pitagoras (580 a.C. —
500 a.C.) com o principio do maximo do circulo, mas Porter [7] afirma que o conhecimento

de Pitagoras sobre o assunto nao era nada mais que acreditar que entre todas as figuras planas
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o circulo ¢ a mais bela. A historia das provas geométricas pelos antigos gregos foi registrada
por Papus de Alexandria (290 d.C. — 350 d.C.), o ultimo dos grandes gedmetras gregos. Em
sua obra, ele creditou os resultados isoperimétricos a Zenodorus (200 a.C. — 140 a.C.), autor
do livro “On Isoperimetric Figures”. Infelizmente este livro foi perdido, mas parte do trabalho
foi preservada. O trabalho preservado inclui dois resultados e suas provas.

Resultado 1. Entre todos os poligonos de igual nimero de lados e igual perimetro, o
poligono regular engloba a maior area.

Resultado 2. O circulo engloba uma 4rea maior que qualquer poligono regular de
mesmo perimetro.

Entretanto, na prova do primeiro resultado, Zenodorus assumiu a existéncia de uma
solucdo antes de prova-lo e esta lacuna em sua prova so foi corrigida apés dois mil anos por
Weierstrass. Historiadores e matematicos creditam a Zenodorus a primeira tentativa de provar
que o circulo ¢ a solu¢do do problema isoperimétrico, afirmando, porém, que a prova ou tinha
falha ou estava incompleta. Historiadores matematicos tendem a concordar que Arquimedes
(287 a.C. — 212 a.C.) estava consciente do problema isoperimétrico e de sua solugdo,
entretanto ndo existe concordancia se ele tentou, ou ndo, uma prova do problema, pois,

infelizmente, o seu trabalho, assim como o de Zenodorus, foi perdido.

1.3 Século XVIII - XX

Jacob Steiner (1796 — 1867) foi um dos mais brilhantes e criativos gedmetras da
historia. Suas investigacdes matematicas foram confinadas a geometria com total exclusdo da
analise, que iniciava sua caminhada com base no calculo diferencial. Mais do que isso, cle
duvidava que alguma coisa que ndo pudesse ser provada com geometria, pudesse ser provada
com ferramentas da analise. Steiner percebeu que os argumentos dos gregos estavam
incompletos e em 1838 publicou a primeira das cinco provas equivalentes que o circulo
resolvia o problema isoperimétrico. Historiadores matematicos promovem a sua prova e
chamam-na de modelo de engenhosidade matemadtica. Steiner vangloriou-se de ter feito com a
geometria o que ndo tinha sido feito ¢ nem poderia ser feito com a analise, isto &, resolver o
problema isoperimétrico. Na sua prova, Steiner utilizou um procedimento geométrico que
hoje ¢ chamado de “simetrizagdo de Steiner” e consistia em mostrar que qualquer curva que

nao fosse o circulo poderia ser transformada em uma nova curva de mesmo perimetro e area
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maior. Ele entdo concluiu, como consequéncia, que o circulo seria a solugdo do problema
isoperimétrico. Liderados por Peter Dirichlet, os analistas da época apontaram a Steiner que
sua solu¢do ndo podia ser considerada uma prova rigorosa, a menos que ele assumisse a priori
que o problema isoperimétrico tinha solugdo, ou seja, assumindo a existéncia da solucdo ele
provou que a solugdo ¢é o circulo.

Coube a Weierstrass, 40 anos depois, a primeira prova rigorosa da solucdo do
problema isoperimétrico como uma consequéncia de sua “Teoria de Caélculo de Vérias
Variaveis” de 1870. Devido a propaganda negativa que Steiner fazia da andlise, Weierstrass,

introduziu seu trabalho relativo ao problema isoperimétrico com o seguinte comentario:

“ Uma discussdo detalhada desse problema é desejavel, desde que
Steiner era de opinido que os métodos de calculo das variagoes
ndo eram suficientes para dar uma prova completa, mas o calculo
das variagoes esta em uma posicdo de provar tudo isto, como
mostraremos mais tarde; além disso, ele pode mostrar o que
Steiner ndo poderia — que tal maximo realmente existe. ”

Outra prova rigorosa do problema isoperimétrico fundamentada em célculo e andlise
foi dada por F. Edler mais ou menos na mesma época que a prova de Weierstrass.

Euler, em 1744, construiu a teoria dos multiplicadores para resolver o problema
isoperimétrico. Ele mostrou que a fungdo do semicirculo satisfazia as equacdes de Euler-
Lagrange e ele acreditava que tal demonstracdo resolvia o problema, isto €, o semicirculo era
a solugdo procurada. Estudiosos logo perceberam que a prova era apenas um condi¢do
necessaria para a solu¢do do problema, mas néo suficiente; em outras palavras, satisfazer as
equacdes de Euler-Lagrange dava ao semicirculo apenas a condi¢do de candidato a solugfo.
Somente 135 anos mais tarde a suficiéncia da prova de Euler foi provada, pela primeira vez,
novamente por Weierstrass, conhecido por muitos como o pai da analise, através de sua
elegante e sofisticada teoria de suficiéncia para o mais simples problema do calculo das
variagoes.

Ap6s a solucdo do problema isoperimétrico dado por Weierstrass em 1879, muitos
artigos com demonstragdes rigorosas apareceram na literatura. Entre elas faremos referéncia a
Hurwitz (1902) e Lebesgue (1906) através do uso de séries de Fourier, Caratheodory (1909)
que completou a prova de Steiner empregando um elegante ¢ belo argumento de analise
baseado na compacidade dos conjuntos da reta real. Para uma lista razoavelmente completa

até o ano de 1931, pode-se consultar Porter [7].
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Mais recentemente, citamos a prova de E. Schmidt (1939) baseada em calculo e
algebra linear elementar, que pode ser encontrada em Hehl [3] e entre as provas que usam
calculo na demonstra¢do a menor € uma das mais simples ¢ dada por P.D.Lax [4] em 1995 e
pode ser facilmente reproduzida num curso de calculo elementar.

As principais referéncias utilizadas para o histérico apresentado acima foram os
artigos de Tapia [9], Siegel [8] e Blasjo [1], nos quais se podem encontrar referéncias para

todos os trabalhos citados.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Dois resultados classicos para o calculo da area de um triangulo e de um quadrilatero

serdo relembrados aqui e utilizados nas sec¢des seguintes.

2.1 Formula de Heron

Heron de Alexandria foi um grande matematico e inventor que viveu no século I d.C.
¢ descobriu uma férmula para obter a area de um tridngulo a partir do comprimento dos seus
lados. A formula faz parte da sua obra Metrica, um tratado sobre questdes de geometria, que
ficou desaparecida até 1896.

Féormula de Heron: A area S de um tridngulo ABC de lados a = AB, b = BC ¢
c = CA e angulos A, B e C é dada por

S=\Jp.p—a).@-b).(p—0),

naqual2p =a+b+c.
Prova: Seja ABC um triangulo qualquer de base AB fixa e perimetro dado

2p=a+b+c.

Figura 2 — Triangulo qualquer

A
<

v

a

Legenda: Triangulo qualquer de altura h.
Fonte: O autor, 2015.



17

Tracamos a altura do tridngulo, h = CH, onde H ¢ um ponto sobre o segmento AB ou
do prolongamento do segmento AB.
Primeiramente, utilizaremos a definicdo de cosseno do vértice A, para definirmos o

tamanho de AH.
cosA:ATH: AH = c.cos A
Em seguida, utilizaremos o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo AHC.
c2=AH?>+h?=> AH =+/c?—h?
Substituindo [1] em [2], obtemos:

2 2

R R c?—h

c.cosA =+/c?—h?=cosA =——
c

Assim, definimos o cosseno do vértice A, ndo levando em conta o tamanho de AH.
Agora, utilizaremos o Teorema dos cossenos e isolaremos h?.

b? =a?+c?—2.a.c.cos A
Substituindo [3] em [4], obtemos:

b?>=a%?+c*—-2.a.+c2—h?

Segue que:

a’ —b? + ¢
2.a.4/c2—h2=a?-b*+* > CZ_hZ:T N

2
N hzzcz_<M)

2.a
Agora, podemos calcular a area S do tridngulo ABC.

a.h
S=T > 2.5S=ah

Elevando os dois lados da equacdo ao quadrado, obtemos:
4.5% = 2. h? [6]
Substituindo [5] em [6], obtemos:

a? — b? + 2\
4.52 = g2.|c2 =
S @ [C ( 2.a )

4.a% c? — (a? — b? + ¢?)?

:
Desenvolvendo (a? — b? + ¢?)?, obtemos:
(a® = b%? 4+ c?)? = (a? = b? + c?).(a? — b2 + ¢?)

(a2 =b%>+c?)? =a*—a%. b?+a%c?>—-a?.b?>+b*—b%c?+a%c?>—-b%c*+c*

4.5% =
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(@ —=b*+c?)?2=a*+b*+c*—2.a%.b?> + 2.a%.c? — 2.b%.c?
Substituindo [8] em [7], obtemos:

457 = 4.02.¢c2 —a*—b*—c*+2.a2. b2 —2.a%.¢% + 2. b2 ¢?
T 4

Segue que:

—a*—b*—c*+2.a%b%+2.a%. c?+2.b%. ¢?

§? = [9]

16

Considerep=%(a+b+c).Segue que:
p—a=%(—a+b+c), p—b=%(a—b+c) e p—c=%(a+b—c).
Logo,

p.(p—a).(p—b).(p—c)=%(a+b+c).(—a+b+c).(a—b+c).(a+b—c)=

1
=E(—az+a.b+0t.c—a.b+b2+b.c—a.c+b.c+cz).(az+a.b—0t.c—a.b—b2
+b.c+ac+b.c—c?) =

1
=1—6(—a2+b2+c2+2.b.c).(a2—b2—c2+2_b_c):

1
=E(—a4+a2.b2 +a?.c?—2.a%.b.c +2.a%.b? = b* — b?.c? + 2.b3.c + a?. c?

—b%2.c2—c*+2.b.c3+2.a%.b.c—2.b3.c—2.b.c® +4.b?%.c?)
Assim,
—at—b*—c*+2.a%.b*>+2.a%.c* +2.b%.c?

p-p—a).(p—b).(p—c) = e

Substituindo em [9], obtemos:
S?=p.p-a).@-Db).(p—0)

Portanto, obtemos a area (Formula de Heron),

S=p.-0—a).(-b).(p-c).

2.2 Formula de Bretschneider

O matematico alemdo Carl Anton Bretschneider descobriu em 1842 uma féormula para

calcular a drea de um quadrilatero convexo em funcdo dos seus lados e angulos internos. Esta
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féormula generaliza uma outra, provada por Brahmagupta no século VII d.C. que se restringe a
quadrilateros inscritos em uma circunferéncia.
Férmula de Bretschneider: A area S de um quadrilatero convexo ABCD de lados

a=AB,b=BC,c=CDed = DAeangulos 4, B, C e D ¢ dada por

S= J(p —a)(p—b).(p—c)(p—4a) —%abcd[l + COS(A + é)] ,

naqual2p=a+b+c+d.
Prova: Considere um quadrilatero de lados a = AB, b = BC, c = CD ¢ d = DA,
angulos 4, B, C ¢ D e perimetro dado 2p =a+b +c +d.

Figura 3 — Quadrilatero convexo

B

Legenda: Quadrilatero convexo formado por dois tridngulos.
Fonte: O autor, 2015.

Tracemos a diagonal BD e em seguida, tracemos as alturas dos tridngulos DAB e
BCD, hy = DH, e h, = BH,, onde H; e H, sdo os pontos sobre os segmentos AB e CD ou do
prolongamento do segmento AB e CD, respectivamente.

Primeiramente, utilizaremos a defini¢do de seno do vértice A e do vértice C, para

definirmos o comprimento de h; e h,. Assim,

h, =d.sen4,
h, = b.senC .

Agora, calcularemos a area S do quadrilatero ABCD, sabendo que ¢ a soma das areas
S1 e S, dos triangulos DAB e BCD, respectivamente:

a.h; c.hy
2 2

S=S,+S,=
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Substituindo e em[13], resulta que

_a.d.senA N b.c.senC
2 2
Elevando os dois lados da equagdo ao quadrado, obtém-se

a’.d%.sen?A a.b.c.d.senA.senC b2 c? sen?(C
4 + 2 + 4

§% =

ou, de modo equivalente
16.5% = 4.a%.d%.sen? A+ 8.a.b.c.d.senA.sen C + 4.b%.c?.sen?C.
Segue que:
16.5? = 4.a?.d? (1 — cos? A) + 8.a.b.c.d.sen A.sen C + 4.b%.c2. (1 — cos? ()
Sabendo que cos(A + f) =cosA.cosC —senA.senC obtém-se
senA.senC = cosA.cosC — cos(4 + ().
Substituindo em [14], obtemos:
16.5? = 4.a%.d* — 4.a®.d% cos? A + 8.a.b.c.d.(cos A.cos C — cos(4 + C)) + 4.b%.c?
—4.b%.c%.cos?C
ou
16.5? = 4.a%.d* — 4.a%.d* cos? A+ 8.a.b.c.d.cos A.cos C —8.a.b.c.d.cos(4 + C)
+4.b%.c? —4.b%. c?.cos? C.
Observe que:
—4.a%.d?.cos? A+8.a.b.c.d.cosA.cosC — 4.b%.c?.cos?C =
= —(2. a.d.cosA —2.b.c.cos 6)2
Substituindo na expressao acima, resulta que
16.5? = 4.a%.d* — 8.a.b.c.d.cos(A + C) + 4.b%.c?> — (2.a.d.cos A — 2. b.c. cos f)z
Agora, utilizaremos o Teorema dos cossenos, vemos que

x2=a?+d?*—2.a.d.cosA =b%*+c>—=2.b.c.cosC

implica
a? —b%—c?+d?=2.a.d.cosAd —2.b.c.cosC.
Substituindo em [16], obtemos:
16.5? = 4.a®.d* — 8.a.b.c.d.cos(A + C) + 4.b%.c? — (a® — b? — c? + d?)?

Desenvolvendo (a? — b? — c? + d?)?,

(a2 =b?>—=c?+d?)?=(@®*-b?—-c?*+d?*».(a®>—-b*?—-c*+d? =
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=a*—a% b?—a%c?*+a%d*—a%b?*+b*+b%c?—b:d*—a’.c? +b%:c?+ct
—ctd*+a%d*—b%d*—c?d*+d* =
= a*+b*+c*+d*—2.a%.b? - 2.a%.c? +2.a%.d* + 2.b?.¢? — 2.b%. d?
—2.c%.d?.
Substituindo em [18], obtemos:
16.5? =4.a>.d* —8.a.b.c.d.cos(A + C) + 4.b%.c? —a* — b* — c* — d* + 2.a>. b?
+2.a%c?—2.a%.d?> — 2.b%.c? + 2.b%.d?* + 2.¢%.d?
de onde segue que:
16.52 = —a* —b* — c* —d* + 2.a%.b%> + 2.a%.¢* + 2.a%.d* + 2.b%.c? + 2.b%. d?

+2.c¢%d?—8.a.b.c.d.cos(4 + C).

Note que:

—8. a.b.c.d.cos(ﬁ + (f) =8.a.b.c.d —8.a.b.c.d —8.a.b.c.d. cos(/i + (f)

=8.a.b.c.d —8.a.b.c.d. [1 +cos(A+ é)]
Assim, de , resulta que
16.5% = —a* —b* —c¢* —d* + 2.a%.b* + 2.a%. ¢? + 2.a%.d* + 2.b%.c* + 2.b*.d?
+2.¢%d?+8.a.b.c.d —8.a.b.c.d.[1+ cos(4 + C)],
16.5? + 8.a.b.c.d.[1 + cos(Ad + ()] =
=—a*—b*—c*—d*+2.a%.b* +2.a%.c* + 2.a%.d* + 2.b%.c?
+2.b%.d* + 2.c%.d* + 8.a.b.c.d.
Dividindo os dois lados da equagdo por 16, obtemos:

a.b.c.d.[1+ cos(4 + C)] B

5% + 5
—a*—b*—c*—d*+ 2.a%. b?* + 2.a%. c?
- 16
2.a%.d*> +2.b%.c?+2.b%.d*+2.c%2.d* +8.a.b.c.d
+ 16 '

Considerep=%(a+b+c+d).Segue que:

p—a=%(—a+b+c+d), p—b=%(a—b+c+d), p—c=%(a+b—c+d)
e p—d=%(a+b+c—d).

Logo,

p—a)(@-b).(p—c)(p—-d) =

1
=E(—a+b+c+d).(a—b+c+d).(a+b—c+d).(a+b+c—d)=
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1
—1—6(—a2+a.b—a.c—a.d+a.b—b2+b.c+b.d+a.c—b.c+cz+c.d+a.d

—b.d+c.d+d?).(a*+ab+ac—ad+ab+b*+b.c—b.d—a.c
—bc—c?+cd+ad+bd+c.d—d?) =

1
=E(—a2—b2+cz+d2+2.a.b+2.c.d).(a2+b2—cz—d2+2.a.b+2.c.d) =

1
=E(—a4—az.b2 +a%.c?+a%d*—-2.a%b—-2.a%c.d—2.a%.b*> — b* + b?%.c?

+ b%.d*—2.a.b® —2.b% c.d + a®.c? + b*.c* — c* — c?.d* + 2.a.b. c?
+2.c3.d+a?d?*+ b2 d*—ctd*—d*+2.a.b.d*+2.c.d®+2.a%b
+2.a.b®—=2.a.b.c>? —2.a.b.d* + 4.a*>.b* + 4.a.b.c.d + 2.a%.c.d
+2.b%cd—2.c%d—2.c.d®+4ab.c.d+4c%d?).
Assim,
p—-a)@—-b).(p—0c).(p—d) =

—a*—br*—ct* —d*+ 2.a%. b%? + 2.a%.c?

16
2.a%.d*>+2.b%.c?2 +2.b%.d* +2.c>.d* +8.a.b.c.d
; .
16
Substituindo em [21], obtemos:
a.b.c.d.[1+cos(Ad+C
S + [ 5 ( )]=(p—a)-(p—b)-(p—C)-(p—d)-

Segue que:

a.b.c.d. [1 + cos(fi + é)]

S2=(pp-a).(p=b).p—c).(p—-d) - 2

Portanto,

a.b.c.d. [1 + COS(A + C‘)]
2

S=J(p—a)-(p—b)-(p—C)-(p—d)—

que ¢ a formula procurada.

Uma propriedade dos quadrilateros que também usaremos no decorrer do trabalho ¢

dada a seguir:

Lema 1: Um quadrilatero ABCD convexo ¢ inscritivel se, € somente se, seus angulos
opostos sao suplementares (em particular, A + € = 180°).

Demonstracio:

a) Seja ABCD um quadrilatero convexo inscrito em uma circunferéncia A (Figura 4).
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Figura 4 — Quadrilatero inscrito na circunferéncia

Legenda: Quadrilatero inscrito na circunferéncia.
Fonte: O autor, 2015.

Pelo teorema do angulo inscrito, temos que o angulo a é igual 4 metade do arco BCD

__BCD
=7
e o angulo y é igual 4 metade do arco DAB
_ D4B
Y = 2

Logo:
N _B’(Y\D+lﬂ§_360°
eTr=7 2 2

Como a soma dos angulos internos de um quadrilatero ¢ igual a 360°, segue que

B+ 68 = 180°.

= 180°.

b) Suponha agora, por hipotese, que:
a+y=180°
g+ 6 = 180°
Se o quadrilatero ABCD nao for inscritivel, toda circunferéncia passando pelos pontos

A, B e C ndo passaria por D (Figura 5).



Figura 5 —  Quadrilateros

inscritivel e ndo inscritivel

A

Legenda: Tornando um quadrilatero
ndo inscritivel em inscritivel
numa circunferéncia formada
pelos pontos A, B e C.

Fonte: O autor, 2015.
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Sendo E o ponto de intersecdo da reta CD com a circunferéncia A, o quadrilatero

ABCE ¢ inscrito. Segue que, pela parte (a), temos: B + E = 180°.

Como, por hipotese, B + D = 180°, temos que D = E, o que configura um absurdo

em virtude do teorema do angulo externo no tridngulo ADE. Portanto, o quadrilatero ABCD ¢

inscritivel.
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3 0 PROBLEMA ISOPERIMETRICO

O estudo que faremos a seguir da desigualdade isoperimétrica segue o artigo de
Moreira e Saldanha [6] e serd desenvolvido em partes, através de varias proposicdes, que

serdo utilizadas em cadeia para a prova do teorema principal desta secdo.

Proposicao 1: Dentre todos os tridngulos ABC de base AB fixa e perimetro dado,

aquele de maior area ¢ o isésceles. Além disso, dados dois tridngulos ABC e ABC’ com
mesmo perimetro ¢ |[AC — BC| < |ﬁ - WL a area de ABC ¢ maior que a area de ABC’.
Demonstracdo: Considere a, b ¢ ¢ os lados do tridngulo ABC, sendo ¢ e
p= %(a + b + ¢) numeros fixos. Pela formula de Heron, sua area S é dada por
S=\p.(p—a).(p—-hb).(p—0).
Denotando por k a constante p — ¢ = k, na igualdade acima, obtém-se
§? =pk.(p —a).(p — b)

Observe que p = %(a + b + ¢) implicaque b = 2p —a — c. Assim:

S?=pk.p-a).lp-C2p—a-09]=pk.p-a).(-p+a+c) =
= pk.(p — a).(a—k) = pk.[-a® + (p + k).a — pk]
O maximo de S2, e consequentemente o de S, ocorrerd no ponto de maximo do

l’%‘:%. Comoa+b=2p—c,

polinémio p(a) = —a? + (p+ k).a—pk queé a=
conclui-se que o maximo de S ocorre quando a = b. Logo, ABC ¢ isosceles.

Agora considere os tridngulos ABC e ABC' de mesmo perimetro (Figura 6).

Figura 6 — Tridngulos de mesmo perimetro

C

4 Wy B

Legenda: Triangulos de mesmo perimetro, mas de areas
diferentes.
Fonte: O autor, 2015.
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Pela primeira parte da demonstracdo sabemos que a maior area ocorre quando a
diferenga AC — BC = 0. Consequentemente, a area do tridngulo aumenta quanto menor for a
diferenca entre os lados fixados. Logo, se

|AC — BC| < |AC" - BC|

conclui-se que a area de ABC serda maior que a area de ABC'.

Proposicao 2: Dentre todos os quadrilateros com lados dados, aquele de maior area ¢é
o inscritivel. Mais ainda, se consideramos dois quadrilateros ABCD e A’B’C’D’ com lados
correspondentes iguais, se |A +C- 7r| < |ﬁ’ +C - 7T| entdo a area de ABCD ¢ maior que a
areade A’'B’C’'D’.

Demonstracio: Pela formula de Bretschneider, a area de um quadrilatero ABCD de
lados a = AB, b = BC, c = CD ¢ d = DA, angulos A, B, C ¢ D e perimetro 2p = a + b +
¢ + d, é dada por

1 A A
S=|l(p—a).(p—-b).(p—c)(p—4d) —Eabcd[l + Cos(A + C)] .

Assim, a area S serd maxima quando o cosseno de A + € assumir o menor valor, ou
seja, quando cos(/i + (f) = —1. Mas, nesse caso, A+ C=m e pelo Lema 1, ABCD é um
quadrilatero inscritivel.

Pela expressdo da formula, podemos concluir que S aumenta & medida que A + C se
aproxima de m e, consequentemente, cos(fi +C ) tende para —1, o que comprova a segunda

parte desta afirmacao.

Proposi¢ao 3: Dado um poligono ndo convexo, temos outro poligono com niimero de
lados menor, perimetro menor e area maior.

Demonstracao: A prova consiste em obter dois vértices nao consecutivos de modo
que a reta por eles determinada tenha o poligono inteiramente contido em um dos semiplanos
que ela determina. O novo poligono ¢ obtido substituindo a poligonal ligando os dois vértices

pelo segmento que os une. A Figura 7 representa geometricamente o que foi descrito acima.



27

Figura 7 — Transformando um poligono ndo convexo em um convexo

(b)

Legenda: (a) — poligono néo convexo; (b) — poligono convexo de perimetro menor ¢ drea maior.
Fonte: O autor, 2015.

Note que, como no novo poligono substitui-se uma poligonal por seu segmento de
reta, ele tem um nimero menor de lados ¢ um perimetro menor. Além disso, uma area maior.

A determinacdo de tais vértices do poligono € feita considerando no plano cartesiano o
vértice Py (xq,y,) de maior abscissa entre todos os vértices. A reta vertical x = x, passando
por Py, tem todo o poligono contido no semiplano x < x,. A seguir, gira-se esta reta no
sentido anti-horario ao redor de P, até encontrar-se o primeiro dos outros vértices do
poligono, denotado por P;.

A reta r contendo o segmento PyP;, ainda mantém todo o poligono de um lado. Se o
segmento PyP; ndo for um dos lados do poligino, os vértices P, e P; serdo os dois que
buscamos. Se existir outro vértice sobre a mesma reta, tornamos o vértice inicial Py € o mais

distante de P, (Figura 8).
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Figura 8 — Processo de busca dos vértices no poligono

Legenda: a reta r no sentido anti-horario.
Fonte: O autor, 2015.

Caso contrério, isto é, se PyP; for um lado do poligono, continua-se o processo de
busca. Neste caso, o poligono esta interiormente contido em um dos semiplanos determinado
pela reta v que o contém PyP;. A constru¢io prossegue girando a reta r no sentido anti-
horario, ao redor de P; até encontrarmos um novo vértice P,. Novamente, tem-se as duas
possibilidades descritas inicialmente a partir de P,. Este processo deve parar em algum vértice
do poligono distinto de Py, pois caso o contrario, volta-se ao vértice P,, € neste caso, o

poligono seria convexo, o que contradiz a hipotese. Isto conclui a prova da afirmagao.

O novo poligono convexo obtido pelo processo anterior repetido um niimero suficiente
de vezes ¢ chamado “fecho convexo” do poligono original. Os vértices do fecho convexo ¢é
um subconjunto do conjunto de vértices do poligono original. Além disso, o fecho convexo

tem um nimero menor de lados, perimetro menor e drea maior que o poligono inicial.



29

Proposicio 4: Dado qualquer poligono ndo regular’, existe um poligono regular com
numero de lados menor ou igual, perimetro menor ou igual, e drea maior.

Demonstracio: A demonstragdo sera feita por indugdo sobre o niumero de lados e
consiste de dois passos. Primeiramente, a partir de um poligono qualquer se obtém um
poligono equilatero e em seguida um poligono regular com o mesmo niamero de lados que o
inicial, sempre aumentando a area a cada passo. Sem perda de generalidade, podemos
considerar em todo o processo um poligono convexo, pois se em algum momento ele deixar
de ser convexo, recorremos a Proposi¢do 3 que nos fornece um convexo, com menor nimero
de lados, menor perimetro e area maior.

Para tornar o poligono dado em um equilatero, considera-se a medida de cada um dos
seus lados do novo poligono igual a média aritmética [ do comprimento de todos os lados do
poligono dado. Suponha que dois lados vizinhos AB e BC tenham medidas diferentes, sendo
um maior que [ e outro menor que L. Pela Proposi¢do 1, pode-se encontrar um ponto B’ para

substituir B, mantendo o perimetro fixo e aumentando a area, de modo que AB' =

(Figura 9).

Figura 9 — Processo para tornar um poligono em regular

Legenda: Tornando o poligono regular de lado igual a média
aritmética [ do comprimento de todos os lados do poligono
dado.

Fonte: O autor, 2015.

! Defini¢do: Dizemos que um poligono é regular se for equilatero (todos os seus lados sdo congruentes) e
equiangulo (todos os angulos internos sdo congruentes).
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Caso, no poligono dado, ndo existam dois tais lados vizinhos e o poligono ndo scja
equilatero permuta-se os lados de forma que se chegue a essa situagdo. Note que esta
permutacdo ndo altera o perimetro ¢ nem a area. Para ilustrar este fato olhemos para o

poligono da Figura 10.

Figura 10 — Processo de permutacao dos lados do poligono

Legenda: Permutando os lados do poligono, observando que BC'=CD ¢
C'D =BC.
Fonte: O autor, 2015.

Para permutar o lado BC com o lado CD, podemos substituir o vértice C por C' de
forma que BC' =CD e C'D = BC, escolhendo €' do mesmo lado que C em relagdo a reta BD.
Observe que o perimetro se mantém inalterado e, também, a area, pois ABCD = ABC'D. Apds
uma sequéncia finita apropriada de tais permutacdes, chega-se a situacdo descrita acima para
transformar o poligono em outro equilatero. Repetindo-se o processo sucessivamente
considerando-se sempre dois lados vizinhos, a cada passo aumenta-se um lado igual a I, até
que o poligono se torne equilatero, sempre aumentando a area.

O proximo passo ¢ transformar o poligono equilatero em um equidngulo (portanto
regular), sempre aumentando a area. Os vértices do tridngulo equilatero cujos angulos
internos sdo iguais ao angulo interno do poligono regular sdo chamados “bons” ¢ os demais

“maus”.
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Em primeiro lugar, note que ndo pode haver menos do que quatro vértices maus no
poligono equilatero. De fato, suponha um poligono equilatero de lado [, 4,4, ...A, com 3
vértices, A;, Aj e Ay, maus e considere BB, ... B, um poligono regular de mesmo lado [

(Figura 11).

Figura 11 — Congruéncia dos tridngulos A;A;Ay € B;B;B),

A

]

(a) (b)

Legenda: (a) — Triangulo A;AjAy; (b) — Triangulo B; B;By,.
Fonte: O autor, 2015.

Note que os poligonos A;A;;q...A; € B;Biyq...Bj sdo congruentes, assim como
AjAjyq ... Ay € congruente a BjBj.q ... By € AgAyyq ... A; € congruente a ByBy,q ... B;. Além
disso, os triangulos A;A;Aj e B;BjBy sio congruentes. Todas essas congruéncias implicam
que A;4, ... A, ¢ um poligono regular, o que ¢ uma contradicdo.

Assim, considere no poligono equilatero (mas nao regular) o conjunto M, de no
minimo quatro elementos, formados pelos vértices maus. Neste conjunto, toma-se dois
vértices maus, 4 e B, A um angulo muito grande e B, muito pequeno, consecutivos em M.

Constroi-se agora o quadrilatero ABCD, onde C ¢ consecutivo de B e A € consecutivo
de D em M. Nosso objetivo ¢ deformar este quadrilatero de modo que se diminua os angulos

A e € e aumente-se os angulos B e D até que A ou B torne-se bom (Figura 12).
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Figura 12 — Deformando o quadrilatero

Legenda: (a) — Quadrilatero ABCD de angulos maus; (b) — Quadrilatero A'B'C'D’com o 4ngulo B’ bom.
Fonte: O autor, 2015.

Ao deformar o quadrilditero ABCD, deforma-se simultancamente o poligono,
mantendo rigidos os arcos entre dois vértices (maus) do quadrilatero. Apds um nimero finito
de passos, repetindo o raciocinio acima, obtém-se o poligono regular.

Resta verificar que em cada passo, a area do quadrilitero aumenta e,
consequentemente, a area do poligono. Suponha que o quadrilatero ABCD de angulos maus é
deformado no quadrilatero A'B'C'D’, onde B’ é um angulo bom. Em vista da Proposi¢do 2,

basta verificar que se A for grande e B for pequeno, tém-se A + € > m.

Figura 13 — Quadrilateros ABCD ¢ ABC"'D"

Legenda: A area do quadrilatero ABC"' D" ¢ maior do que a
area do quadrilatero ABCD.
Fonte: O autor, 2015.



33

De fato, o circulo indicado na Figura 13, o raio ¢ igual ao do circulo circunscrito ao
poligono regular de lado [. Os pontos C"' e D" séo obtidos pela intersec¢do da reta passando
por C ¢ D, com a circunferéncia. Por construgio, tem-se BAD > BAD" ¢ BCD > BC"D o
que implica BAD + BCD > BAD" + BC"D = m. Note que o 4ngulo B” ¢é maior que o
correspondente B, o que resulta, pelo processo de deformagdo, que
Z’+§’—rr| <A+ (C-nm.

Assim, sempre se pode aumentar o nimero de vértices bons até obter-se o poligono

regular.

Proposicao 5: Se n < m a area de um poligono regular de n lados ¢ menor que a area
de um poligono regular de m lados de mesmo perimetro. Além disso, a area do circulo ¢
maior que a area de qualquer poligono regular de mesmo perimetro.

1* Demonstragdo: Podemos supor como hipodtese de indugdo que seja verdadeira a
afirmagdo para n <m < m,, entdo provaremos que a area de um poligono regular de
my + 1 lados € maior do que a area do poligono regular de m, lados e de mesmo perimetro.
Tomamos um poligono regular de my lados, mas o veremos como um poligono (ndo regular)
de my + 1 lados, sendo um de seus lados com medida igual a zero. Pela proposi¢do 4,
podemos encontrar um poligono regular de perimetro igual, area maior ¢ nimero de lados
menor do que ou igual a my + 1. Na primeira etapa da construcdo, o lado de tamanho zero,
sera tornado positivo. Este nimero de lados so pode ser igual a mg + 1, pois sendo estariamos
contradizendo a hipodtese de indugdo.

Percebe-se que as areas dos poligonos de n lados e perimetro dado tendem para a area
do circulo, quando n cresce. De fato, o poligono regular de perimetro [ tem lado maior do que
o do poligono de mesmo tipo inscrito na circunferéncia de comprimento [ ¢ menor do que o

do poligono circunscrito a esta circunferéncia.

2* Demonstrac¢io: Primeiramente vamos expressar a area A(n) de um n-poligono
regular em fun¢@o do perimetro P dado. Assim o lado [ do poligono ¢ [ = S. O n-poligono

regular ¢ formado pela unido de n tridngulos isosceles iguais de base [ ¢ altura h (Figura 14).
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Figura 14 — Poligono regular de n lados

O

l

Legenda: Poligono regular de n lados
Fonte: O autor, 2015.

Portanto, A(n) = n% .

Observando o triangulo isdsceles, temos que

l
t r_z_! = h :
9—=7=57 =
n h 2h T
2tg n
Substituindo em A(n), obtém-se
Am) n 2
n) =
T
4tg n
Lembrando que | = S , conclui-se
2
% P 1
An) = z=— .5

4tgﬁ_4n .tg%

. . . s
Multiplicando o numerador e o denominador por —, Teescrevemos A(n), como:

P? z
tgﬁ

X

Para sabermos como A(n) varia em termos de n , basta estudar a fun¢do f(x) = o

. s T
¢ analisar o seu comportamento quando x € (O’E) etomarx =, n = 3. Observe que:

limx—>0 f(x) = limx_)otgix =1 c limx—>0 f(x) = hmx_’gtgix =0

Sabemos também, que f ¢ continua e que a sua derivada
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tgx — x sec®x 1 x cosx x sen2x — 2x

f'x) = =

tg?x tgx sen’x senx sen’x 2sen?x

pois para x € (0, g) temos sen2x < 2x.

Assim f ¢ estritamente decrescente em (Og) e consequentemente A(n) ¢ estritamente

~ [ s , .
crescente. De fato, ny ,n, > 2 e n; < n,, entdo x; = — >x, = — Como f € estritamente
1 2

decrescente, obtém-se f (nl) <f (ni), implicando que A(n,) < A(n,). Portanto, a area de
1 2

um poligono regular de j lados sera menor do que a area de um poligono regular de m lados

s

2 —_
se j < m. Além disso, como A(n) = Z—ﬂ. tgLE ¢ estritamente crescente e
n
T
2 —_ 2 2
x
lim A(n) = p_ lim Lﬂ = p_ im— = L
n-co 41 n-oo tg— 4w x-otgx 4w
n

2
conclui-se que A(n) < Z—ﬂ.

Resta mostrar que a area de um circulo ¢ maior que a area de qualquer poligono

regular de mesmo perimetro. Para tal, considere um circulo de perimetro p. Portanto o seu

2
: . 14 . p . . . . ,
raio serar = E esuaarea A = ;', 0 que conclui a prova, pois COmo vimos acima a arca de

2
; , ; . p
um poligono regular de perimetro p € estritamente menor que o=

Teorema 1. (Problema Isoperimétrico) Toda curva fechada de comprimento [
engloba uma 4rea menor ou igual a [?/4m. Além disso, este valor s é alcangado para o
circulo de raio [ /2.

Demonstraciio: Considere uma curva de comprimento [ que engloba a sua area S.
Tomemos sobre esta curva n pontos equidistantes em termos do comprimento do arco de
curva entre eles. Facamos a ligacdo destes pontos por segmentos de reta, obtendo um
poligono de n lados e consequentemente perimetro menor do que l. Tomando o fecho

convexo deste poligono, seu perimetro sera menor do que [ e, pelas Proposigdes 4 ¢ 5, a sua

, . 12
area A serd menor do que .
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Figura 15 — Poligono de n vértices

(b)

Legenda: (a) — Poligono de n vértices; (b) — Observando que cada ponto dista menos do que ﬁ de seu ponto

vizinho.
Fonte: O autor, 2015.

Consideremos a regido R formada pelos pontos que pertencem ao fecho convexo e
pelos pontos que estdo a uma distdncia menor que % de algum dos n pontos marcados
inicialmente sobre a curva dada (Figura 15). Temos, portanto, que a curva original estara
totalmente contida nesta regido, pois qualquer ponto da curva dista menos do que i de algum

destes n pontos. Por outro lado, a drea da regido R sera menor do que ou igual a

I \2
A+nm (—) ,
2n
: . : x . A .
pois esta contida na unido do fecho convexo com n circunferéncias de raio 2, © centros nos n

pontos. Consequentemente,

<A (z)2<12 ml?
- nre 2n) T 4m  4n

Como essa estimativa ¢ valida para qualquer n, temos que
l2
S<—.
41
Para provar a segunda parte do teorema, consideramos uma curva de comprimento [

oo . . .
englobando a area 2 € provemos que ela ¢ necessariamente um circulo.
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Figura 16 — Transformando uma curva ndo convexa em curva convexa

(2) (b)

Legenda: (a) — Curva ndo convexa com segmentos de retas para transforma-la em convexa; (b) — Curva de
perimetro menor e drea maior que a curva original.
Fonte: O autor, 2015.

Inicialmente observemos que a curva € convexa. De fato, caso ela ndo seja convexa,
existe um segmento de reta unindo dois pontos da curva e que estd inteiramente contido no
exterior da curva. Note que esse segmento divide a parte do plano externo a curva em duas
regides, uma limitada e a outra ndo. Substituindo a por¢do da curva que toca a regido limitada
pelo segmento de reta, temos uma nova curva fechada, de perimetro menor e area maior que a
curva original, contradizendo o que foi provado na primeira parte do teorema.

Suponhamos por absurdo que a curva convexa nao seja um circulo. Entdo existem
quatro pontos sobre a curva que sdo nao cocirculares, isto é, o quadrilatero formado por estes
pontos ndo ¢ inscritivel. Se esse quadrilatero for deformado mantendo rigidos os arcos de
curva entre dois pontos até tornar-se inscritivel, pela Proposi¢do 2, conclui-se que a area da
curva esta sendo aumentada sem aumentar o seu comprimento, o que contradiz novamente a

primeira parte ja provada (Figura 17).
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Figura 17 — Deformando o quadrilatero para torna-lo cocircular

- —— -

(@) (b)

Legenda: (a) — Quadrilatero ndo cocircular; (b) — Quadrilatero deformado mantendo rigidos os arcos de curva
entre dois pontos até tornar-se inscritivel.
Fonte: O autor, 2015.

Portanto, a curva é um circulo.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo demonstramos o Problema Isoperimétrico, um dos problemas que
mais contribuiu para o desenvolvimento da Matematica, utilizando, em quase sua totalidade, a
geometria euclidiana, que torna o contetido mais acessivel ¢ intelegivel mesmo para alunos do
ensino médio.

Professores de diversos niveis de ensino podem utilizar este material para que tenham
um facil entendimento do Problema Isoperimétrico e que possam utilizar como embasamento
em suas aulas e atividades complementares, possibilitando a utilizagdo de recursos didaticos,
motivando e propiciando a incorporagdo de conceitos ¢ a resolucdo de problemas do
cotidiano.

As figuras neste trabalho foram elaboradas através do software de matematica
dindmica GeoGebra, pois ¢ uma excelente ferramenta para criar ilustragdes que podem ser
usadas no Microsoft Word, no Open Office ou no LaTeX. A partir disso, propomos que seja
desenvolvida uma atividade que utilize esse software matematico e os passos da
demonstragdo do Problema Isoperimétrico. Saliento que esta atividade ndo fica restringida
somente a este software.

Propomos que futuros trabalhos tenham esta dissertacdo como fundamento e que
contenham, em sua elaboracdo, propostas de atividades direcionadas a alunos dos ensinos
fundamental, médio e universitario, aplicagdes praticas e/ou contextualiza¢do em outras areas

de conhecimento.
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ANEXO A - Parte do cantico I da “Eneida”, obra em que Virgilio (70-19 a.C.) narra a

epopeia de Enéas de Troia

“E longa a injuria, tem rodeios longos;

Mas tragarei seu curso em breve suma.

Siqueu, fenicio em lavras opulento,

Foi da misera esposo, € muito amado:
Com bom pressagio o pai lhe dera intacta.
Pigmalido, faganhoso entre os malvados,
Barbaro irmao, do estado se empossara.
Interveio o furor: de fome de ouro

Cego, ¢ a paixao fraterna sem respeito,
Pérfido, impio, a Siqueu nas aras mata;
O fato encobre, e a crédula esperanca
Da amante aflita largo espago ilude

Com mil simula¢des. Mas do inumado
Consorte, com esgares espantosos,
Palida em sonhos lhe aparece a imagem:
Da casa o crime e trama desenleia;

A ara homicida, os retalhos peitos
Desnuda, e a patria intima-lhe que fuja:
Prata imensa e ouro velho, soterrados,
Para o exilio descobre. Ela, inquieta,
Apressa a fuga, e atrai os descontentes
Que ou rancor ao tirano ou medo instiga;
Acaso prestes naus, manda assalta-las;
Dos tesouros do avaro carregadas
Empegam-se: a mulher conduz a empresa!
Chegam d’alta Cartago onde o castelo
Veras medrando agora e ingentes muros:
Mercam solo (do feito o alcunham Birsa)

Quanto um coiro taurino abranja em tiras.”



