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Resumo

Este trabalho tem como objetivo dar suporte ao professor da Educacdo Basica fornecendo um
material detalhado para o ensino da Analise Combinatoria, Probabilidade e Modelos
Probabilisticos, levando-se em consideracdo aspectos relacionados ao dia-a-dia, utilizando
conceitos matematicos em situacdes problemas. Propomos ainda uma sequéncia didatica
sobre os temas acima citados para que os professores da Educacdo Basica possam ampliar e

diversificar as suas estratégias de ensino.

Palavras-chave: Analise Combinatéria. Probabilidade. Modelos Probabilisticos. Matematica

Discreta. Sequéncia Didatica. Educacdo Basica.



Abstract

This work aims to support Basic Education teachers by providing a detailed materials for
teaching Combinatorial Analysis, Probability and Probabilistic Models, taking into account
aspects related to day-to- day using mathematical concepts in problem situations. We also
propose a teaching sequence on the topics mentioned above for the Basic Education teachers

to broaden and diversify their strategies education.

Keywords: Combinatorial Analysis. Probability. Probabilistic models. Discrete Mathematics.
Didactic sequence. Basic education.
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Introducéo

A acdo docente € um tanto atribulada por nela existir a necessidade de se renovar ou
até mesmo de buscar novos conhecimentos para serem incluidos no processo de ensino-
aprendizagem. Por esse motivo, esta dissertacdo tem como objetivo principal fornecer
subsidios que podem contribuir no ensino dos contetdos de Analise Combinatoria,
Probabilidade e Modelos Probabilisticos em turmas do Ensino Médio.

A escolha dos temas levou em conta a auséncia do aprendizado desses conteudos
enquanto estudante do Ensino Médio. A primeira vez que tive contato com os mesmos foi
quando comecei a lecionar aulas particulares de reforco a estudantes do Ensino Médio,
momento esse em que precisei estudar por conta prépria algo considerado por mim complexo.
Até aquele momento, que era o inicio da graduacdo, acabei encontrando satisfacdo em tal
estudo.

Por ocasido do mestrado, foi me dada a oportunidade de aprofundar conhecimentos
nessa area de estudo. A identificacdo com esses assuntos foi tamanha que ndo hesitei em
escolhé-los para a minha dissertacéo.

Este trabalho tem carater expositivo, pois reune e relaciona material obtido de
diferentes fontes, expondo o assunto com fidedignidade e demonstrando habilidade ndo s6 de
levantamento, mas também de organizacéo.

No primeiro capitulo, apresentamos os contetdos de Conjuntos, Funcdes e Analise
Combinatoria, dando maior énfase a esse ultimo. Buscamos focar nos tipos de agrupamentos
(permutacdes, arranjos e combinagdes) com e sem repeticdo e suas aplicagdes em problemas.
Por fim, abordamos o teorema Multinomial e, em particular, o Binomial.

No segundo capitulo, sdo abordados Funcdo Probabilidade, Teorema de Bayes,
Funcdo Discreta de Probabilidade e Principais Modelos Discretos de Probabilidade e suas
aplicacdes.

Por fim, no terceiro capitulo, propomos uma sequéncia didatica composta por trés
situagBes-problema que servird como medidor da aprendizagem dos alunos, bem como da

viabilidade dessa proposta como ferramenta de ensino.



Capitulo 1

Conjuntos, Produto Cartesiano, Relacgdes, Funcdes e Analise Combinatoria.

Abordaremos nesse capitulo algumas notagdes e defini¢des sobre Conjuntos, Produto
Cartesiano, Relacgdes, Fungdes e Analise Combinatéria, sendo que daremos uma maior énfase
a este Ultimo, onde apresentamos 0s dois principios basicos que serdo essenciais para 0
desenvolvimento do raciocinio combinatério e os diferentes métodos de contagem, e, além

disso, € um dos temas abordados no terceiro capitulo sobre Sequéncias Didaticas.

1.1 Conjuntos

A nocdo de conjuntos é bastante simples e fundamental na Matematica, pois a partir

dela podem ser expressos todos 0s conceitos matematicos.

Definicdo 1.1.1 Um conjunto é uma lista, colecdo ou classe de objetos bem definidos,
podendo ser: numeros, pessoas, moedas, etc. Esses objetos sdo chamados elementos ou

membros do conjunto.
Exemplo 1 O conjunto de alguns times brasileiros, T = {Vasco, Sdo Paulo, Fluminense}

Considerando A um conjunto e a um elemento ou membro de A, denotamos a € A,
ou seja, a pertence a A. Caso um dado elemento b, ndo seja elemento de um conjunto A
escrevemos b ¢ A.

E claro que se A—B e B4, todo elemento de A é elemento de B, e analogamente
todo elemento de B é elemento de A. Logicamente A = B. Este € o chamado Principio da
Extencionalidade, principio este que € descrito utilizando linguagem formal.

(t€eAoteB)=>A=8B

Note também que {a,b} ={b,a}, e que A z{{A},B}, mesmo que A e {A} e
{A}= {{4},B}.

Denotaremos o Conjunto Universo por {2, que é o conjunto de todos os objetos; e 0

Conjunto Vazio por @, que nao possui objeto.
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1.2 Operagdes com Conjuntos

i. Unido de Conjuntos

Definicdo 1.2.1 A unido de dois conjuntos quaisquer A e B, denotada por A U B € 0 conjunto
dos elementos x tais que x pertence a pelo menos um dos dois conjuntos A ou B. Ou seja,

x €EAUBse esomentese,x EAoux € B.

Exemplo 2 Fazendo a unido dos conjuntos, A = {2,4,7}e B ={1,3,4},temos: AUB =

{1,2,3,4,7}.Também podemaos representar a unido usando diagramas.

YN

U=N

B

Figural- Diagrama que representa A U B

ii. Intersecdo de Conjuntos
Definigdo 1.2.2 Dados dois conjuntos A e B, definimos o conjunto intersec¢do de A com
B como sendo o conjunto contendo todos os elementos que sdo comuns a A e B, e denotamos

esteporAn B.Ouseja,x « ANB,seesomentese x € Aex € B.

Exemplo 3 Sendo Z o conjunto dos numeros inteiros e Q o conjunto dos numeros racionais, a

intersecdo dos conjuntos seraZ N Q = Z.

Exemplo 4 Sejam L = {c,a,r,l,0,s}eV = {a,e,i,o,u}. Logo,L N V = {a,o}.

L

u i vV

U={a.b.c.....x.v.z}

Figura 2 — Diagrama que representa L N V.
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iii. Diferenca entre Conjuntos

Definigdo 1.2.3 Dados dois conjuntos A e B, definimos a diferenga entre A e B como sendo 0

conjunto de todos os elementos que estdo em A, mas ndo estdo em B. Denotamos por A - B.

QOuainda, x € A — Bse,esomentesex € AexgB.

Figura3 — Diagrama que representa a operacdo A — B.

Exemplo 5 Sejam A = {a,b,c,d} e B = {c,d,e, f}, temos que a diferenca entre os

conjuntos A e B é dadapor A — B = {a, b}.

Iv. Complementar de um conjunto

Defini¢do 1.2.4 Dados os conjuntos A e B, com Bc A, o conjunto complementar de B em

relacdo a A, C4B, é dado por (4B = A- B.

Exemplo 6 Dados A = {a,b,c,d,e} e B = {a,e},emque B — A, temos que C4;B = {b, c,d}.

1.3 Produto Cartesiano

Definigdo 1.3.1 O par (a, b) é definido como sendo o conjunto {{a}, {a, b}}.

Como veremos no teorema abaixo, o par (a, b) é de fato ordenado.

Teorema1.3.1 (a,b) = (x,y),Se,esomentese,a =xeb =y.

Dem.:
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Se a =x eb =y, obviamente (a,b) = (x,y). Assumindo (a,b) = (x,y), temos
{{a},{a,b}} = {{x},{x,y}}. Desde modo {a} € {{x},{x, y}}. Se {a} = {x}, obrigatoriamente
b =y.Mas, se {a} = {x, v}, entdo, a = x = y = b, 0 que torna valido o teorema.

Assim, dados dois conjuntos A e B, definimos o produto cartesiano de A e B como a
colecdo de pares ordenados (a,b), em que a €A e b € B. Veremos, a seguir, sua

formalizacdo.

Definicéo 1.3.2 O produto cartesiano, A x B ¢ definido como:

AxB = {(a,b)/a A eb eB.}

Exemplo7Se A= {1,2} e B ={3,7,9}0conjunto A X B ¢ {(1, 3); (1, 7); (1, 9); (2, 3); (2,
7); (29)}.

1.4 Relagdes

Definicdo 1.4.1 Dados dois conjuntos A e B uma relagdo entre A e B € um subconjunto de
AxB.

Exemplo 8 Qualquer reta no plano é uma relagdo em R?.

1.5 Func0es

Nesta secdo estudaremos uma relacdo especifica em A x B, onde A e B sdo conjuntos

nao vazios.

Defini¢do 1.5.1 Uma funcé@o f de A x B é uma relacdo entre Ae B, ou seja, f < A x B, tal

que paratodo a € A, existe um Gnico b € B, tal que o par (a, b) € f.

Exemplo 9 Vamos tomar a relacdo R, também podemos representé-la através de uma regra de
associacao ou lei de formacéo, para isto tomamos um par ordenado (x,y) de A x B e através
da regra de associacdo relacionarmos y a x através de uma equagao.

Vejamos como fica tal representacdo da relagdo R = {(1,2), (2,4), (3,6)}.
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R={(x,y) e AxB/y = 2x}.

Definigdo 1.5.2 Uma fungdo f: A — B ¢é dita injetora se para quaisquer dois elementos
distintos de A, suas imagens sdo distintas. Formalmente, a fungéo f € injetora se a # b,

f(a) # f (b) para quaisquer a e b elementos de A.

Exemplo 10 Um exemplo disto é o caso do garcom que marca na comanda do cliente um
traco a cada bebida servida. Este garcom faz uma associacdo 1 — 1 (Ié-se: um pra um) entre o
conjunto de tragos e o conjunto de bebidas pedidas pelo cliente.

Observacdo: Dois tracos na comanda representam duas bebidas distintas.

Definicdo 1.5.3 Sef:A—» Bé uma funcdo tal que B=Imf, f é dita uma funcéo

sobrejetora.

Exemplo 11 Um exemplo de fungdo sobrejetora é quando o nimero de bebidas disponiveis

para certo cliente é igual ao nimero de pedidos.

Defini¢cdo 1.5.4 Se uma funcdo € injetora e sobrejetora, dizemos que ela € bijetora.

Exemplo 12 Se f: R —» R, U {0}, tendo por lei f(x) = x? com o contradominio de f
sendo R, {0}, entdo a funcdo g: R — R, dada por g(x) = x* é sobrejetora. Entdo essa funcéo

é bijetora.

1.6 Conjuntos contaveis e ndo contaveis

Um conjunto A € finito, com nelementos, se e somente se for equivalente ao
subconjunto {1,2,3,...,n} dos nimeros naturais. O conjunto vazio € considerado finito com
nenhum elemento. Um conjunto que ndo é finito é chamado de infinito.

Um conjunto A é enumeravel se, e somente se, for equivalente ao subconjunto
{1,2,3,...,n,...} dos numeros naturais. Denotando por a, 0s elementos de A que
correspondem aos numeros naturais k, para k = {1,2,3,4,..}, o conjunto A pode ser

representado por A = {a,,a,,...,a,},se ele é finito com n elementos, ou como A =
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{ay,a,,...,a,, ...}, se ele for infinitamente contavel. Um conjunto A é contéavel se ele for

finito ou enumerével. Um conjunto que ndo é enumeravel é denominado de ndo enumeravel.
Exemplo 13 Sabe-se que os conjuntos dos numeros reais é ndo enumeravel.

Anteriormente vimos as operagdes envolvendo conjuntos, agora vamos destacar
algumas propriedades que serdo de suma importancia para o0 nosso principal objetivo que é as

aplicacdes no estudo da probabilidade.

Teorema 1.6.1 Para quaisquer conjuntos A, B e C, as seguintes propriedades da unido,

intersecdo e complementar sdo validas:

A distributividade da intersecdo em relacdo a Unido e da Unido em relagdo a

interseccdo:

ANn(Bul)= (AnB)u(ANnC)
e

Au(BNC)= (AuB)N(AuLC)
Teorema 1.6.2 Leis de Morgan
(A UB)¢ = A n B¢
(A NB)¢ = AU B¢
Dem.
Considere o elemento @ € (A U B)¢. Em seguida ag AU B e, por isso, ag A e a £B. 1550
implicaque ae A¢ e ae BE. Assima € (AN B%) e (A UB)¢ c A n B®. Da mesma

forma, podemos mostrar que A° N B¢ < (A U B)“, deonde(4 UB)“ = A° n B. A prova

da segunda formula € similar.
Observagdes As formulas de Morgan podem ser estendidas para n subconjuntos:

(AUl ... UA)NE = ASnAS N .. nAS
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e
AiNA,N...NA,)¢ = ASUAS U ..U A4S
1 2

Depois de visto algumas propriedades envolvendo opera¢cdes com conjuntos, vamos
agora enunciar algumas ferramentas fundamentais para o estudo da probabilidade.

A Anélise Combinatoria é a parte da matematica que estuda os métodos de contagem,
tais como permutacdes, arranjos e combinacdes.

Nesta secdo, apresentaremos as principais técnicas de contagem que serdo Uteis para as

demonstragcfes necessarias nos capitulos seguintes.

1.7 O Principio aditivo

Dados os conjuntos 44, A5, ..., A,, dois a dois disjuntos, em que A; tem exatamente
a; elementos, entdo o nimero de elementos da A; WA, ... A, € dado por a; + a, +

as+...+a,.
Proposicdo 1.7.1 Se A e B sdo conjuntos finitos e disjuntos, temos que:
N(AuB)= N(4)+ N(B)
Proposicéo 1.7.2 Se A e B s&o conjuntos finitos, temos que:
N (A — B) = N(A) — N(An B),em particular, para B — A.
Corolario 1.7.1 Se Ay Ay ... Ay, sdo conjuntos disjuntos e finitos, segue que:

N(A; UA, U ..UA,) = N(4;) + N(A)+...+N(4,)

Exemplo 14 Num cesto colocamos 5 laranjas e 4 mexericas. Quantas frutas existem na

cesta?
Solucéo

Denotando por L o conjunto das laranjas e por M o conjunto das mexericas, entao
representamos esses conjuntos por L = {Ly,L,,Ls, Ly e Ls}e M = {M;, M,, M5, M,}. Como

sdo conjuntos disjuntos, e pelo principio aditivo, segue que:

N(L)=5eNM) = 4
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& N((LUM)=N() + N(M)
SN@LUM) =5+ 4

& N(LUM) =9

Logo, temos 9 possibilidades distintas.

1.8 Principio Multiplicativo

O principio multiplicativo constitui a ferramenta bésica para resolver problemas de
contagem sem gue seja necessario enumerar seus elementos.

Se uma decisdo A, pode ser tomada de a; maneiras e se, uma vez tomada a decisao
A;, adecisdo A, pode ser tomada a, maneiras, entdo o numero de maneiras de se tomarem as
decisbes A, e A, é a;.a,. Em linguagem de conjuntos, se A tem a elementos e B tem
b elementos, o produto cartesiano possui a. b elementos.

A extensdo do principio multiplicativo para n conjuntos. Se um conjunto A;, pode
ocorrer de a; maneiras diferentes, para i = {1,2,3,...,n}, entdo esses n conjuntos podem
ocorrer, em sucessao, de a;.a,...a, maneiras distintas. Em linguagem de conjuntos, se o
conjunto A; tem a;, elementos, para i=1{123,..,n}, entio o produto
cartesiano A;X A,... XA, = {(ay,a,,...,a,),a; € A; comi = 1,23, ..,n}tema,.a,...a,

elementos.

Observacéo Se A, A,..., A, sdo conjuntos finitos, segue que:

N(A,XA,X...XA,) = N(4,).N(4)...N(4,)

Exemplo 15

Uma prova de concurso é formada por questdes de mdaltipla escolha, com 4
alternativas por questdo. Determine o numero de gabaritos distintos?
Solucéo

Pelo Principio Multiplicativo, o conjunto de possibilidades de respostas para as 5

primeiras questdes, cada uma com 4 alternativas, € 4° .
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Depois de ter visto os dois principios que ddo suporte para a resolucdo de problemas
na Analise Combinatoria. Vamos agora estudar os diferentes tipos de métodos de contagem

como os Arranjos, Permutacdes e as Combinacoes.

1.9 Permutacg0es Simples

Defini¢do 1.9.1 Uma k — permutagdo de W, (k < n) é uma k — upla (a4, a,, ..., a;), onde

a; € Wy,comi € {1,2,...,k}, ea; # ajsei # j,i,j €{L1,2,...,k}.

Exemplo 16 O numero de permutacbes de 2 elementos do conjunto W, = {wy, wy, w3, w,}
S0 (wq, W), (W1, w3), (W1, wy), (Wa,wq), (Wa,w3), (W, wy), (W3, w1), (W3, wy), (W3, W,),
(Wa, wy), (Wy, W2), (Wy, w3).

Observe que o primeiro elemento w; com i € {1,2,3,4} pode ser selecionado de
quatro formas do conjunto WW,, selecionado o primeiro elemento, podemos escolher o segundo
elemento do conjunto W, —{w;} de 3 formas, assim pelo principio multiplicativo a
permutacgéo de 2 elementos de W, possui 4.3 = 12 elementos.

Caso haja repeticdo, por exemplo, (a;, a,), teremos 4 formas de escolher o primeiro e

0 segundo elemento do conjunto W,, logo a permutacéo tera 4.4 = 16 elementos.

Teorema 1.9.1 O numero de k-permutacdes de n, P(n, k) é dada por: (n—.k)'

Dem.:
Seja Pgx(W,)= Conjunto das k permutagbes de n elementos. Queremos mostrar que
N(P.(Wp)) = P(n, k)

Parak =n,P(n,n) =nn—1)(n—-2)..(n—n+1) =n!

Considere uma k permutacéo qualquer (@1, @z, -.., ax) em Pg(W},).

O elemento a; pode ser escolhido de n maneiras.

O elemento a, pode ser escolhido de (n — 1) maneiras.

O elemento a5 pode ser escolhido de (n — 2) maneiras. E assim, sucessivamente, até o
ultimo elemento que tera apenas uma maneira.

Note que P (W) = A;XA,X ... XAy, e pelo principio multiplicativo segue que :
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N(Pc(W)) = N(A)).N(Ay) .N(4) = n(n—1)(n—2)..(n—k + 1)

Corolério 1.9.1 Parak =n,P(n,n) =n(nh—-1)(n—-2)..(n—n+1) =n!

Uma n permutacéo de n elementos é conhecida simplesmente por uma permutagéo
simples de n elementos. E os Arranjos Simples sdo um caso particular de permutacéo simples

quando ndo permutamos todos os elementos.

OBSERVACAO 1

nn—-1).(n—k+Dn—-k)! n!

Pnk)=nn-1)(n-2)..(n—k+1) = n—n) = n—h)!

OBSERVACAO 2

O numero P(n,0) = (n)g,n =0,1,... e P(0) = 0!, que ndo tem nenhum significado
combinatorio, sdo tomadas por convengdo como unidade P(n,0) = (n)o =1, n=0,1,.. e
P(0) = 0!'=1.

Exemplo 17 H& 10 pessoas em um local, sendo 3 com camisas verdes, 3 com camisas
amarelas, 2 com camisas azuis e 2 com camisas brancas. De quantos modos podemos perfilar
todas essas 10 pessoas de modo que 0s grupos com as camisas de mesma cor figuem juntas?
Solucéo:

Temos 4 tipos de camisas, logo podemos permutar esses tipos em P(4) = 4! posi¢oes
para as equipes. E ao mesmo tempo, podemos permutar dentro de cada equipe os integrantes
da seguinte maneira, respectivamente, P(3) = 3! para 0os de camisas verdes e amarelas e
P(2) = 2! para os de camisas azuis e brancas. Logo, pelo principio multiplicativo segue que
teremos P(4).P(3).P(3).P(2).P(2) = 4!.3!.3!.2!.2! = 3456 maneiras.

Proposi¢ao 1.9.1 O nimero P(n, k) = (n); , de k — permutagdes de n, satisfaz a seguinte

relacdo de recorréncia:
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Pn,k)= Pm—1,k)+kP(n—1,k—-1) ,para k = 1,2,...,.n, comn = 1,2,..., e
Pn,k)=nP(n—1,k—1)=Mnm—-k+1)PMnk—-1),parak = 1,2,...,n,comn = 1,2,..com
condig&o inicial: P(n,0) =1,comn = 0,1,2,..., P(n,k) =0,k > n.

Dem.:

Seja P, (W,) o conjunto de k - permutacGes do conjunto W, = {w;,wy,...,w,}. Se Q é
conjunto de k — permutacbes de W, que ndo incluem o elemento w,, e S 0 conjunto de k -
permutacdes de W, que incluem o elemento w,, assim Q N S = @, e P, (W,) =Q US.

Portanto, de acordo com o principio aditivo temos:
NP (W, )) = N(Q) + N(S).

Proposicdo 1.9.2 O numero de k — permutacfes de ncom repeticdo e sem restricOes,

denotado por U(n, k) é dado por:
U, k) = nk.

Dem.:

Note que, em qualquer k — permutacao (a1,az,... an), do conjunto W,, = {wy,w,,...,w,} com
repeticdo, o elemento a; pode ser escolhido a partir do conjunto A; = W, com n elementos,
i =1,2,...,k. Portanto, U, (W,,) = A X A, X ... X A, é 0 conjunto das k — permutacGes do

conjunto W,, com repeticdo e de acordo com o principio multiplicativo,
Unk) = N(Ux(W,)) = N(A; X A, X ...X Ay) = N(4;).N(4,) ...N(4,) = n*.
Com isso a prova do teorema estd completa.

Exemplo 18 Encontre o nimero de diferentes resultados de uma serie de k lancamentos de
uma moeda.
Solucgéo

Um resultado de uma série de k-lancamentos de uma moeda é representado por uma k-
upla (a4, ay, ..., ay), ordenada de cartas do conjunto {h,t}, onde a; denota o resultado do i-

ésimo lancamento, i = 1,2, ..., k, h e t representam cara e coroa, respectivamente. Assim, 0
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numero de diferentes resultados de uma série de jogadas de uma moeda € igual a U ) =

2k,

Exemplo 19 Considere uma série de k lancamentos de um dado ou equivalentemente a um
lancamento de k dados distinguiveis. Encontre o nimero de resultados diferentes.
Solucéo

Um resultado de uma série de k lancamentos de um dado é representado por uma k-
upla (a4, a,, ...,a;), ordenada de nimeros a partir do conjunto {1,2,3,4,5,6}, em que a;
indica o resultadodo i-ésimo lancamento, i = 1,2, ..., k. Portanto, o nimero de diferentes
resultados de uma série de k lancamentos de um dado é igual a U sy = 6*.

O namero de k-permutagdes do conjunto {1, 2, 3,4, 5,6}, de 6 nUmeros (faces de um

dado), com repeticdo. Para k = 2, os diferentes resultados sdo os seguintes:

(1L,1),(1,2),(1,3), (1,4), (1,5), (1,6)

(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (2,5), (2,6)

(3,1),(3,2),(3,3),(3:4), (3,5), (3,6)

(4,1),(42),(4,3),(44),(45),(4,6)

(5,1),(5,2),(5,3),(54),(55),(5,6)

(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)
de acordo com Ug ) = 6% = 36.

1.10 Combinages Simples

Definicdo 1.10.1 Seja W, = {wy,w,, ... w,} um conjunto com n elementos. Uma k-

combinacédo de W, é um subconjunto de W,, com k elementos.

Exemplo 20 As combinacbes de 2 elementos do conjunto W,={w,,w,,w3,w,}, S40 0S
sequintes: {wy,wy}, {wy, w3}, {wy, wi}{w,, ws}, {w,, w,}, {ws,w,} .Note que, a partir de
cada combinagéo de 2 elementos do conjunto{w;, w,}, de W,, permutando os seus elementos,
as permutacg0es de 2 elementos {w;, w,} e {w,, w, },do conjunto W, sdo deduzidos.

Assim, o nimero de 2 combinagdes de 4 elementos € igual ao nimero de permutacdes

de 4 dividido pelo nimerode permutacgdes de 2, que € 12—2 =6.
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Proposicdo 1.10.1 O numero de k-combinacéo de n elementos, C(n, k), onde k < n, € dado

por:
n!
C(n k) = m
Dem.:
Considere W, = {wy,w,, ... w,} um conjunto com n elementos. Uma k-combinagéo de W, é
um subconjunto de W, do tipo {a4,a,,...,a,}. Sabemos que hd P(n, k) k-uplas do tipo

(a1,a5,as,...,a;) de elementos de W,,. Para cada conjunto {a,, a,, as,...,a,}, hd k! K-uplas

de elementos de {a,, a,, as,...,a;}, logo k! C(n, k) = P(n, ky, assim Cn k) = P(;’k) =
n!
(n—k)!k!

Exemplo 21 Para a copa de 2010 na Africa do Sul, o técnico da selecdo brasileira, convocou
23 jogadores, sendo 3 goleiros,4 defensores, 4 alas, 8 jogadores do meio e 4 atacantes.
Dunga, técnico da selecdo brasileira, devera usar o esquema 4-4-2, ou seja, 1 goleiro, 2
defensores, 2 alas, 4 meias e 2 atacantes, sendo 5 titulares absolutos, Julio César(Goleiro),
Maicon(ala), Lucio(Defensor), Kaka(meia) e Luis Fabiano(atacante). Dessa forma o nimero

de maneiras possiveis que Dunga tera para escalar a selecdo sera?

Solucéo
Das 11 vagas possiveis para os titulares, 6 ainda ndo estdo preenchidas podendo ser
formada da seguinte forma:

Para as alas, defesa e ataque, dispomos de apenas 3 jogadores respectivamente para

31

(3_—1')1, = 3 maneiras

apenas uma vaga para cada posicao. Logo €(3,1) =

Para 0 meio de campo, dispomos de 7 jogadores para 3 vagas possiveis, sendo assim

70 7' 7.654 _ 765
(7-3)3! ~ 4131 4131 T~ 321

C(7,3) = = 35 maneiras.

Pelo Principio multiplicativo, segue que Dunga tera €(3,1)3.€(7,3) = 27.35 = 945

maneiras diferentes de escalar a selecdo brasileira.

Observagao

1 _.I k S
Define-se C(n, k) ={ (=K P4 n

0 ,para os demais casos por motivos 6bvios
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Proposicdo 1.10.2 CombinacGes Complementares C(n, k) = C(n,n — k).

Dem.:
Para cada k-subconjunto de n elementos de W,,, ha um complementar em relacdo a W, deste

conjunto com (n — k) elementos. Logo C(n, k) = C(n,n — k).

Exemplo 22 Prove a identidade k.C(n, k) = n.C(n—1,k— 1)

Solucéo:

Como C(n, k) = (n_n—k'),k, entéo

" n! k.l B k.n.(n—1)! _ (n—1)! B
-k -k kk-Dn-Fk! “m-kk-1D_
=nCn-1,k-1)

Teorema 1.10.1 Triangulo de Pascal

O numero C(n, k) = (Z) de k-combinagdes de n, satisfaz a relagdo de recorréncia

triangular.

(:) :(";1) +(Z:i) k=1,23..n, n=1,2,.,com as condicdes iniciais

(M=L,n=0,1,..., (") =0,k >n.

Dem.:

Seja Cy (W,) o conjunto de k — combinagdes do conjunto W,= {w;, w,,..., w,}. Se A € um

conjunto das k — combinag6es de 7, que ndo incluem o elemento w, € B 0 conjunto das k —

combinagOes de W, que incluem o elemento w,, entio A N B = @ e C, (W,) = A U B.

Consequentemente, de acordo com o principio aditivo temos N(C, (W,)) = N(A) + N(B).
Aparentemente, A = C, (W,_,)eN(A) = N(Cx (W,_)). Além disso, um dos k

elementos da k — combinacdo {a,, a,, ..., ax_1, ax} pertence ao conjunto B, é 0 elemento w;, e

uma vez que a ordem dos elementos ndo importa, pode - se supor que a;, = w, € a, € W, _;,
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r = 1,2,...,k — 1. Assim cada k-combinacgéo {a, a,,...a,_,wy } pertence a B corresponde
a uma e somente uma k-combinacao {a,, a,,...ax_1,ax_1}+ pertence a C,,_;(W,,_1) e

inversamente. Portanto:

N(B) = N(Cx—1(W,.1)
e
N(C(W,)) = N(Ci(Wy- 1) + N(Cr—1 (W, 1)

Dai implica:
()= (eD+GoD):
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

A seguir, veremos algumas generalizacbes e aplicacdes de permutacdes e

combinagdes.

1.11 Permutacdes com Repeti¢oes

Definicdo 1.11.1 Seja W, uma colecdo com n objetos, ndo necessariamente distintos.
Suponha que h& k tipos distintos de objetos, e para cada objeto w; exista n; copias deste
(1 <i <k)).Uma permutacdo generalizada destes n objetos é uma forma de dispor estes

objetos em que cada tipo apareca em blocos.

Exemplo 23 De quantas maneiras podemos colocar cinco livros de matematica, trés de fisica
e dois de quimica e dois de geografia em uma prateleira, de modo que os livros de mesmo

assunto nao sejam separados.
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Solucéo

Temos 4 tipos de livros, logo podemos permutar esses tipos em P(4) = 4! posicOes
ao mesmo tempo. Também Podemos permutar dentro de cada tipo, os livros da seguinte
maneira, respectivamente: P(5) = 5!, para os de Matematica e P(3) = 3! para os de Fisica e
P(2) = 2! para os livros de Quimica e Geografia. Logo, pelo principio multiplicativo segue
que teremos P(4).P(5).P(3).P(2).P(2) = 4!.5!1.31.2!.2! = 69120 maneiras.

Proposicao 1.11.1 O namero de n-permutacdes generalizadas com k tipos de objetos, cada

com n elementos indistinguiveis (1 < i < k) é dado por:

n!
P =—
LR nylnyl...ng!

Dem.:
Sabemos que se permutarmos os n objetos, e considerando cada um como distinguivel, temos

n! permutacles possiveis. Como h& n; objetos do mesmo tipo e, retirando as permutacdes

C A - n, ~ . . .
idénticas, temos $ permutacdes. Pensando desta maneira até o objeto n;,, temos:
1.

n!
P =—
R nylnyl..ny!

Voltando ao exemplo 23, vamos considerar agora os livros das mesmas disciplinas
iguais e podendo aparecer livros intercalados. Sendo assim, vamos resolver o mesmo
utilizando a formula acima demonstrada.

Temos ao todo 12 livros, (n = 12). Agora vamos encontrar 0s valores para
ny, Ny, N3 e n, que sao respectivamente iguais a 5, 3, 2 e 2. Portanto, temos que:

12! 12.11.10.9.8.7.6.5! 3991680
P(12,5,3,2,2) = = =

= = 166320.
5!31212! 51.3.2.1.21.2.1 24

1.12 Combinag6es com Repeticdes

Definicdo 1.12.1 Seja W,, uma colecdo de n objetos, em k grupos, cada grupo contendo n;
elementos iguais (1 < i < k), uma n - combinacdo generalizada de W, é uma subcolecio

de W, onde cada grupo fica agrupado.
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O namero C(n,nq,n,, ..., n;) € definido por:
C(n,ny,ny, ...,n) = C(n,ny).C(n—nq,ny)..... Cn-ny-ny,—... ngp_q,n) Que

é chamado de de n-combinac¢es generalizadas do tipo nq, n,, ... ny.

Veremos a seguir que P(n, nqy, ny, ..., ng) = C(n,ny, ny, ..., Ng).

Proposicao 1.12.1 P(n,ny, ny, ..., N ) = C(n, ny, Ny, ..., Ny)

Dem.:
C(n,ny, ny,...,n,) = Cn,ny).C(n — nq, ny)..... Cn-ny - ny—... Ng_q,Ny)
e ) n! (n—ny)! n—my —-—nu_q)!
LT Tk n!n—n)!'ny(n—ny —ny)! " ngl(n—-nu_qg —ny)!
n!

C(n,ny, ny, ..., ng) = =P(n,ny, ny, ..., Ny)

nyn,!...ng!0!
1.13 O Teorema Multinomial
Nesta secdo vamos discutir a expansdo de (x; + x, + -+ + x) "

Teorema 1.13.1

(x1 +x, + -+ x,)" = ZC(n,nl,nzl e ) X L X P X
n

Comn = n;+n,+ ... + n.

Dem.:
Note que na expansio de (x; + x, + -+ + x;) ™ 0s expoentes de x; 1. x; 2. ....x, © sd0 tais que

n= n;tn,+ ... +n, entao:

(g x4+ ) = (g 2+ x). (X + 2 + o+ x5) o (0 + 205 + o+ x).

N vezes
Assim, ha n; objetos do tipo x; (1 < i < k) nesta expansdo. O coeficiente de

ny; _np ny z
X, X0 Lx e C(n,ng,ny, ., ny)
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Exemplo 24 O coeficiente de a3h?c®d* na expansdo de (a + b + ¢ + d)*° é T el ar

Corolério 1.13.1 O Teorema Multinomial para k = 2 é conhecido como Teorema Binomial.

n

(x; +x)" = z (:) X,k

k=0

26
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Capitulo 2

Probabilidade e Modelos Probabilisticos.

O interesse do homem em estudar os fenbmenos que envolviam determinadas
possibilidades fez surgir a Probabilidade. Alguns indicios alegam que o surgimento da teoria
das probabilidades teve inicio com os jogos de azar disseminados na Idade Média. Esse tipo
de jogo é comumente praticado atraves de apostas, na ocasido também era utilizado no intuito
de antecipar o futuro.

O desenvolvimento das teorias da probabilidade e os avancos dos calculos
probabilisticos devem ser atribuidos a varios matematicos. Atribui-se aos algebristas italianos
Pacioli, Cardano e Tartaglia (séc. XVI) as primeiras consideracdes matematicas acerca dos
jogos e das apostas.

Atualmente, os estudos relacionados as probabilidades sdo utilizados em diversas
situacOes, pois possuem axiomas, teoremas e definicdes bem contundentes. Sua principal
aplicacdo diz respeito ao estudo da equidade dos jogos e dos respectivos prémios, sendo sua
principal aplicacdo destinada a Estatistica Indutiva, na acepcdo de amostra, extensdo dos
resultados a populacdo e na previsao de acontecimentos futuro.

Apds um breve contexto historico, na sequéncia iremos citar alguns termos usais para
o entendimento do estudo da probabilidade que s&o: experimento aleatorio, espaco amostral e
eventos.

Experimento aleatorio é todo experimento que, quando repetido sob as mesmas
condicbes vérias vezes, produz resultados imprevisiveis. E o caso do lancamento de dois
dados, que antes de serem jogados, ndo é possivel afirmar com exatiddo o valor da soma das
faces encontradas.

Como ja vimos no primeiro capitulo alguns conceitos sobre teoria dos conjuntos,
apresentamos agora o espago amostral e definimos como todos os resultados possiveis de
certo fendbmeno aleatorio e s6 vamos considerar aqui 0 caso do mesmo ser finito ou infinito
enumeravel. Ele sera representado pela letra grega Q (6mega).

Eventos sdo os subconjuntos do espaco amostral e sdo representados pelas letras
latinas maiusculas A4, B, .... 0 conjunto vazio, como ja visto anteriormente, sera denotada por
a.



28

2.1 Probabilidade

Definigdo 2.1.1- Uma fungdo P: Q — [0,1] € uma funcéo probabilidade se:

i) P(Q) = 1;

n
ii)P(U Aj) = Z P(A]-) ,com os Ajs disjuntos
j=1 '

Jj=1

Vamos utilizar a funcdo probabilidade em eventos que possuem a mesma chance de
ocorrer, que sdo denominados de eventos equiprovaveis.

Lancando-se uma moeda para cima e verificando a face, podemos inferir que a
probabilidade de sair cara € a mesma que a coroa, sendo assim € = {cara, coroa}, logo

concluimos que as condic¢des i e ii sdo satisfeitas.

Definicdo 2.1.2- Seja Q um espaco amostral finito e ndo vazio; e seja A um evento desse
espaco. Chama-se “Probabilidade de A”, e indica-se por P(A), 0 nimero %, onde n(4) e

n (L) indicam os numeros de elementos de A e Q, respectivamente. Isto é:

Exemplo 25 Lancaram-se dois dados numerados de 1 a 6. Determine:
a) O espaco amostral da soma das faces.

b) A probabilidade da soma das faces ser igual a 6.

c) A probabilidade da soma das faces ser igual a zero.

d) A probabilidade da soma das faces ser maior ou igual a 7.

Solucéo

a) Vamos representar o espago amostral das somas das faces construindo uma tabela e a partir
da mesma, determinamos que o numero de eventos do espago amostral é 36, cuja

representacdo dar-se-a por n(Q) = 36.
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HEBIRDO

11 112 13 14 |15 16

=10

(][]

21 122 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 |42 43 44 45 46

[=]

51 52 |53 54 55 56

(=]

ﬂ 61 62 63 64 65 66

b) Chamando de A, o evento em que a soma das faces sdo iguais a 6, temos as seguintes
possibilidades A = {(1,5); (2,4); (3,3); (4,2); (5,1)}. Portanto n(A) = 5. A seguir, vamos
determinar P (A).

n(d) 5

PO =T ~ 36

c) Chamando de B, o evento em que a soma das faces sdo iguais a 0, temos que B = {} =

@ . Portanto n(B) = 0. A seguir, vamos determinar P(B).

n(B) 0_O
nQ 36

P(B) =

d) Chamando de C, o evento em que a soma das faces sdo iguais ou maiores do que 7, temos
as seguintes possibilidades : C={(1,6); (2,5); (2,6); (3,4); (3,5); (3,6); (4,3); (4,4); (4,5); (4,6);
(5,2); (5,3); (5,4); (5,5); (5,6); (6,1); (6,2); (6,3); (6,4); (6,5); (6,6)}. Portanto n(C) = 21. A

seguir, vamos determinar P(C).

n(€) 21 7

n(@ 36 12

P(C) =

2.2 Adicao de probabilidades

A unido de dois eventos A e B, denotada por A U B, representa a ocorréncia de, pelo

menos, um dos eventos A ou B.
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Observacdo 1 Seja  um espaco amostral finito e ndo vazio. Para quaisquer eventos A e B

de Q, tem-se que:

P(AUB) = P(A) + P(B)- P(A n B)

Observacdo 2 Os eventos A e B sé@o chamados de mutuamente exclusivos se, e somente se,
ANB =&

P(AU B) = P(A) + P(B)

Exemplo 26 Determine entre os numeros de 1001 e 10000, a probabilidade de obtermos um
numero que seja multiplo de 5 ou de 7?

Solucéo:
Primeiro, vamos determinar a quantidade de nameros compreendidos entre 1001 e

10000, que formam o espago amostral (2). Sabemos que esses nimeros formam uma P.A de
r =1, primeiro termo a; = 1001 e dltimo termo a,, = 10000. Sendo assim, temos que:
a,=a, +(n—1).r
< 10000 = 1001 + (n—1).1
<899 =n-1
< n = 9000

Portanto, o espaco amostral n(2) = 9000 numeros.

Em seguida, vamos denotar por A o conjunto dos multiplos de 5 e por B o0 conjunto
dos multiplos de 7. A seguir, determinaremos a quantidade de elementos que compfe 0s

conjuntos acima citados.

O conjunto A forma uma P.A de razdo r = 5, primeiro termo a; = 1005 e ultimo
termo a,, = 10000. Sendo assim, temos que:

a,=a, +(n—1).r

& 10000 = 1005 + (n—1).5

& 8995 = 5n—-75

< 5n = 9000

< n = 1800.

Portanto, o evento A temn(A) = 1800 numeros.
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O conjunto B forma uma P.A de razdo r = 7, primeiro termo a; = 1001 e ultimo
termo a,, = 9996. Sendo assim, temos que:

a,=a; +(n—1).r

© 9996 = 1001 + (n—1).7

<8995 = 7n—-7

< 7n = 9002

& n = 1286.

Portanto, o evento B tem n(B) = 1286 numeros.

Como os eventos A e B ndo sdo mutuamente exclusivos, vamos determinar a
quantidade de elementos que fazem parte da intersecgdo (A N B). O conjunto (A N B) forma
uma P.A de razdo r = 35, primeiro termo a, = 1015 e ultimo termo a, = 9975. Sendo

assim, temos que:

a,=a, +(n—1).r

& 9975 = 1015 4+ (n—1).35

< 8960 = 35n — 35

< 35n = 8995

o n= 257.

Portanto, o evento (AN B)temn(AN B) = 257 ndmeros.

Depois de ter determinado a quantidade de elementos que compde cada conjunto,

vamos a seguir determinar a probabilidade de ocorréncia de cada um deles.

_n(4) _ 1800

P T n(Q) 9000
_n(4) 1296

P(B) “n(Q) 9000

P(ANB) = n(A NB) 257

n(@ 9000
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A probabilidade de obtermos um ndmero que seja multiplo de 5 ou 7, e que esteja

compreendido ente 1001 e 10000 seréa representado por P(A U B), logo:

P(AU B) = P(A) + P(B)- P(A n B)

1800 1296 257

< P(AV B) = 5500 * 3000 — 000"
2839

& P(AUB) = —,
9000

Definicdo 2.2.1 - Seja Q o0 espaco amostral de um experimento aleatorio e seja A um evento
de Q. Chama-se “evento complementar de A”, que indica por A, 0 evento que satisfaz as

seguintes condigoes:

)P(AU AS) = P () = 1.
)P (A N AS) = P ().

Proposi¢do 2.2.1 Como consequéncia da regra da adicdo, obtemos que, para qualquer evento
A c 2 P(A) = 1- P(A4) ¢, que pode ser verificada aplicando a regra da adi¢do com A€ no

lugar de B,temos,

P(AU A%) = P(A) + P(A°) — P(An A%
P(AU A°) = P(A) + P(A) — P(®)
P(AUA®) = P(A) + P(AS) — O.

Como P(AU A%) = P(2) = 1, segue imediatamente a igualdade desejada.

Exemplo 27 Dois processadores tipos A e B sdo colocados em teste por 50 mil horas. A
probabilidade de que um erro de célculo aconteca em um processador do tipo A é de 3—10 no
1

. 1 - )
tipo B, o5 & em ambos, PYTS Quial a probabilidade de que:

a) Pelo menos um dos processadores tenha apresentado erro?
b) Nenhum processador tenha apresentado erro?
c¢) Apenas o processador A tenha apresentado erro?

Solucéo
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a) A probabilidade de pelo menos um dos processadores tenha apresentado erro é

representado por P(A U B), sendo assim:

P(AU B) = P(A) + P(B)- P(A n B)

@PAUB—1+1 1
( )_30 80 1000°

80000 + 30000 + 2400

© P(AV B) = 2400000

281

b) A probabilidade de nenhum processador tenha apresentado erro € representado por
P(A¢ n B©), e pela Lei de Morgan visto no primeiro capitulo, temos que:

P(A€n BS) = P[(AU B)]
o P(A° n BS) = 1— P(AU B)

& P(A¢ n BY) = 1—£
B 6000
o PUAC n BS) = 6000 — 281
B 6000
5719
c Yy —
& P(AS n BY) =000

c) A probabilidade de apenas o processador A tenha apresentado erro é representado por
P(A n BY), logo:
& P(A N B = P(A) — P(ANn B)

©PANBS =+ -

30 1000
100 + 3
Cy —
& P(A N BY) = — -
103
CYy —
© P(A N BY) =555

2.3 Probabilidade Condicional

Definicdo 2.3.1- Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de A dado que

ocorreu B € representada por P(A|B) é dada por:
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P(ANB)

PUIB) =—5 o

,seP(B) > 0

Indicamos essa probabilidade por P(A|B) (lé-se “probabilidade de A, dado B™).

Exemplo 28 A tabela abaixo d& a distribui¢do dos alunos de uma turma, por sexo e por time
de futebol.

Masculino | Feminino

Vasco 15 5

Séao Paulo 3 7

Determine:
a) A probabilidade de ser Vascaino sendo do sexo masculino.

b) A probabilidade de ser S&o Paulino sendo do sexo feminino.

Solucéo:
Utilizaremos as seguintes notacoes:
SP= torcedor do S&o Paulo. M= sexo masculino.
V= torcedor do Vasco. F= sexo feminino.

a) Vamos determinar a probabilidade de esse aluno ser vascaino sabendo que é do sexo
masculino, onde: n(M) =18en(V n M) = 15, logo:
n(V n M)
n(M)

15
o PIVIM) = -

P(VIM) =

5
= P(VlM) = g

b) Vamos determinar a probabilidade de esse aluno ser Sdo Paulino sabendo que é do sexo
feminino, onde: n(F) = 12en(SPNF) = 7, logo:
n(SPNF)

n(F)

7
& P(SPIF) =

P(SP|F) =
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Exemplo 29 (Enem -2010) Para verificar e analisar o grau de eficiéncia de um teste que
poderia ajudar no retrocesso de uma doenca numa comunidade, uma equipe de bidlogos
aplicou-o em um grupo de 500 ratos, para detectar a presenca dessa doenca. Porém, o teste
ndo é totalmente eficaz, podendo existir ratos saudaveis com resultado positivo e ratos
doentes com resultados negativo. Sabe-se ainda, que 100 ratos possuem a doenca, 20 ratos sao
saudaveis com resultado positivo e 40 ratos sdo doentes com resultado negativo. Um rato foi
escolhido ao acaso, e verificou-se que o seu resultado deu negativo. Qual a probabilidade de

esse rato ser saudavel?

Solucéo:
\VVamos representar os ratos da seguinte maneira:
DP = rato doente com resultado positivo;
DN-= rato doente com resultado negativo;
SP = rato saudavel com resultado positivo;

SN= rato saudavel com resultado negativo. -

Sabe-se que 100 ratos sdo doentes e dentre esses, 40 sdo doentes com resultado
negativo, entdo concluimos que 60 ratos sdo doentes com resultado positivo.
A seguir, determinaremos o total de ratos saudaveis cujo resultado do teste deu

negativo. Sabemos que foi aplicado esse teste em 500 ratos, entdo:

Total = DP + DN + SP + SN
< 500=60 + 40 + 20 + SN
SN = 380.

Resultado Resultado

Positivo Negativo
Ratos
Doentes 60 40
Ratos

Saudaveis 20 380
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Agora vamos determinar a probabilidade de esse rato ser saudavel sabendo que o
resultado deu negativo, onde: n(N) = 420 e n(Sn N) = 380, logo:

SNN

380

19
& P(SIN) = =

Exemplo 30 (PROFMAT-AV2- MA 12-2014)

Duas maquinas A e B produzem 5000 pegas por dia. A maquina A produz 3000 pecas, das
quais 2% sdo defeituosas. A méaquina B produz as restantes 2000 das quais 1% sao
defeituosas.

a) Se uma peca for escolhida ao acaso, qual a probabilidade de ser defeituosa?

b) Da producéo total de um dia, uma peca € escolhida ao acaso e, examinando-a, constata-se

que ela é defeituosa. Qual é a probabilidade de que ela tenha sido produzida pela maquina A?

Solucéo

a) Sabe-se que a maquina A produz por dia 3000 pecas das quais 2% delas sdo defeituosas,
portanto, isso equivale a 60 pecas. De forma analoga, determinaremos a quantidade de pecas
produzidas pela maquina B, donde as 2000 pecas produzidas, 1% sdo defeituosas, sendo
assim, isso equivale a 20 pecas. A seguir, faremos uma tabela para representar as pecas

perfeitas e as defeituosas produzidas por cada maquina.

Peca Perfeita Peca Defeituosa
Maquina A 2940 60
Maquina B 1980 20

Chamando de D as pecas defeituosas, vamos calcular a probabilidade de escolher ao
acaso uma peca desse tipo, onde n(D) = 80 e n(Q) = 5000, logo:

n(D)

PO) =@
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80
(=4 P(D) = %

s P(D) = 0,016.

b) Vamos determinar a probabilidade de essa peca ser defeituosa sabendo que a mesma foi

fabricada pela maquina a, onde: n(D) = 80 e n(A n D) = 60, logo:

AND
P(AID) =%
60

& P(AID) = 0,75.

Definicdo 2.3.2- Dois eventos A e B sdo independentes, se a informagdo da ocorréncia ou

ndo de B ndo altera a probabilidade da ocorréncia de A. Isto é:

P(A|B) = P(4),P(B) > 0.
ou
P(AN B) = P(4).P(B)

Exemplo 31 (Enem -2013) Uma loja acompanhou o nimero de compradores de dois
produtos, A e B, durante os meses de janeiro, fevereiro e marco de 2012. Com isso, obteve

este gréfico:

a0 g

B0

it

&0

a0

Hm A

40 & W e

30

MNimero de compradores

20

10

a

Janegiro Fevarairo Margo
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A loja sorteara um brinde entre os compradores do produto A e outro brinde entre os
compradores do produto B. Qual a probabilidade de que os dois sorteados tenham feito suas

compras em fevereiro de 2012?

Solucéo

Note que a escolha do sorteado que comprou o produto A, ndo influenciara na escolha
do sorteado do produto B, ou seja, a ocorréncia ou ndo de B ndo altera a probabilidade da
ocorréncia de A, assim como a ocorréncia de A também ndo altera a de B. Vamos agora
determinar a probabilidade dos sorteados terem comprados os produtos no més de fevereiro e
depois utilizaremos a regra do produto de probabilidades.
Chamando de A o sorteado no més de fevereiro do produto A, vamos calcular a probabilidade
do mesmo, onde n(4) = 30 e n(Q2) = 100, logo.

A
PA) =Z§ﬂ§
30
o P(A) = 100
3

Agora denominamos de B o sorteado no més de fevereiro do produto B, vamos

calcular a probabilidade do mesmo, onde n(B) = 20 e n(2) = 120, logo.

B
P =~
@P(B)=%
1

Entdo, aplicando o produto de probabilidades, encontraremos a probabilidade dos
sorteados terem comprado os produtos no més de fevereiro, logo:
P(A n B) = P(A).P(B)

31
©P(ANB) = —.-

10 6

3
< P(ANB) =

60
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1
=4 P(A N B) = E=0,05

Exemplo 32 Uma empresa produz pecas em duas maquinas I e II, que podem apresentar
desajustes com probabilidade 0,05 e 0,10; respectivamente. No inicio do dia de operacéo o
teste € realizado e, caso a maquina esteja fora de ajuste, ela ficara sem operar nesse dia
passando por revisdo técnica. Para cumprir o nivel de producéo pelo menos uma das maquinas
deve operar. Existe a possibilidade da empresa ndo cumprir com as metas estabelecidas?
Solucéo

Seja 0; 0 evento da maquina i estar operando, i € {1,2}. Sabemos que P(0;) = 0,95

e P(0,) = 0,90. Também podemos inferir das informacBes acima que P(Of) =

0,05e P(Og) = 0,10. Como os eventos 0,e 0, sdo independentes, pois a eventual falha de
uma maquina ndo interfere no comportamento da outra.
Na figura a seguir, apresentamos um diagrama conhecido como a&rvore de

probabilidades. Cada caminho da arvore indica uma possivel ocorréncia.

0,90 0,
0,95 0,
0,10 05§
0,90 0,
Of 4
0,05 05
0,10

Faremos uma tabela que resume as ocorréncias e suas respectivas probabilidades.

Eventos Probabilidade
0,0, 0,95x0,90 = 0,855
0,05 0,95x0,10 = 0,095
0£0, 0,05x0,90 = 0,045
0§ 05§ 0,05x0,10 = 0,005

Para obter o nivel minimo de producdo diaria, precisamos ter pelo menos uma

maquina operando. Isto corresponde a ocorréncia do evento 0,0, U 0103 U 050,.

Temos,
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& P(0,0,U 0,05 U 0£0,) = P(0,0,) + P(0,0%) + P(0£0,)
& P(0,0,U 0,05 U 0£0,) = 0,855 + 0,095 + 0,045
& P(0,0,U 0,05 U 0£0,) = 0,995

Dessa forma, concluimos que a probabilidade de manter o nivel minimo de producdo é
0,995.

Definicéo 2.3.4- Os eventos C;, C,,..., C, formam uma particdo do espago amostral, se eles
ndo tém interseccao entre si e se sua unido é igual ao espaco amostral. Isto é:

)G NC =0 parai+#j.

k
ii) U C = 0.
i=1

A figura 5 apresenta um exemplo de uma particdo com 6 eventos.

Figura 5 — Particdo do espaco amostral (k= 6)

Considere o espaco amostral obtido pelos numeros das faces no lancamento de um
dado e sejam esses os eventos: A = {1}, B = {2,3}e C = {4,5,6}.

Entdo se pode verificar facilmente que, os eventos acima formam uma particdo do
espaco amostral 2 = {1, 2, 3, 4, 5,6}. Desta forma, o evento (2 pode ser escrito em termos de

interseccdes de Q2 com os eventos A, B e C, conforme ilustra a figura abaixo.

h=@nAHu@nBu@no
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Exemplo 33 O time do Vasco da Gama tem 90% de chance de ganhar um jogo, quando este
se realiza sob chuva. Caso ndo chova durante a partida, as suas chances de vencer aumentam
para 95%. Se 0 servico de metereologia estimar em 25% a probabilidade de que chova

durante a partida, qual a probabilidade do Vasco ganhar o jogo?

Solucéo

Denominamos 0s eventos da seguinte maneira:

G: Ganhar, C: Chovendo; NC= Nao chovendo.
Pelas informac@es acima, temos que:

P(G|C) = 90% = 0,9; P(C) = 25% = 0,25.
P(GINC)) = 95% = 0,95; P(NC) = 75% = 0,75.

Queremos a probabilidade de ganhar com ou sem chuva, logo:
P(G) = P(GN C) + P(GN NC)

& P(G) = P(G|C)P(C) + P(GINC)P(C)

& P(G) = 0,9.0,25+ 0,95.0,75

& P (G) = 0,9375.

Concluimos que a probabilidade do Vasco ganhar uma partida € de 93,75%.

Exemplo 34 As maquinas A, B e C sdo responsaveis por 60%, 30% e 10%, respectivamente,
da producdo de uma empresa. A maquina A produz 2% de pecas defeituosas, a maquina B
4% de pecas defeituosas e a maquina C 5% de pecas defeituosas. Calcule o percentual de

pecas defeituosas na producdo desta empresa.

Solucéo
Denominamos 0s eventos da seguinte maneira:
A: Peca produzida pela maquina A4;
B: Peca produzida pela maquina B;
C: Peca produzida pela maquina C;
D: Peca defeituosa.

Pelas informacdes acima, temos que:

P(D|A) = 2% = 0,02. P(A) = 60% = 0,6.
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P(D|B) = 4% = 0,04 P(B) = 30% = 0,3.
P(D|C) = 5% = 0,05. P(C) = 10% = 0,1.

Queremos o percentual de pecas defeituosas na producdo desta empresa, logo:

P(D)=PDnNn A +P(DnNB)+ P(Dn C).

& P (D) = P(D|A).P(4A) + P(D|B).P (B) + P(D|C).P(C)

& P (D) = 0,02.0,6 + 0,04.0,3 + 0,05.0,1

& P (D) = 0,012 + 0,012 + 0,005

& P (D) = 0,029

Concluimos que o percentual de pecas defeituosas na produgdo desta empresa é de
2,9%.

Teorema 2.3.1- Teorema de Bayes: Suponha que os eventos Cy,C,,...,C, formem uma
particdo do espago amostral e que suas probabilidades sejam conhecidas. Suponha, ainda,
que para um evento A, se conhecam as probabilidades P(A|C;) para todo i = 1,2,..., k.

Entéo, para qualquer j,

HADAG) .,

PO = S mancoray =

Dem.:
Da definicdo de probabilidade condicional temos:
P(G 0 A)
P(A)
O numerador dessa expressdo pode ser reescrito pela regra do produto, condicionado a

P(G14) =

G, isto é,

P(Gn4)=P(AnG) = P(4]G).P())

Para completar a demonstracao note que

k k
P(A) = ) P(ANC) = ) PUAICHP(C)
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Exemplo 35 Uma cliinica especializada trata apenas de trés tipos de doentes: dos que sofrem
de problemas cardiacos, dos que tem calculo renal e dos hipertensos. 50% dos pacientes que
procuram a clinica séo cardiacos, 40% séo portadores de calculo renal e apenas 10% sé&o
hipertensos. Os problemas cardiacos sdo curados em 80% das vezes; os problemas de célculo
renal em 90% das vezes e os hipertensos em 95% das vezes. Um enfermo saiu curado da

clinica. Qual a probabilidade de que ele sofresse de célculo renal?

Solucéo:
Denominamos 0s eventos da seguinte maneira:
A: Problemas cardiacos;
R: Célculo renal;

H: Hipertensos.

C: Curado;

Pelas informac@es acima, temos que:

P(C|A) = 80% = 0,80. P(A) = 50% = 0,5.
P(C|R) =90% = 0,90. P(R) = 40% = 0,4.
P(C|H) = 95% = 0,95. P(H) = 10% = 0,1.
Queremos obter P(R|C) = ngg@

Pelo teorema de Bayes temos que:
P(C|IR).P(R)

P(R =
R|0) P(C|A).P(A) + P(CIR).P(R) + P(C|H).P(H)
o P(R|C) = 0,9.0,4
(R1C) = 0,8.0,5 + 0,9.0,4 + 0,95.0,1
o PR|C) =~
(R1C) = 0,855

< P(R|C) =0,421

Exemplo 36 (PROFMAT-ENQ-2012-2) Em uma caixa ha trés dados aparentemente
idénticos. Entretanto, apenas dois deles sdo normais, enquanto o terceiro tem trés faces 1 e
trés faces 6. Um dado € retirado ao acaso da caixa e lancado duas vezes. Se a soma dos
resultados obtidos for igual a 7, qual é a probabilidade condicional de que o dado sorteado

tenha sido um dos dados normais?
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Solucéo
Vamos denotar por N o dado normal, por A o dado anormal e por 7 a soma das faces
iguais a 7.Queremos obter P(N|7) = PI(DIZ%D.

Pelas informacdes acima, podemos inferir que:

6 1 2
18 1 1
P(NN7)

Queremos obter P(N|7) = PC7)

Pelo teorema de Bayes temos que:
P(7|N)P(N)

P(N|7) = P(7|N)P(N) + P(7|A)P(A)
1 2
& PN = ——3—
6-372-3
2
o P(N|7) = H

2.4 Variaveis Aleatorias.

Uma variavel aleatdria é uma varidvel quantitativa, cujo resultado (valor) depende de
fatores aleatorios. Uma quantidade X, associada a cada possivel resultado do espago amostral,
é denominada de variavel aleatoria discreta, se assume valores num conjunto enumeravel,
com certa probabilidade. Um exemplo de variavel aleatdria discreta é o numero de alunos de

uma turma, ja o tempo de reacdo a certo medicamento é continua.

Definicdo 2.4.1 Funcéo discreta de probabilidade: A funcdo que atribui a cada valor da
variavel aleatoria sua probabilidade é denominada de funcao discreta de probabilidade ou,

simplesmente, funcéo de probabilidade. A notacdo a ser utilizada é:

PX=x)=p)=p;,i=12,...

ou ainda,
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X X1 Xy X3

pi P1 P2 P3

Uma fungdo de probabilidade satisfaz 0 < p; < 1le Y;p; = 1.

Exemplo 37 Dois dados séo lancados e observa-se o0 par obtido. O espagco amostral é formado
por 36 resultados equiprovaveis. Seja X uma variavel aleatéria definida como a soma do par
obtido. Determine a fungéo probabilidade para X.
Solucéo:

Tem-se que:

X=1{2,3,4,56,7,8,9,10,11,12}.

Para X tem-se:

1
P(x=2)=PHAALDY = 3¢

2

P(x =3)=PALDL {EDY =3¢

3
P(X = 4) = PAOLIY {22% (LY =5

4
P(x =5) =PAAD} {23} (G2} {B2) =3¢

POr=6) = PALS)): (24} (B3 (42} (G =5
PCX=7) = PULOY: (@5} (BH) (43} (G2} (L6 = 5,
POr=8) = PUCOY (BS) (1) (G (62 = 50
PCX=9) = PUGO) ((45)); (G (63 = 5¢

POX=10) = P(46)} (5)); (60 =5

POX=11) = PUGO)} (65)) = 5z

PCX=12) = P((66))) = 3¢

A funcéo de probabilidade da varidvel aleatoria soma do par obtido fica sendo:
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Em vérias situacbes é Util calcular a probabilidade acumulada até certo valor. A
definicdo a seguir apresenta esse conceito.

Definicdo 2.4.2-Funcdo de distribuicdo de probabilidade: A funcdo de distribuicdo ou
funcdo acumulada de probabilidade de uma varidvel aleatéria discreta X € definida, para

qualquer namero real x, pela seguinte expressao:

F(x) = P(X < x).

Exemplo 38 Um caminho para chegar a uma festa pode ser dividido em trés etapas. Sem
enganos o trajeto é feito em 1 hora. Se enganos acontecem na primeira etapa, acrescente
10 minutos ao tempo do trajeto. Para enganos na segunda etapa, o acréscimo é de 20 e, para
terceira, 30 minutos. Admita que a probabilidade de engano é 0,1; 0,2 e 0,3 para a primeira,
segunda e terceira etapas, respectivamente. Determine a probabilidade de haver atraso e o
atraso néo passar de 40 minutos.
Solucéo:

Seja X a varidvel aleatéria atraso em minutos. Vamos denotar os eventos da seguinte
maneira:

A= Evento com atraso de 10 minutos e P(4) = 0.1

B= Evento com atraso de 20 minutose P(B) = 0,2

C= Evento com atraso de 30 minutos e P(C) = 0,3

Tem-se que:

X = {0, 10, 20, 30,40, 50, 60}.

Para X tem-se:

P(X=0)= P (A°n B°n CC) =P (A°).P (BS).P (C€) = 0,9.0,8.0,7 = 0,504.
P(X=10)=P(An BSn C°) =P (A).P (B).P (C°) = 0,1.0,8.0,7 = 0,056.
P(X =20) =P (A°n Bn C) =P (A°).P (B).P(C°) = 0,9.0,2.0,7 = 0,126.
P(X=30)=P(An Bn C€) =P (4).P(B).P(C°) = 0,1.0,2.0,7 = 0,014.
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P(X =30)=P (A°n B N C) = P (A°).P (BS).P (C) = 0,9.0,8.0,3 = 0,216.
P(X=40)=P (AN B°n C) = P(A).P(B°).P(C) = 0,1.0,8.0,3 = 0,024.
P(X =50)=P (A°n Bn C) = P(A°).P(B).P(C) = 0,9.0,2.0,3 = 0,054
P(X=60)=P(ANn Bn C) = P(A).P(B).P(C) = 0,1.0,2.0,3 = 0,006.

Determinamos acima todas as possibilidades possiveis para se chegar a festa. E
encontramos que a probabilidade de chegar a mesma sem atraso é 0,504. Sendo assim,
concluimos que a probabilidade de chegar a ela com atraso é o seu complementar, logo a
probabilidade é 0,496. A seguir, vamos determinar a probabilidade do atraso ndo passar de

40 minutos, entdo:

P(0 < X < 40) = P(10) + P(20) + P(30) + P(40)
o P(0< X <40) = 0,056 + 0,126 + 0,23 + 0,024
o P(0 < X < 40) = 0,436.

Apbs ter definido uma funcéo discreta de probabilidade, vamos agora estudar alguns

modelos discretos de probabilidade.

2.5 Modelos Probabilisticos.

Modelos probabilisticos sdo formas mais compactas de escrever a funcdo de
probabilidade de tal maneira que existird uma lei para atribuir as probabilidades. A seguir,
veremos o Modelo Uniforme Discreto, Modelo Bernoulli, Modelo Binomial, Modelo
Geométrico e 0 Modelo Poisson. Sendo que o foco principal dar-se-a no Modelo Binomial,

haja vista que esse é estudado no ensino médio com maior énfase.

i) Modelo Uniforme Discreto.

Definigdo 2.5.1- Seja X uma variavel aleatdria assumindo valores de 1,2, 3,..., k. Dizemos
: . I - 1
que X segue o Modelo Uniforme Discreto se atribui a mesma probabilidade P cada um

desses k valores. Ou seja, a sua funcé@o de probabilidade é dada por:

P(X=))=1,j=12..,k
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A notacdo que ird representar a variavel aleatéria X no Modelo Uniforme Discreto
com valores no intervalo [1, k] serd X~ Up[1, k]. O Modelo Uniforme tem esse nome, porque

todos os seus valores ocorrem com a mesma probabilidade.

Exemplo 39 Um usuério de transporte coletivo chega pontualmente as 8 horas para pegar o
seu Onibus. Devido ao trénsito cadtico, a demora pode ser qualquer tempo entre 1e
20 minutos (admita que o relogio “pule” de minuto em minuto).Determine:

a) Qual a probabilidade de demorar mais de 10 minutos?

b) Qual a probabilidade de demorar pelo menos 5 mas ndo mais de 10 minutos?

¢) Qual a probabilidade de a demora nao chegar a 5 minutos?

Solucéo

: - A 1
a) Como cada minuto tem a mesma probabilidade de ocorréncia, com 2o Para cada um. A
variavel aleatéria em questdo, demorar mais do que 10 minutos, segue 0 modelo Uniforme e,

agora basta determinar P(X > 10), logo:
P(X>10)=P(X =11) + P(X = 12) +...+ P(X = 20)

1 1 1
& P(X >10) = oo+ o5+t oo

10 vezes

10
@P(X> 10) =%

& P(X>10)=05

b) Agora a variavel aleatoria € demorar mais do que 5 mas ndo mais de 10 minutos, entéo
vamos determinar P(5 < X < 10), logo:
P5< X <10)=P(X =5 +P(X=6)+ -+ PX =10)
1 1 1 1 1 1

< < = — —_ —_ J— J— —
SPG= X <10) 20+20+20+20+20+20
6
SPGB X <10) = —
b= X <10) >0
©PG< X <£10) = 0,3
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c) Nesse item, a variavel aleatéria é a demora ndo chegar a 5 minutos, entdo vamos
determinar P(X < 5), logo:
PX<5)=PX=1)+PX=2)+P(X=3)+P(X =4)
1 1

1 1
SPX<5) ==+ =+ =+ =
( ) 20+20+20+20

4
<=>P(X<5):%

& P(X <5)=0,2.

i) Modelo Bernoulli.

Definicdo 2.5.2- Dizemos que uma variavel X segue o Modelo de Bernoulli se atribui 0 ou
1a ocorréncia de fracasso ou sucesso, respectivamente. Com p representando a

probabilidade de sucesso, 0 < p < 1,sua funcéo discreta de probabilidade é dada por

X 0 1

pi 1-p p

ou de modo resumido, P(X = x) = p* (1 —p)1™*.
Exemplo 40 Alguns exemplos que ocorre sucesso ou fracasso. (Modelo de Bernoulli).

e O resultado de um exame médico para detec¢do de uma doenca € positivo ou negativo.
e O aluno passa ou ndo no Enem.

e No langamento de um dado ocorre ou n&o a face 2.

e No langamento de uma moeda ocorre cara ou coroa.

iii) Modelo Binomial

Definigdo 2.5.3- Considere a repeticdo de n ensaios de Bernoulli independentes e todos com
a mesma probabilidade de sucesso p. A variavel aleatéria que conta o nimero total de
sucessos € denominada Modelo Binomial com parédmetros ne p e sua funcdo de
probabilidade ¢ dada por:

PX=k)=()pr*A-p"* k=012,..,n

Usaremos a notacdo X ~ b (n,p) para indicar que a variavel aleatéria X segue o
modelo Binomial com parametros n e p.



50

Exemplo 41 (PROFMAT-ENQ-2012-2): Uma moeda com probabilidade 0,6 de dar cara, €
lancada 3 vezes.Qual a probabilidade de que sejam observadas duas caras e uma coroa, em
qualquer ordem?
Solucéo:

Seja X 0 nimero de langamentos da moeda.

p: probabilidade de dar cara em um langamento; p = 0,6.

X~b (3; 0,6), ou seja, a varidvel aleatoria X tem distribuicdo binomial com
parametrosn = 3ep = 0,6. Como queremos determinar duas caras e uma coroa, entéo

k = 2 e com funcéo de probabilidade dada por:

3
P(X=2)= (2).0,62.0,43‘2

o P(X =2) =3.0,36.0,4
o P(X = 2) = 0,432.

Exemplo 42 Um jogador de xadrez tem 0,7 de probabilidade de vitéria quando joga. Na
realizacdo de cinco partidas, determinar a probabilidade de esse jogador vencer:
a) duas partidas.

b) mais que a metade das partidas.

Solucéo:
a)Seja X o numero de realizacGes de partidas.

p: probabilidade de vencer uma partida de xadrez; p = 0,7.

X~b(5; 0,7),0ou seja, a variavel aleatoria X tem distribuicdo binomial com parametros
n = 5ep = 0,7.Como queremos determinar a probabilidade de vencer duas partidas, entdo

k = 2 e com funcdo de probabilidade dada por:

5
2

& P(X =2) =10.0,49.0,027
& P(X =2) = 0,1323.

P(X=2)= ( ).0,72.0,35—2

b) Como queremos determinar a probabilidade de vencer mais que a metade das partidas,

temos que P(X = 3), entdo:
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P(X 23)=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)

S P(X>3)= (g) .0,73.0,3573 + (i) .0,7%.0,35% + (g) .0,75.0,35°5

< P(X =3)=10.0,343.0,09 + 5.0,2401.0,3 + 1.0,16807. 1
< P(X =3)=0,3087 +0,36015 + 0,16807
& P(X =3)=0,83692.

Exemplo 43 Certa doenga pode ser curada através de procedimento cirdrgico em 80% dos
casos. Dentre os que tém essa doenca, sorteamos 4 pacientes de que serdo submetidos a
cirurgia. Fazendo alguma suposicdo adicional que julgar necessaria, responda qual é a
probabilidade de:

a) Todos serem curados?

b) Pelo menos dois ndo serem curados?

c) Ao menos 3 ficarem livres da doenga?

Solucéo:
a)Para que tenhamos todos curados, k sera 4. Entdo:
— — 4 4 4-4
P(X =4) = (4).0,8 0,2

& P(X = 4) = 1.0,4096. 1
& P(X = 4) = 0,4096.

b) Para que tenhamos pelo menos dois ndo curados, significa dizer que € 0 mesmo que no
maximo 2 ndo curados, ou seja, determinaremos P (X < 2), entdo k assumird 0,1 e 2. Logo:
PX<2)=PX=0)+PX=1)+PX=2)

3) .0,80.0,24° + (‘1‘) 0,810,241 + (;) .0,82.0,2+2

& P(X <4) =1.1.0,0016 + 4.0,8.0,008 + 6 . 0,64 . 0,04
& P(X < 4) = 0,0016 + 0,0256 + 0,1536
& P(X <2)=0,1536

<=>P(XS2)=(

c) Para que ao menos 3 fiquem livres da doenca, determinaremos P(X = 3), entdo k assumira
3 e 4.Logo:
P(X 23) =PX=3)+P(X =4)
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o P(X22)=(3).08%023 +(;).08.02+*

& P(X >3)=4.0,512.0,2 + 1.0,4096.1
& P(X =3) =0,4096 + 0,4096
& P(X = 3) =0,8192,

iv) Modelo Geométrico

Definicdo 2.5.4 Dizemos que uma variavel aleatoria X tem distribuicdo Geométrica de
parametro p, se sua funcéo de probabilidade tem a forma

PX=k)=p.(1-p*0<p<1ek=012,...
Nesse caso, usaremos a notagdo X ~ G (p).

Notar que o experimento encerra quando ocorre 0 primeiro sucesso.

Exemplo 44 Joga-se um dado equilibrado. Qual é a probabilidade de serem necessarios

9 langamentos até a primeira ocorréncia de um multiplo de 3?

Solucéo

) . - 1 .
Nesse caso, 0 sucesso € a ocorréncia da face ser um multiplo de 3. Logo, p = 3 Seja

X = numero de lancamentos até o primeiro multiplo de 3. Entdo, X ~ G (%) € COmMo queremos

determinar a probabilidade da ocorréncia de um multiplo de 3 até o oitavo lancamento, isso

significa que k = 8. Portanto
P(X =8) = %(1 —§)8
o P(X=8)= %(5)8
=P =8)=- ()

256
19683

& P(X=8)=0,013

& P(X=8) =
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v) Modelo Poisson

Definicdo 2.5.5- Uma variavel aleatdria X que tem distribuicdo de Poisson é caracterizada
apenas pelo pardmetro 1 > 0. Onde A é a taxa de ocorréncia dos eventos no intervalo de
tempo. A notagdo utilizada sera X~Po(4).

A funcéo de probabilidade da distribuicdo de Poisson é:
19k
PX=k) = %

Onde: e é uma constante (base do logaritmo neperiano) valendo aproximadamente 2,718. ..
A é 0 nimero esperado de sucessos no intervalo considerado
k é o nimero de sucessos (x = 0,1,2,...,.)

Observagoes:

1. A probabilidade de observar apenas um sucesso no intervalo é estavel.

2. A probabilidade de observar mais que um sucesso no intervalo é zero.

3. A ocorréncia de um sucesso em qualquer intervalo é independente da ocorréncia de sucesso
em qualquer outro intervalo.

Exemplo 45 Um laboratério estuda a emissao de particulas de certo material radioativo. Seja
N: namero de particulas emitidas em 1 minuto. O laboratério admite que N tem funcéo de

probabilidade Poisson com parametro 5, isto &,
e 55k

P(X=k) = k=0,1,2,..

k!
a) Calcule a probabilidade de que em um minuto ndo haja emiss@es de particulas.
b) Determine a probabilidade de que pelo menos uma particula seja emitida em um minuto.
¢) Qual a probabilidade que, em um minuto, o nimero de particulas emitidas esteja entre 2 e 5

(inclusive)?

Solucéo

a)Para que ndo haja emissdes de particulas, k sera igual a zero, logo:
e~55F
k!
(2,718)75.5°
0!

P(N=K) =

& P(N=0) =

& P(N = 0)=0,0067



54

b) Para determinarmos a probabilidade de que pelo menos uma particula seja emitida em um
minuto, isso é a mesma coisa que o complementar de que ndo haja emissdes de particula,
sendo assim, temos que:

PIN=0)+P(N=>1)=1

& 0,0067+P(N>1)=1

& P(N>1)=1-0,0067

& P(N>1) = 0,9933.

¢) Vamos determinar a probabilidade que, em um minuto, 0 numero de particulas emitidas
esteja entre 2 e 5, entdo P(2 < N < 5), para isso, k assumira como seus valores o 3 e 4,
logo:

P2<N<5)= P@Q3) + P(4)

(2,718)75.53  (2,718)7%53
3! + 4!

eP(2<N<5)=0,14 + 0,176

& P(2 < N < 5)=0,316.

&P(2<N<5)=
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Capitulo 3

Proposta de Ensino

E notdrio que a aprendizagem da matematica é desafiadora por parte da grande
maioria dos discentes por ser uma ciéncia que necessita do raciocinio abstrato e isso acontece
com maior frequéncia a partir do Ensino Fundamental maior (6° ao 9° ano) e no Ensino
Médio. No Ensino Médio, alguns contetudos assustam com maior intensidade os discentes e,
ao citar alguns desses, ndo podemos esquecer a Anélise Combinatdria e a Probabilidade.

Vaérios fatores dificultam o ensino, dentre eles podemos citar as péssimas condi¢des
das escolas, 0 nimero crescente de atos de indisciplina e a ma formacdo dos docentes. Este
ultimo tem uma grande parcela de responsabilidade nesse contexto, haja vista que
principalmente em relacdo aos conteudos citados, exige-se além da metodologia tradicional
comumente utilizada em aulas de matematica (definicdo, exemplos e exercicios), um
raciocinio mais apurado para compreender oS mecanismos que levardo aos objetivos
propostos.

Também, ndo podemos deixar de mencionar a falta de motivacdo tanto por parte dos
docentes como dos discentes. A motivacdo tem uma importancia fundamental durante o
processo de aprendizagem e esta tem o poder de influenciar de forma positiva as relagdes

desenvolvidas neste processo.

A motivagdo refere-se a forgas que energizam, dirigem e sustentam os esforgos de
uma pessoa. Todo comportamento, exceto reflexos involuntarios como o piscar de
olhos (que geralmente tem pouco a ver com administracdo), é motivado.
(BATEMAN & SNELL, 1998, p. 360)

No processo ensino-aprendizagem, o aluno precisa estar motivado para aprender,
contudo o professor ndo € o Gnico responsavel por essa motivagdo. Outros fatores influenciam

decisivamente nesse processo, tais como a estrutura do estabelecimento de ensino, 0 acesso aos

materiais didaticos e recursos multimidias.

A motivagdo tem a fungdo de conduzir os atores desse processo a agao e impulsionar
docentes e discentes a desempenharem seus papéis de forma satisfatdria, conduzindo-os
respectivamente a transmisséo eficiente dos contetdos e assimilacdo concreta dos mesmos.

Schwartz (2006) se apoia nas ideias de Freire (1987) para afirmar que a motivacéo nos
processos de ensino e de aprendizagem precisa fazer parte da agdo, ou seja, 0 sujeito se

motiva/é motivado enquanto estd atuando, ensinando/ aprendendo. Um professor com agdes
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motivadoras na sala de aula tera mais facilidade de instigar o discente a sentir-se motivado a
desenvolver a¢Bes que o conduzam a assimilar contetdos, obter e produzir conhecimento.
Assim, professor e aluno sdo motivados enquanto desempenham seus papeis durante a
transmissdo e assimilacdo de conhecimentos.

Da mesma forma, Schwartz (2006) reafirma as ideias de Schor (1987) ao concordar
gue a motivagdo precisa estar imbricada no reconhecimento da importancia que o
conhecimento tem. A motivacao € relevante para o entendimento do individuo enquanto ser
atuante no processo de aprendizagem, levando em consideracdo suas vivéncias uma vez que
as dificuldades encontradas ao longo da vida se ddo também pela falta de motivacdo do
individuo, e trabalhar este aspecto na vida do aluno pode resultar em grandes mudangas, tanto
no ambito educacional, quanto pessoal.

Diante de uma realidade cada vez mais cruel, o ensino da matematica se torna algo
mais desestimulante para aqueles que estdo inseridos nesse contexto, e para o professor, sera
necessario cada vez mais encontrar metodologias para expor as suas aulas de uma forma que
venha a atrair o seu alunado.

Com base nesse contexto, neste capitulo, elaboramos uma proposta de sequéncia
didatica sobre Analise Combinatdria, Probabilidade e Modelos Probabilisticos para aplicacéo
na Educacdo Basica, com o intuito de sugerir aos docentes do Ensino Médio uma abordagem
do conhecimento matematico referente a esses assuntos.

Na sequéncia abordamos alguns conceitos da didatica matematica que norteiam a
discussdo sobre sequéncia didatica e que integram a base tedrica para o objeto de destaque

neste capitulo.

3.1 Sequéncia Didatica

A palavra didatica do grego didaktikos e didaktds significa préprio para instruir, que se
pode ou € preciso ensinar. No campo da préaxis a didatica € um recurso pedagdgico
intrinsicamente relacionado ao processo de ensino-aprendizagem em que o docente
desenvolve métodos de ensino para formacdo do discente. Porém, a elaboracdo do método, a

partir de objetivos que se pretende alcancar, deve levar em consideragdo 0s aspectos socais,

politicos e culturais nos quais o discente esta inserido:

A relacéo entre professor e alunos esta voltada basicamente a formacéo intelectual,
implica aspectos gnosiolégicos, psiquicos e socioculturais mas envolve sempre uma
relacdo social, seja entre professor e alunos, seja na dindmica de relagBes internas
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que ocorre na escola em suas praticas organizativas, seja nas relagdes com a
comunidade e sociedade. (LIBANEO, 2009, p.14).

A didéatica da matemética ¢ uma das tendéncias da grande &area da Educagdo
Matematica, cujo objeto de estudo é a elaboragdo de conceitos e teorias que sejam
compativeis com a especificidade educacional do saber escolar matematico, procurando
manter fortes vinculos com a formacdo de conceitos matematicos, tanto em nivel
experimental da pratica pedagdgica, como no territorio tedrico da pesquisa académica. E a
arte de conceber e conduzir condi¢des que podem determinar a aprendizagem do discente no
processo ensino-aprendizagem.

Nesse contexto, surge uma proposta de ensino que tem por base as sequéncias
didaticas. Estas ttm como objetivo criar situacGes que possibilitem ao professor perceber os
comportamentos cognitivos dos alunos, quando os mesmos estdo envolvidos em fenémenos
gue ndo estdo habituados, levando-os a serem agentes ativos no processo de ensino e
aprendizagem.

Segundo Brousseau (1986, p.8),

Uma situacdo didatica é um conjunto de rela¢fes estabelecidas explicitamente e ou
implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos, num certo meio,
compreendendo eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema educacional (0
professor) com a finalidade de possibilitar a estes alunos um saber constituido ou em
vias de constituicdo [...]. O trabalho do aluno deveria, pelo menos, em parte
reproduzir caracteristicas do trabalho cientifico propriamente dito, como garantia de
uma construcdo efetiva de conhecimentos.

Assim, uma situacao didatica e formada pelas relacdes pedagdgicas determinadas em sala
de aula entre o professor, os alunos e o0 conhecimento matematico, com o propoésito de
desenvolver atividades voltadas para o ensino e para a aprendizagem de um contetdo especifico.

A situagdo didatica, formada por atividades que podem ser definidas como sendo “os meios”
usados pelo professor para instigar o aluno a vivenciar as experiéncias necessarias que contribuam
para o desenvolvimento de competéncias e habilidades. Assim, o aluno teria participagdo ativa no
processo de ensino-aprendizagem, e ndo seria apenas receptor de informacbes, 0 mesmo estaria
assimilando e produzindo conhecimento durante a sequéncia didatica aplicada pelo professor.

Nesse processo um recurso que permite aflorar tais capacidades é a metodologia de
resolucdo de problemas, pois favorece ao aluno maneiras de expressar diferentes estratégias
para encontrar respostas aos desafios propostos e ainda, possibilidade de manifestar

verbalmente ou por outras representacdes o que esta elaborando em uma situacéo de desafio.
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Na resolugdo de um problema o conhecimento é assimilado com uma série de
adaptacdes que o aluno realiza sob a influéncia de situacdes que ele vivencia na escola e na
vida cotidiana, tais como contar pessoas, comprar balas, fazer compras em um supermercado.

Assim, situacdes de desafios propostas pelo professor contribuem para valorizar a
investigacdo, a integracdo e a cooperagdo, incentivando a acdo do aluno. E o estimulo a
cooperacao entre o grupo (alunos e professor), que conduz a assimilacao, troca e producao de
conhecimento no decorrer das situacOes didaticas. FREITAS (2002) se remete a teoria das
situacOes didaticas de Brousseau para fazer uma analise do processo de ensino-aprendizagem
de matemética em sala de aula, propondo alcancar uma educacdo mais significativa para o
aluno, de forma que o conhecimento esteja realmente atrelado aos conhecimentos prévios do
discente. Esta teoria reflete sobre a forma com que podemos idealizar e expor ao aluno o
conteddo matematico, considerando um desafio, tendo em vista a especificidade do saber
matematico.

Na situacdo didatica o professor € o mediador do conhecimento, portanto ndo o
transfere ao aluno, mas desafia 0 mesmo a buscar a resolucdo do problema, para tal é
necessario que haja previamente uma intencdo pedagogica com objetivos e metas: “Existird
uma situacao didatica sempre que ficar caracterizada a intengdo do professor, de possibilitar
ao aluno a aprendizagem de um determinado contetido”. (FREITAS, 2002, p.80)

Deste modo, uma das questfes primordiais do vinculo da apresentacdo do conteudo
com a realidade do aluno é a forma de apresentacdo do conhecimento num contexto que
proporcione ao aluno um verdadeiro sentido, pois, quando este contetdo é apresentado de
forma aleatdria, torna-se desprovido da verdadeira finalidade do processo de ensino e de
aprendizagem.

Freitas (2002) retoma os conceitos de Brousseau sobre o0s tipos de aprendizagem para
elucidar que o aspecto formal do ensino da matematica ndo deve representar a esséncia do

conhecimento.

A aprendizagem por adaptagdo na qual o aluno se defronta com a necessidade de
adequar o seu conhecimento a um determinado problema que lhe foi colocado no
quadro de uma situacdo didatica. Por contraposicdo a esta adaptacdo esta a
‘aprendizagem formal’ que procura sobrepor a memorizagdo, a técnica e 0s
processos de automatismo a compreensdo verdadeira das ideias matematicas
(FREITAS, 2002, p.86).

Com o propdsito de proporcionar ao aluno um contexto que revele a intencdo de

ensinar matematica surgem as situacdes adidaticas, desvelando aspectos que ocorrem durante
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a resolucdo de problemas e a elaboracdo de conceitos pelos alunos. Na situacdo adidatica o
aluno trabalha de forma independente e ndo sofrendo nenhum tipo de controle direto do
professor em relacdo ao conteudo, o aluno se apropria da situacdo e busca resolver o
problema, o professor controla o andamento da situacdo e ndo o saber. (FREITAS, 2002,
p.84).

A resolucdo de problemas, por ser uma situagdo didatica, é fundamental no ensino
aprendizagem da matematica devido a especificidade desta disciplina, pois quase todo o
trabalho de educacdo matematica envolve algum tipo de problema. Assim, no processo de
construgcdo do conhecimento matematico é importante ndo so6 o encontro de “boas respostas”,
mas também a elaboragdo de “boas questdes” no processo de aprendizagem, assim segundo
Freitas (2002 p.90), “se o aluno consegue uma boa resolugdo de problema, pode-se concluir
que ele possui um determinado conhecimento; caso contrario é sinal que ele precisa evoluir e
atender as expectativas do contexto”.

Os documentos oficiais, como os PCN (BRASIL, 1998), reiteram a necessidade do
desenvolvimento de diversas competéncias, dentre as quais aponta a resolucdo de problemas,
que deve estimular o conhecimento procedimental, de modo a intensificar o conhecimento
conceitual. “Aprender Matematica [...] deve ser mais do que memorizar resultados dessa
ciéncia e a aquisicdo do conhecimento matematico deve estar vinculada ao dominio de um
saber fazer Matematico e de um saber pensar matematico” (BRASIL, 1998, p. 41).

Neste texto, entendemos por problema uma situagdo nova, diferente, dificil ou
surpreendente, que se constitui em obstaculo entre a proposicdo e a solugdo, de modo que o
individuo busque caminhos, procedimentos alternativos, o que favorece a busca de uma
diversidade de solucdes e exige o trabalho de investigacdo e tomada de decisdo. A situacédo
didatica com a qual o professor apresenta os problemas ao aluno influencia fortemente o
significado do saber escolar matematico que este tera.

Neste sentido, fazemos uso de problemas nas atividades que propomos na sequéncia
didatica. De acordo com Zabala (2007, p. 18) sequéncias didaticas sd@o “um conjunto de
atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos objetivos
educacionais, que tém um principio e um fim, conhecido tanto pelos professores como pelos
alunos”. Sao as estratégias e intervengdes que o professor utiliza ao elaborar o planejamento,
€ necessario que essas sequéncias sejam elaboradas de acordo com o objetivo que o professor

pretende alcancar para aprendizagem do aluno:
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Uma sequéncia didatica & uma série de situagdes que se estruturam ao longo
de uma quantidade prefixada de aulas. Devidamente estruturadas, essas
situacdes tém como objetivo tornar possivel a aquisicdo de saberes bastante
claros, sem esgotar o assunto trabalhado. Desse modo, uma sequéncia didatica
ndo pode, a priori, ter seu tempo de duracdo estipulado de acordo com o
programado, pois 0 seu cumprimento leva em conta as necessidades e as
dificuldades dos alunos durante o processo. (TEXEIRA e PASSOS, 2013,
p.162.)

Ao elaborar uma sequéncia didatica no campo da matematica, é necessario levar
em consideracdo a forma de abordagem do conteddo que conduzird o aluno a uma
situacdo didatica, de modo que este participe ativamente interagindo na construcdo do

conhecimento ao invés de ser um receptor de informagdes.

3.2 Niveis Sugeridos para aplicacéo

e Segundo ano do ensino médio;
e Terceiro ano do ensino médio;

e Cursos preparatorios para Olimpiadas de matematica;

3.3 Duracéo estimada

e No Ensino Médio, de 12 a 15 aulas;
e Em cursos preparatorios para Olimpiadas de Matematica, sendo visto no curso de
Matematica Discreta com duracdo de 60 horas para aprofundamento e utilizacdo de

materiais selecionados pelo professor.

3.4 Desenvolvimento

A seguir, propomos uma sequéncia didatica envolvendo trés problemas, sendo que, na
primeira apresentamos um problema de Analise Combinatéria mais especificamente a
Combinagéo. No segundo um problema de Probabilidade envolvendo combinagdes, e por fim,
no terceiro apresentamos um problema sobre Modelos Probabilisticos, mais especificamente o
Modelo Binomial.

Nesta sequéncia, apresentamos problemas que envolvem em suas resolucfes o aparato
tedrico fundamental visto nos seus respectivos capitulos, bem como exemplos, exercicios e

situacOes-problemas e aspectos desses contetudos que podem gerar davidas.
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Através de definicdes, proposicoes, teoremas, exercicios-chave e aplicacBes que se
propde a um estudo progressivo e dindmico dos contetdos tratados, elucidando ao estudante
diversos pontos que podem ajuda-los a resolver problemas dos mais variados tipos, inclusive
questdes relacionadas ao cotidiano, numa abordagem interdisciplinar.

Na escolha dos problemas levou-se em conta a abordagem mais ampla dos contetidos
apresentados nos dois primeiros capitulos deste trabalho e a busca por uma situacdo de fécil
ligacdo com o cotidiano do alunado.

Apresentamos as solucGes para os problemas utilizando linguagens que sdo mais
proposta nos livros didaticos. Nelas, usa-se uma linguagem coerente com a linguagem
matematica proposta para alunos do Ensino Médio e se baseia nos contelidos expostos nos

dois primeiros capitulos desta dissertacao.

Propdsito e Justificacdo do Problema 1

Sabe-se que a maior dificuldade apresentada pela maioria dos estudantes é a escolha
do tipo de ferramenta de contagem que terdo que usar para modelar o problema, distingéo essa
que requer ou ndo a consideragdo da ordem de um conjunto de elementos. Por esse motivo,
temos como objetivo discutir o ensino de problemas em que a ordem ndo € importante
(combinagBes) e admitimos que 0s mesmos ja tenham estudado o método de contagem em
que a ordem interessa (permutagdes). Por exemplo, situagdo do tipo: “Entre 6 alunos , escolha

3 para ir a um passeio realizado pela escola’.

Desenvolvimento das Atividades.

Problema 1 - Entre os 11 jogadores titulares do Vasco da Gama, teremos que escolher 3

para cobrar os pénaltis. Quantos grupos diferentes poderiam ser formados?

Depois de permitir que os alunos facam as suas préprias investidas para resolver esse
problema, consideramos apropriado que o professor solicite aos alunos que facam o registro
num quadro, como demonstrado abaixo, em que cada linha tera que colocar todos 0s grupos

de 3 jogadores que vao agora ser contados apenas uma vez.

ABC ACB BAC BCA CAB CBA
ABD ADB BAD BDA DAB DBA
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Justificamos esse procedimento com base em nossa experiéncia ao ensinar este
contetido, que nos revelou que muitos ndo conseguem chegar a resposta correta e 0s que
conseguem fazem por meio do registro de todas as possibilidades.

Usamos as letras para representar cada um dos jogadores. Certamente ndo é necessario
para os alunos completarem totalmente a tabela, mas apenas algumas linhas para entenderem
a sua resolugéo.

Ap0s a representacdo dos alunos em forma de tabela, o professor podera fazer algumas
indagacdes do tipo:

e Como calcular a quantidade total de elementos que tém esta tabela?

e Como calcular o numero de elementos de cada linha da tabela?

e Como usar esses dois valores calculados anteriormente e a estrutura da tabela para
obter o resultado?

Como ja estudaram as permutacOes, encontrardo um total de 11 x 10 x 9 = 990
agrupamentos em que a ordem interessa. Como em cada linha eles encontraram 6 grupos e
apenas 1 dentre esses 6 representam o mesmo subconjunto, por isso, faz-se necessario a
divisdo de 990 por 6, ou seja 990 por 3! que equivale a 165 grupos.

Inicialmente, propomos que o professor informe que qualquer jogador escolhido, s6
podera bater um pénalti e depois disso, ele mostrara que a ordem de escolha de certo jogador
no mesmo grupo ndo influenciara, ou seja, pela defini¢cdo 1.10.1 vista no primeiro capitulo, é
uma Combinacdo Simples.

Depois de ter identificado a técnica de contagem que modela o problema, sugerimos
gue, juntamente com os estudantes, seja realizado o calculo de modos possiveis de se

determinar a solugéo.

Solucéo
Pelo enunciado, temos que n = 11 e k = 3, logo:
n!
Cnk) =———=
k) = e —h
11! 11! 11.10.9.8!
c(11,3) = = = 165 grupos.

31(11—-3)! 38 3.2.18

Observacao 3.4.1 Alunos do Ensino Médio costumam resolver esta questdo listando todas as
combinagOes possiveis, mas vale a ressalva que, para valores considerados relativamente
“pequenos”, isso ndo seria algo que geraria certo desgaste, porém quando trabalhassem com
situagbes que a solugdo tenha um grande nimero de possibilidades, os mesmo nao

conseguiriam chegar a solucao.
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Por esse motivo, também consideramos necessaria a discussdo de situacdes em que é
quase que impossivel a listagem de todas as combinac¢Ges, como exemplificado na situagdo-

problema 1.

Situacdo-Problema 1 Temos que escolher 5 pessoas dentre 20 para receber presentes iguais.
Quantos grupos poderéo ser formados?

Solucéo

Percebe-se que esta Situacdo-Problema tem uma modelagem matematica muito
parecida com o exemplo anterior, ou seja, podemos inferir que 0 mesmo é um problema
relacionado a combinacgdo, sendo assim, temos que:

Pelo enunciado, temos que n = 20 e k = 5, logo:

n!
Cnl) = =
Co0s) - 20 _ 200 201918170615
P) T EI(20=5) 515! 5432115 grupos

Chegamos a conclusdo que teremos 15504 grupos.

De fato, mostramos que de alguma forma que for utilizada pelo aluno, 0 mesmo muito
que provavelmente ndo chegaria a resolucdo desse problema sem a utilizacdo da ferramenta
matematica.

A seguir, apresentamos um problema de Probabilidade, utilizando os conceitos de

Permutagdes e combinagdes.
Propdsito e Justificacdo do Problema 2

E sabido que a maior dificuldade apresentada pelos estudantes do Ensino Médio em
relacdo ao estudo da Probabilidade é em definir o Espaco Amostral e o Evento escolhido
quando este vem relacionado & Andlise Combinatéria. Por esse motivo, temos como objetivo
discutir o ensino de problemas em que se faz necessario definir o Espaco Amostral e o Evento
que se pede através de algum método de contagem. Por exemplo, situacdo do tipo: “Doze
pessoas sdo divididas em trés grupos de 4. Qual a probabilidade de duas dessas pessoas

ficarem no mesmo grupo?”
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Desenvolvimento das Atividades.

Problema 2 Em um grupo de 4 pessoas, qual € a probabilidade de ndo haver alguma

coincidéncia de signos do zodiacos?

Novamente, deixaremos que os alunos facam as suas préprias investidas usando os
seus conhecimentos para solucionar esse problema. Como 0s mesmos ja viram os métodos de
contagem seria interresante que o professor orientasse para se atentarem a utilizar algum
desses. Caso algum aluno nédo consiga visualizar o método a ser aplicado, mais uma vez ele
podera listar as possibilidades.

Apds a confeccdo da tabela, alguns questionamentos podem ser feitos pelo professor,
€como 0s gque seguem abaixo:

e Qual a possibilidade de signo para cada pessoa?

e Qual a possibilidade de signo para cada grupo de 4 pessoas?

e Qual a possibiladade do grupo de 4 pessoas terem signos diferentes?

e A partir dos questionamentos acima, poderiamos determinar os grupos de 4 pessoas
que ndo tem todos 0s signos iguais?

Depois de uma breve discussdo entre o professor e os alunos sobre os resultados
obtidos e a forma com que conseguiram chegar a solucdo, entdo mostraremos uma solucao

para esse problema.

Solucéo

Primeiramente vamos determinar o nimero de elementos do espaco amostral (£2), que
é formado pelos grupos de 4 pessoas que engloba todas as possibilidades, sendo assim, temos
uma permutacdo de 4 elementos de um total de 12 com repeticGes e sem restricles, e de
acordo com a proposicio 1.9.2 deste trabalho, é denotada por U(n, k) = n*, onde n=12¢
k = 4.

n(Q) = U(n, k) = n*.

en(Q)=Umk) = 12*

e n(Q) = U, k) = 12* = 20736 possibilidades.

Em seguida, vamos determinar 0 numero de eventos possiveis que € ter grupos de 4

pessoas em que ndo haja coincidéncia dos signos dos zodiacos, e vamos denotar pela letra
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latina maiuscula (A). Percebe-se que agora ndo podera haver repeticdo, portanto pela

definicdo 1.9.1 teremos uma permutacdo simples em que n = 12 e k = 4, logo:

n!
P(nk) =———
1) = =
_ 120 120 12.11.109.8! o
= P(12,4) = m = F = T = 11880 pOSSlbllldadeS.

Depois de determinados o Espaco Amostral e o Evento solicitado no problema 2,
seguiremos aplicando a definicdo 2.1.2 e determinaremos a probabilidade P(A). Portanto:

peay LA 11880 55
Th(Q) 20736 96 > our

Observacdo 3.4.2 Vale a pena comentar mais uma vez com o0s discentes que é quase que
impossivel listar todas as possibilidades para determinar o nimero de elementos do espaco
amostral, assim como o nimero de elementos do evento, e enfatizaria a importancia de saber
identificar o tipo de ferramenta de contagem que sera utilizada.

Neste dltimo exemplo, discutiremos 0s eventos independentes e mostraremos a

importancia do uso do Modelo Binomial para facilitar na solucdo dos problemas.

Proposito e Justificacdo do Problema 3

O conceito de eventos independentes tem uma importancia fundamental para que
possamos trabalhar com problemas que necessitem de vérias repeti¢des. Por esse motivo,
temos como objetivo discutir o ensino de problemas em que se faz necessario identificar se os
eventos sdo independentes e que tipo de Modelo Probabilistico poderd ser aplicado. Por
exemplo, situa¢ao do tipo; “Um dado ¢é lancado 30 vezes, qual a probabilidade de ocorrer 10

vezes um numero divisivel por 3.

Desenvolvimento das Atividades.

Problema 3 Uma moeda, com probabilidade 0,6 de dar cara , é lancada 3 vezes. Qual a
probabilidade de que sejam observadas duas caras e uma coroa, em qualquer ordem?
Novamente, deixaremos que os alunos facam as suas préprias investidas usando os
seus conhecimentos para solucionar esse problema. Estamos admitindo que eles ja tenham
visto a definicdo de eventos independentes e a partir dai, possam identificar essa situacdo e

aplicar. O professor pode fazer alguns questionamentos do tipo:
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e Os eventos sdo independentes?

e A definicdo de uma ordem de lancamento influenciaré no resultado?

e Para um grande nimero de lancamentos, eles conseguiriam representar de alguma
maneira?

O professor pode também orienta-los a tentar representar 0s eventos que poderiam
ocorrer onde C representa coroa e K cara. As possibilidades poderiam ser KKC; KCK ou
CKK e através do produto de probabilidades os discentes encontriam a resposta.

Depois de uma breve discussdo entre o professor e os alunos sobre os resultados
obtidos e a forma com que conseguiram chegar a solucdo, entdo mostraremos uma solucao

para esse problema através de um Modelo Probabislistico discreto.
Solucéo

Percebe-se que esse problema é do tipo Binomial, porque tem mais de um ensaio e a
ocorréncia de um evento é do tipo sucesso ou fracasso com parametros X ~ b (3;0,6) e além
disso, k = 2.

De acordo com a defini¢do 2.5.3, temos que:

Px =1 =) p* (- pnt
SP(X=2)= (;) (0,6)% (1 — 0,6)32
& P(X =2) =3.0,36.0,4

& P(X =2) = 0,432

Observacao 3.4.3 Novamente o comentario sobre a representacdo de todas as possibilidades é
valida para este exemplo. Os alunos gostam de fazer o comentério que fazer este tipo de
exemplo, listando as possibilidades e aplicando o produto de probabilidades é mais facil por
ndo usar uma linguagem matematica mais avancada. Vale mais uma vez o comentario do
professor que nem sempre isso sera possivel e em seguida mostrar uma situagdo-problema que

faga com que esse comentario tenha uma sustentagao.

Situacdo-Problema 2 Uma moeda, com probabilidade 0,7 de dar cara , é lancada 25
vezes.Qual a probabilidade de que sejam observadas 18 caras e 7coroas, em qualquer

ordem?



67

Solucéo

Assim como o problema 3, Percebe-se que esse problema é do tipo Binomial, porque
tem mais de um ensaio e a ocorréncia de um evento é do tipo sucesso ou fracasso com
parametros X ~ b (25;0,7) e além disso, k = 18.

De acordo com a definicéo 2.5.3, temos que:

Px =1 =) p* A -pn

o P(X = 18) = (ig) (0,7)18 (1 — 0,7)25-18

& P(X = 18) = 480700.0,0016.0,00021
& P(X =18) = 0,17

Assim como na situacdo-problema 1, mostramos que o0s dados presentes neste
problema dificultam a sua resolucdo pelo método que envolve o registro de todas as
possibilidades e, por esse motivo se faz necessario a utilizacdo da ferramenta matematica que
utilizamos.
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