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Resumo

Neste trabalho sao feitas observagoes sobre algumas formas em que se é possivel ensi-
nar e aprender geometria através das representacoes. Para isso, tratamos da linguagem
matematica, do entendimento dos modos de representacao e do ensino de geometria
aliado a outras areas da Matematica no Ensino Basico. A pesquisa bibliogréfica con-
templou um breve estudo sobre o ensino de geometria nas escolas piblicas, explorando
a presenca em livros didaticos da historia da matemaética, da resolucao de problemas
e das representacoes. Indicamos também, algumas das minhas praticas de ensino que
relacionam diferentes formas de representar e de representacoes através de objetos reais

e de recursos computacionais.

Palavras-chave
Geometria. Linguagem matematica. Livro didatico. Praticas de ensino e aprendi-

zagem. Representagoes.



Abstract

This work observations are made about some ways in which it is possible to teach
and learn geometry through the representations. For this, we treat the mathematical
language, understanding of the modes of representation and the teaching of geometry
combined with other areas of Mathematics in Basic Education. The literature search
included a brief study of geometry teaching in the public schools, exploring the presence
in textbooks of history of mathematics, problem solving and representations. We
note also, some of my teaching practices that relate different ways of representing and

representations through real objects and computing resources.

Keywords
Geometry. Mathematical language. Practices of teaching and learning. Represen-

tations. Textbook.
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Introducao

As representagoes possuem significativa importancia para o conhecimento, elas per-
mitem que se possa sair do imaginario, do interior do ser, para o exterior, promovendo
sua disseminacao. Mesmo ap6s anos como estudante e alguns anos como professor, ape-
sar de utilizar e ter certa proximidade com as representacoes, nao havia tomado ciéncia
do quanto as representagoes estao presentes na matematica, e que elas sao propicias a
aprendizagem.

O despertar surgiu na oportunidade de novos e mais aprofundados estudos de al-
gumas areas da Matemaética, principalmente a geometria. A percepcao de que estas
areas se comunicavam e a procura por resolver o maximo de problemas e observa-los
sob diferentes solugoes, culminou neste trabalho.

No Capitulo 1, destacamos breves fatos histéricos sobre geometria e representacao,
com objetivo de situar e evidenciar a presenca das representacoes no desenvolvimento
da Matemética. Discorreu-se sobre registros mateméaticos em paredes, madeira, papiros
etc. e a construcao da Matematica baseada no cotidiano e na resolucao de problemas,
para entao dispor sobre a estruturacao do conhecimento matematico.

No Capitulo 2, seguem caracteristicas do ensino em escolas publicas, observando
o ensinar e aprender em geometria. Destacamos as politicas empregadas no ensino
(PCNs, LDB e outros), os livros didaticos, a formagao do professor e suas praticas.

As representacoes tiveram considerdvel destaque no terceiro capitulo; caracteri-
zando o que sao e algumas diferentes formas de representacoes, situamos estas formas

de representacao segundo objetos matematicos, enfatizando a importancia do trata-



mento e da conversao entre representacoes e indicando os modos de representacao.
Foram observados a lingua, a linguagem matematica, algumas formas de representa-
¢oes, o ensino e a aprendizagem utilizando objetos educacionais e a necessidade de
relacionar diferentes areas da Matematica.

No pentultimo capitulo, estao indicados alguns exemplos que caracterizam e refor-
cam as observagoes sobre representacoes e sobre geometria presentes neste trabalho,
inferindo algumas reflexdes sobre os objetos principais deste estudo e sobre ensinar e
aprender em Matematica.

Reforcamos, no capitulo 4, algumas consideragoes sobre o ensino e a aprendizagem
na disciplina de matemaética e ressaltamos a importancia de ter nas representacoes uma

possibilidade de ampliar as praticas do professor.



Capitulo 1

Notas sobre representacoes e

geometria na histéoria da matematica

Quem conta uma histéria procura fundamenta-la em documentos e fatos, inferindo

interpretacoes sobre aquilo que toma como base e entao amplia os registros acerca do

assunto a que se propos desenvolver. Baseado em referéncias bibliograficas, procurou-

se descrever a respeito de fatos e registros de representacoes, mais especificamente em

geometria na historia da matematica.

A geometria nasceu como uma ciéncia empirica ou experimental.
Na “confrontacao” com o seu meio ambiente 0 Homem da Antiga
Idade da Pedra chegou aos primeiros conhecimentos geométricos.
O processo da aquisi¢do pelo trabalho de imagens abstratas das
relacOes espaciais entre os objetos fisicos e as suas partes decorreu,
primeiro, de uma forma extremamente lenta. Depois de ter sido
reunido suficiente material factual respeitante as formas espaciais
mais simples, tornou-se possivel, sob condicGes sociais especiais,
como, por exemplo, no Egito antigo, Mesopotamia e China, siste-
matizar consideravelmente o material factual recolhido. Com isso
comegou a transformacao da geometria de uma ciéncia empirica
numa ciéncia matematica (...). [14, Gerdes, p.29]

Nas referéncias sobre a histéria da matematica percebe-se a falta de registros que

comprovem a origem de inimeros conhecimentos, ha também a busca por fundamentar



e relacionar fatos ocorridos em varias partes do mundo. Os registros matematicos do
concreto ocorriam em diversos materiais (paredes, pedras, papiros, fibras de arvores,
tabulas de argila etc.) e acredita-se que muito disso se perdeu justamente por conta
da qualidade do material utilizado.

A matematica foi sendo construida em diversas partes do mundo, remetendo um
longo periodo desde antes dos primeiros registros até a sua estrutura atual. Percebe-se
que nao h4 uma continuidade tnica de evolucao; um determinado conhecimento para a
matematica surgia entre varios povos com diferentes finalidades e por vezes, ao mesmo
tempo.

E certo que quando vieram as primeiras representacoes, antes ja haviam ao homem
outros conhecimentos providos possivelmente pelo uso dos sentidos frente ao que lhe era
proximo, como a associacao a objetos reais, de conceitos e outras qualificagoes de uso,
forma e tamanho. Tais associagoes apresentavam variagoes por conta, entre outros, de

fatores ligados as caracteristicas proprias dos diferentes povos.

?
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Figura 1.1: Contagem e o registro de quantidades.

Conta-se que a matemética e seus diversos campos foram surgindo devido as con-
digoes e necessidades humanas. Howard Eves, [12, p.1] relata que “intumeras circuns-
tancias da vida, até mesmo do homem mais primitivo, levavam a um certo montante
de descobertas geométricas subconscientes” e exemplifica uma série de outros conceitos

possivelmente advindos da observagao da natureza, de situagoes criadas ou da propria



evolucao humana, para este cenario nomeou-se “geometria subconsciente”. No ensino
de matemaética, uma das referéncias historicas mais recorrentes ¢ a de contagem com
a associagdo 1 para 1 de um animal e alguma representagio ou associa¢do (seja com
pedras, gravetos, marcas ou nos), como na Figura 1.1, presente em Dante |8, p.13],
livro didatico da 5* série do Ensino Fundamental.

Um fato importante a respeito da evolucao matemaética, esta ligado ao que destaca
Mol [23, p.16], de que “o maior legado dessa civilizacdo [Mesopotamial foi o desenvol-
vimento (...) da forma de comunicacdo escrita mais antiga da humanidade: a escrita
cuneiforme”. Representar através da escrita, em placas de argila, deu & humanidade a
possibilidade de se reconhecer, de reconhecer e participar da evolucao do conhecimento
matematico.

Muito tempo depois, ja com posse de maior conjunto de ferramentas percebe-se que
as representacoes deixariam de ser apenas sobre o real, mas fruto de uma combinacao
entre o real e a imaginacao. Nao haviam mais apenas problemas soltos a respeito das
necessidades humanas, mas um conjunto de caracteristicas que permitiam estruturar
conhecimentos gerais sobre geometria. A matematica tinha agora outro campo, com
linguagem propria que tratava de medidas e formas, nao deixando de atender e de
se nutrir das percepcgoes e vivéncias dos povos, mas, através destes conhecimentos,
passando a inferir sobre o meio, em que Howard Eves [12, p.27| indica por “geometria
cientifica”.

Howard Eves |12, p.27|, evidencia ainda que “Por volta do ano 600 a.C., os gregos co-
mecaram a introduzir deducao na geometria”, originando a “geometria demonstrativa”
e que por um longo periodo, considerava-se apenas uma geometria, em que o espago era
concebido “como um dominio ou lugar no qual os objetos podiam se deslocar livremente
e ser comparados uns com os outros’.

Nao foi a primeira estruturagao do conhecimento matematico em forma de livro,
mas uma colecao matematica de grande importancia foi Elementos, em que Euclides

e certamente outros, contribuiram grandemente para a evolugao do conhecimento ma-



tematico. Muniz Neto |26, p.2| diz que “A importancia dos Elementos se deve ao fato
de ser a primeira obra em que se considera um corpo de conhecimento matematico
como parte de um sistema 16gico dedutivo bem definido” e Mol [23, p.45-52] retrata,

resumidamente, cada um dos livros que compunham a colecao:

Os primeiros quatro livros tratam de geometria plana elementar e
estudam propriedades de figuras retilineas e do circulo, abordando
problemas cuja solugdo se faz com régua e compasso. O livro V
aborda a teoria de proporcoes e o livro VI aplica essa teoria ao
estudo de geometria. Os livros VII, VIII e IX versam sobre a
teoria dos ntimeros. O livro X trata dos incomensuraveis e os
livros XI, XII e XIII discorrem sobre geometria solida. [23, Mol,
p.46]

Por um longo periodo, a geometria esteve baseada no livro Os Elementos de Eucli-
des. Roque e Carvalho, [33, p.122-124] retratam sobre algumas das muitas tradugoes
de Elementos e de que apenas em 2009 houve a primeira edi¢cao completa na lingua
portuguesa, por Irineu Bicudo. A Figura 5.5, uma foto da pagina 81 de livro didatico
do 9° ano refere-se a este fato da obra de Euclides (anexo 5.3).

Mas, aos poucos a geometria ganhava conhecimentos e estudos voltados nao s6
para o que se descreveu como “geometria primitiva”’, mas dentro de seu préprio campo
de conhecimento; surgiam novas regras, novos modos de pensar sobre o espaco, e
com o tempo, considerou-se a existéncia de mais de uma geometria. Por conta, por
exemplo, do espaco agora ser “considerado uma colecao de pontos”, as atencoes se
voltaram para “um grupo de transformacoes congruentes do espaco em si mesmo”, a
geometria se configura como “o estudo das propriedades das configuracoes de pontos que
permanecem inalteradas quando o espago circundante é sujeito a essas transformacoes”.
[12, Howard Eves, p.27|

Com o tempo, a geometria passou a ter outras definicoes, ou seja, ampliou-se em
novos campos a ponto de propiciar novas geometrias, cada uma com linguagem propria
e no final do século XIX, o conceito de axiomética formal permitiu que cada uma dessas

geometrias se tornassem uma subdarea especifica da matematica. As representacoes



em matematica, possibilitaram além da estruturacao, uma nova forma de estudar o
conhecimento, podendo amplia-lo e até fundamentar, por exemplo, novas areas em
geometria.

As representagoes comecam a ganhar espaco com o Renascimento. Flores indica

que

anteriormente o conhecimento do mundo e dos homens es-
tava sob o poder das entidades religiosas, (...) com a desco-
berta da razao o sujeito do conhecimento passa a conhecer
e a representar os objetos do conhecimento. A questao da
representacao passa, entao, a ser problematizada enquanto
expressao iconografica da relagao entre o sujeito do conhe-
cimento e o objeto dado a conhecer, criando principios da
representacao sob o aspecto de fundamento tedrico, episte-
mologico. [13, Flores, p.116]

HAa portanto, uma nova visao de mundo ao ponto que as ciéncias se propoem a
construir mais conhecimentos sobre ele, a explica-lo e entdao representar. A propria
representacao passa a ter maior ou novo destaque em varias areas. Na matematica,
deixa de ser a intuicao geométrica e o discurso, referéncias para o conhecimento; o que
se percebe é a presenca de uma organizacao de signos que trés para o saber o que seria
uma linguagem; os discursos e descrigoes em diferentes linguas (por conta de intimeros

povos e culturas) sao traduzidos por uma uniformidade de simbolos e operacoes.



Capitulo 2

O ensino de geometria em escolas

publicas

Ao nascer, a crianca passa a ter suas primeiras interagoes com o espaco. Tudo
ainda é desconhecido, em nada ha significado. As primeiras sensacoes, as repeticoes,
as experiéncias, sao inimeros estimulos que aos poucos dao ao sujeito um sentido de
espaco. O livro de Kobayashi [18] - “A construgdao da geometria pela crian¢a”, apresenta
caracteristicas relevantes sobre a geometria infantil, que nao é assunto desta dissertacao,
mas que contribui para o entendimento da constru¢do do conhecimento (em especifico,
a geometria) pelo sujeito em seus primeiros 7 anos.

Nos Parametros Curriculares Nacionais - PCN [5, p.47|, ao serem descritos os ob-
jetivos propostos no documento, ha um destaque para as “capacidades que devem ser
desenvolvidas pelos alunos ao longo da escolaridade” e a respeito da capacidade cogni-

tiva, indicam que ela



tem grande influéncia na postura do individuo em relacdo as metas
que quer atingir nas mais diversas situagoes da vida, vinculando-se
diretamente ao uso de formas de representacdo e de comunicacao,
envolvendo a resolucdo de problemas, de maneira consciente ou
nao. A aquisi¢do progressiva de codigos de representagio e a possi-
bilidade de operar com eles interfere diretamente na aprendizagem
da lingua, da matemética, da representacao espacial, temporal e
grafica e na leitura de imagens. |5, PCN, p.47]

Os primeiros anos de uma crianca sao carregados de novas experiéncias, que mais
tarde se tornam determinantes para o modo como ela se percebera e perceberi o que
esta a sua volta. Este periodo inicial, em que os sentidos, as formas, os conceitos e tudo
mais sdo vivenciados e vao dando significado as coisas, é explorado por Kobayashi [18],

que propoe ainda um apanhado sobre o ensino de geometria as criancas. Baseadas em

Del Grande [9], Passos e Nacarato dizem que:

a natureza das atividades matematicas relacionadas com a ge-
ometria na escola béasica permite a aquisicao de experiéncias de
percepcao visual dando aos professores oportunidade de observar e
detectar, desde cedo, como o pensamento geométrico das criangas
vai sendo construido. (...) essa percepcao inicial das habilidades
de percepcao visual serd fundamental para o planejamento de ta-
refas de geometria a serem propostas pelo professor. [29, Passos,

p.1149]

Limitar-se-&4 a descrever algumas caracteristicas do ensino de geometria no FEnsino
Basico, observadas em referéncias que vao do Ensino Fundamental I (1° ao 5° ano),
passando pelo Ensino Fundamental II (6° ao 9° ano) até o Ensino Médio; principal-
mente a partir da reforma do ensino de Matematica, que segundo Avila [1, p.3-6] ficou
conhecida como “Mateméatica Moderna”. Pavanello |30, p.13|, diz que a ideia central
do movimento (Mateméatica Moderna) “é adaptar o ensino da matematica as novas
concepcoes surgidas com a evolugao deste ramo do conhecimento.”

No Brasil, de acordo com Dutra Junior [16, p.14-15], o ensino de geometria teve
pouco destaque até o século XVIII, por conta de falta de qualificacao e por ser conside-

rado de pouca necessidade a formacao. Inicialmente, por conta de finalidades militares,



a Geometria e o Desenho Geométrico surgem em algumas escolas; mas quando a ge-
ometria foi tomada como pré-requisito de ingresso em cursos superiores é que o seu
ensino foi formalizado e passou a ser permanente no ensino secundario.

A reforma, entre outros, alterou o curriculo de matematica adicionando novos con-
teidos, modificou também a linguagem e a notacao empregada passou a ser a de
conjuntos. Muitos propuseram uma reduc¢ao do curriculo de geometria ou mesmo que
ela nao fizesse parte do ensino de matematica. Especificamente a respeito da geometria

em livros didaticos, por conta da Mateméatica Moderna, Pavanello indica que:

opta-se, num primeiro momento, por acentuar nesses livros as
nogoes de figura geométrica e de intersecgdo de figuras como con-
juntos de pontos do plano, adotando-se, para sua representacao,
a linguagem da teoria dos conjuntos. Procura-se trabalhé-la se-
gundo uma abordagem “intuitiva” que se concretiza, nos livros di-
daticos, pela utilizagdo dos teoremas como postulados, mediante
os quais pode-se resolver alguns problemas. Nao existe qualquer
preocupacao com a construcdo de uma sistematizagao a partir das
nogoes primitivas e empiricamente elaboradas. |30, Pavanello,

p.13]

Pavanello [30, p.7| aponta dois motivos para o abandono do ensino de geometria
no Brasil: a inseguranca dos professores de mateméatica em trabalhar com geometria
e principalmente, o modo como se procedeu a educacao no Brasil; indicando ainda
que o desenvolvimento da matemaética nao foi motivo para que a geometria cedesse
espaco para outras areas. Passos e Nacarato [29, p.1148] citam que a geometria nao é
“assumida como prioridade frente aos demais contetidos de matematica, pois ninguém
ensina aquilo que nao tem dominio conceitual”.

Esta mesma autora traga um perfil da educacao no Brasil, no século XX, ressaltando
varios pontos: situacao econdémica e social da populacao, ensino voltado para necessi-
dades praticas da vida, necessidade de formacao dos professores, quantidade excessiva
de contetidos em relacao ao tempo disponivel para ser desenvolvido, a geometria nao ser
ministrada em algumas séries, a falta de professores para atender & demanda crescente

pela busca do ensino, mé condicao de trabalho, falta de ‘unidade’ nas disciplinas dos
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cursos de licenciatura, implantacao das “licenciaturas curtas”, superlotacao das classes,
aumento da carga de trabalho dos professores, entre outros, concluindo que:

O abandono do ensino de geometria deve, portanto, ser caracte-
rizado como uma decisdo equivalente as medidas governamentais,

N

em seus varios niveis, com relacao a educacdo. Pode-se questi-
onar as verdadeiras intencoes e compromissos que elas revelam
em relacdo ao oferecimento de condi¢Ges que implique em reais
oportunidades educacionais a todos os segmentos da populacgao
brasileira. [30, Pavanello, p.16|

Por muito tempo, o ensino de geometria foi organizado entre os tltimos itens do
curriculo e de livros didaticos, sempre com divisérias entre os contetidos que pouco
ou nada se relacionavam. Nos ultimos anos percebe-se que os contetidos tém sido
organizados de modo que as areas em que a matematica é divida para o ensino nas
escolas estao separadas em blocos; a geometria nao mais aparece no final, mas em cada
um dos periodos/trimestres aos quais as escolas organizam seu calendario.

No Brasil, houve um periodo em que o Desenho vigorou como disciplina no que hoje
¢ o Ensino Fundamental II, e sua base era o desenho geométrico. Ja na etapa do
Ensino Bésico designada por Ensino Médio, o predominio da disciplina era a geometria
descritiva; mas ela, deixou de ser curriculo base e foi amplamente retirada do ensino
puablico poucos anos apds sua obrigatoriedade por lei. E a partir da LDB 5.692/71 o
Desenho foi substituido por Educacao Artistica.

Para o Ensino Médio, h4 que destacar o conteiido dos documentos complementares
aos PCNs. Nele é tracado um perfil desta etapa do Ensino Bésico, seja apontando
caracteristicas sociais e economicas ou referenciando a legislacao a respeito do ensino
no Brasil, para posteriormente discorrer sobre cada disciplina; ponto em que colocamos
por evidéncia as orientacoes quanto a representacao na matematica - que terd maior
destaque no proximo capitulo.

O novo ensino médio, (...) deixa de ser, portanto, simplesmente
preparatério para o ensino superior ou estritamente profissionali-

zante, para assumir necessariamente a responsabilidade de com-
plementar a educagao bésica. |4, Brasil, p.08|
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As intmeras dificuldades relacionadas ao ensinar ainda no nivel fundamental, in-
felizmente refletem maiores dificuldades para os estudantes do Ensino Médio, em sua
maioria adolescentes. E percebido o apontamento do Ensino Médio, principalmente,
como preparatorio para o ‘vestibular’ e ha a busca por resgatar o ensino profissionali-
zante e técnico concomitante a etapa de ensino.

Os componentes curriculares voltaram ao debate nestes tltimos anos, com a pro-
posta de aproximar o que é ensinado nas escolas em todo o territério brasileiro. A
Sociedade Brasileira de Matemética - SBM, elaborou documentos que procuram con-
tribuir para o debate sobre o curriculo. No que se refere a disciplina matemaética, sao
apresentados os conteiidos presentes na Figura 2.1, organizados por série em quatro
areas. Estas areas sao detalhadas, especificando-se os contetidos, as habilidades e al-
gumas observacoes; procurando ainda, explorar a geometria durante o ano letivo e
intercalando com outros contetdos.

Uma das quatro areas é a geometria, e para ela had o apontamento para a necessi-
dade de recordar e aprofundar conceitos que deveriam ter sido apresentados no Ensino
Fundamental II. E indicado que o ensino e a aprendizagem nesta faixa era pautado
em propriedades percebidas nas figuras e que no Ensino Médio; tais propriedades po-
dem ser demonstradas sem exagero ao rigor da escrita procurando privilegiar algumas
informagoes com notacao simples. Recomenda a abordagem intuitiva ao conceito de
limite, a apresentacao de axiomas, a demonstracao de alguns teoremas e indicacao de
definicoes relacionadas a exemplos; além de relacionar figuras, ilustracoes e construgoes
de poliedros e corpos redondos com objetos concretos.

Nas contribui¢des da SBM (35, Ensino Fundamental II, p.05], ha a proposta de
incluir no Ensino Fundamental IT a geometria espacial, contetido presente em vérios
livros didéaticos desta etapa de ensino, mas que pouco ou nada é explorado. E ainda, ha
a recomendacao de que se manipule materiais concretos, observe formas 3D presentes
no mundo e utilize algum software de geometria dinamica. Tais recomendacoes, nao

sao novidade, mas sao pouco exploradas.
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Tratamento da

Séries Numeros e Fungdes Geometria Matematica Discreta Informagao
« Conjuntos e nogdes de « Geometria Plana: « Conjuntos e Contagem. + Nocoes de amostragem.
logica. congruéncia, semelhanga * Aritmética. « Organizacdo de dados:
+ Conjuntos Numéricos. e areas. distribui¢des de
* Proporcionalidade. * Trigonometria do frequéncias e graficos.
* Funcoes: aspectos gerais. tridangulo.
* Funcoes Afim e
Quadritica.
* Sequéncias. * Perimetro e area de * Matematica Financeira. « Medidas resumo e
» Outras fungoes reais. figuras semelhantes. * Técnicas de Contagem. distribuicdo de dados.
* Funcoes Exponenciais e « Circulo.
Logaritmicas. + Geometria Espacial de
* Equacbes e Sistemas Posicao.
Lineares.
* Funcoes Trigonométricas. | = Poliedros. * Probabilidade. « Nogoes de Estatistica

* Desigualdades e médias. s Areas e Volumes. bivariada.
* Geometria Analitica.

* Taxas de variacao. o Areas de figuras planas: * Grafos.
* Outras fungdes outras abordagens. s Aritmética.
trigonométricas. + \etores no plano. * Outros métodos de
* Numeros Complexos. + Transformagoes contagem.
* Nogoes sobre matrizes geométricas e simetria.
e transformacoes
elementares no plano e
no espaco.

Figura 2.1: Tabela descritiva dos conteidos de matemdtica no Ensino Médio.

Os professores, ao planejarem suas aulas, seguiam as diretrizes e a organizacao dos
livros didaticos, e assim quase sempre o conteido de geometria era o ultimo a ser
estudado, quando era estudado e quase nunca estava relacionado com outras areas. O
ensino de geometria ainda é minimo e superficial, e isso se repete série apos série; sao
varios conceitos repetidos e quase sempre sem fundamentacao; os estudantes terminam
o Ensino Bésico com intumeras deficiéncias de aprendizagem. Kobayashi [18], refere-se

a Aratjo afirmando que

...0s livros didaticos de Matematica para o ensino fundamental
(...) na sua maioria, enfatizam temas aritméticos em detrimento
dos geométricos, que sdo tratados de forma abstrata, descritiva
e desarticulada, nas ultimas paginas de cada volume. [Araijo
p.12-16 apud Kobayashi, p.13-14]

Os livros didéticos atuais tém fugido das caracteristicas apontadas por Aratijo. Sao
véarias as discussoes e propostas de organizacao curricular, procurando alterar o modo
como os contetidos sao dispostos nos livros didéticos e sao ensinados (transmitidos) nas

escolas. No Ensino Bésico, os conteddos, série apds série, sao organizados em blocos
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tematicos, em que a cada série sao acrescidos novos conceitos, mas ha uma tendéncia
dos professores ainda priorizarem, por exemplo, contetidos algébricos, deixando de lado
contetdos geométricos; os problemas envolvendo geometria ou sao ignorados ou nao
tém a devida atencao do professor em sua pratica pedagogica.

Percebe-se maior atencao aos livros didaticos de matematica, por eles estarem me-
lhor estruturados, contetidos recheados de diferentes formas de representacoes, énfase
no tratamento e conversao entre as representacoes; mas a distincao entre objeto ma-
tematico e a representacao deste objeto nao ¢ evidenciada. Nem mesmo o professor
possui conhecimento a respeito para propor praticas que permitam ao estudante melhor
compreensao em geometria. Conhece-se basicamente a figura e a ela atribui o objeto
geométrico, mas pouco se sabe das caracteristicas do objeto geométrico presentes em
sua representacao.

E preciso que ao planejar o professor procure nao se prender i sequéncia apresen-
tada nos livros, mas associar uma série de competéncias para o alcance dos objetivos
estipulados. O uso de problemas tem sido uma proposta que busca inserir conteidos
de geometria entre os blocos especificos de algebra ou aritmética, por exemplo; e é algo
que é percebido nos livros didaticos atualmente, como os da colecdo: A conquista da
Matematica de Giovanni Junior e Castrucci, Sao Paulo: FTD, 2009. Mas ainda, falta
até mesmo aos professores, conhecimento teorico e didatico para, ao ensinar, lidar com
melhor fundamentacao da geometria.

As escolhas dos livros didaticos pelos professores, parecem ser por aqueles livros
de pouca fundamentacao, com féormulas prontas, boa diagramacao, muitos exemplos
(modelos) e exercicios. Terem uma boa aparéncia e organizagao, serem bem ilustrados,
terem varios exemplos, problemas e exercicios sao requisitos necessarios para ensinar
e aprender, mas é importante também que se atentem para a base a qual a mate-
matica tem sido construida; que os professores nao abandonem esta parte do ensino
por desculpa de que assim é mais ‘facil’ e de que é preciso ensinar para a vida (ensi-

nar o cotidiano). A matemética precisa ser ensinada para além do palpavel, ha que
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compreender sua representacao axiomatica.

Os livros de matematica da colecao projeto Telaris, editora atica, PNLD 2014-
2016, de Luiz Roberto Dante exemplificam bem a preocupacao de buscar durante todo
o ano letivo, retomar varios conceitos e de dar um tratamento crescente de contetdos
para cada ano do Ensino Fundamental II, valorizando o ensino de geometria. No
livto do 9° ano, a geometria estd presente em suas quatro unidades, com destaque
para o tratamento quanto ao conteido de funcoes, em que estdo conectados varios
outros contetdos: proporcionalidade, semelhanca (segmentos, capacidade, triAngulos
e outros poligonos), transformagoes (translagao, reflexao e rotacio), relacoes métricas
(tridngulos e circunferéncias), Teorema de Pitagoras, Teorema de Tales. Neste mesmo
livro, ha a preocupacao em referenciar a histéria da matemaéatica, em realizar algumas
demonstragoes sem muito formalismo, em apresentar varias ilustragoes de objetos e
locais reais relacionados ao conteiido em estudo, além de propor a resolucao de varios

problemas.

Por que as coisas mudaram tanto e hoje em dia varios livros aban-
donaram as demonstracoes, limitando-se tao somente ao enunciar
teoremas e defini¢Ges, num receitudrio monétono de enunciados e
formulas sem a menor justificativa? [1, Avila, p.3-8]

Um dos fatores que contribuem para que a Matematica seja consi-
derada dificil vem da forma como é ensinada, fazendo uso, muitas
vezes, da mesma ordem de exposicdo presente nos textos matemé-
ticos, ou seja, ao invés de partirmos do modo como um conceito
matematico foi desenvolvido e exibirmos as perguntas as quais ele
responde, tomamos este conceito como algo pronto. [33, Roque e
Carvalho, XI|

E costume utilizar as ferramentas prontas (conceitos, definicdes, proposicdes, teore-
mas etc.) sem bem compreendé-las, sem demonstra-las ou sem associar a elas o devido
valor e assim este uso pode ser incorreto ou incompleto, dificultando procedimentos
por falta de um raciocinio tipico daqueles que se apropriaram das caracteristicas perti-

nentes a estas ferramentas. Véarios livros didéaticos retomaram melhor fundamentacao
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aos contetidos mateméaticos; mas, por vivéncia e investigagao (conversa informal) em
um dos ambientes que trabalho, muitos professores parecem ainda estarem inertes,
acomodados com um mesmo molde para ensinar; recorrem diretamente aos resumos,
formulas, exemplos e procuram indicar procedimentos e “macetes” sem a explicagao de
como e porque eles sao validos.

A imaginacao é instrumento importante que deve ser estimulado para associar con-
ceitos abstratos com projecoes reais de situacoes ou objetos em que a teoria pode ser
aplicada. Cabe ao professor explorar tal capacidade e propor problemas que levem
o estudante a deter um pensamento que associe teoria, visao e imaginacao, tornando
mais proximo deste o entendimento daquilo que se propoe ensinar; e mais, um conceito
pode ser representado de diferentes formas, e isso proporciona que um maior nimero de
estudantes compreenda mais facilmente tal conceito, além de disponibilizar diferentes
alternativas para se deter determinado conhecimento.

Saravali [34, p.218|, apoiada em Montoya [24], discorre sobre “a importancia dos
aspectos figurativos, além dos operativos, como instrumentos importantes na formagao
e desenvolvimento do pensamento”. Ora, a visao nem sempre estd ao alcance, seja pela
auséncia ou inexisténcia real do objeto que represente determinada situacao ou por
deficiéncia do sujeito; imaginar para estes casos é ainda mais necessario. Deter conceitos
e saber associd-los de modo a criar uma imagem mental é algo necessario, segundo
Montoya (em Saravali [34], p.219), ao nascimento e ao acabamento da representacao
conceitual ou da inteligéncia representativa.

O ensino e a aprendizagem em Matemaética carecem maior atencdao quanto a for-
macao do professor, nas licenciaturas, sobre as praticas de ensino e aprendizagem no
nivel basico, principalmente nas primeiras séries do Ensino Fundamental. Muitos pro-
fessores nao possuem formacgao especifica em matematica e lhes falta, por exemplo,
conhecimento sobre geometria; muito disso, por conta do ‘abandono’ desta &rea por
certo periodo do ensino no Brasil. A formacao nao se basta na licenciatura ou em uma

area especifica (pedagogia, matemaética, leitura, escrita, inclusio, tecnologia na edu-
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cagao etc.), ela é continua, com o sujeito se permitindo estudar tudo quanto possivel.
Nao se chega em um ponto e pronto, é preciso acompanhar as mudancas externas, se
arriscar, se permitir & autoria e mudar a si e o que o cerca.

Em um dos documentos da SBM (35, licenciatura, p.83] que trata de contribuigoes
para o curriculo de matemaética, ha a sugestao de uma proposta de disciplinas para o
Curso de Licenciatura em Matematica dividido em oito periodos, em que na formacao
cientifica aparecem, entre outras: Geometria Analitica e Geometria I no 1° periodo e
Geometria II no 2° periodo; e da pratica como componente curricular no 3° periodo, a
disciplina ‘O Ensino de Geometria’ (ensino e histéria da matematica).

No mesmo documento, ha uma descricao pertinente que trata da representacao de
algumas situacoes dadas por licenciandos em matematica, observadas por Ball. Aos
estudantes é proposto que procurem desenvolver uma representacdo para a divisao
envolvendo fragoes; da andlise dos resultados a autora indica que a dificuldade em
apresentar representacoes adequadas se deve principalmente a “concepcao de que a
Matematica a ser trabalhada no Ensino Basico é ‘simples demais’ para se constituir
em objeto de cursos universitarios”. [35, licenciatura, p.09|

A deficiéncia na formacao do professor é um dos fatores que contribui para o ensino e
consequente aprendizagem, superficiais de geometria. O professor prioriza contetidos de
outras areas, repete os mesmos conteiidos de geometria por varias séries, nao relaciona
as areas de ensino da matematica, raramente apresenta algo para além do livro didatico,
prioriza o ‘decorar’ de formulas sem que o estudante compreenda sua origem ou como
interpretar e inferir propostas para resolver problemas.

O documento que trata sobre a reformulacao do Ensino Médio e as &reas do conhe-
cimento [4], aponta para a competéncia ‘representagdo e comunicagao’ como uma
das metas que precisam ser alcancadas, no sentido de complementar o Ensino Funda-
mental. Indica uma série de expectativas e capacidades necessarias aos estudantes nas
disciplinas; especificamente, quanto aos objetivos para que o ensino de Matematica no

nivel médio resulte em aprendizagem real e significativa, estabelece que uma das fina-
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lidades é “reconhecer representacoes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando
procedimentos associados as diferentes representagoes”. |5, Brasil, p.42]

A palavra ‘representacao’ e outras derivacoes com mesmo significado geral ou apro-
ximacao, aparecem constantemente em documentos escolares: planos de aula, com-
ponentes curriculares, orientacoes de ensino, PCN, e outros; mas o entendimento e
aplicacao adequados de representagoes em Matematica, e em especifico na geometria,
estao distantes da compreensao necessaria para melhor explorar as praticas de ensino

e de aprendizagem.
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Capitulo 3

Representacoes

O direcionamento deste trabalho esta para as representagoes (semioticas) de objetos
matematicos, em observagoes sobre estas representagdes como meio para alcancar os
objetos mateméaticos e em como utilizar as diversas formas de representar para aprender

Matematica. Duval indica que:

As representacoes mentais recobrem o conjunto de imagens e,
mais globalmente, as conceitualizagdoes que um individuo pode
ter sobre um objeto, sobre uma situacdo e sobre o que lhe é asso-
ciado. As representacOes semioticas sdo produgdes constituidas
pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representa-
¢Oes que tem inconvenientes préprios de significacao e de funcio-
namento. [11, Duval, p.269]

As representacoes estao em tudo em que nossos sentidos podem alcancar, com elas e
nelas associamos conceitos, caracteristicas, informagoes, opinioes e mais. Somos capa-
zes de conhecer e mostrar caracteristicas de objetos matematicos, indicar propriedades
sobre determinado conhecimento, de qualificar e quantificar objetos e estruturar no-
vos conhecimentos e assim elencar novas representacoes. As representacoes semibticas,
segundo Duval [11, p.269], sdo “um meio de exteriorizagdo de representagdes mentais

C D o »
para fins de comunicacao”, e mais, sao “essenciais a atividade cognitiva do pensamento”.

Ora, entao representacoes semioticas e representacoes mentais servem-se uma a outra,
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pois sao dependentes entre si.

Sao intimeras as formas de representacoes semiobticas, e em cada uma podem ser
tomados diferentes tratamentos. Por ilustragdao, baseado em Duval, alguns destes ti-
pos de representacoes estao em registros de descricao, definicao, explicacao, deducao,
figura geométrica, grafico, construcao de instrumentos, modelagem, sistemas de escrita
(simbolica, algébrica, numérica), calculos e tantos outros.

Uma representagao nao ¢ uma mera imagem desenhada, nela estao caracteristicas
proprias de um objeto matemético. Passos e Nacarato [29, p.1153 - grifo nosso| dizem
- a partir de Fischbein, que “uma figura geométrica ¢ uma imagem virtual, que (...)
inclui a representacao mental da propriedade do espaco”. E continuam indicando que
a figura geométrica é “a ideia correspondente da entidade figural idealizada, abstrata,
estritamente determinada por sua defini¢ao” [29, p.1155|.

Nao basta ao estudante desenhar a representacao de um objeto geométrico, é preciso
que ele compreenda aquilo que ird desenhar. Deve exportar uma representacao mental,

a partir do que leu e interpretou de um problema e passar & uma representacao figural.

f:R— R |
fx)=x*+2x-3

Objeto matematico: fungio
Sistema semidtico: simbolico
Representagio: algébrica

Objeto matematico: funcdo
Sistema semiotico: figural
Representac¢io: geométrica

Figura 3.1: Representacao algébrica e representacao geométrica de uma funcao.

No estudo em questdo, tomamos como referéncia as representacoes semioticas (no-
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tagdo, escrita, simbolo, traco, esbogo, desenho, construcao, grafico, imagem etc.) de
objetos mateméticos (ponto, reta, retangulo, nimero, fungao etc.). A Figura 3.1 ilus-
tra duas formas de representar um mesmo objeto mateméatico, observe que em cada
forma é possivel perceber diferentes propriedades (representagoes distintas, diferentes
sentidos) do objeto mateméatico: fungao.

Existem varios procedimentos para, partindo da representacao algébrica da funcao
f:R = R, f(x) = 22 + 2z — 3 chegar-se a representagdo geométrica indicada nesta
mesma figura, ou proceder pelo caminho inverso. As caracteristicas e propriedades
necessarias para isto fazem parte do conhecimento a ser aprendido, que também é
carregado de diferentes representacdes; o mais importante estd justamente no modo
como se lida na transformacao (tratamento ou conversdo) de uma representacao, e
ainda, que cada estudo envolva em no minimo duas diferentes representacées. Duval,
ao descrever sobre “as condi¢oes de uma aprendizagem que leva em conta a semiose”,
afirma que:

Se a conceitualizagdo implica coordenacao de registros de repre-
sentacao, o principal caminho das aprendizagens de base matema-
tica nao pode ser somente a automatizacao de certos tratamentos
ou a compreensao de nocgoes, mas deve ser a coordenacao de di-
ferentes registros de representagdo, necessariamente mobilizados
por estes tratamentos ou por esta compreensao. [11, Duval, p.284]

O tratamento de uma representacao é entendido por sua manipulacao, sem alte-
rar a forma de representacao, de modo a obter informacoes para alguma finalidade,
por exemplo, tomando a func¢do na Figura 3.1, fazemos f(x) = 0, escolhemos e apli-
camos algum procedimento e encontramos suas raizes r; = —3 e o = 1, mantendo a
representacao algébrica. A conversao consiste em passar de uma para outra forma
de representacao; observe as duas representacoes indicadas na Figura 3.1, em que por
algumas transformacoes, partimos de uma representacao algébrica e chegamos em uma
representa¢ao geométrica, conservando o objeto matemaético (fungao).

Os procedimentos tomados na conversao de uma para outra forma de representa-

¢cao, € um momento que merece maior atencao, por conta de sua contribuicao para a
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aprendizagem. Quais sao as observagoes feitas para decidir por um ou outro proce-
dimento? Qual foi o procedimento adotado? Este procedimento é compreendido por
quem o utiliza? As informagoes colhidas sao suficientes para garantir caracteristicas
minimas do objeto matematico? Atentar-se para este momento de associar caracte-
risticas de determinado objeto para diferentes representacoes e destas caracteristicas
manterem relacoes suficientes para se converter de uma para outra representacao por
meio de transformacoes.

Exemplo similar ao tomado para o objeto matematico funcao, consta no Comple-
mento 5.4, quando é apresentado parte do contetido de equagoes do 1° grau em um
livro didatico, por meio de alguns modos de representagao. O contetido é apresentado
gradativamente, propondo uma sequéncia transitoria entre as formas de representacao.

Analisar os registros de representagoes escolhidos pelos estudantes, permite ao pro-
fessor perceber o nivel de compreensao em que estes se encontram, e mais, criar outras
praticas de ensino que possibilitem tomar diferentes procedimentos para nao sé a solu-
¢ao correta, mas a aprendizagem de fato. Estas e outras observagoes estao presentes no
artigo de Ziemer et al. [38], em que a partir das solucoes retornadas de um problema
aplicado para estudantes do 1° ano do Ensino Médio, explicitam diferentes registros de

representagoes.

Um taxi comega uma corrida com o taximetro marcando R$ 4, 00.
Cada quilometro rodado custa R$ 1,50. Se ao final de uma cor-
rida, o passageiro pagou R$ 37,00, a quantidade de quildometros
percorridos foi? a) 22 b) 11 ¢) 33 d) 26 e) 32 |38, Ziemer et al.,
p.5]

Os autores observaram diferentes representagoes na solucao deste problema, pelos
estudantes. Os procedimentos utilizados incluem representacdes do tipo algébrico
pela resolucao da equacao: 37 =4+41,5-x; registro numérico por meio de operagoes
inversas: (37 —4) + 1,5 = 22; procedimento exaustivo expressando o valor a cada
quilometro rodado: 4;5,5;7;--- ;35,5;37 e depois, contando quantas vezes foi utilizado

o valor 1,5; e proximo ao procedimento anterior, mas organizando as informacoes
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em tabela ou lista.

O modo de representar a matematica como se conhece atualmente é relativamente
novo, quando comparado ao longo periodo de desenvolvimento desta ciéncia; antes pra-
ticamente nao havia uma forma especifica de representacao, elas foram surgindo por
situacdes mencionadas anteriormente. As primeiras formas estruturadas de represen-
tacao em matematica eram baseadas em palavras.

Uma configuracao do século XX sobre a geometria é de que ela é

um ponto de vista - uma maneira particular de observar o assunto.
Além de a linguagem da geometria frequentemente ser muito mais
simples e elegante do que a linguagem da algebra e da anélise, as
vezes € possivel levar a cabo linhas de raciocinio rigorosas em ter-
mos geométricos sem traduzi-las para a algebra e a anélise. Disso
resulta uma economia consideravel, tanto de reflexdes como de co-
municagoes de reflexdes. Além disso, (...) as imagens geométricas
sugeridas frequentemente levam a resultados e estudos adicionais,
dotando-nos de um instrumento poderoso de raciocinio indutivo
ou criativa. [12, Howard Eves, p.28]

E mais,

Grande parte da andlise moderna tornou-se singularmente com-
pacta e unificada através do emprego da linguagem e das imagens
geométricas. Parece ndo haver duvida de que isto se infiltrara
nos cursos elementares de andlise, e os atuais textos de calculo,
supervolumosos, deverao se tornar mais exiguos e também mais
compreensiveis para os alunos, gracas ao uso do ponto de vista
geométrico. [12, Howard Eves, p.29]

Ora, percebe-se novamente a importancia em valorizar o ensino e a aprendizagem de
geometria em Matematica, com destaque para o “emprego da linguagem e das imagens
geométricas” quanto a ampliacao de possibilidades de conhecimento e na aproximagao

destes conhecimentos do entendimento dos estudantes.
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Para Platao, os objetos sensiveis sao suscetiveis a mutacoes en-
quanto seus modelos abstratos sdo imutaveis, eternos e universais.
Na matemaética, interesse esta nas figuras abstratas e ndo em suas
representagoes reais. |23, Mol, p.38§]

Para Aristoteles, as formas geométricas ndo existem como entida-
des independentes do mundo real. Os objetos matematicos exis-
tem como abstracao dos objetos reais, mas sua existéncia depende
da existéncia do proprio objeto. [23, Mol, p.41]

Nao é o ponto de vista de Platao que quer-se enfatizar, tratar-se-a tanto de modelos
abstratos quanto de representacoes reais. Ora, muito da matemética foi construido por
meio de moldes, de modelagens daquilo que é real, tornando-se regra, padrao e entao
podendo ser adequado a incontéveis situagoes reais, ou ¢, permite-se a aplicacao na
percepcao da teoria e da pratica. Quer-se, discutir o uso de diferentes formas de

representagoes semidticas no ensino e aprendizagem de matematica.

Materiais manipulaveis, Imagens, desenhos, g
outros objetos esquemas

7 ] W&
©, Y

W

Simbolos, vocabulario
matematico, linguagens

Figura 3.2: Modos de representacao, [3, Boavida, p.72].

Os recursos visuais e palpaveis permitem ampliar a comunicacao entre os sujeitos a
respeito daquilo que eles referenciam. As condigoes destes recursos e o modo como eles
sao trabalhados devem ser considerados do planejamento aos resultados obtidos apds o

desenvolvimento das aulas. Com o acelerar de avancos tecnoldgicos, surgiram intime-
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ras possibilidades de recursos visuais; para estes estudos, serao referenciadas algumas
formas de representagoes e como elas podem ser exploradas no ensino e aprendizagem
em geometria.

Boavida et al. [3, p.71-75], baseando-se em Jerome Bruner, descreve e exemplifica
trés modos de representagao, conforme o esquema da Figura 3.2 [traducao nossal. As
representacoes ativas, referem-se aquelas em que h& a manipulacao de objetos e a
simulacao de situagoes criando modelos ilustrativos. As representagoes icOnicas sao
visuais e ilustram conceitos, procedimentos ou relagoes entre eles. Simbolicas sao as
representacoes referentes a experiéncia em termos da linguagem simbolica.

Sao intmeras as formas de representacoes em matemética, priorizou-se abranger
algumas delas, quando se trata principalmente de praticas de ensino e de aprendiza-
gem em geometria. K quanto as praticas, enfatizaremos situagoes da presenca destas
representacoes em livros didaticos, nos meus planejamentos de aula, em reproducoes e
criacoes de estudantes do Ensino Fundamental dos quais j& fui professor. Para tanto,
consideramos representacoes que vao da simbologia propria da linguagem matematica,
da construcao de conjuntos numéricos, da linguagem algébrica, das relagoes entre dife-
rentes representacoes, da transformacao de representagoes, da conversao, do explorar

dos sentidos e da imaginagao.

3.1 Lingua e linguagem

O ensino e a aprendizagem em matematica dependem de uma série de atribuicoes
ao sujeito, para que se efetivem satisfatoriamente. A compreensao e o uso correto da
lingua e da linguagem sao duas destas atribuicoes; e elas estao presentes nas formas
de representacao. Passos e Nacarato [29, p.1155] alertam para a “importancia de um
trabalho sistematico e intencional com o vocabulario, com as palavras relativas a ge-
ometria”, para elas “a linguagem e, em especial, a palavra é central ao processo de

elaboracao conceitual”. No contexto da Linguistica de Ferdinand de Saussure, Milani
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caracteriza lingua e linguagem:

A lingua é o produto social e forma concretizada da capacidade
de linguagem, que caracteriza os seres humanos. Ela é formada
no interior do individuo e estabelecida na coletividade e é aceita
por todos os participantes. (...)

A linguagem é uma habilidade inata aos seres humanos. (...) uma
capacidade da inteligéncia, conglomerar tudo o que podem ser a
lingua e a fala. (...) ndo pode ser ensinada a um ser, deve estar
dada como parte de sua estrutura mental. |22, Milani, p.33]

Seria entao o nivel de proximidade da lingua e da linguagem que o sujeito possui,
um fator determinante para o desenvolvimento do seu aprendizado; e mais, é uma
condicao presente na justificativa de cada sujeito utilizar de diferentes formas de repre-
sentacao. Kenski [17, p.22| diz que “E por meio da linguagem que o homem representa
simbolicamente suas crencas, seus valores e toda a realidade que o cerca” e em Milani
[22, p.36], “a lingua ndo é nada mais do que um sistema de signos, semelhante aos
sinais de transito, aos codigos particulares etc. (...) € o sistema principal que antecede
e permite todos os outros”.

A linguagem matematica pode ser definida como um sistema sim-
bélico, com simbolos proprios que se relacionam segundo determi-
nadas regras. Esse conjunto de simbolos e regras deve ser enten-
dido pela comunidade que o utiliza. A apropriacio desse conheci-
mento é indissociavel do processo de construcao do conhecimento
matematico. [20, Lorensatti, p.90]

Tomando a Lingua Portuguesa e a linguagem matematica, como esta definida
em Lorensatti, percebe-se que é necessario que elas se relacionem para processar repre-
sentacoes que culminem na aprendizagem. Por exemplo, ao realizar a leitura de algum
conteido matemaético, o estudante, necessita ao mesmo tempo da Lingua Portuguesa
e da linguagem matematica. Lorensatti, indica que do leitor é exigida uma leitura
interpretativa, que

Para interpretar, o aluno precisa de um referencial linguistico e,

para decifrar os c6édigos matematicos, de um referencial de lin-
guagem matematica. [20, Lorensatti, p.92]
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Passos e Nacarato, sinalizam que:

na pratica pedagogica, a compreensao das palavras presentes nas
definicdes geomeétricas precisa ser cuidadosamente trabalhada.
Seus significados precisam ser ampliados & medida que a esco-
larizacdo avanca. A identificagdo de uma figura, por si s6, nao
garante que ja ocorreu a elaboragdo conceitual, é preciso que as
defini¢oes acompanhem suas representagoes. |29, Passos, p.1156]

Ora, ao estudante de geometria cabem - entre outros, a leitura e a escrita, e para
realizar estas atividades ele precisa compreender as diferentes representagoes tipicas
do conteiido matemaético. Conhecer conceitos, lidar com simbolos e seus significados,
escolher e expressar representacoes que melhor se adequam a cada situacao, partir de
uma forma de representacao para outra, sdo caracteristicas que perpassam pela lingua

e pela linguagem.

3.2 Formas de representacoes

Uma representacao semiética, tem sido considerada neste trabalho como o resultado
de um conjunto de signos providos de determinado sistema, que inseridos em uma
superficie (comumente o papel ou a interface de uma maquina computavel), carregam
qualidades daquilo (no caso, objeto matematico) que eles referenciam.

As formas de representacao expressas neste item sao designadas abstratas no sentido
de serem criacoes de simbolos visiveis, que sao carregados de significados, possibilitando
ao sujeito ampliar interpretacoes, retornar e criar informacgoes a respeito daquilo que
os simbolos referenciam, e com isso, desenvolver novos simbolos e raciocinio capazes de
apresentar uma proposta de solucao ou solucao para o problema em questao.

A escrita ¢, segundo Milani [22, p.40], “um sistema distinto (de outros) de signos
que tem por objetivo representar a lingua”. O ato de escrever tem sido reduzido nas
escolas; os recursos tecnolégicos e a busca por aproveitar o tempo de uma aula com

outras atividades sao duas justificativas para isso. E mais, aquilo que se escreve, por
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vezes ¢ mera coOpia, o professor nao da énfase aos significados. Escrever faz com que
aquilo que se escreve seja apreendido mais facilmente que ouvir ou falar.

No estudo de geometria, nao sao raras as demonstracoes, as argumentagoes, a des-
cricao de procedimentos, o desenvolvimento de solugao para um problema; a escrita,
impressao da lingua e da linguagem, precisa ser especifica para cada situagao (o con-
teido desenvolvido e as diferentes formas de representagoes). Seria, entre outros, o
pouco uso da escrita em favorecimento de procedimentos préticos e repetitivos de re-
solucao ou de valorizar mais o céalculo, fatores que contribuem para menos ensinar
geometria nas escolas publicas.

Ler e compreender aquilo que se escreve em mateméatica demanda treino, atencao,
relacionar o real, a representacao e o abstrato. Um texto matemético precisa ser
interpretado tendo-se conhecimento da linguagem matematica, ou os simbolos nao
terao seus significados reconhecidos e entao nao fara sentido ao estudante, sendo um
entrave para a aprendizagem.

Representagoes como tabelas e graficos, sao carregadas de dados e de informagoes
e estao presentes em diversos contetidos matematicos; seja na algebra, na aritmética,
na matematica discreta ou na geometria, a interpretacao depende da leitura destas
representacoes, € mais, de organizar dados e informagoes em representagoes capazes de
contemplar o que se esta estudando.

O desenho geométrico faz parte da geometria plana e trata de todas as figuras
geométricas planas que podem ser construidas basicamente com o compasso e a régua,
além de papel e lapiseira. Ao criar um desenho geométrico procura-se reproduzir as for-
mas geométricas planas de modo a atender critérios de forma e medidas estabelecidos,
por exemplo, num problema.

Ao se obter um desenho geométrico, as caracteristicas de forma e medidas devem
estar com o maximo de precisao possivel, o que exige entendimento de conceitos associ-
ados a geometria, mesmo que desenho geométrico nunca serd ideal a ponto de represen-

tar exatamente o que se descreve em uma situacao, ja que lidamos com instrumentos
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e escalas. Infelizmente, muitos estudantes terminam o Ensino Fundamental apresen-
tando dificuldade em utilizar instrumentos como a régua, o compasso, o transferidor e
o esquadro; por vezes nem conhecem alguns destes instrumentos.

Quanto as construgoes geomeétricas referimo-nos ao conjunto de procedimentos
tomados e os instrumentos utilizados para se obter o desenho geométrico. A “Capsula
17 do livro de Howard Eves [12] indica que comumente os instrumentos utilizados sao
apenas a régua e o compasso, podendo haver limitagoes quanto ao modo de como
eles devem ser utilizados. As construcoes geométricas sao representacoes gerais de
algum objeto geométrico (ponto, segmento, angulo, circulo), ndo se deve confundir
uma construcao com o objeto que ela representa.

Existem varios exemplos em que o Complemento de um desenho geométrico pelo
sujeito permite relacionar defini¢oes e propriedades pertinentes ao desenho que vao
colaborar para o desenvolvimento de uma demonstracao ou a solucao de determinado
problema proposto.

O documento da SBM |35, p.3| indica que, no Ensino Fundamental II, cabe valo-
rizar as construcoes com régua e compasso, dando maior énfase a geometria espacial.
Transformar em tragos as propriedades, definicoes, conceitos nao é tarefa facil ao es-
tudante, tal atividade exige uma série de habilidades; mas é preciso que se estude o
desenho geométrico, pois ele amplia as possibilidades de representacoes e portanto, o
entendimento a respeito do que é estudado.

O esboco é uma representacao geométrica sem o rigor de medidas e propriedades
proprias ao que se quer representar; nao ha uma preocupacao com a precisao, mas nas
ideias sobre a forma e as relacoes mateméaticas. Costuma ser empregado nao somente

a geometria, mas nas varias areas da matematica e em outras ciéncias.
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3.3 Ensino e aprendizagem com objetos educacionais

Os objetos educacionais incluem: imagem, video, animacao, manipulador, experi-
mento pratico, simulador, software, maquete, instrumento e outros. O uso de muitos
destes objetos permite sair do registro no papel ou do imaginéario e observar, manipular,
manusear, construir.

Varios destes objetos permitem ao sujeito maior interacao com que é proposto;
nao se trata apenas de um conjunto de simbolos, mas de ampliar o sentido da visao e

explorar o sentido do tato, de vivenciar, aplicar e comprovar conceitos com os objetos.

Figura 3.3: Estudantes do 7° ano (2013), em uma aula sobre poliedros.

A Figura 3.3 ilustra uma aula sobre poliedros que planejei e desenvolvi com estu-
dantes do 7° ano do Ensino Fundamental; nesta aula e nas que seguiram, exploramos
associacoes entre os objetos criados, os conceitos sobre o objeto matemaético ‘poliedro
convexo’ e representacoes. Por exemplo, observar e contar o niimero de arestas, faces
e vértices no objeto e posteriormente constatar a Relacdo de Euler (V + F = A 4 2)
ou observar e reproduzir em papel o poliedro construido além de sua planificacao, veri-
ficando algumas perspectivas sobre a composi¢ao do poliedro (poligonos, face, aresta,
vértice, areas, perimetros) e ainda, perceber a diferenca entre uma figura plana e sua
composicao em um objeto no espaco.

A visao é um fator muito importante para a aprendizagem, é por ela que muitas

imagens sao formadas e associadas aos conceitos e propriedades adquiridos pelo sujeito;
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mas quando este nao possui tal sentido, outros sentidos precisam ser melhor explorados
para que se permita mais condi¢coes de aprendizagem. O uso de objetos educacionais
palpaveis, ¢ uma estratégia que possibilita em especial ao cego ou aquele que possui
baixa visao a aproximacao entre o real, os conceitos, as formas, a formacao da imagem
mental.

Os objetos em 3D que sao manipulaveis estao ainda mais proximos do mundo real,
quando nao sao parte dele, e isso certamente promove a qualquer sujeito melhor apren-
dizagem, pois varias propriedades e conceitos estarao em maior evidéncia que com a
representacdo apenas em 2D. No Complemento 5.2 constam algumas Figuras (5.2 e
5.3) de construgoes criadas em um software matematico e sugestoes de atividades que
podem estar associadas as aulas de construcoes de poliedros citadas acima e registradas
na Figura 3.3.

Com objetos educacionais, além de outras praticas e ganhos para o ensino e a
aprendizagem, é possivel ampliar as possibilidades de se ter representacoes. Os softwa-
res educacionais, sao um claro exemplo de recursos que disponibilizam ferramentas que

permitem criar e manipular representagoes.

3.4 GeoGebra: exemplo de recurso computacional

A tecnologia tem se alterado com maior velocidade e a cada vez em menor tempo;
surgem novas formas de representagao. O recurso tecnoldgico no ensino e na aprendiza-
gem nao pode ser apenas como um facilitador das mesmas atividades, rotinas ja feitas
sem o recurso. F preciso se apropriar deste conjunto de novas formas de representacio.

Ha que explorar, criar novas ferramentas, compreender matematicamente os simbolos,

os objetos, os passos de uma construcao.
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A necessidade, portanto, ndo é a de usar o meio para continuar
fazendo o mesmo. E preciso mudar as praticas e os habitos docen-
tes e aprender a trabalhar pedagogicamente de forma dinamica e
desafiadora, (...). Em principio, devemos compreender e nos apro-
priar das especificidades das inovacoes tecnologicas, adequando-as
como inovagoes pedagogicas. |17, Kenski, p.97]

Nao ha mais volta, a cada dia surgem novas ferramentas tecnologicas construidas
especificamente para o ensino de mateméatica. Estas criagoes estao espalhadas por
inimeros ambientes virtuais e grande parte disponivel gratuitamente para uso. Os
recursos computacionais pensados para o ensino e aprendizagem em matematica, tém
caracteristicas e finalidades especificas para cada contexto; existem softwares, simu-
ladores, aplicativos, planilhas eletronicas, animacgoes, videos, imagens, hipertextos e
tantos outros objetos de aprendizagem, todos focando alguma area da matemaética e
com potencialidade para serem estudados, ampliados, adaptados para o uso no ensino.

Muitos recursos computacionais tém sido pensados e estruturados de modo a aten-
der especificidades de ensino e aprendizagem em matematica; alguns deles apresentam
uma enormidade de ferramentas capazes de representar conceitos e objetos proprios de
cada area da matematica, assim como é impresso no papel (bidimensional). E possivel
ir mais além e modelar objetos reais em 3D (modelagem computacional), chegando a
uma precisao incrivel.

Trataremos em especifico do software GeoGebra, que se destaca por disponibilizar
intimeras ferramentas (elementos e objetos geométricos) em uma interface amigavel,
relacionando a Algebra e a Geometria de forma dinamica. O GeoGebra permite que
sejam feitas construgoes geométricas, respeitando conceitos proprios da geometria e
ainda manipular estes objetos de modo a verificar caracteristicas e propriedades dos
elementos que compoem a construcao.

Com este software é possivel criar um Applet, que nada mais é um pequeno software
que funciona dentro de um software maior; no caso do GeoGebra, as construcoes que
permitem ao usudrio manipular algum elemento e verificar as alteracoes geométricas

ou algébricas relacionadas a estas construgoes sao os Applets e o GeoGebra seria o
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software maior. Trés destes Applets estao representados pelas Figuras 4.13, 4.16 e
4.18. A maioria das representacdes utilizadas neste trabalho foram originadas com o
GeoGebra.

No item 4.8 de Exemplos e problemas, em que tratamos da interpretagao geométrica
de uma raiz quadrada, estao indicados os procedimentos tomados no GeoGebra para se
construir um desenho geométrico; trata-se de um Applet que expressa a raiz quadrada
de um ntmero positivo qualquer. Na Figura 4.18, deste mesmo item, constam as
janelas de Algebra e de Visualizacdo, em que ¢ possivel perceber os objetos utilizados na
construcdo e o desenho geométrico. Ha neste software a possibilidade de aliar Algebra
e Geometria trabalhando com ferramentas que expressam exatamente os objetos (em
visualiza¢ao 2D e 3D) com os quais lidamos ao ensinar e aprender Matematica.

Os desenvolvedores deste software, construiram um ambiente (https://geogebra.org)
para download gratuito e instalagdo em véarias plataformas. Este ambiente tem a pro-
priedade de gerenciar logins e de permitir que qualquer usuario possa guardar e com-
partilhar seus arquivos. Tenho algumas contribui¢oes no ambiente GeoGebra.org e em
outro espago de registro online (blog: www.ticsnamatematica.com) no qual constam
sugestoes de praticas de ensino e aprendizagem, construcoes e Applets, referenciando
este software.

E importante lembrar que um recurso computacional nio deve substituir a prética;
Dell’Isola [10] lembra que o habito de utilizar a tecnologia como muleta ao contrario de
uma ferramenta para o desenvolvimento humano, colabora para que tornemo-nos me-
nos capazes de pensar. Ao utilizar o recurso para criar uma representacao geométrica,
¢ preciso que seja capaz de reproduzir em mente a mesma representacao e compreender
os conceitos associados a ela. O GeoGebra ¢ bastante intuitivo, ao dispor de uma in-
terface em que as representacoes de suas ferramentas remetem aos simbolos, elementos
e objetos da geometria; implica que sem o conhecimento matematico sobre eles pouco

se constroi.
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3.5 Conexoes entre as areas da disciplina Matematica

Historicamente, percebe-se que a matematica foi sendo estruturada através da re-
lacao de inimeros conhecimentos de diversas areas; aos poucos, foi se desdobrando em
varios segmentos, originando novas areas de estudo e dentro de determinada area vie-
ram subareas. Muitas destas areas tém estudos independentes e a0 mesmo tempo estao
relacionadas umas as outras. O ensino e a aprendizagem precisam ser desenvolvidos de
modo a valorizar relacoes entre as diversas areas da matemaética.

Lorenzato, afirma que

a geometria é a mais eficiente conexao didatico-pedagogica da Ma-
temética. Interliga-se com a aritmética e com a algebra, porque os
objetos e relacoes dela correspondem aos das outras; assim sendo,
conceitos, propriedades e questoes aritméticas ou algébricas po-
dem ser classificados pela geometria, que realiza uma verdadeira
tradugao para o aprendiz. [21, Lorenzato, p.07]

Muitos livros didaticos apresentam capitulos ou unidades especificos a cada con-
teido. O que mais se faz é dividir os contetidos especificos da algebra, aritmética ou
geometria (por exemplo) em varias unidades e a cada bimestre (etapa) é ensinado parte
de cada uma destas areas. Mesmo assim, os conteiidos nao estao mesclados, nao ha
uma relagao direta entre eles, é mais uma fragmentacao de contetdos, justificada pela
necessidade do estudante aprender um pouco dos contetidos de varias areas durante
um periodo letivo.

Ocorre que nao ha uma continuidade destes estudos por conta das praticas de ensino
e aprendizagem tomadas pelos professores; por vezes, a cada novo perfodo letivo, volta-
se ao ponto inicial, repetindo os mesmos contetidos sem que relacione as varias areas de
estudo em matematica. Abre-se uma lacuna de conhecimentos nao estudados e grupos
de contetidos que pouco se entremeiam.

Tomando o livro didatico do 9° ano (Ensino Fundamental) da cole¢ao “Matemética:
teoria e contexto” de Centurion e Jacubovic (Figura 3.4) como exemplo, os capitulos

1 (Geometria: ampliagdo e redugoes), 5 (Geometria e medidas: comprimentos) e 6
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(Geometria e medidas: areas e volumes) sao especificos & geometria, tendo ainda no
capitulo 3 (Reunindo geometria e algebra) duas unidades tratando sobre ‘representagao

geométrica de uma equagao’ e ‘resolucao grafica de sistemas de equacgoes’.

Matematica
teoria e contexto

o MARILIA CENTURION & JOSE JAKUBOVIC

. «¥ ano

MANUAL DO PROFESSOR

CODIGO DA COLEGAO

[2[7[a[2[o[ciD]L[o]2

- Editora
Q Saraiva

Figura 3.4: Capa do livro Matemdlica: teoria e contexto.

Neste mesmo livro, percebe-se que nao s6 nos capitulos citados, mas aos demais,
h& a preocupacao por representar objetos matemaéticos e de relacionar caracteristicas
destes objetos em suas representagoes. O livro didatico (versao do professor) apresenta
ainda uma série de recomendacoes a respeito da pratica e destaca sobre |6, p.12, manual
do professor| “o valor da visualizagao e da representacao espaciais que colaboram para
o desenvolvimento do pensamento geométrico”.

Algo interessante no livro didatico do 9° ano, do projeto Velear: Matematica de
Antonio J. L. Bigode, é a presenga da unidade 2 nomeada “Geometria e argumenta-
¢ao” (Figura 3.5) em que se destacam demonstrages, construgoes, cuidados ao usar
representagoes, a prova visual do Teorema de Pitdgoras (tratada detalhadamente no

subitem 4.1 deste trabalho) e enfoque historico e matematico do livro Os Elementos
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(Figura 5.5). Apesar deste enfoque especial na unidade 2, o livro possui caracteristicas
que evidenciam relagoes entre as areas da matematica, presentes nas apresentacoes dos

contetdos e nos problemas propostos.

CAPITULO 4
Demonstragdes em Geometria 74

« As aparéncias enganam 74

- Avisualizagdo como base para uma prova 76
»Verdades geométricas

baseadas na experiéncia pratica 77

+ As primeiras demonstracbes geométricas 79
« 0 livro que organizou e

revolucionou a Geometria 81

Antonio Lopes + Passo a passo de uma demonstragdo 83

+ Desigualdades triangulares 92

CAPITULD 5
Congruéncia e semelhanca 97

« Figuras congruentes 97

- Figuras semelhantes 106
- Feixe de retas paralelas cortado

por retas transversais 113

—
=
h
=T
—
=
=T
—

Material de
divulgagao da CAPITULO 6
Editora Scipione Resolvendo tridngulos
.. com Tales e Pitdgoras 119
inscritos no PHLD 2014, - Resolvendo tridngulos com Tales 118
hates ,.fni‘if"é.’.?jﬁ.ﬁf ?;I."_.";" - Introdugso & Trigonometria 121
apeovados pelo MEC no site - Resolvendo tridngulos com Pitdgoras 130

e sbribeducacac.oom brpnldIol4

27473COL02

Figura 3.5: Capa e sumdrio de uma das unidades do livro do Projeto Velear.

Alguns momentos em que se percebe que no Ensino Fundamental e no Ensino Médio
h& a aproximacao entre areas da matematica é no uso de problemas como estratégias
de ensino e aprendizagem; algo crescente nos livros didaticos e nos instrumentos de
avaliacao do ensino no Brasil, mas pouco explorado pelos professores. Comumente,
nas aulas, o que se vé é um roteiro a cumprir: conceitos, exemplos especificos e listas
de exercicios (fechadas, especificas, macantes); basicamente através de algum livro
didatico. Nao sao criadas situacoes que permitam ao estudante, por exemplo associar
areas da matemadtica, perceber a origem de determinado conceito, propor aplicagoes

em outros campos da Matematica, de outras disciplinas ou em situacoes reais.
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estimular, em sala de aula, a utilizagdo de diferentes registros de
representacao, e principalmente, a mobilizacao de um tipo de re-
presentacao para outro, auxiliard na compreensao dos conceitos
matematicos, por parte dos estudantes. (...) a aprendizagem de
um objeto matematico ndo estd apenas associada aos conteidos
presentes nos conceitos estudados, mas especificamente, ao esta-
belecimento de relacoes com as diversas formas de representacao.
[36, Silva, p.21-22]

Quer-se enfatizar nao somente o uso de representacoes, mas também como relacio-
nar suas diferentes formas; o estudante que consegue partir de uma e chegar a outras
representagoes, demonstra ter compreendido determinados conceitos ali empregados e
mais, apresenta novas caracteristicas a respeito do objeto de estudo. Para a maioria
das areas da Matematica, é visivel o uso de diferentes formas de representacao em sua
estrutura. A geometria é organizada e estudada sob diversas divisoes, e mesmo assim,
é necessario o emprego de mais de uma forma de representacao.

Ensinar mateméatica demanda relacionar diversas areas (geometria, aritmética, alge-
bra) de modo a nao se prender somente em procedimentos repetitivos, mas procurando
despertar e ampliar algumas habilidades nos estudantes. Uma atividade importante
que permite tal relacao é o criar e resolver problemas. De inicio, nas séries finais do
Ensino Fundamental I, propoe-se que sejam criados problemas livres, quando necessé-
rio o professor orienta e organiza o problema com seu aluno e entao distribui a lista de
problemas para que toda turma possa resolvé-los. No Ensino Fundamental II, ja com
posse de mais conceitos e propriedades, comecam a haver direcionamentos de elemen-
tos minimos aos problemas que serao criados e a atividade deve ser repetida e ganhar
novos elementos progressivamente.

Rogenski e Pedroso, destacam que a dificuldade e o ndao entendimento dos estudantes
do Ensino Médio em geometria espacial e com relacao a célculos de areas e volumes

deve-se
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a defasagem existente no Ensino Fundamental, em que a geome-

2

tria nem sempre é apresentada ao aluno inter-relacionada com
os demais contetidos estruturantes, como a algebra e numeros,
torna-se mera ilustracdo e exemplificacdo, sem entendimento de
conceitos e propriedades. [32, Rogenski e Pedroso, p.02]

a geometria promove o entendimento de diferentes contetidos ma-
tematicos, é por isso que precisa ser trabalhada em conjunto com
cada contetido, pois dessa forma os alunos entenderao melhor até
mesmo o célculo algébrico, que, muitas vezes, parece ser abstrato.
[32, Rogenski e Pedroso, p.06]

Portanto, é importante e necessario, associar as diversas areas da Matematica. Al-
gebra, aritmética, geometria, e outras areas precisam ser estudadas e aprendidas de
modo que sejam relacionadas; mesmo que numa proposta de ensino especifico de cada
uma, dentro de determinada area cabe enfatizar como ela estd relacionada com ou-
tras. Os livros didaticos de matematica sao cada vez melhor estruturados, exploram as
representacoes geométricas e buscam relacionar diversos contetidos de modo a eviden-
ciar que nao devem existir blocos isolados da Matematica, que cada um destes blocos

possuem representagoes especificas, mas contribuem um com o outro.
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Capitulo 4

Exemplos e problemas

Acreditando que resolver problemas matemaéticos contribui para melhor aprendiza-
gem de geometria e algebra, e que esta deve ser uma pratica valorizada pelos professores
e estudantes, destacamos algumas observagoes que procuram auxiliar em tal atividade.

A representacdo pode ser um detalhe na solucdo de um problema, ou até mesmo a
solucao deste problema. Pode contribuir para a interpretacao e o entendimento do que
foi proposto para se resolver e também ser parte necessaria a solucao. Cabe observar
algumas estratégias para a resolucao de problemas, descritas detalhadamente por Tao

[37, p.2-11] e que se encontram a seguir, de forma resumida:

e Perceber o tipo de problema (para proceder a resolu¢cdo numa abordagem algé-
brica ou geométrica);

e Entender os dados (quais sdo os objetos e suas propriedades);

e Entender o objetivo do problema,;

e Escolher uma boa notagao (como representar, de forma eficiente, os dados e os
objetivos);

e Escrever o que se sabe, usando a notagao escolhida (fazer um diagrama);

e Modificar ligeiramente o problema, procurando tornar o problema original mais

acessivel;
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e Modificar profundamente o problema (omitir dados, ampliar o problema, trocar
dados com objetivo);
e Estabelecer resultados para o problema (manipular);

e Simplificar, explorar os dados, atingir metas parciais;

Oliveira e Fernandez [27, p.15|, ao indicarem “algumas dicas para resolver pro-
blemas”, destacam entre outras regras a possibilidade de “mudar a representacao do
problema” e de se “usar a imaginagao pesquisando caminhos alternativos”.

Percebe-se a importancia das diferentes formas de representagoes (algo enfatizado
por Duval) na busca de apresentar uma solug¢ao correta para um problema. A interpre-
tagdo do problema passa pelo 7) entendimento do tipo, dos dados e do objetivo e pela
i1) reorganizagao do que se sabe do problema a partir da escolha de uma notacao; sao
processos que envolvem o entendimento e representacao da linguagem matematica (si-
nais, simbolos e significados). O modo como se lida com tudo isso é o mais importante,
pois é ai que se aprende e que se resolve corretamente um problema.

Foram referenciados alguns problemas e exemplos a fim de que se perceba o uso de
diferentes formas de representagoes no corpo das solucoes ou discussoes propostas. Tais
solugbes/discussdes apresentam: a construgao geométrica como uma forma alternativa
e ampliativa de ensino e de aprendizagem de algum conceito que comumente é estudado
por outros procedimentos; a imagem como forma de simplificar algum discurso ou

desenvolvimento tedrico e a simbologia aplicada em varias dreas da matematica.

4.1 O teorema pitagorico

Um teorema muito conhecido e explorado no Ensino Basico e também no Ensino
Superior é o Teorema de Pitagoras.

Historicamente, existem fatos que indicam o conhecimento de tal teorema muito
antes de Pitagoras. Sao intimeras as formas de se demonstrar este teorema. Reproduz-

se a seguir, o teorema e sua demonstracao dada por Euclides e presente em Howard
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Eves [12, p. 53, 55-56]:

Teorema 4.1.1. O quadrado sobre a hipotenusa de um tridngulo retdngulo € igual a

soma dos quadrados sobre os catetos.

Demonstra¢ao. Suponhamos que o ZBAC (angulo) da Figura 4.1 seja o angulo reto
do AABC (triangulo). Os quadrados BCDE, ABFG ¢ ACHK sao construidos sobre
os respectivos lados do AABC. Seja AL o segmento tracado paralelo a BE (ou iden-
ticamente, C'D). Mostra-se que os pontos C, A, G assim como os pontos B, A, K sao
colineares (GAC = GAB + BAC = 180° ¢ BAK = BAC + CAK = 180°).

Entao se prova que o AABE é congruente ao AFBC (caso L.A.L. de congruéncia:
AB = BF; ABE = CBE + CBA = 90° + CBA, FBC = FBA+ CBA =90° + CBA
implica que ABE = FEC’; BC = BE). O paralelogramo BELM é o dobro (tem o
dobro da medida da area) do AABE e o quadrado ABFG é o dobro (tem o dobro da
medida da area) do ABCF, portanto o paralelogramo BELM é igual (mesma medida
de area) ao quadrado ABFG.

Analogamente, prova-se que o paralelogramo CDLM ¢é igual (mesma medida de
area) ao quadrado ACHK. Por conseguinte o quadrado BC'DE, formado pelos dos
paralelogramos BELM e CDLM, é igual (mesma medida de &rea) aos dois quadrados
ABFG e ACHK. Conforme se queria demonstrar.

O

Historicamente, algumas representacoes foram tomadas como demonstragao de pro-
priedades ou teoremas, como no caso descrito mais abaixo e indicado nas Figuras 4.2
e 4.3. Ao planejar aulas e aplica-las, o professor pode utilizar de tal recurso, pois a
representacao colabora para melhor entendimento de uma demonstracao. Cabe apenas
cuidar para que o(a) estudante ndo se apoie fielmente em todas as reprodugoes que
sao indicadas nos problemas, pois algumas delas sao meros esbocos e estes nao tém a
obrigacao de fidelidade com propriedades, conceitos e outros relacionados aos objetos

matematicos, e isso pode induzir ao erro.

41



» Janela de Algebra | b Janela de Visualizagio

Poligono
g 13 4

Ponto 127

..... & A=(4,8)
..... . B=(36)
..... ® Cc= (8, 6) 11 4
..... & L= (4,1)
----- & M=(4,6)
- Reta 10 4
b gx=4
Segmento G

----- & d=5 pol3

----- ® =447 71 /
..... ® =7 \&(‘mn /
----- ® s=707 —

o 1 2 3 4 S G 7 =] a 10

Figura 4.1: Demonstra¢ao do teorema pitagdrico, sequndo Euclides (Cdlculo de dreas).

Esta mesma demonstracao aparece mais detalhada, apontando as proposigoes utili-
zadas e discussao sobre como poderia ter sido desenvolvida, em Roque e Carvalho |33,
p.88-96]. Algumas demonstrac¢oes nao apresentam simbolos detalhando passo a passo,
cada decisao tomada rumo ao objetivo do problema; neste caso, ha uma demonstra-
¢ao sugerida em Howard Eves [12, p.56], atribuida a Bhaskara, em que é apresentado
apenas um diagrama (Figura 4.2) e a expressao “Veja!”.

No Ensino Fundamental II (8° ou 9° ano), quando é ensinado sobre o Teorema de

Pitagoras, entre outras estratégias, uma boa sugestao de demonstracao é a de Bhaskara
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(Figura 4.3); usando papelao colorido ou mesmo a borracha EVA (Etil Vinil Acetato),
é possivel estruturar esbogos conforme mostra a Figura 4.3. E mais, pode ser sugerido
que eles procurem encontrar uma forma de reposicionar as pecas do quadrado de lado
a de modo a obter dois quadrados menores de lados b e ¢ e entao serem questionados
quanto as areas destes quadrados; seria uma forma de procurarem chegar & proposicao
do teorema sem que ele lhes tenha sido apresentado anteriormente. Para tal forma
de demonstragao, o estudante utiliza de testes e da visualizagao para partir de uma

representacao estabelecida e chegar a outra.

Figura 4.2: Demonstracao do teorema pitagorico, sequndo Bhaskara.

b

Me tire daqui
i Metlreédaqul -

G |

Me encaixe aqui Me encaixe aqui

(i) (1) (1i1)
Figura 4.3: Demonstragao do teorema pitagorico, sequndo Bhaskara - passos da decom-
POSICAO.

O livro Projeto Telaris: Matemaética |7, Dante, p.180-183|, apresenta quatro de-
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monstragoes do Teorema de Pitagoras, trés delas diferentes das duas apresentadas
neste trabalho. A primeira demonstracao recorre & semelhanca de triangulos obser-
vando algumas relagoes em tridngulos retangulos. A segunda remete a demonstragao
dada por James Garfield, que compara a area de um trapézio com a area de trés regioes
triangulares obtidas da decomposicao do mesmo trapézio. A terceira demonstracao é
similar & apresentada na Figura 4.2, mas utilizando 4lgebra e sem decomposi¢ao da fi-
gura original, como apresentado na Figura 4.3. E por fim, uma demonstracao atribuida

semelhantemente & de Pitagoras.

4.2 Representacoes de alguns conceitos algébricos

4.2.1 Algumas propriedades

As propriedades 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4 estao demonstradas em [19, Lima, p.
31-33|. As figuras, sdo esbogos que procuram representar as propriedades de modo

geométrico, tomadas para elucidar algumas discussoes.

Propriedade 4.2.1. Associatividade da adicao: Para quaisquer nimeros naturais

m, n, p, tem-se
m+(n+p) = (m+n)+p.

( m + n )+ P

Figura 4.4: Propriedade associativa da adicao.

Propriedade 4.2.2. Comutatividade da adicao: Para quaisquer m, n € N tem-se
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Figura 4.5: Propriedade comutativa da adigao.
m-+n=n-+m.

Evidenciar geometricamente algumas propriedades algébricas como as descritas a
seguir, implica em alguns cuidados, pois deixamos de lidar com simbolos que, nas pro-
priedades, representam apenas quantidade (nameros) para uma representagao de objeto
no quadro ou papel, e a nocao de espaco ocupado pode causar confusao, ja que visu-
almente, por exemplo, a Figura 4.4 apresenta dois segmentos de mesmo comprimento,
mas os objetos que compoem cada segmento estao em posicoes diferentes.

Neste caso, o uso de um objeto real (barbante, fitas de EVA, palitinhos) em cores
e tamanhos diferentes, e a explicacao de que devem ser verificados os resultados das
operagoes (comprimento da unido dos dois objetos de diferentes comprimentos - seg-
mentos consecutivos), expressa praticamente o mesmo procedimento descrito no papel
ou quadro; a diferenca esta no palpavel, que poderd permitir melhor compreensao.

Aqui sugeriu-se, nao s6 o uso de simbolos, desenhos ou esquemas para representar
as propriedades, mas usar o objeto como representacao de contagem (quantidades) ou
conceito (conjuntos e operagoes). O objeto em si, ndo estd diretamente relacionado

com o problema, mas a sua representacao é valida para se aplicar.

Propriedade 4.2.3. Distributividade: Para quaisquer m, n, p € N tem-se

m-(n+p)=m-n+m-p.

Propriedade 4.2.4. Comutatividade de Multiplicagcao: Para quaisquer m, n € N

tem-se



m=2n=3p=4 m=2n=3p=4

m - (n+p) m-n+m-p

Figura 4.6: Propriedade distributiva.

m=4,n=23 m=4,n=23

T - n n-m

Figura 4.7: Propriedade comutativa de multiplica¢ao

Nas Figuras 4.6 e 4.7, observe que sao usadas representagoes de conjuntos, em que
cada quadradinho representa uma unidade (principio da contagem), cada coluna um
nimero e que cada grupo de colunas uma soma (unido). Estas representacoes sao
amplamente requisitadas nas séries inicias do Ensino Fundamental (1° ao 4° ano), com
o uso de simbolos ou objetos (riscos, bolinhas, dedos das maos, tampinhas, material
dourado) basicamente para representar os nimeros, contar as quantidades e indicar o
resultado da operagao envolvida; torna-se uma atividade mecanica, uma sequéncia a
ser seguida, sem o entendimento do por que proceder daquele modo; tal fato colabora
também para nao evidenciar a transicao de uma para outra representacao.

Certa vez (fevereiro de 2014), houve um fato que é pertinente lembrar e que ocorreu
com um estudante do 4° ano do Ensino Fundamental -, percebi o procedimento que este
tomou para resolver uma adicao com duas parcelas na ordem das centenas simples; nao

recordo os ntimeros, mas sei que riscar varios “pauzinhos” - assim ele dizia, para indicar
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tais ndmeros, nao era tarefa facil. Ele representava cada uma das parcelas e depois
contava novamente desde o inicio da primeira parcela, sem sequer assumir o valor que o
primeiro grupo de “pauzinhos” representava; agrupando tudo num sé conjunto chegava
ao resultado que, quando nao se perdia na contagem, sempre estava correto.

Um processo cansativo e desnecessario, que nao pude identificar ao certo o porque
deste estudante assim proceder. O que pareceu mais provavel, foi a inseguranca em uti-
lizar de outras formas de representacao e de procedimentos mais adequados & situacao,
ou mais agravante, o desconhecimento disto. Este se via preso em um procedimento
muito utilizado quando os estudantes tém os primeiros contatos com a adicao - juntar,
agrupar, nocoes de conjunto. E um exemplo que permite perceber a importancia das
representacoes na matematica, quais sao mais adequadas em cada momento, e que uma
unica nao basta, pois ela nao é capaz de lidar com um todo de determinado tema; que
quanto mais representa-se de diferentes modos e por diferentes representacoes, mais
claro e préoximo estard o aprender para o estudante.

Sao praticas comuns e necessarias para a aprendizagem, mas a noc¢ao destas pro-
priedades pode ser aos poucos evidenciada e estas estratégias irem sendo substituidas
para que nao se prenda a uma tunica forma de ensino e aprendizagem, o estudante
possa ser estimulado a desenvolver suas proprias estratégias e o professor perceba que
ele tenha, por exemplo, compreendido determinada propriedade.

Nao é que seja necessaria alguma demonstracao destas propriedades nestas séries,
nem é recomendado. O estudante ainda nao possui base minima para abstracoes e com-
preensao de demonstracoes. Mesmo em séries posteriores, nao cabe ensinar procurando
construir toda uma fundamentacao teorica; é interessante que proponha atividades em
que o estudante procure compreender determinado problema, registrando e explicando
estratégias pensadas para resolvé-lo e posteriormente, apresentar determinado conceito
ou férmula com devidas justificativas de sua validade. Aos poucos as demonstracoes
vao sendo construidas, sem a necessidade de um decoreba de linhas ditadas ou de todo

rigor légico, como ressalta Avila [1, p.7-8].
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4.2.2 Produtos notaveis: (a +0)? e (a — b)?

Produtos notéaveis sao identidades algébricas mais frequentes ao se realizar calculos
com expressoes algébricas. Uma identidade algébrica ¢ uma equagao em que os dois
membros sao expressoes algébricas e que é verdadeira se, e somente se, a igualdade é
verdadeira para quaisquer valores que se atribua as variaveis envolvidas [28, Parente).

Os procedimentos tomados a seguir para tratar de produtos notaveis, é evidenciado
no livro de Bigode [2, p.48-51], e tratado através de alguns procedimentos e diferentes
representacoes. Partindo do particular, escolhe o trinémio z? + 6z + 8, e através de
transformacoes em representagoes algébricas e geométricas, torna-o um trinémio qua-
drado perfeito. Posteriormente, enfatiza alguns casos especificos generalizando-os por
meio da representacao geométrica e sugerindo o uso de materiais manipuléveis para

acompanhar as representacoes.

A) Quadrado da soma de dois termos

(a+b)?=(a+b)(a+0b) =a®+2ab+V?

a b

i) lados dos retangulos ii) areas dos retangulos

Figura 4.8: Quadrado da soma de dois termos.

Geometricamente construimos um quadrado de lado a e marcamos a medida do

segmento que representa o termo b a partir de um dos extremos do lado a (segmentos
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consecutivos); com isso, o lado do novo quadrado quadrado tera medida a + b, sendo
dividido em dois segmentos de medidas a e b. Neste ponto procedemos de modo a
decompor o quadrado de lado a + b em retangulos; na vertical tracamos o segmento
paralelo aos lados verticais a + b, cujos extremos sao os encontros dos segmentos que
representam os termos a e b. Fazemos o mesmo procedimento na horizontal.

Em seguida, calculamos as areas dos retangulos originados na decomposicao e ob-
temos: S; = a?, Sy = S3 = ab e S, = b%. A soma destas areas ¢ igual & area S do
quadrado de lado (a + b), e assim temos

Sp =51+ 5+ 53+ 5,

(a+b)* =a*+ab+ab+1?

(a+0)*=a®+ 2ab + b

B) Quadrado da diferencga de dois termos

(a—b)* = (a—0b)(a—b) =a*>—2ab+ b?

(a—b) b

4

Figura 4.9: Quadrado da diferenca de dois termos.

Geometricamente construimos um quadrado de lado medindo a e marcamos os en-
contros dos segmentos que representam os termos de medidas (a — b) e b nos lados
deste quadrado. Em seguida decompomos o quadrado de lado medindo a em retangu-

los; para isso, na vertical tragamos o segmento paralelo aos lados verticais de medida
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a = (a —b) + b, cujos extremos sao os encontros dos segmentos que representam os
termos de medida (a — b) e b. Fazemos o mesmo procedimento na horizontal.
Calculamos as areas dos retangulos originados na decomposicao do quadrado de
lado a e obtemos: S; = (a — b)?, Sy = S3 = b(a — b) e Sy = b*. A soma destas areas é
igual a area St do quadrado de lado a, segue que:
ST251+SQ+S3+S4
= (a—0)2+bla —b) + bla —b) + b
= (a —b)* + ba — b* + ba — b* + b*
= (a —b)* + 2ba — b
—0)? = a® — 2ab + b2

/-\

4.3 Quatro retangulos de papel

O problema apresentado a seguir, foi proposto na prova de nivel 1, na segunda fase
da OBMEP 2005 (http://www.obmep.org.br/provas.htm). Este problema foi retomado
em uma turma (39 estudantes) do 9° ano do Ensino Fundamental, procurando verificar

alguns modos de representagao na solugao apresentada pelos estudantes.

(Adaptado) Tia Anastécia uniu quatro retangulos de papel de 3 cm de comprimento

por 1 cm de largura, formando a Figura 4.10.

Figura 4.10: Os quatro retdngulos.

A) Qual é o perimetro da figura?
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B) Qual & o menor nimero de retangulos de 3 cm de comprimento por 1 cm de
largura que é necessario juntar a essa figura para se obter um quadrado? Faca um
desenho ilustrando sua resposta.

C) Qual é a area do quadrado obtido no item anterior?

Solucao:

A) Solugdo 1: Ao juntar os retAngulos, cada um “perdeu” um lado de 1 cm e mais 1
cm em um lado de comprimento 3 cm, ou seja, 2 cm no total. Como o perimetro de

cada retangulo & 8 cm, o perimetro da figura é 4 <8 -4x2 =24 cm.

Solugdo 2: A figura tem 4 lados de 3 cm, 4 lados de 2 cm e 4 lados de 1 cm, logo
seuperimetroé 4x3+4x2+4x1=24cm. ‘ 3 e

B) A resposta esta na figura ao lado, onde vemos que basta juntar 8 | [ ]

retAngulos a figura original para formar o guadrado. 3 em

C) Solugdo 1: Cada retangulo tem area igual a 3x1=3 cm’. Como o

guadrado & composto de 12 retdngulos, a sua area é iguala 12x3 =36 i om i :

cm’. 1 i
| cm [

Solugdo 2: Observando a figura, vemos gue cada lado do quadrado tem 1em | '

1

comprimento igual a 3 =1+ 3 = 6 cm. Portanto, sua 4rea & 6 x 6 = 36 cm®. !

Figura 4.11: Solug¢ao - Quatro retangulos de papel (versao OBMEP).

Apos a aplicacao deste problema, juntamente com outros em uma atividade para
estudantes do 9° ano, poucos indicaram resolugao correta para o exercicio e nao surgiu
qualquer representacao relevante ou que apresentasse algo diferente da sugerida na
solugao (Figura 4.11).

Na Figura 4.11, observe que, segundo referéncia de Boavida na Figura 3.2, aparecem
as representacoes de modos: iconica e simbolica. Nos itens A) e C) sdo apresentadas
solugoes com diferentes procedimentos; a solugao do item B) poderia se dar basicamente
com a representacao iconica. O modo de representacao ativa nao cabia para o momento

de aplicacao da prova, mas é perfeitamente possivel em sala de aula.
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4.4 Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Teorema 4.4.1. Teorema Fundamental da Proporcionalidade: Seja f: R — R
uma fungao crescente. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) f(nx) =nf(x) para todo n € Z e todo x € R.

(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € R.

(Logo f(cx) = cf(z) para quaisquer c,x € R.)

(3) f(z+y) = f(x) + [(y) para quaisquer z,y € R.

|| )=

= a.r

Figura 4.12: Teorema Fundamental da Proporcionalidade, aplicado em f(x) = ax.

O teorema 4.4.1 [19, Lima, p.98| é utilizado no exemplo a seguir e é uma referéncia

presente em Lima [19, p.100]:

Exemplo 4.4.2. Fuclides dizia: “dois retingulos de mesma altura estao entre si como
suas bases”.

Isto quer dizer que, se a altura de um retingulo é fivada, a drea desse retangulo é
proporcional & base. Ou ainda: a drea de um retdngulo de altura a e base x € uma
funcao linear de . E claro que esta afirmacio € uma consequéncia super-ébvia da
formula de drea do retdngulo. O ponto, todavia, € que ela é o argumento crucial para
a deducdao daquela formula, logo nao pode ser deduzida como sua consequéncia. Para
estabelecer sua veracidade, seja f(x) a drea do retingulo de altura a e base x. E claro
que f € uma funcao crescente de x.

Além disso, € claro que um retingulo de altura a e base nx pode ser decomposto em

n reténgulos de mesma altura a, cada um com base x, logo f(nz) = nf(x). Seque-se,
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entao, do teorema 4.4.1 que f(x) = A-x, onde A = f(1) € a drea de um retangulo de
altura a e base 1. Vamos mostrar que A = a.

O mesmo argumento, aplicado aos retdngulos de mesma base 1 e altura varidvel,
mostra que A = a-U, onde U € a drea do retdngulo de base e altura iguais o 1. Mas
este € o quadrado de lado 1 o qual €, por definicao, a unidade de drea. Portanto U =1
e A=a.

Conclusao: a drea de um retangulo de altura a e base x € igual a ax.

4.5 Raizes da equacao z°> — Sz + P =0

O exemplo explanado a seguir é baseado em uma discussao que consta em Lima |19,

p. 122-124| a respeito do estudo das fungoes quadraticas. Conhecendo-se a soma S e o

produto P de dois nimeros m e n (positivos), expressa-se a equagao ¢ : v2—Sx+P = 0,

cujas raizes sao x; e xo e satisfazem S = x; + 29 € P = x1 - T9; ou seja, x; e xg SA0

os nameros m e n. Nestas condi¢oes, havia uma regra para achar as raizes (os dois
nimeros m e n) da equacao ¢:

Fleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia

a raiz quadrada da diferenca. Some ao resultado a metade da

soma. Isso dard o maior dos nimeros procurados. Subtraia-o da
soma para obter o outro nimero. [19, Lima, p. 123]

A partir da regra indicada, supondo m > n, teriamos as raizes:

S S 2 S S 2
Ilzm:§+ <§) _P e JZQZS—TTL:§— (5) —_P7

mas a ideia aqui é propor uma construcao que, tendo S e P, seja possivel encontrar as
raizes da equacao ¢.

Discussao similar sobre encontrar dois niimeros tendo a soma e o produto é apre-
sentada por meio de um exemplo baseado num procedimento de Diofanto em Roque e
Carvalho (33, p.168-171]. Diofanto, no livro Aritmética, contribuiu com a introducao

de “uma forma de representar o valor desconhecido em um problema”. O procedimento
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nao utiliza construgao geométrica e ao mesmo tempo lida com valores conhecidos e
desconhecidos (algebra). Tem-se uma resolugdo baseada no discurso que é abreviada
pelo uso de simbolos.

A Figura 4.13, representa uma construgao estruturada no software GeoGebra e
permite encontrar as raizes de uma equacao polinomial do 2° grau para o caso especifico
em que ¢ : 2> —Sx+P = 2’ —szx+p® = 0, com S = x;+x5 (soma das raizes), P = -2y

(produto das raizes) e s > 2p, sendo x1, xs (sempre positivos) as raizes desta equagao.

X2-4.25x+12= 0

Raizes:
Xq= 025e Xo5= 4

r _

[ D H s H

Figura 4.13: Raizes da equacdo do tipo x2 — sz + p?> =0, com s > 2p.

Na construcao indicada na Figura 4.13, é possivel observar que:

e ¢ ¢ o semicirculo de diametro d(D, C') = DC' (distancia do ponto D ao ponto C');

r| terdista MN det

e AH=AH = MN = p, sendo AH e A’H' segmentos perpendiculares as retas r
et. He H pontos de r e A e A’ pontos de t;

o AAHC = AA'H'D, por LAL: HC = H'D, AHC = AH'D e AH = AIT;

d(D,H) = DH e d(H,C) = HC sio as raizes x; e 75 da equacio ¢;
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e Na equacdo ¢ : 2% — sx + p? = 0, temos os coeficientes a = 1, b = —s e ¢ = p?,

entao a soma S e o produto P das raizes de ¢ sao, respectivamente:

S——t--logepotogop

e d(D,C)=DC=DH+ HC = s =x; + x3;

e d(M,N) = MN = AH = p; mas como AH & a altura do ADAC, segue que
AH’ =DH-HC = p*> = DH - HC = 21 - 2».

4.6 Maximo divisor comum (mdc) e minimo multiplo

comum (mmc)

Definicao 4.6.1. Mdximo Divisor Comum: Sejam a e b inteiros diferentes de zero.
O mdzximo diwisor comum, resumidamente mdc, entre a e b é o numero d que satisfaz
as sequintes condicoes:

(i) d é um divisor comum de a e b, isto €, dla e d|b;

(ii) d € o maior inteiro positivo com a propriedade (i).

Neste caso, denotamos o mdc entre a e b por d = mdec(a,b) ou por d = (a,b). Se

(a,b) =1, entdo dizemos que a e b sao primos entre si.

Definicao 4.6.2. Minimo Mouiltiplo Comum: Sejam a e b inteiros diferentes de
zero. O minimo multiplo comum, resumidamente mme, entre a e b € o inteiro positivo
m que satisfaz as sequintes condicoes:

(i) m é um miltiplo comum de a e b, isto €, alm e blm; (i) m é o menor inteiro
positivo com a propriedade (i).

Neste caso, denotamos o mmc entre a e b por m = mmc(a,b) ou por m = [a,b].

O método indicado a seguir é uma referéncia de Polezzi [31, p.80-82| para a obtencao
geométrica do mdc e mmc entre dois numeros (definigdes 4.6.1 e 4.6.2 retiradas de

Oliveira [27, p.106-107, 115]).
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e Considere um retangulo R de lados, com medidas inteiras a e b, dividido em

quadradinhos unitarios.

e Trace uma das diagonais do retangulo R, marcando-a nos pontos que sao vértices

de algum quadradinho unitario.
e Conte quantas partes esses pontos dividem a diagonal: esse nimero d é o mdc(a, b).

e Trace linhas verticais (horizontais), passando por cada um dos pontos que fo-
ram marcados antes, unindo dois lados opostos do retangulo R. Conte o ni-
mero m de quadradinhos unitarios existentes em qualquer um dos d retangulos
(R1,Ra, -+, Ry) determinados por essas linhas verticais (horizontais): esse ni-

mero m é o mmc(a, b).

21

4 8

Figura 4.14: Retdngulo R, que expressa o mdc e o mmc entre dois niumeros.

A Figura 4.14 representa os procedimentos do método para a = 12 e b = 21. A

diagonal esta dividida em trés partes iguais; logo, 3 = mdc(12,21). O namero de
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quadradinhos existentes em qualquer um dos trés retangulos é 7 x 12; logo, 84 =
mme(12,21).

Ora, o método é justificado tomando que se d = mdc(a,b), existem inteiros u e v
tais que a = du e b = dv, com u e v primos entre si.

Considerando um sistema de eixos ortogonais com a origem num dos vértices do

retangulo, a equacao da reta que contém a diagonal considerada é y = Sx Logo,
pertencem & diagonal os pontos (0,0); (u,v); (2u,2v); - - -; (du, dv), pois

b v  2v _dv

a uw 2u Cdu’

ou seja, sao d + 1 pontos de coordenadas inteiras, igualmente espagados.
Para verificar que sao apenas esses os pontos da diagonal com coordenadas inteiras,
suponha que (p, ¢) pertenca a diagonal e tenha coordenadas inteiras. Entao,
b v
q= a P = u D,
o que implica qu = vp e, sendo mde(u,v) =1, vem que ¢ = rv e p = ru, com 0 < r < d.

Logo, a diagonal fica dividida em d pedacos iguais. Como os d + 1 pontos sao
igualmente espagados, os d retangulos obtidos no tltimo item do procedimento tém a
mesma area m. Assim, md=ab, o que mostra que m = mdc(a,b), e m é também o
numero de quadradinhos contido nos retangulos.

Este método parece nao ser ideal para valores de a e b arbitrariamente grandes.
Outro procedimento para encontrar o mdc de dois nimeros é ilustrado num exemplo
em Roque e Carvalho [33, p.108-109], usaremos este procedimento, que em Hefez [15,
p.89| é designado como Algoritmo de Euclides, para encontrar o mdc(12,21), seguindo
a mesma estrutura.

Comece por retirar 12 uma vez de 21, obtendo r; = 9 como resto. Em seguida,
retire 9 uma vez de 12, obtendo ry = 3 como resto. Agora retire 3 trés vezes de 9,
obtendo 0. Logo 3 é o maior divisor de 12 e 21. Tal procedimento pode ser expresso
da seguinte maneira:

(21,12) = (9,12) = (3,9) = (3,0).

57



Existem ainda outros métodos (procedimentos) para se encontrar o mmc e o mdc
de dois e até mais nimeros. Comumente, os procedimentos conforme indicados antes
nao sao praticas entre professores e estudantes do Ensino Béasico, nem mesmo estao
expressos nos livros didaticos, o mais utilizado esta proximo ao que ilustra a Figura

4.15, conforme Dante [8, p.119, 123-124].

12,212 12,21 2

6,212 D(12) = {1,2,3,4,6,12} 6,21|2

3,21|3 D(21) = {1,3,7,21} %,21 3 (fator conmim)
1,77 ol 7
1,1{2-2-3-7=84 \
mmc(12,21) = 84 mdc(12,21) =3

Figura 4.15: Procedimento para encontrar o mdc e o mme, amplamente ulilizado no
Ensino Bdsico.

Tal livro nao apresenta as defini¢coes para o mmc ou mde, parte de exemplos de
problemas, alguns exercicios que exploram o mesmo raciocinio aplicado na solucao dos
problemas e entao apresenta o que chama de ‘processo pratico’.

Ora, todos estes procedimentos trazem em si diferentes representacoes, mas que
tratam de uma mesma estrutura. Na verdade, eles sao bem proéximos, o que realmente

os difere é justamente a forma como cada procedimento é representado.

4.7 Médias entre dois niimeros

Média ¢ entendida como o valor que substitui todos os elementos da lista de nlimeros
sem alterar uma certa caracteristica desta lista. E importante entender a relacio entre
as médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica, pois o uso destas relagoes
permite resolver problemas que por vezes parecem nao ter qualquer relacao com elas,
e seu uso simplifica a resolucao.

A relacao entre estas médias é dada por: Se x1, x5, 3, - , T, S80 nimeros positivos

e My, M,, M, e M), sao suas médias quadratica, aritmética, geométrica e harmonica,
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respectivamente, entao M, > M, > M, > M. Além disso, duas quaisquer dessas
médias sao iguais se, e somente se, os numeros da lista sao todos iguais, z; = x9 =

Ty = -+ = Iy.

Mova os controles deslizantes o

Diametro = 20
L 2
NUMEROS

L2

My, =7.5

Ma=11.18

a=5§ AB=120 b=15

Figura 4.16: Construcao que erpressa em segmentos algumas médias entre dois niume-
T0S.

As defini¢oes das médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica indicadas
a seguir, estao generalizadas para uma lista de n nameros; de acordo com Morgado e

Carvalho [25, p.171-175]:

Definicao 4.7.1. A média aritmética (simples) da lista de n nimeros xy,z9, -+ ,x, €

. 5 R U e e
definida por M, = ——2 L.

n
Definigao 4.7.2. A média geométrica (simples) dos n nimeros positivos Ty, xa, -+ , Xy
¢ definida por My = {/x1 - 29 Tp.
Definigao 4.7.3. A média harmonica (simples) dos n nimeros positivos xy,Ta, -+ , Ty,
n
¢ definida por My, = T T
o Ta T

Definicao 4.7.4. A média quadrdtica dos nimeros x1,To, - ,x, € definida por

2 2 ... 2 . L P P . . P .
M, = /B8t st ¢, a média quadrdtica é a raiz quadrada da média arit-

mética dos quadrados dos numeros.
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A Figura 4.16 é um esbogo construido no GeoGebra e que pode ser também facil-
mente construido com régua, compasso, lapis e papel. Os segmentos que representam
as quatro medidas indicadas nesta figura (M, My, M, e M,) evidenciam as relagoes de
desigualdades entre as médias de quaisquer dois valores reais nao negativos utilizando
o software. A atribuicao das médias as medidas dos segmentos podem ser justificadas
através de argumentos de relagoes geométricas visiveis na construcao, tais como os

indicados para duas destas médias:
e Média Aritmética:

Observe 0 AAEB, nele temos que AB = a + b = 2r (base do triangulo), OF = r

(altura do triangulo) e r é o raio da semicircunferéncia que circunscreve este triangulo.

a+b AB 2r —
Ora, a média aritmética M, = —2{_ =5 =5 = r, mas r = OF, assim,

2
M, = OF ¢ a altura relativa a hipotenusa (a + b) do AAEB, ou é, o raio da semicir-

cunferéncia que circunscreve este triangulo.
e Média Geométrica:

Considere os AACD e ABCD, eles sao semelhantes pois ACD = BCD = 90°
(CD & altura do AABD) e CAD = BDC (pois sdo angulos inscritos com arcos de
mesma medida 1/35) Assim, valem as relagoes:

AC  CD CD ==
C’D:BC’:>C’GD: ; :>CD2:a-b=>CD:\/a-b;oquemostraquea

altura relativa a hipotenusa é a média geométrica de a e b (a + b é a hipotenusa ou

base do AABD).

4.8 Interpretacao geométrica de uma raiz quadrada

O livro didatico Projeto Telaris: Mateméatica do 9° ano, referencia a interpretacao
geométrica de uma raiz quadrada por meio do texto e representacao apresentados na
Figura 4.17 |7, Dante, p.186], mostrando a validade do método por meio de uma relagao

métrica no triangulo retangulo.
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Um meétodo grafico para calcular a raiz quadrada

Uma das relacoes métricas do triangulo retangulo € h? = mn. Com ela, podemos determinar graficamente
um valor aproximado da raiz quadrada de um numero.

Por exemplo, vamos determinar graficamente um
valor aproximado de +10. Como 2 - 5 = 10, tragamos
uma semicircunferéncia cuja medida do diametro seja
7 cm (2 + 5). Tragamos agora a altura, pelo ponto H, de
modoquem=2cmen=5cm.

Voce ja viu no 8° ano e vai retomar na pagina 189 que
o AABC eretangulo em A. Entao:

P=mn=h’=2-5=h= V10

Medindo a altura AH na figura, obtemosh = 32.

Logo, V10 =32.

Determine um valor aproximado para algumas raizes quadradas por meio desse método.

Figura 4.17: Método grifico para calcular a raiz quadrada.

Tal método pode ser reproduzido facilmente pelos estudantes no caderno ou com o
auxilio, por exemplo, do software GeoGebra. Sua construcao envolve poucos passos e
todos eles envolvem conceitos matematicos que ja devem ser conhecidos; a atividade
de construir o Applet neste software proporciona rememorar propriedades, associar
algebra e geometria e verificar a validade de calculos realizados no caderno.

Os passos tomados no GeoGebra para construir o desenho geométrico que aparece
na Figura 4.18 seguem descritos a seguir. Ha também o protocolo de construgao deste

mesmo desenho na Figura 5.1 do anexo 5.1.

e criar dois controles deslizantes, aqui nomeado X e Y e variando de 1 a 50. O
produto dos valores indicados por estes dois controles é o nimero n para o qual

se deseja obter a raiz quadrada;
e criar os pontos A(0,0), B(X,0) e C(X +Y,0);
e criar os segmentos AC, AB e B(C}
e criar o semicirculo de didmetro AC

e criar a reta perpendicular a AC no ponto B;
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e criar o ponto D, intersecao do semicirculo com a reta;
e ocultar a reta e criar o segmento BD (a medida deste segmento é \/n = vV X - Y);

e organizar os rotulos e fixar alguns objetos.

®

» Janela de Algebra
Conica
* ‘l: =84.82 &
Namero
@ X =33 - . ,
e v=2 Qual ¢ a raiz?
Ponto i
® A=(0,0) V33 %21 V693 = 26.32
@ B=(33,0)
® C=(54,0)
@ D=(33,26.32)
Reta
b: x=33
Segmento
@ a=54
~@ d=26.32
@ e=33
~@ f=21
Texto
~® textol = “v/33 x21 = V693 & 26.32"
® texto2 = "Qual € a raiz?"

» Janela de Visualizagédo

N S 4 27 C

Figura 4.18: Construcao geométrica para obter a raiz quadrada de um nimero (Applet
Raiz Quadrada).
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Capitulo 5

Complementos

5.1 Exemplo de um protocolo de construcao

Icone da Barra de

N.| Nome Ferramentas Definicédo Valor Comando
a=2
1 |[Namero X|| ™~ X=33
A
2 |lPontoA | ® A= (0,0)
a=2
3 ||Numero Y || == Y =21
4 |[Ponto B (X, 0) B=(330) (X 0)
5 |[Ponto C (Y + X, 0) C=(54,0) Y+ X, 0)
6 ||Segmento s Segmento [A, C] a =54 'Segmento[A, C]
a
7 |Arco© e Semicirculo passando porAe C c =84.82 Semicirculo[A, C]
.
8 |Retab 7 Reta passando por B e perpendicular a a b x =33 Perpendicular[B, a]
9 ||Ponto D X Ponto de intersecdo de ¢, b D = (33, 26.32) Intersecéo[c, b]
10||Segmento; e Segmento [B, D] d = 26.32 'Segmento[B, D]
11||Segmento; < Segmento [A, B] e =33 'Segmento[A, B]
e
12||Segmento; < Segmento [B, C] f=21 'Segmento[B, C]
If
13| Texto ABG Qual é a raiz?
texto2
14| Texto A8C "sgrt{" + (LaTeX[X]) + "' + (LaTeX[Y]) + "}=\sqrt{" + (LaTeX[X [\sqrt{33*21}=\sqrt{693}"\sqri{" + (LaTeX[X]) + "*" + (LaTeX[Y]) + "}=\sqrt{" + (LaTeX[X
texto1 YD) + ="+ (LaTeX[d]) + " ~26.32 Y]) + ="+ (LaTeX[d]) + ™

criado com o GeoGebra

Figura 5.1: Protocolo de construcao do Applet Raiz Quadrada, gerado no GeoGebra.

O protocolo indicado na Figura 5.1 foi gerado a partir do software GeoGebra, se-
guindo os procedimentos: no menu clique Exibir < clique Protocolo de Constru-
c¢ao. Com este protocolo é possivel perceber quais icones, entradas ou comandos foram
utilizados durante a estruturacao do Applet e mais, reproduzir cada um dos passos,

percebendo os objetos sendo inseridos na Janela de Visualizacao.
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5.2 Construcoes no GeoGebra com visualizacao 3D

4 ¢

Figura 5.2: Poliedros: Tetraedro, Hexaedro, Octaedro, Dodecaedro e Icosaedro.

-0

Figura 5.3: Poliedro dodecaedro e sua planificacao em duas vistas.

As Figuras 5.2, 5.3 e 5.4 foram elaboradas a partir de construcoes feitas no software
GeoGebra. O ato de construir ja é importante para a aprendizagem e mais com posse
das construcgoes neste software é possivel realizar varias manipulagoes e propor praticas,

tais como:
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observar visoes através da rotacao de cada objeto geométrico criado;

perceber no¢io de ampliacao e redugio (semelhanga);

criar planificagoes;

perceber nocoes de paralelismo e perpendicularismo;

identificar elementos: pontos, segmentos, vértices, arestas, faces;

Ha ainda a possibilidade de estruturar regides e superficies limitadas por curvas

como na Figura 5.4.

¥ Janela de Algebra ¥ | ¥ Janela de Visualizagio 3D
[-lv fiv D) acy Dvav kv v
Curva Paramétrica
x=4-t |
o y=t 0<t<?2
z=0 |
x=4-t
®g: y=t 0<t<?2
z2=2-t

Segmento
L]
*
L ]
L ]
L ]
*
S

uperficie

@ a(sit) = | I

Figura 5.4: Regiao entre curvas e segmentos.
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5.3 Os FElementos de Euclides de Alexandria

o Cucider deAdnandria.
-.‘r..-":'lfJ-'l-H ORIV IO e

-,."-'n'd'll-ﬂf"l---"-‘
l' ol 20 gl pie s
s s e AT
 betena e Iroy
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Y

S TVER
:-an._'_f.u[l_l -

st lG s ABep & 2D
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Figura 5.5: Referéncia a obra Os Elementos, de Euclides [2, Bigode, p.81].
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5.4 Exemplo de representacoes em um livro didatico

Representacgio da equacgio de 1° grau com
varidveis xe y

Essa ideia permite “desenhar”, isto €, criar uma imagem geomé-
trica de equagoes como 2x + y = 10.

Essa equagdo tem infinitas solugdes. Veja algumas:

sex=3,y=4; Z+y=10
2 y
sex=1y=§; 3 4
sex=-%_‘y=9; : 8
2 =

sex=-1,y=12, etc.

Pois bem, representando por pontos esses infinitos pares ordenados,
vamos perceber que os pontos formam uma reta. Essa é a representagao
geométrica da equagao.

autdl

(-1.123l

—
Lt

Bt | 4

ESTE E O GRAFICO (% 9] :

DA EQUACAO 9 SRR |

2x +y = 10. B

VEJA QUE, SE x = 3, 5 (.8)

i

|

o i !

; s

3 1

E

Marcos Guilherme ;
- (9] (VY]
4P
/ |
|

Figura 5.6: Modos de representacao [6, Centurion, p.61].
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A Figura 5.6 ¢ uma foto de uma pagina do livro didatico de Matemaética do 9° ano
em que é possivel perceber algumas representacoes para o conteiido de equagao do 1°
grau. O livro possui varios outros exemplos em que demonstra a preocupagao com o
uso de varios modos de representacao.

Observe que, para o objeto matematico equagao, sao feitas trés diferentes repre-

sentacoes:
e a presenca da representacao algébrica (modo simbolico) da equacao 2x +y = 10,

e a representacao em tabela (modos iconico e simbolico), na colecao dos valores

que assumem as variaveis T e y;

e ¢ o0 desenho da reta (modo iconico) no plano cartesiano, dita no texto do conteudo

como “representacao geométrica da equagao”.
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5.5 A Geometria como tendéncia atual no ensino de

Matematica

Dois momentos que constam no livro didatico Matemética: teoria e contexto [6]

referem-se em especifico & geometria e cabe reproducao para este trabalho:

A Geometria é um tema apresentado por curriculos de Matema-
tica do mundo inteiro. Isso porque ela é, reconhecidamente, um
assunto importante para a formacao matematica dos individuos.
Mas, apesar disso, cada vez mais os professores deixam de abordar
esse importante conteiido em suas classes. Isso se deve, principal-
mente, & mé formacdo dos professores que, ndo tendo um bom
reconhecimento do assunto, preferem preterir ou suprimir de suas
aulas o ensino da Geometria.

Atualmente ha uma preocupacao mundial em termos de retomada
da Geometria nas aulas de matematica. O NCSM ¢ diz que os
alunos deverdo compreender alguns conceitos geométricos bési-
cos para atuarem efetivamente no mundo tridimensional. Assim
sendo, deverdo compreender conceitos como: paralelismo, per-
pendicularidade, congruéncia, semelhanca e simetria, bem como
as propriedades basicas das figuras planas e dos corpos sélidos
simples. O NCSM recomenda ainda que os conceitos geométri-
cos seja explorados de modo a envolver resolucao de problemas e
medidas. [6, Centurién e Jakubovic, manual do professor, p.11]

¢NCSM - National Council of Supervisors of Mathematics - site:
http://www.mathedleadership.org.

. reconhece-se o valor da visualizacdo e representagao espaciais
que colaboram para o desenvolvimento do pensamento geomé-
trico. Este também pode ser estimulado por propostas em que
a imaginacdo amplia as representagdes concretas utilizadas. As-
sim, descrever, desenhar e classificar figuras; investigar e predizer
o resultado de combinar, subdividir e transformar figuras; de-
senvolver a percepcao espacial; relacionar ideias geométricas com
ideias numéricas e de medigao; reconhecer e apreciar a Geometria
dentro do mundo sdo atividades que concorrem para a formacao
e o desenvolvimento desse modo de pensar. Se possivel, os alu-
nos devem ter contato com atividades geométricas durante todo
0 ano letivo, e ndo somente num intervalo de tempo determinado
do ano. [6, Centurién e Jakubovic, manual do professor, p.12]
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Consideracoes finais

Ensinar e aprender sao funcoes presentes em todos os sujeitos, alguns deles tém
a funcdo de ensinar definida na figura do(a) professor(a); tanto professor(a) como es-
tudante precisam sempre aprender; por vezes o estudante ensina. Ao proceder pela
delimitacao de um tema, culminou-se em representacoes possivelmente por exemplos
percebidos no desenvolvimento de estudos autonomos no PROFMAT. A persisténcia
em compreender simbologias e procedimentos em determinadas resolucoes, me fez ob-
servar que para muitos problemas as diferentes formas de representagoes contribuiam
para o entendimento do conteido e consequente solucao do que era proposto. Ali-
ando isso, as leituras de uma proposta inicial, chegou-se em algumas observacoes sobre
representacoes em Matematica, como uma forma de ensinar e aprender.

Nas véarias leituras para desenvolvimento deste trabalho, verificou-se os diferen-
tes tratamentos (notagoes, procedimentos, estruturas) tomados para se lidar com um
mesmo assunto, que em sua maioria convergiam. Isso foi parte da discussao que
instaurou-se sobre as representagoes no ensino e na aprendizagem de Matematica.
Como procurar melhorar a forma em que se ensina e que se aprende através do re-
conhecimento da importancia das representagoes; algo que pareceu bem desenvolvido
e claro nos textos dos autores de referéncia, mas que esté distante dos licenciados e de
suas praticas enquanto professores.

Esta pesquisa teve como proposito enfatizar a necessidade de se dar maior desta-
que as praticas de ensino em geometria, com destaque para as diferentes formas de

representacao favorecendo a aprendizagem. O ensino de geometria precisa ser melhor
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estruturado durante toda a educacao béasica, de modo que o estudante possa progres-
sivamente aprender a relacionar as abstracoes com o real, a utilizar representacoes e
outros recursos geométricos para solucionar problemas de Algebra ou de Aritmética,
percebendo que aprender determinado contetido nao se trata de memorizar uma receita,
mas de ampliar as possibilidades do pensamento a respeito daquilo que se observa.

Para isso, é preciso mudangas que nao fiquem presas no pensamento, que se tornem
pratica. O professor deve compreender que estudar nunca basta, que nao cabe se
prender sempre as mesmas praticas; as gestoes devem ser estruturadas e crescentes,
e nao ter em seus argumentos apenas campanhas periddicas; tantas outras questoes
bésicas precisam ser resolvidas para que nao sejam sempre a desculpa ao que nao se
fez e & ma qualidade do ensino.

Ao pensar e desenvolver sua pratica, o professor deve promover variadas formas de
usar a linguagem matematica, explorar ao maximo as diferentes representacoes para
uma mesma situacgao, relacionar conteudos de diversas areas (geometria, algebra, tri-
gonometria, aritmética) incentivar a leitura e a escrita, propor situagoes que nao sejam
sempre rotineiras e que exijam interpretacao. A escolha do livro didatico e seu efe-
tivo uso possuem cada vez mais valor quanto a melhoria da qualidade e ampliacao das
praticas de ensino e de aprendizagem, pois estes estao cada vez melhor estruturados
e apresentam as observacoes indicadas neste trabalho (indicacdo presente no Comple-
mento 5.5).

E preciso ensinar conceitos, propriedades (representagdes simbolicas), associa-los
com outras representacoes, conhecer instrumentos de desenho, desenhar (representa-
¢oes iconicas), criar objetos 3D (representagoes ativas), identificar formas geométricas
no real, construir representacoes a partir de descrigoes, descrever e associar proprie-
dades as representacoes iconicas; ou seja, realizar tratamento e propor transformagoes
entre as varias formas de representar. Quando se faz isso, se ensina e aprende nao sé
geometria, mas também outras areas da Matemaética.

Nao é raro encontrarmos estudantes que estao nas tltimas séries do Ensino Fun-
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damental com dificuldade para utilizar instrumentos como a régua, o compasso e o
transferidor. Alguns deles alegam nunca terem utilizado um transferidor, outros me-
dem, por exemplo, um segmento de 4cm a partir do 1 na régua e ao chegarem ao final
do segmento em 5 para a escala, assumem que bcm é a medida do segmento. Se até
mesmo algo primério é dificuldade para quem esta terminando o Ensino Fundamental,
praticamente nao se ensinou, nem se aprendeu geometria.

Ora, muitos vao as escolas, quando vao, recorrentemente sob as mesmas condicoes
- imposicao, lei, obrigacao, ‘garantia de futuro’. Gastamos nosso tempo ouvindo ou
fazendo ouvir quase sempre os mesmos contetidos e raramente produzimos algo notorio.
Vivemos acumulando ferramentas, muitas vezes com pouco ou nenhum sentido; e assim
nao sabemos a/em que se aplica o aglomerado de conceitos, definigoes, calculos etc.
As perguntas deviam desafiar e uma resposta nao seria o principal objetivo, mas o
que se produz a respeito das perguntas. Nossas escolas vivem amarradas em uma
enormidade de situagoes politicas, organizacionais, estruturais e os estudantes recebem
mais e mais contetidos para finalidades que nao deviam se sobressair frente a tantas
outras possibilidades. Ditamos caminhos, condenamo-los a coordenadas e eles pouco
fogem; na maioria desistem ou continuam trilhando - mesmo que a contragosto - os
rastros que ja estao gastos, mas seguem.

Nao se pode permanecer pessimista, mesmo diante deste quadro. Caminhos para
modificar tal condicao, passam pela formagao continuada e a busca de novas praticas
de ensino e de aprendizagem. Tais consideracgoes refletem um modo de pensar e nao
devem ser tomadas como prontas; sao observacoes que podem contribuir para novas
discussoes, buscando o alcance da melhor qualidade no ensino e na aprendizagem em

geometria.
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