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Resumo

Neste trabalho são feitas observações sobre algumas formas em que se é possível ensi-

nar e aprender geometria através das representações. Para isso, tratamos da linguagem

matemática, do entendimento dos modos de representação e do ensino de geometria

aliado a outras áreas da Matemática no Ensino Básico. A pesquisa bibliográ�ca con-

templou um breve estudo sobre o ensino de geometria nas escolas públicas, explorando

a presença em livros didáticos da história da matemática, da resolução de problemas

e das representações. Indicamos também, algumas das minhas práticas de ensino que

relacionam diferentes formas de representar e de representações através de objetos reais

e de recursos computacionais.

Palavras-chave

Geometria. Linguagem matemática. Livro didático. Práticas de ensino e aprendi-

zagem. Representações.
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Abstract

This work observations are made about some ways in which it is possible to teach

and learn geometry through the representations. For this, we treat the mathematical

language, understanding of the modes of representation and the teaching of geometry

combined with other areas of Mathematics in Basic Education. The literature search

included a brief study of geometry teaching in the public schools, exploring the presence

in textbooks of history of mathematics, problem solving and representations. We

note also, some of my teaching practices that relate di�erent ways of representing and

representations through real objects and computing resources.

Keywords

Geometry. Mathematical language. Practices of teaching and learning. Represen-

tations. Textbook.
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Introdução

As representações possuem signi�cativa importância para o conhecimento, elas per-

mitem que se possa sair do imaginário, do interior do ser, para o exterior, promovendo

sua disseminação. Mesmo após anos como estudante e alguns anos como professor, ape-

sar de utilizar e ter certa proximidade com as representações, não havia tomado ciência

do quanto as representações estão presentes na matemática, e que elas são propícias à

aprendizagem.

O despertar surgiu na oportunidade de novos e mais aprofundados estudos de al-

gumas áreas da Matemática, principalmente a geometria. A percepção de que estas

áreas se comunicavam e a procura por resolver o máximo de problemas e observá-los

sob diferentes soluções, culminou neste trabalho.

No Capítulo 1, destacamos breves fatos históricos sobre geometria e representação,

com objetivo de situar e evidenciar a presença das representações no desenvolvimento

da Matemática. Discorreu-se sobre registros matemáticos em paredes, madeira, papiros

etc. e a construção da Matemática baseada no cotidiano e na resolução de problemas,

para então dispor sobre a estruturação do conhecimento matemático.

No Capítulo 2, seguem características do ensino em escolas públicas, observando

o ensinar e aprender em geometria. Destacamos as políticas empregadas no ensino

(PCNs, LDB e outros), os livros didáticos, a formação do professor e suas práticas.

As representações tiveram considerável destaque no terceiro capítulo; caracteri-

zando o que são e algumas diferentes formas de representações, situamos estas formas

de representação segundo objetos matemáticos, enfatizando a importância do trata-
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mento e da conversão entre representações e indicando os modos de representação.

Foram observados a língua, a linguagem matemática, algumas formas de representa-

ções, o ensino e a aprendizagem utilizando objetos educacionais e a necessidade de

relacionar diferentes áreas da Matemática.

No penúltimo capítulo, estão indicados alguns exemplos que caracterizam e refor-

çam as observações sobre representações e sobre geometria presentes neste trabalho,

inferindo algumas re�exões sobre os objetos principais deste estudo e sobre ensinar e

aprender em Matemática.

Reforçamos, no capítulo 4, algumas considerações sobre o ensino e a aprendizagem

na disciplina de matemática e ressaltamos a importância de ter nas representações uma

possibilidade de ampliar as práticas do professor.
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Capítulo 1

Notas sobre representações e

geometria na história da matemática

Quem conta uma história procura fundamentá-la em documentos e fatos, inferindo

interpretações sobre aquilo que toma como base e então amplia os registros acerca do

assunto a que se propôs desenvolver. Baseado em referências bibliográ�cas, procurou-

se descrever a respeito de fatos e registros de representações, mais especi�camente em

geometria na história da matemática.

A geometria nasceu como uma ciência empírica ou experimental.
Na �confrontação� com o seu meio ambiente o Homem da Antiga
Idade da Pedra chegou aos primeiros conhecimentos geométricos.
O processo da aquisição pelo trabalho de imagens abstratas das
relações espaciais entre os objetos físicos e as suas partes decorreu,
primeiro, de uma forma extremamente lenta. Depois de ter sido
reunido su�ciente material factual respeitante às formas espaciais
mais simples, tornou-se possível, sob condições sociais especiais,
como, por exemplo, no Egito antigo, Mesopotâmia e China, siste-
matizar consideravelmente o material factual recolhido. Com isso
começou a transformação da geometria de uma ciência empírica
numa ciência matemática (...). [14, Gerdes, p.29]

Nas referências sobre a história da matemática percebe-se a falta de registros que

comprovem a origem de inúmeros conhecimentos, há também a busca por fundamentar
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e relacionar fatos ocorridos em várias partes do mundo. Os registros matemáticos do

concreto ocorriam em diversos materiais (paredes, pedras, papiros, �bras de árvores,

tábulas de argila etc.) e acredita-se que muito disso se perdeu justamente por conta

da qualidade do material utilizado.

A matemática foi sendo construída em diversas partes do mundo, remetendo um

longo período desde antes dos primeiros registros até a sua estrutura atual. Percebe-se

que não há uma continuidade única de evolução; um determinado conhecimento para a

matemática surgia entre vários povos com diferentes �nalidades e por vezes, ao mesmo

tempo.

É certo que quando vieram as primeiras representações, antes já haviam ao homem

outros conhecimentos providos possivelmente pelo uso dos sentidos frente ao que lhe era

próximo, como a associação a objetos reais, de conceitos e outras quali�cações de uso,

forma e tamanho. Tais associações apresentavam variações por conta, entre outros, de

fatores ligados às características próprias dos diferentes povos.

Figura 1.1: Contagem e o registro de quantidades.

Conta-se que a matemática e seus diversos campos foram surgindo devido às con-

dições e necessidades humanas. Howard Eves, [12, p.1] relata que �inúmeras circuns-

tâncias da vida, até mesmo do homem mais primitivo, levavam a um certo montante

de descobertas geométricas subconscientes� e exempli�ca uma série de outros conceitos

possivelmente advindos da observação da natureza, de situações criadas ou da própria
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evolução humana, para este cenário nomeou-se �geometria subconsciente�. No ensino

de matemática, uma das referências históricas mais recorrentes é a de contagem com

a associação 1 para 1 de um animal e alguma representação ou associação (seja com

pedras, gravetos, marcas ou nós), como na Figura 1.1, presente em Dante [8, p.13],

livro didático da 5a série do Ensino Fundamental.

Um fato importante a respeito da evolução matemática, está ligado ao que destaca

Mol [23, p.16], de que �o maior legado dessa civilização [Mesopotâmia] foi o desenvol-

vimento (. . .) da forma de comunicação escrita mais antiga da humanidade: a escrita

cuneiforme�. Representar através da escrita, em placas de argila, deu à humanidade a

possibilidade de se reconhecer, de reconhecer e participar da evolução do conhecimento

matemático.

Muito tempo depois, já com posse de maior conjunto de ferramentas percebe-se que

as representações deixariam de ser apenas sobre o real, mas fruto de uma combinação

entre o real e a imaginação. Não haviam mais apenas problemas soltos a respeito das

necessidades humanas, mas um conjunto de características que permitiam estruturar

conhecimentos gerais sobre geometria. A matemática tinha agora outro campo, com

linguagem própria que tratava de medidas e formas, não deixando de atender e de

se nutrir das percepções e vivências dos povos, mas, através destes conhecimentos,

passando a inferir sobre o meio, em que Howard Eves [12, p.27] indica por �geometria

cientí�ca�.

Howard Eves [12, p.27], evidencia ainda que �Por volta do ano 600 a.C., os gregos co-

meçaram a introduzir dedução na geometria�, originando a �geometria demonstrativa�

e que por um longo período, considerava-se apenas uma geometria, em que o espaço era

concebido �como um domínio ou lugar no qual os objetos podiam se deslocar livremente

e ser comparados uns com os outros�.

Não foi a primeira estruturação do conhecimento matemático em forma de livro,

mas uma coleção matemática de grande importância foi Elementos, em que Euclides

e certamente outros, contribuíram grandemente para a evolução do conhecimento ma-
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temático. Muniz Neto [26, p.2] diz que �A importância dos Elementos se deve ao fato

de ser a primeira obra em que se considera um corpo de conhecimento matemático

como parte de um sistema lógico dedutivo bem de�nido� e Mol [23, p.45-52] retrata,

resumidamente, cada um dos livros que compunham a coleção:

Os primeiros quatro livros tratam de geometria plana elementar e
estudam propriedades de �guras retilíneas e do círculo, abordando
problemas cuja solução se faz com régua e compasso. O livro V
aborda a teoria de proporções e o livro VI aplica essa teoria ao
estudo de geometria. Os livros VII, VIII e IX versam sobre a
teoria dos números. O livro X trata dos incomensuráveis e os
livros XI, XII e XIII discorrem sobre geometria sólida. [23, Mol,
p.46]

Por um longo período, a geometria esteve baseada no livro Os Elementos de Eucli-

des. Roque e Carvalho, [33, p.122-124] retratam sobre algumas das muitas traduções

de Elementos e de que apenas em 2009 houve a primeira edição completa na língua

portuguesa, por Irineu Bicudo. A Figura 5.5, uma foto da página 81 de livro didático

do 9o ano refere-se a este fato da obra de Euclides (anexo 5.3).

Mas, aos poucos a geometria ganhava conhecimentos e estudos voltados não só

para o que se descreveu como �geometria primitiva�, mas dentro de seu próprio campo

de conhecimento; surgiam novas regras, novos modos de pensar sobre o espaço, e

com o tempo, considerou-se a existência de mais de uma geometria. Por conta, por

exemplo, do espaço agora ser �considerado uma coleção de pontos�, as atenções se

voltaram para �um grupo de transformações congruentes do espaço em si mesmo�, a

geometria se con�gura como �o estudo das propriedades das con�gurações de pontos que

permanecem inalteradas quando o espaço circundante é sujeito a essas transformações�.

[12, Howard Eves, p.27]

Com o tempo, a geometria passou a ter outras de�nições, ou seja, ampliou-se em

novos campos a ponto de propiciar novas geometrias, cada uma com linguagem própria

e no �nal do século XIX, o conceito de axiomática formal permitiu que cada uma dessas

geometrias se tornassem uma subárea especí�ca da matemática. As representações
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em matemática, possibilitaram além da estruturação, uma nova forma de estudar o

conhecimento, podendo ampliá-lo e até fundamentar, por exemplo, novas áreas em

geometria.

As representações começam a ganhar espaço com o Renascimento. Flores indica

que

anteriormente o conhecimento do mundo e dos homens es-
tava sob o poder das entidades religiosas, (...) com a desco-
berta da razão o sujeito do conhecimento passa a conhecer
e a representar os objetos do conhecimento. A questão da
representação passa, então, a ser problematizada enquanto
expressão iconográ�ca da relação entre o sujeito do conhe-
cimento e o objeto dado a conhecer, criando princípios da
representação sob o aspecto de fundamento teórico, episte-
mológico. [13, Flores, p.116]

Há portanto, uma nova visão de mundo ao ponto que as ciências se propõem a

construir mais conhecimentos sobre ele, a explicá-lo e então representar. A própria

representação passa a ter maior ou novo destaque em várias áreas. Na matemática,

deixa de ser a intuição geométrica e o discurso, referências para o conhecimento; o que

se percebe é a presença de uma organização de signos que trás para o saber o que seria

uma linguagem; os discursos e descrições em diferentes línguas (por conta de inúmeros

povos e culturas) são traduzidos por uma uniformidade de símbolos e operações.
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Capítulo 2

O ensino de geometria em escolas

públicas

Ao nascer, a criança passa a ter suas primeiras interações com o espaço. Tudo

ainda é desconhecido, em nada há signi�cado. As primeiras sensações, as repetições,

as experiências, são inúmeros estímulos que aos poucos dão ao sujeito um sentido de

espaço. O livro de Kobayashi [18] - �A construção da geometria pela criança�, apresenta

características relevantes sobre a geometria infantil, que não é assunto desta dissertação,

mas que contribui para o entendimento da construção do conhecimento (em especí�co,

a geometria) pelo sujeito em seus primeiros 7 anos.

Nos Parâmetros Curriculares Nacionais - PCN [5, p.47], ao serem descritos os ob-

jetivos propostos no documento, há um destaque para as �capacidades que devem ser

desenvolvidas pelos alunos ao longo da escolaridade� e a respeito da capacidade cogni-

tiva, indicam que ela
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tem grande in�uência na postura do indivíduo em relação às metas
que quer atingir nas mais diversas situações da vida, vinculando-se
diretamente ao uso de formas de representação e de comunicação,
envolvendo a resolução de problemas, de maneira consciente ou
não. A aquisição progressiva de códigos de representação e a possi-
bilidade de operar com eles interfere diretamente na aprendizagem
da língua, da matemática, da representação espacial, temporal e
grá�ca e na leitura de imagens. [5, PCN, p.47]

Os primeiros anos de uma criança são carregados de novas experiências, que mais

tarde se tornam determinantes para o modo como ela se perceberá e perceberá o que

está a sua volta. Este período inicial, em que os sentidos, as formas, os conceitos e tudo

mais são vivenciados e vão dando signi�cado às coisas, é explorado por Kobayashi [18],

que propõe ainda um apanhado sobre o ensino de geometria às crianças. Baseadas em

Del Grande [9], Passos e Nacarato dizem que:

a natureza das atividades matemáticas relacionadas com a ge-
ometria na escola básica permite a aquisição de experiências de
percepção visual dando aos professores oportunidade de observar e
detectar, desde cedo, como o pensamento geométrico das crianças
vai sendo construído. (...) essa percepção inicial das habilidades
de percepção visual será fundamental para o planejamento de ta-
refas de geometria a serem propostas pelo professor. [29, Passos,
p.1149]

Limitar-se-á a descrever algumas características do ensino de geometria no Ensino

Básico, observadas em referências que vão do Ensino Fundamental I (1o ao 5o ano),

passando pelo Ensino Fundamental II (6o ao 9o ano) até o Ensino Médio; principal-

mente a partir da reforma do ensino de Matemática, que segundo Ávila [1, p.3-6] �cou

conhecida como �Matemática Moderna�. Pavanello [30, p.13], diz que a ideia central

do movimento (Matemática Moderna) �é adaptar o ensino da matemática às novas

concepções surgidas com a evolução deste ramo do conhecimento.�

No Brasil, de acordo com Dutra Júnior [16, p.14-15], o ensino de geometria teve

pouco destaque até o século XVIII, por conta de falta de quali�cação e por ser conside-

rado de pouca necessidade à formação. Inicialmente, por conta de �nalidades militares,
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a Geometria e o Desenho Geométrico surgem em algumas escolas; mas quando a ge-

ometria foi tomada como pré-requisito de ingresso em cursos superiores é que o seu

ensino foi formalizado e passou a ser permanente no ensino secundário.

A reforma, entre outros, alterou o currículo de matemática adicionando novos con-

teúdos, modi�cou também a linguagem e a notação empregada passou a ser a de

conjuntos. Muitos propuseram uma redução do currículo de geometria ou mesmo que

ela não �zesse parte do ensino de matemática. Especi�camente a respeito da geometria

em livros didáticos, por conta da Matemática Moderna, Pavanello indica que:

opta-se, num primeiro momento, por acentuar nesses livros as
noções de �gura geométrica e de intersecção de �guras como con-
juntos de pontos do plano, adotando-se, para sua representação,
a linguagem da teoria dos conjuntos. Procura-se trabalhá-la se-
gundo uma abordagem �intuitiva� que se concretiza, nos livros di-
dáticos, pela utilização dos teoremas como postulados, mediante
os quais pode-se resolver alguns problemas. Não existe qualquer
preocupação com a construção de uma sistematização a partir das
noções primitivas e empiricamente elaboradas. [30, Pavanello,
p.13]

Pavanello [30, p.7] aponta dois motivos para o abandono do ensino de geometria

no Brasil: a insegurança dos professores de matemática em trabalhar com geometria

e principalmente, o modo como se procedeu a educação no Brasil; indicando ainda

que o desenvolvimento da matemática não foi motivo para que a geometria cedesse

espaço para outras áreas. Passos e Nacarato [29, p.1148] citam que a geometria não é

�assumida como prioridade frente aos demais conteúdos de matemática, pois ninguém

ensina aquilo que não tem domínio conceitual�.

Esta mesma autora traça um per�l da educação no Brasil, no século XX, ressaltando

vários pontos: situação econômica e social da população, ensino voltado para necessi-

dades práticas da vida, necessidade de formação dos professores, quantidade excessiva

de conteúdos em relação ao tempo disponível para ser desenvolvido, a geometria não ser

ministrada em algumas séries, a falta de professores para atender à demanda crescente

pela busca do ensino, má condição de trabalho, falta de `unidade' nas disciplinas dos

10



cursos de licenciatura, implantação das �licenciaturas curtas�, superlotação das classes,

aumento da carga de trabalho dos professores, entre outros, concluindo que:

O abandono do ensino de geometria deve, portanto, ser caracte-
rizado como uma decisão equivalente às medidas governamentais,
em seus vários níveis, com relação à educação. Pode-se questi-
onar as verdadeiras intenções e compromissos que elas revelam
em relação ao oferecimento de condições que implique em reais
oportunidades educacionais a todos os segmentos da população
brasileira. [30, Pavanello, p.16]

Por muito tempo, o ensino de geometria foi organizado entre os últimos itens do

currículo e de livros didáticos, sempre com divisórias entre os conteúdos que pouco

ou nada se relacionavam. Nos últimos anos percebe-se que os conteúdos têm sido

organizados de modo que as áreas em que a matemática é divida para o ensino nas

escolas estão separadas em blocos; a geometria não mais aparece no �nal, mas em cada

um dos períodos/trimestres aos quais as escolas organizam seu calendário.

No Brasil, houve um período em que o Desenho vigorou como disciplina no que hoje

é o Ensino Fundamental II, e sua base era o desenho geométrico. Já na etapa do

Ensino Básico designada por Ensino Médio, o predomínio da disciplina era a geometria

descritiva; mas ela, deixou de ser currículo base e foi amplamente retirada do ensino

público poucos anos após sua obrigatoriedade por lei. E a partir da LDB 5.692/71 o

Desenho foi substituído por Educação Artística.

Para o Ensino Médio, há que destacar o conteúdo dos documentos complementares

aos PCNs. Nele é traçado um per�l desta etapa do Ensino Básico, seja apontando

características sociais e econômicas ou referenciando a legislação a respeito do ensino

no Brasil, para posteriormente discorrer sobre cada disciplina; ponto em que colocamos

por evidência as orientações quanto a representação na matemática - que terá maior

destaque no próximo capítulo.

O novo ensino médio, (...) deixa de ser, portanto, simplesmente
preparatório para o ensino superior ou estritamente pro�ssionali-
zante, para assumir necessariamente a responsabilidade de com-
plementar a educação básica. [4, Brasil, p.08]
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As inúmeras di�culdades relacionadas ao ensinar ainda no nível fundamental, in-

felizmente re�etem maiores di�culdades para os estudantes do Ensino Médio, em sua

maioria adolescentes. É percebido o apontamento do Ensino Médio, principalmente,

como preparatório para o `vestibular' e há a busca por resgatar o ensino pro�ssionali-

zante e técnico concomitante à etapa de ensino.

Os componentes curriculares voltaram ao debate nestes últimos anos, com a pro-

posta de aproximar o que é ensinado nas escolas em todo o território brasileiro. A

Sociedade Brasileira de Matemática - SBM, elaborou documentos que procuram con-

tribuir para o debate sobre o currículo. No que se refere a disciplina matemática, são

apresentados os conteúdos presentes na Figura 2.1, organizados por série em quatro

áreas. Estas áreas são detalhadas, especi�cando-se os conteúdos, as habilidades e al-

gumas observações; procurando ainda, explorar a geometria durante o ano letivo e

intercalando com outros conteúdos.

Uma das quatro áreas é a geometria, e para ela há o apontamento para a necessi-

dade de recordar e aprofundar conceitos que deveriam ter sido apresentados no Ensino

Fundamental II. É indicado que o ensino e a aprendizagem nesta faixa era pautado

em propriedades percebidas nas �guras e que no Ensino Médio; tais propriedades po-

dem ser demonstradas sem exagero ao rigor da escrita procurando privilegiar algumas

informações com notação simples. Recomenda a abordagem intuitiva ao conceito de

limite, a apresentação de axiomas, a demonstração de alguns teoremas e indicação de

de�nições relacionadas a exemplos; além de relacionar �guras, ilustrações e construções

de poliedros e corpos redondos com objetos concretos.

Nas contribuições da SBM [35, Ensino Fundamental II, p.05], há a proposta de

incluir no Ensino Fundamental II a geometria espacial, conteúdo presente em vários

livros didáticos desta etapa de ensino, mas que pouco ou nada é explorado. E ainda, há

a recomendação de que se manipule materiais concretos, observe formas 3D presentes

no mundo e utilize algum software de geometria dinâmica. Tais recomendações, não

são novidade, mas são pouco exploradas.
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Figura 2.1: Tabela descritiva dos conteúdos de matemática no Ensino Médio.

Os professores, ao planejarem suas aulas, seguiam as diretrizes e a organização dos

livros didáticos, e assim quase sempre o conteúdo de geometria era o último a ser

estudado, quando era estudado e quase nunca estava relacionado com outras áreas. O

ensino de geometria ainda é mínimo e super�cial, e isso se repete série após série; são

vários conceitos repetidos e quase sempre sem fundamentação; os estudantes terminam

o Ensino Básico com inúmeras de�ciências de aprendizagem. Kobayashi [18], refere-se

a Araújo a�rmando que

. . .os livros didáticos de Matemática para o ensino fundamental
(. . .) na sua maioria, enfatizam temas aritméticos em detrimento
dos geométricos, que são tratados de forma abstrata, descritiva
e desarticulada, nas últimas páginas de cada volume. [Araújo
p.12-16 apud Kobayashi, p.13-14]

Os livros didáticos atuais têm fugido das características apontadas por Araújo. São

várias as discussões e propostas de organização curricular, procurando alterar o modo

como os conteúdos são dispostos nos livros didáticos e são ensinados (transmitidos) nas

escolas. No Ensino Básico, os conteúdos, série após série, são organizados em blocos
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temáticos, em que a cada série são acrescidos novos conceitos, mas há uma tendência

dos professores ainda priorizarem, por exemplo, conteúdos algébricos, deixando de lado

conteúdos geométricos; os problemas envolvendo geometria ou são ignorados ou não

têm a devida atenção do professor em sua prática pedagógica.

Percebe-se maior atenção aos livros didáticos de matemática, por eles estarem me-

lhor estruturados, conteúdos recheados de diferentes formas de representações, ênfase

no tratamento e conversão entre as representações; mas a distinção entre objeto ma-

temático e a representação deste objeto não é evidenciada. Nem mesmo o professor

possui conhecimento a respeito para propor práticas que permitam ao estudante melhor

compreensão em geometria. Conhece-se basicamente a �gura e a ela atribui o objeto

geométrico, mas pouco se sabe das características do objeto geométrico presentes em

sua representação.

É preciso que ao planejar o professor procure não se prender à sequência apresen-

tada nos livros, mas associar uma série de competências para o alcance dos objetivos

estipulados. O uso de problemas tem sido uma proposta que busca inserir conteúdos

de geometria entre os blocos especí�cos de álgebra ou aritmética, por exemplo; e é algo

que é percebido nos livros didáticos atualmente, como os da coleção: A conquista da

Matemática de Giovanni Júnior e Castrucci, São Paulo: FTD, 2009. Mas ainda, falta

até mesmo aos professores, conhecimento teórico e didático para, ao ensinar, lidar com

melhor fundamentação da geometria.

As escolhas dos livros didáticos pelos professores, parecem ser por aqueles livros

de pouca fundamentação, com fórmulas prontas, boa diagramação, muitos exemplos

(modelos) e exercícios. Terem uma boa aparência e organização, serem bem ilustrados,

terem vários exemplos, problemas e exercícios são requisitos necessários para ensinar

e aprender, mas é importante também que se atentem para a base à qual a mate-

mática tem sido construída; que os professores não abandonem esta parte do ensino

por desculpa de que assim é mais `fácil' e de que é preciso ensinar para a vida (ensi-

nar o cotidiano). A matemática precisa ser ensinada para além do palpável, há que
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compreender sua representação axiomática.

Os livros de matemática da coleção projeto Teláris, editora ática, PNLD 2014-

2016, de Luiz Roberto Dante exempli�cam bem a preocupação de buscar durante todo

o ano letivo, retomar vários conceitos e de dar um tratamento crescente de conteúdos

para cada ano do Ensino Fundamental II, valorizando o ensino de geometria. No

livro do 9o ano, a geometria está presente em suas quatro unidades, com destaque

para o tratamento quanto ao conteúdo de funções, em que estão conectados vários

outros conteúdos: proporcionalidade, semelhança (segmentos, capacidade, triângulos

e outros polígonos), transformações (translação, re�exão e rotação), relações métricas

(triângulos e circunferências), Teorema de Pitágoras, Teorema de Tales. Neste mesmo

livro, há a preocupação em referenciar a história da matemática, em realizar algumas

demonstrações sem muito formalismo, em apresentar várias ilustrações de objetos e

locais reais relacionados ao conteúdo em estudo, além de propor a resolução de vários

problemas.

Por que as coisas mudaram tanto e hoje em dia vários livros aban-
donaram as demonstrações, limitando-se tão somente ao enunciar
teoremas e de�nições, num receituário monótono de enunciados e
fórmulas sem a menor justi�cativa? [1, Ávila, p.3-8]

Um dos fatores que contribuem para que a Matemática seja consi-
derada difícil vem da forma como é ensinada, fazendo uso, muitas
vezes, da mesma ordem de exposição presente nos textos matemá-
ticos, ou seja, ao invés de partirmos do modo como um conceito
matemático foi desenvolvido e exibirmos as perguntas às quais ele
responde, tomamos este conceito como algo pronto. [33, Roque e
Carvalho, XI]

É costume utilizar as ferramentas prontas (conceitos, de�nições, proposições, teore-

mas etc.) sem bem compreendê-las, sem demonstrá-las ou sem associar a elas o devido

valor e assim este uso pode ser incorreto ou incompleto, di�cultando procedimentos

por falta de um raciocínio típico daqueles que se apropriaram das características perti-

nentes a estas ferramentas. Vários livros didáticos retomaram melhor fundamentação
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aos conteúdos matemáticos; mas, por vivência e investigação (conversa informal) em

um dos ambientes que trabalho, muitos professores parecem ainda estarem inertes,

acomodados com um mesmo molde para ensinar; recorrem diretamente aos resumos,

fórmulas, exemplos e procuram indicar procedimentos e �macetes� sem a explicação de

como e porque eles são válidos.

A imaginação é instrumento importante que deve ser estimulado para associar con-

ceitos abstratos com projeções reais de situações ou objetos em que a teoria pode ser

aplicada. Cabe ao professor explorar tal capacidade e propor problemas que levem

o estudante a deter um pensamento que associe teoria, visão e imaginação, tornando

mais próximo deste o entendimento daquilo que se propõe ensinar; e mais, um conceito

pode ser representado de diferentes formas, e isso proporciona que um maior número de

estudantes compreenda mais facilmente tal conceito, além de disponibilizar diferentes

alternativas para se deter determinado conhecimento.

Saravali [34, p.218], apoiada em Montoya [24], discorre sobre �a importância dos

aspectos �gurativos, além dos operativos, como instrumentos importantes na formação

e desenvolvimento do pensamento�. Ora, a visão nem sempre está ao alcance, seja pela

ausência ou inexistência real do objeto que represente determinada situação ou por

de�ciência do sujeito; imaginar para estes casos é ainda mais necessário. Deter conceitos

e saber associá-los de modo a criar uma imagem mental é algo necessário, segundo

Montoya (em Saravali [34], p.219), ao nascimento e ao acabamento da representação

conceitual ou da inteligência representativa.

O ensino e a aprendizagem em Matemática carecem maior atenção quanto a for-

mação do professor, nas licenciaturas, sobre as práticas de ensino e aprendizagem no

nível básico, principalmente nas primeiras séries do Ensino Fundamental. Muitos pro-

fessores não possuem formação especí�ca em matemática e lhes falta, por exemplo,

conhecimento sobre geometria; muito disso, por conta do `abandono' desta área por

certo período do ensino no Brasil. A formação não se basta na licenciatura ou em uma

área especí�ca (pedagogia, matemática, leitura, escrita, inclusão, tecnologia na edu-
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cação etc.), ela é contínua, com o sujeito se permitindo estudar tudo quanto possível.

Não se chega em um ponto e pronto, é preciso acompanhar as mudanças externas, se

arriscar, se permitir à autoria e mudar a si e o que o cerca.

Em um dos documentos da SBM [35, licenciatura, p.83] que trata de contribuições

para o currículo de matemática, há a sugestão de uma proposta de disciplinas para o

Curso de Licenciatura em Matemática dividido em oito períodos, em que na formação

cientí�ca aparecem, entre outras: Geometria Analítica e Geometria I no 1o período e

Geometria II no 2o período; e da prática como componente curricular no 3o período, a

disciplina `O Ensino de Geometria' (ensino e história da matemática).

No mesmo documento, há uma descrição pertinente que trata da representação de

algumas situações dadas por licenciandos em matemática, observadas por Ball. Aos

estudantes é proposto que procurem desenvolver uma representação para a divisão

envolvendo frações; da análise dos resultados a autora indica que a di�culdade em

apresentar representações adequadas se deve principalmente à �concepção de que a

Matemática a ser trabalhada no Ensino Básico é `simples demais' para se constituir

em objeto de cursos universitários�. [35, licenciatura, p.09]

A de�ciência na formação do professor é um dos fatores que contribui para o ensino e

consequente aprendizagem, super�ciais de geometria. O professor prioriza conteúdos de

outras áreas, repete os mesmos conteúdos de geometria por várias séries, não relaciona

as áreas de ensino da matemática, raramente apresenta algo para além do livro didático,

prioriza o `decorar' de fórmulas sem que o estudante compreenda sua origem ou como

interpretar e inferir propostas para resolver problemas.

O documento que trata sobre a reformulação do Ensino Médio e as áreas do conhe-

cimento [4], aponta para a competência `representação e comunicação' como uma

das metas que precisam ser alcançadas, no sentido de complementar o Ensino Funda-

mental. Indica uma série de expectativas e capacidades necessárias aos estudantes nas

disciplinas; especi�camente, quanto aos objetivos para que o ensino de Matemática no

nível médio resulte em aprendizagem real e signi�cativa, estabelece que uma das �na-
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lidades é �reconhecer representações equivalentes de um mesmo conceito, relacionando

procedimentos associados às diferentes representações�. [5, Brasil, p.42]

A palavra `representação' e outras derivações com mesmo signi�cado geral ou apro-

ximação, aparecem constantemente em documentos escolares: planos de aula, com-

ponentes curriculares, orientações de ensino, PCN, e outros; mas o entendimento e

aplicação adequados de representações em Matemática, e em especí�co na geometria,

estão distantes da compreensão necessária para melhor explorar as práticas de ensino

e de aprendizagem.
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Capítulo 3

Representações

O direcionamento deste trabalho está para as representações (semióticas) de objetos

matemáticos, em observações sobre estas representações como meio para alcançar os

objetos matemáticos e em como utilizar as diversas formas de representar para aprender

Matemática. Duval indica que:

As representações mentais recobrem o conjunto de imagens e,
mais globalmente, as conceitualizações que um indivíduo pode
ter sobre um objeto, sobre uma situação e sobre o que lhe é asso-
ciado. As representações semióticas são produções constituídas
pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representa-
ções que tem inconvenientes próprios de signi�cação e de funcio-
namento. [11, Duval, p.269]

As representações estão em tudo em que nossos sentidos podem alcançar, com elas e

nelas associamos conceitos, características, informações, opiniões e mais. Somos capa-

zes de conhecer e mostrar características de objetos matemáticos, indicar propriedades

sobre determinado conhecimento, de quali�car e quanti�car objetos e estruturar no-

vos conhecimentos e assim elencar novas representações. As representações semióticas,

segundo Duval [11, p.269], são �um meio de exteriorização de representações mentais

para �ns de comunicação�, e mais, são �essenciais à atividade cognitiva do pensamento�.

Ora, então representações semióticas e representações mentais servem-se uma à outra,

19



pois são dependentes entre si.

São inúmeras as formas de representações semióticas, e em cada uma podem ser

tomados diferentes tratamentos. Por ilustração, baseado em Duval, alguns destes ti-

pos de representações estão em registros de descrição, de�nição, explicação, dedução,

�gura geométrica, grá�co, construção de instrumentos, modelagem, sistemas de escrita

(simbólica, algébrica, numérica), cálculos e tantos outros.

Uma representação não é uma mera imagem desenhada, nela estão características

próprias de um objeto matemático. Passos e Nacarato [29, p.1153 - grifo nosso] dizem

- a partir de Fischbein, que �uma �gura geométrica é uma imagem virtual, que (...)

inclui a representação mental da propriedade do espaço�. E continuam indicando que

a �gura geométrica é �a ideia correspondente da entidade �gural idealizada, abstrata,

estritamente determinada por sua de�nição� [29, p.1155].

Não basta ao estudante desenhar a representação de um objeto geométrico, é preciso

que ele compreenda aquilo que irá desenhar. Deve exportar uma representação mental,

a partir do que leu e interpretou de um problema e passar à uma representação �gural.

Figura 3.1: Representação algébrica e representação geométrica de uma função.

No estudo em questão, tomamos como referência as representações semióticas (no-
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tação, escrita, símbolo, traço, esboço, desenho, construção, grá�co, imagem etc.) de

objetos matemáticos (ponto, reta, retângulo, número, função etc.). A Figura 3.1 ilus-

tra duas formas de representar um mesmo objeto matemático, observe que em cada

forma é possível perceber diferentes propriedades (representações distintas, diferentes

sentidos) do objeto matemático: função.

Existem vários procedimentos para, partindo da representação algébrica da função

f : R → R, f(x) = x2 + 2x − 3 chegar-se à representação geométrica indicada nesta

mesma �gura, ou proceder pelo caminho inverso. As características e propriedades

necessárias para isto fazem parte do conhecimento a ser aprendido, que também é

carregado de diferentes representações; o mais importante está justamente no modo

como se lida na transformação (tratamento ou conversão) de uma representação, e

ainda, que cada estudo envolva em no mínimo duas diferentes representações. Duval,

ao descrever sobre �as condições de uma aprendizagem que leva em conta a semiose�,

a�rma que:

Se a conceitualização implica coordenação de registros de repre-
sentação, o principal caminho das aprendizagens de base matemá-
tica não pode ser somente a automatização de certos tratamentos
ou a compreensão de noções, mas deve ser a coordenação de di-
ferentes registros de representação, necessariamente mobilizados
por estes tratamentos ou por esta compreensão. [11, Duval, p.284]

O tratamento de uma representação é entendido por sua manipulação, sem alte-

rar a forma de representação, de modo a obter informações para alguma �nalidade,

por exemplo, tomando a função na Figura 3.1, fazemos f(x) = 0, escolhemos e apli-

camos algum procedimento e encontramos suas raízes x1 = −3 e x2 = 1, mantendo a

representação algébrica. A conversão consiste em passar de uma para outra forma

de representação; observe as duas representações indicadas na Figura 3.1, em que por

algumas transformações, partimos de uma representação algébrica e chegamos em uma

representação geométrica, conservando o objeto matemático (função).

Os procedimentos tomados na conversão de uma para outra forma de representa-

ção, é um momento que merece maior atenção, por conta de sua contribuição para a
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aprendizagem. Quais são as observações feitas para decidir por um ou outro proce-

dimento? Qual foi o procedimento adotado? Este procedimento é compreendido por

quem o utiliza? As informações colhidas são su�cientes para garantir características

mínimas do objeto matemático? Atentar-se para este momento de associar caracte-

rísticas de determinado objeto para diferentes representações e destas características

manterem relações su�cientes para se converter de uma para outra representação por

meio de transformações.

Exemplo similar ao tomado para o objeto matemático função, consta no Comple-

mento 5.4, quando é apresentado parte do conteúdo de equações do 1o grau em um

livro didático, por meio de alguns modos de representação. O conteúdo é apresentado

gradativamente, propondo uma sequência transitória entre as formas de representação.

Analisar os registros de representações escolhidos pelos estudantes, permite ao pro-

fessor perceber o nível de compreensão em que estes se encontram, e mais, criar outras

práticas de ensino que possibilitem tomar diferentes procedimentos para não só a solu-

ção correta, mas a aprendizagem de fato. Estas e outras observações estão presentes no

artigo de Ziemer et al. [38], em que a partir das soluções retornadas de um problema

aplicado para estudantes do 1o ano do Ensino Médio, explicitam diferentes registros de

representações.

Um taxi começa uma corrida com o taxímetro marcando R$ 4, 00.
Cada quilômetro rodado custa R$ 1, 50. Se ao �nal de uma cor-
rida, o passageiro pagou R$ 37, 00, a quantidade de quilômetros
percorridos foi? a) 22 b) 11 c) 33 d) 26 e) 32 [38, Ziemer et al.,
p.5]

Os autores observaram diferentes representações na solução deste problema, pelos

estudantes. Os procedimentos utilizados incluem representações do tipo algébrico

pela resolução da equação: 37 = 4+1, 5 ·x; registro numérico por meio de operações

inversas: (37− 4)÷ 1, 5 = 22; procedimento exaustivo expressando o valor a cada

quilômetro rodado: 4; 5, 5; 7; · · · ; 35, 5; 37 e depois, contando quantas vezes foi utilizado

o valor 1, 5; e próximo ao procedimento anterior, mas organizando as informações
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em tabela ou lista.

O modo de representar a matemática como se conhece atualmente é relativamente

novo, quando comparado ao longo período de desenvolvimento desta ciência; antes pra-

ticamente não havia uma forma especí�ca de representação, elas foram surgindo por

situações mencionadas anteriormente. As primeiras formas estruturadas de represen-

tação em matemática eram baseadas em palavras.

Uma con�guração do século XX sobre a geometria é de que ela é

um ponto de vista - uma maneira particular de observar o assunto.
Além de a linguagem da geometria frequentemente ser muito mais
simples e elegante do que a linguagem da álgebra e da análise, às
vezes é possível levar a cabo linhas de raciocínio rigorosas em ter-
mos geométricos sem traduzi-las para a álgebra e a análise. Disso
resulta uma economia considerável, tanto de re�exões como de co-
municações de re�exões. Além disso, (...) as imagens geométricas
sugeridas frequentemente levam a resultados e estudos adicionais,
dotando-nos de um instrumento poderoso de raciocínio indutivo
ou criativa. [12, Howard Eves, p.28]

E mais,

Grande parte da análise moderna tornou-se singularmente com-
pacta e uni�cada através do emprego da linguagem e das imagens
geométricas. Parece não haver dúvida de que isto se in�ltrará
nos cursos elementares de análise, e os atuais textos de cálculo,
supervolumosos, deverão se tornar mais exíguos e também mais
compreensíveis para os alunos, graças ao uso do ponto de vista
geométrico. [12, Howard Eves, p.29]

Ora, percebe-se novamente a importância em valorizar o ensino e a aprendizagem de

geometria em Matemática, com destaque para o �emprego da linguagem e das imagens

geométricas� quanto a ampliação de possibilidades de conhecimento e na aproximação

destes conhecimentos do entendimento dos estudantes.
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Para Platão, os objetos sensíveis são suscetíveis a mutações en-
quanto seus modelos abstratos são imutáveis, eternos e universais.
Na matemática, interesse está nas �guras abstratas e não em suas
representações reais. [23, Mol, p.38]
Para Aristóteles, as formas geométricas não existem como entida-
des independentes do mundo real. Os objetos matemáticos exis-
tem como abstração dos objetos reais, mas sua existência depende
da existência do próprio objeto. [23, Mol, p.41]

Não é o ponto de vista de Platão que quer-se enfatizar, tratar-se-á tanto de modelos

abstratos quanto de representações reais. Ora, muito da matemática foi construído por

meio de moldes, de modelagens daquilo que é real, tornando-se regra, padrão e então

podendo ser adequado a incontáveis situações reais, ou é, permite-se a aplicação na

percepção da teoria e da prática. Quer-se, discutir o uso de diferentes formas de

representações semióticas no ensino e aprendizagem de matemática.

Figura 3.2: Modos de representação, [3, Boavida, p.72].

Os recursos visuais e palpáveis permitem ampliar a comunicação entre os sujeitos a

respeito daquilo que eles referenciam. As condições destes recursos e o modo como eles

são trabalhados devem ser considerados do planejamento aos resultados obtidos após o

desenvolvimento das aulas. Com o acelerar de avanços tecnológicos, surgiram inúme-
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ras possibilidades de recursos visuais; para estes estudos, serão referenciadas algumas

formas de representações e como elas podem ser exploradas no ensino e aprendizagem

em geometria.

Boavida et al. [3, p.71-75], baseando-se em Jerome Bruner, descreve e exempli�ca

três modos de representação, conforme o esquema da Figura 3.2 [tradução nossa]. As

representações ativas, referem-se àquelas em que há a manipulação de objetos e a

simulação de situações criando modelos ilustrativos. As representações icônicas são

visuais e ilustram conceitos, procedimentos ou relações entre eles. Simbólicas são as

representações referentes à experiência em termos da linguagem simbólica.

São inúmeras as formas de representações em matemática, priorizou-se abranger

algumas delas, quando se trata principalmente de práticas de ensino e de aprendiza-

gem em geometria. E quanto as práticas, enfatizaremos situações da presença destas

representações em livros didáticos, nos meus planejamentos de aula, em reproduções e

criações de estudantes do Ensino Fundamental dos quais já fui professor. Para tanto,

consideramos representações que vão da simbologia própria da linguagem matemática,

da construção de conjuntos numéricos, da linguagem algébrica, das relações entre dife-

rentes representações, da transformação de representações, da conversão, do explorar

dos sentidos e da imaginação.

3.1 Língua e linguagem

O ensino e a aprendizagem em matemática dependem de uma série de atribuições

ao sujeito, para que se efetivem satisfatoriamente. A compreensão e o uso correto da

língua e da linguagem são duas destas atribuições; e elas estão presentes nas formas

de representação. Passos e Nacarato [29, p.1155] alertam para a �importância de um

trabalho sistemático e intencional com o vocabulário, com as palavras relativas à ge-

ometria�, para elas �a linguagem e, em especial, a palavra é central ao processo de

elaboração conceitual�. No contexto da Linguística de Ferdinand de Saussure, Milani
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caracteriza língua e linguagem:

A língua é o produto social e forma concretizada da capacidade
de linguagem, que caracteriza os seres humanos. Ela é formada
no interior do indivíduo e estabelecida na coletividade e é aceita
por todos os participantes. (...)
A linguagem é uma habilidade inata aos seres humanos. (...) uma
capacidade da inteligência, conglomerar tudo o que podem ser a
língua e a fala. (...) não pode ser ensinada a um ser, deve estar
dada como parte de sua estrutura mental. [22, Milani, p.33]

Seria então o nível de proximidade da língua e da linguagem que o sujeito possui,

um fator determinante para o desenvolvimento do seu aprendizado; e mais, é uma

condição presente na justi�cativa de cada sujeito utilizar de diferentes formas de repre-

sentação. Kenski [17, p.22] diz que �É por meio da linguagem que o homem representa

simbolicamente suas crenças, seus valores e toda a realidade que o cerca� e em Milani

[22, p.36], �a língua não é nada mais do que um sistema de signos, semelhante aos

sinais de trânsito, aos códigos particulares etc. (...) é o sistema principal que antecede

e permite todos os outros�.

A linguagem matemática pode ser de�nida como um sistema sim-
bólico, com símbolos próprios que se relacionam segundo determi-
nadas regras. Esse conjunto de símbolos e regras deve ser enten-
dido pela comunidade que o utiliza. A apropriação desse conheci-
mento é indissociável do processo de construção do conhecimento
matemático. [20, Lorensatti, p.90]

Tomando a Língua Portuguesa e a linguagem matemática, como está de�nida

em Lorensatti, percebe-se que é necessário que elas se relacionem para processar repre-

sentações que culminem na aprendizagem. Por exemplo, ao realizar a leitura de algum

conteúdo matemático, o estudante, necessita ao mesmo tempo da Língua Portuguesa

e da linguagem matemática. Lorensatti, indica que do leitor é exigida uma leitura

interpretativa, que

Para interpretar, o aluno precisa de um referencial linguístico e,
para decifrar os códigos matemáticos, de um referencial de lin-
guagem matemática. [20, Lorensatti, p.92]
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Passos e Nacarato, sinalizam que:

na prática pedagógica, a compreensão das palavras presentes nas
de�nições geométricas precisa ser cuidadosamente trabalhada.
Seus signi�cados precisam ser ampliados à medida que a esco-
larização avança. A identi�cação de uma �gura, por si só, não
garante que já ocorreu a elaboração conceitual, é preciso que as
de�nições acompanhem suas representações. [29, Passos, p.1156]

Ora, ao estudante de geometria cabem - entre outros, a leitura e a escrita, e para

realizar estas atividades ele precisa compreender as diferentes representações típicas

do conteúdo matemático. Conhecer conceitos, lidar com símbolos e seus signi�cados,

escolher e expressar representações que melhor se adequam a cada situação, partir de

uma forma de representação para outra, são características que perpassam pela língua

e pela linguagem.

3.2 Formas de representações

Uma representação semiótica, tem sido considerada neste trabalho como o resultado

de um conjunto de signos providos de determinado sistema, que inseridos em uma

superfície (comumente o papel ou a interface de uma máquina computável), carregam

qualidades daquilo (no caso, objeto matemático) que eles referenciam.

As formas de representação expressas neste item são designadas abstratas no sentido

de serem criações de símbolos visíveis, que são carregados de signi�cados, possibilitando

ao sujeito ampliar interpretações, retornar e criar informações a respeito daquilo que

os símbolos referenciam, e com isso, desenvolver novos símbolos e raciocínio capazes de

apresentar uma proposta de solução ou solução para o problema em questão.

A escrita é, segundo Milani [22, p.40], �um sistema distinto (de outros) de signos

que tem por objetivo representar a língua�. O ato de escrever tem sido reduzido nas

escolas; os recursos tecnológicos e a busca por aproveitar o tempo de uma aula com

outras atividades são duas justi�cativas para isso. E mais, aquilo que se escreve, por
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vezes é mera cópia, o professor não dá ênfase aos signi�cados. Escrever faz com que

aquilo que se escreve seja apreendido mais facilmente que ouvir ou falar.

No estudo de geometria, não são raras as demonstrações, as argumentações, a des-

crição de procedimentos, o desenvolvimento de solução para um problema; a escrita,

impressão da língua e da linguagem, precisa ser especí�ca para cada situação (o con-

teúdo desenvolvido e as diferentes formas de representações). Seria, entre outros, o

pouco uso da escrita em favorecimento de procedimentos práticos e repetitivos de re-

solução ou de valorizar mais o cálculo, fatores que contribuem para menos ensinar

geometria nas escolas públicas.

Ler e compreender aquilo que se escreve em matemática demanda treino, atenção,

relacionar o real, a representação e o abstrato. Um texto matemático precisa ser

interpretado tendo-se conhecimento da linguagem matemática, ou os símbolos não

terão seus signi�cados reconhecidos e então não fará sentido ao estudante, sendo um

entrave para a aprendizagem.

Representações como tabelas e grá�cos, são carregadas de dados e de informações

e estão presentes em diversos conteúdos matemáticos; seja na álgebra, na aritmética,

na matemática discreta ou na geometria, a interpretação depende da leitura destas

representações, e mais, de organizar dados e informações em representações capazes de

contemplar o que se está estudando.

O desenho geométrico faz parte da geometria plana e trata de todas as �guras

geométricas planas que podem ser construídas basicamente com o compasso e a régua,

além de papel e lapiseira. Ao criar um desenho geométrico procura-se reproduzir as for-

mas geométricas planas de modo a atender critérios de forma e medidas estabelecidos,

por exemplo, num problema.

Ao se obter um desenho geométrico, as características de forma e medidas devem

estar com o máximo de precisão possível, o que exige entendimento de conceitos associ-

ados à geometria, mesmo que desenho geométrico nunca será ideal a ponto de represen-

tar exatamente o que se descreve em uma situação, já que lidamos com instrumentos
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e escalas. Infelizmente, muitos estudantes terminam o Ensino Fundamental apresen-

tando di�culdade em utilizar instrumentos como a régua, o compasso, o transferidor e

o esquadro; por vezes nem conhecem alguns destes instrumentos.

Quanto as construções geométricas referimo-nos ao conjunto de procedimentos

tomados e os instrumentos utilizados para se obter o desenho geométrico. A �Cápsula

1� do livro de Howard Eves [12] indica que comumente os instrumentos utilizados são

apenas a régua e o compasso, podendo haver limitações quanto ao modo de como

eles devem ser utilizados. As construções geométricas são representações gerais de

algum objeto geométrico (ponto, segmento, ângulo, círculo), não se deve confundir

uma construção com o objeto que ela representa.

Existem vários exemplos em que o Complemento de um desenho geométrico pelo

sujeito permite relacionar de�nições e propriedades pertinentes ao desenho que vão

colaborar para o desenvolvimento de uma demonstração ou a solução de determinado

problema proposto.

O documento da SBM [35, p.3] indica que, no Ensino Fundamental II, cabe valo-

rizar as construções com régua e compasso, dando maior ênfase à geometria espacial.

Transformar em traços as propriedades, de�nições, conceitos não é tarefa fácil ao es-

tudante, tal atividade exige uma série de habilidades; mas é preciso que se estude o

desenho geométrico, pois ele amplia as possibilidades de representações e portanto, o

entendimento a respeito do que é estudado.

O esboço é uma representação geométrica sem o rigor de medidas e propriedades

próprias ao que se quer representar; não há uma preocupação com a precisão, mas nas

ideias sobre a forma e as relações matemáticas. Costuma ser empregado não somente

à geometria, mas nas várias áreas da matemática e em outras ciências.
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3.3 Ensino e aprendizagem com objetos educacionais

Os objetos educacionais incluem: imagem, vídeo, animação, manipulador, experi-

mento prático, simulador, software, maquete, instrumento e outros. O uso de muitos

destes objetos permite sair do registro no papel ou do imaginário e observar, manipular,

manusear, construir.

Vários destes objetos permitem ao sujeito maior interação com que é proposto;

não se trata apenas de um conjunto de símbolos, mas de ampliar o sentido da visão e

explorar o sentido do tato, de vivenciar, aplicar e comprovar conceitos com os objetos.

Figura 3.3: Estudantes do 7o ano (2013), em uma aula sobre poliedros.

A Figura 3.3 ilustra uma aula sobre poliedros que planejei e desenvolvi com estu-

dantes do 7o ano do Ensino Fundamental; nesta aula e nas que seguiram, exploramos

associações entre os objetos criados, os conceitos sobre o objeto matemático `poliedro

convexo' e representações. Por exemplo, observar e contar o número de arestas, faces

e vértices no objeto e posteriormente constatar a Relação de Euler (V + F = A + 2)

ou observar e reproduzir em papel o poliedro construído além de sua plani�cação, veri-

�cando algumas perspectivas sobre a composição do poliedro (polígonos, face, aresta,

vértice, áreas, perímetros) e ainda, perceber a diferença entre uma �gura plana e sua

composição em um objeto no espaço.

A visão é um fator muito importante para a aprendizagem, é por ela que muitas

imagens são formadas e associadas aos conceitos e propriedades adquiridos pelo sujeito;
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mas quando este não possui tal sentido, outros sentidos precisam ser melhor explorados

para que se permita mais condições de aprendizagem. O uso de objetos educacionais

palpáveis, é uma estratégia que possibilita em especial ao cego ou aquele que possui

baixa visão a aproximação entre o real, os conceitos, as formas, a formação da imagem

mental.

Os objetos em 3D que são manipuláveis estão ainda mais próximos do mundo real,

quando não são parte dele, e isso certamente promove a qualquer sujeito melhor apren-

dizagem, pois várias propriedades e conceitos estarão em maior evidência que com a

representação apenas em 2D. No Complemento 5.2 constam algumas Figuras (5.2 e

5.3) de construções criadas em um software matemático e sugestões de atividades que

podem estar associadas às aulas de construções de poliedros citadas acima e registradas

na Figura 3.3.

Com objetos educacionais, além de outras práticas e ganhos para o ensino e a

aprendizagem, é possível ampliar as possibilidades de se ter representações. Os softwa-

res educacionais, são um claro exemplo de recursos que disponibilizam ferramentas que

permitem criar e manipular representações.

3.4 GeoGebra : exemplo de recurso computacional

A tecnologia tem se alterado com maior velocidade e a cada vez em menor tempo;

surgem novas formas de representação. O recurso tecnológico no ensino e na aprendiza-

gem não pode ser apenas como um facilitador das mesmas atividades, rotinas já feitas

sem o recurso. É preciso se apropriar deste conjunto de novas formas de representação.

Há que explorar, criar novas ferramentas, compreender matematicamente os símbolos,

os objetos, os passos de uma construção.
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A necessidade, portanto, não é a de usar o meio para continuar
fazendo o mesmo. É preciso mudar as práticas e os hábitos docen-
tes e aprender a trabalhar pedagogicamente de forma dinâmica e
desa�adora, (...). Em princípio, devemos compreender e nos apro-
priar das especi�cidades das inovações tecnológicas, adequando-as
como inovações pedagógicas. [17, Kenski, p.97]

Não há mais volta, a cada dia surgem novas ferramentas tecnológicas construídas

especi�camente para o ensino de matemática. Estas criações estão espalhadas por

inúmeros ambientes virtuais e grande parte disponível gratuitamente para uso. Os

recursos computacionais pensados para o ensino e aprendizagem em matemática, têm

características e �nalidades especí�cas para cada contexto; existem softwares, simu-

ladores, aplicativos, planilhas eletrônicas, animações, vídeos, imagens, hipertextos e

tantos outros objetos de aprendizagem, todos focando alguma área da matemática e

com potencialidade para serem estudados, ampliados, adaptados para o uso no ensino.

Muitos recursos computacionais têm sido pensados e estruturados de modo a aten-

der especi�cidades de ensino e aprendizagem em matemática; alguns deles apresentam

uma enormidade de ferramentas capazes de representar conceitos e objetos próprios de

cada área da matemática, assim como é impresso no papel (bidimensional). É possível

ir mais além e modelar objetos reais em 3D (modelagem computacional), chegando a

uma precisão incrível.

Trataremos em especí�co do software GeoGebra, que se destaca por disponibilizar

inúmeras ferramentas (elementos e objetos geométricos) em uma interface amigável,

relacionando a Álgebra e a Geometria de forma dinâmica. O GeoGebra permite que

sejam feitas construções geométricas, respeitando conceitos próprios da geometria e

ainda manipular estes objetos de modo a veri�car características e propriedades dos

elementos que compõem a construção.

Com este software é possível criar um Applet, que nada mais é um pequeno software

que funciona dentro de um software maior; no caso do GeoGebra, as construções que

permitem ao usuário manipular algum elemento e veri�car as alterações geométricas

ou algébricas relacionadas a estas construções são os Applets e o GeoGebra seria o
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software maior. Três destes Applets estão representados pelas Figuras 4.13, 4.16 e

4.18. A maioria das representações utilizadas neste trabalho foram originadas com o

GeoGebra.

No item 4.8 de Exemplos e problemas, em que tratamos da interpretação geométrica

de uma raiz quadrada, estão indicados os procedimentos tomados no GeoGebra para se

construir um desenho geométrico; trata-se de um Applet que expressa a raiz quadrada

de um número positivo qualquer. Na Figura 4.18, deste mesmo item, constam as

janelas de Álgebra e de Visualização, em que é possível perceber os objetos utilizados na

construção e o desenho geométrico. Há neste software a possibilidade de aliar Álgebra

e Geometria trabalhando com ferramentas que expressam exatamente os objetos (em

visualização 2D e 3D) com os quais lidamos ao ensinar e aprender Matemática.

Os desenvolvedores deste software, construíram um ambiente (https://geogebra.org)

para download gratuito e instalação em várias plataformas. Este ambiente tem a pro-

priedade de gerenciar logins e de permitir que qualquer usuário possa guardar e com-

partilhar seus arquivos. Tenho algumas contribuições no ambiente GeoGebra.org e em

outro espaço de registro online (blog: www.ticsnamatematica.com) no qual constam

sugestões de práticas de ensino e aprendizagem, construções e Applets, referenciando

este software.

É importante lembrar que um recurso computacional não deve substituir a prática;

Dell'Isola [10] lembra que o hábito de utilizar a tecnologia como muleta ao contrário de

uma ferramenta para o desenvolvimento humano, colabora para que tornemo-nos me-

nos capazes de pensar. Ao utilizar o recurso para criar uma representação geométrica,

é preciso que seja capaz de reproduzir em mente a mesma representação e compreender

os conceitos associados a ela. O GeoGebra é bastante intuitivo, ao dispor de uma in-

terface em que as representações de suas ferramentas remetem aos símbolos, elementos

e objetos da geometria; implica que sem o conhecimento matemático sobre eles pouco

se constrói.
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3.5 Conexões entre as áreas da disciplina Matemática

Historicamente, percebe-se que a matemática foi sendo estruturada através da re-

lação de inúmeros conhecimentos de diversas áreas; aos poucos, foi se desdobrando em

vários segmentos, originando novas áreas de estudo e dentro de determinada área vie-

ram subáreas. Muitas destas áreas têm estudos independentes e ao mesmo tempo estão

relacionadas umas as outras. O ensino e a aprendizagem precisam ser desenvolvidos de

modo a valorizar relações entre as diversas áreas da matemática.

Lorenzato, a�rma que

a geometria é a mais e�ciente conexão didático-pedagógica da Ma-
temática. Interliga-se com a aritmética e com a álgebra, porque os
objetos e relações dela correspondem aos das outras; assim sendo,
conceitos, propriedades e questões aritméticas ou algébricas po-
dem ser classi�cados pela geometria, que realiza uma verdadeira
tradução para o aprendiz. [21, Lorenzato, p.07]

Muitos livros didáticos apresentam capítulos ou unidades especí�cos a cada con-

teúdo. O que mais se faz é dividir os conteúdos especí�cos da álgebra, aritmética ou

geometria (por exemplo) em várias unidades e a cada bimestre (etapa) é ensinado parte

de cada uma destas áreas. Mesmo assim, os conteúdos não estão mesclados, não há

uma relação direta entre eles, é mais uma fragmentação de conteúdos, justi�cada pela

necessidade do estudante aprender um pouco dos conteúdos de várias áreas durante

um período letivo.

Ocorre que não há uma continuidade destes estudos por conta das práticas de ensino

e aprendizagem tomadas pelos professores; por vezes, a cada novo período letivo, volta-

se ao ponto inicial, repetindo os mesmos conteúdos sem que relacione as várias áreas de

estudo em matemática. Abre-se uma lacuna de conhecimentos não estudados e grupos

de conteúdos que pouco se entremeiam.

Tomando o livro didático do 9o ano (Ensino Fundamental) da coleção �Matemática:

teoria e contexto� de Centurión e Jacubovic (Figura 3.4) como exemplo, os capítulos

1 (Geometria: ampliação e reduções), 5 (Geometria e medidas: comprimentos) e 6
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(Geometria e medidas: áreas e volumes) são especí�cos à geometria, tendo ainda no

capítulo 3 (Reunindo geometria e álgebra) duas unidades tratando sobre `representação

geométrica de uma equação' e `resolução grá�ca de sistemas de equações'.

Figura 3.4: Capa do livro Matemática: teoria e contexto.

Neste mesmo livro, percebe-se que não só nos capítulos citados, mas aos demais,

há a preocupação por representar objetos matemáticos e de relacionar características

destes objetos em suas representações. O livro didático (versão do professor) apresenta

ainda uma série de recomendações a respeito da prática e destaca sobre [6, p.12, manual

do professor ] �o valor da visualização e da representação espaciais que colaboram para

o desenvolvimento do pensamento geométrico�.

Algo interessante no livro didático do 9o ano, do projeto Velear: Matemática de

Antonio J. L. Bigode, é a presença da unidade 2 nomeada �Geometria e argumenta-

ção� (Figura 3.5) em que se destacam demonstrações, construções, cuidados ao usar

representações, a prova visual do Teorema de Pitágoras (tratada detalhadamente no

subitem 4.1 deste trabalho) e enfoque histórico e matemático do livro Os Elementos
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(Figura 5.5). Apesar deste enfoque especial na unidade 2, o livro possui características

que evidenciam relações entre as áreas da matemática, presentes nas apresentações dos

conteúdos e nos problemas propostos.

Figura 3.5: Capa e sumário de uma das unidades do livro do Projeto Velear.

Alguns momentos em que se percebe que no Ensino Fundamental e no Ensino Médio

há a aproximação entre áreas da matemática é no uso de problemas como estratégias

de ensino e aprendizagem; algo crescente nos livros didáticos e nos instrumentos de

avaliação do ensino no Brasil, mas pouco explorado pelos professores. Comumente,

nas aulas, o que se vê é um roteiro a cumprir: conceitos, exemplos especí�cos e listas

de exercícios (fechadas, especí�cas, maçantes); basicamente através de algum livro

didático. Não são criadas situações que permitam ao estudante, por exemplo associar

áreas da matemática, perceber a origem de determinado conceito, propor aplicações

em outros campos da Matemática, de outras disciplinas ou em situações reais.
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estimular, em sala de aula, a utilização de diferentes registros de
representação, e principalmente, a mobilização de um tipo de re-
presentação para outro, auxiliará na compreensão dos conceitos
matemáticos, por parte dos estudantes. (...) a aprendizagem de
um objeto matemático não está apenas associada aos conteúdos
presentes nos conceitos estudados, mas especi�camente, ao esta-
belecimento de relações com as diversas formas de representação.
[36, Silva, p.21-22]

Quer-se enfatizar não somente o uso de representações, mas também como relacio-

nar suas diferentes formas; o estudante que consegue partir de uma e chegar a outras

representações, demonstra ter compreendido determinados conceitos ali empregados e

mais, apresenta novas características a respeito do objeto de estudo. Para a maioria

das áreas da Matemática, é visível o uso de diferentes formas de representação em sua

estrutura. A geometria é organizada e estudada sob diversas divisões, e mesmo assim,

é necessário o emprego de mais de uma forma de representação.

Ensinar matemática demanda relacionar diversas áreas (geometria, aritmética, álge-

bra) de modo a não se prender somente em procedimentos repetitivos, mas procurando

despertar e ampliar algumas habilidades nos estudantes. Uma atividade importante

que permite tal relação é o criar e resolver problemas. De início, nas séries �nais do

Ensino Fundamental I, propõe-se que sejam criados problemas livres, quando necessá-

rio o professor orienta e organiza o problema com seu aluno e então distribui a lista de

problemas para que toda turma possa resolvê-los. No Ensino Fundamental II, já com

posse de mais conceitos e propriedades, começam a haver direcionamentos de elemen-

tos mínimos aos problemas que serão criados e a atividade deve ser repetida e ganhar

novos elementos progressivamente.

Rogenski e Pedroso, destacam que a di�culdade e o não entendimento dos estudantes

do Ensino Médio em geometria espacial e com relação a cálculos de áreas e volumes

deve-se
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à defasagem existente no Ensino Fundamental, em que a geome-
tria nem sempre é apresentada ao aluno inter-relacionada com
os demais conteúdos estruturantes, como a álgebra e números,
torna-se mera ilustração e exempli�cação, sem entendimento de
conceitos e propriedades. [32, Rogenski e Pedroso, p.02]

a geometria promove o entendimento de diferentes conteúdos ma-
temáticos, é por isso que precisa ser trabalhada em conjunto com
cada conteúdo, pois dessa forma os alunos entenderão melhor até
mesmo o cálculo algébrico, que, muitas vezes, parece ser abstrato.
[32, Rogenski e Pedroso, p.06]

Portanto, é importante e necessário, associar as diversas áreas da Matemática. Ál-

gebra, aritmética, geometria, e outras áreas precisam ser estudadas e aprendidas de

modo que sejam relacionadas; mesmo que numa proposta de ensino especí�co de cada

uma, dentro de determinada área cabe enfatizar como ela está relacionada com ou-

tras. Os livros didáticos de matemática são cada vez melhor estruturados, exploram as

representações geométricas e buscam relacionar diversos conteúdos de modo a eviden-

ciar que não devem existir blocos isolados da Matemática, que cada um destes blocos

possuem representações especí�cas, mas contribuem um com o outro.
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Capítulo 4

Exemplos e problemas

Acreditando que resolver problemas matemáticos contribui para melhor aprendiza-

gem de geometria e álgebra, e que esta deve ser uma prática valorizada pelos professores

e estudantes, destacamos algumas observações que procuram auxiliar em tal atividade.

A representação pode ser um detalhe na solução de um problema, ou até mesmo a

solução deste problema. Pode contribuir para a interpretação e o entendimento do que

foi proposto para se resolver e também ser parte necessária à solução. Cabe observar

algumas estratégias para a resolução de problemas, descritas detalhadamente por Tao

[37, p.2-11] e que se encontram a seguir, de forma resumida:

• Perceber o tipo de problema (para proceder à resolução numa abordagem algé-

brica ou geométrica);

• Entender os dados (quais são os objetos e suas propriedades);

• Entender o objetivo do problema;

• Escolher uma boa notação (como representar, de forma e�ciente, os dados e os

objetivos);

• Escrever o que se sabe, usando a notação escolhida (fazer um diagrama);

• Modi�car ligeiramente o problema, procurando tornar o problema original mais

acessível;
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• Modi�car profundamente o problema (omitir dados, ampliar o problema, trocar

dados com objetivo);

• Estabelecer resultados para o problema (manipular);

• Simpli�car, explorar os dados, atingir metas parciais;

Oliveira e Fernández [27, p.15], ao indicarem �algumas dicas para resolver pro-

blemas�, destacam entre outras regras a possibilidade de �mudar a representação do

problema� e de se �usar a imaginação pesquisando caminhos alternativos�.

Percebe-se a importância das diferentes formas de representações (algo enfatizado

por Duval) na busca de apresentar uma solução correta para um problema. A interpre-

tação do problema passa pelo i) entendimento do tipo, dos dados e do objetivo e pela

ii) reorganização do que se sabe do problema a partir da escolha de uma notação; são

processos que envolvem o entendimento e representação da linguagem matemática (si-

nais, símbolos e signi�cados). O modo como se lida com tudo isso é o mais importante,

pois é aí que se aprende e que se resolve corretamente um problema.

Foram referenciados alguns problemas e exemplos a �m de que se perceba o uso de

diferentes formas de representações no corpo das soluções ou discussões propostas. Tais

soluções/discussões apresentam: a construção geométrica como uma forma alternativa

e ampliativa de ensino e de aprendizagem de algum conceito que comumente é estudado

por outros procedimentos; a imagem como forma de simpli�car algum discurso ou

desenvolvimento teórico e a simbologia aplicada em várias áreas da matemática.

4.1 O teorema pitagórico

Um teorema muito conhecido e explorado no Ensino Básico e também no Ensino

Superior é o Teorema de Pitágoras.

Historicamente, existem fatos que indicam o conhecimento de tal teorema muito

antes de Pitágoras. São inúmeras as formas de se demonstrar este teorema. Reproduz-

se a seguir, o teorema e sua demonstração dada por Euclides e presente em Howard
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Eves [12, p. 53, 55-56]:

Teorema 4.1.1. O quadrado sobre a hipotenusa de um triângulo retângulo é igual à

soma dos quadrados sobre os catetos.

Demonstração. Suponhamos que o ∠BAC (ângulo) da Figura 4.1 seja o ângulo reto

do 4ABC (triângulo). Os quadrados BCDE, ABFG e ACHK são construídos sobre

os respectivos lados do 4ABC. Seja AL o segmento traçado paralelo a BE (ou iden-

ticamente, CD). Mostra-se que os pontos C, A, G assim como os pontos B, A, K são

colineares (GÂC = GÂB +BÂC = 180o e BÂK = BÂC + CÂK = 180o).

Então se prova que o 4ABE é congruente ao 4FBC (caso L.A.L. de congruência:

AB ≡ BF ; AB̂E = CB̂E +CB̂A = 90o +CB̂A, FB̂C = FB̂A+CB̂A = 90o +CB̂A

implica que AB̂E ≡ FB̂C; BC ≡ BE). O paralelogramo BELM é o dobro (tem o

dobro da medida da área) do 4ABE e o quadrado ABFG é o dobro (tem o dobro da

medida da área) do 4BCF , portanto o paralelogramo BELM é igual (mesma medida

de área) ao quadrado ABFG.

Analogamente, prova-se que o paralelogramo CDLM é igual (mesma medida de

área) ao quadrado ACHK. Por conseguinte o quadrado BCDE, formado pelos dos

paralelogramos BELM e CDLM , é igual (mesma medida de área) aos dois quadrados

ABFG e ACHK. Conforme se queria demonstrar.

Historicamente, algumas representações foram tomadas como demonstração de pro-

priedades ou teoremas, como no caso descrito mais abaixo e indicado nas Figuras 4.2

e 4.3. Ao planejar aulas e aplicá-las, o professor pode utilizar de tal recurso, pois a

representação colabora para melhor entendimento de uma demonstração. Cabe apenas

cuidar para que o(a) estudante não se apoie �elmente em todas as reproduções que

são indicadas nos problemas, pois algumas delas são meros esboços e estes não têm a

obrigação de �delidade com propriedades, conceitos e outros relacionados aos objetos

matemáticos, e isso pode induzir ao erro.
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Figura 4.1: Demonstração do teorema pitagórico, segundo Euclides (Cálculo de áreas).

Esta mesma demonstração aparece mais detalhada, apontando as proposições utili-

zadas e discussão sobre como poderia ter sido desenvolvida, em Roque e Carvalho [33,

p.88-96]. Algumas demonstrações não apresentam símbolos detalhando passo a passo,

cada decisão tomada rumo ao objetivo do problema; neste caso, há uma demonstra-

ção sugerida em Howard Eves [12, p.56], atribuída a Bhaskara, em que é apresentado

apenas um diagrama (Figura 4.2) e a expressão �Veja!�.

No Ensino Fundamental II (8o ou 9o ano), quando é ensinado sobre o Teorema de

Pitágoras, entre outras estratégias, uma boa sugestão de demonstração é a de Bhaskara
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(Figura 4.3); usando papelão colorido ou mesmo a borracha EVA (Etil Vinil Acetato),

é possível estruturar esboços conforme mostra a Figura 4.3. E mais, pode ser sugerido

que eles procurem encontrar uma forma de reposicionar as peças do quadrado de lado

a de modo a obter dois quadrados menores de lados b e c e então serem questionados

quanto as áreas destes quadrados; seria uma forma de procurarem chegar à proposição

do teorema sem que ele lhes tenha sido apresentado anteriormente. Para tal forma

de demonstração, o estudante utiliza de testes e da visualização para partir de uma

representação estabelecida e chegar a outra.

Figura 4.2: Demonstração do teorema pitagórico, segundo Bhaskara.

Figura 4.3: Demonstração do teorema pitagórico, segundo Bhaskara - passos da decom-
posição.

O livro Projeto Teláris: Matemática [7, Dante, p.180-183], apresenta quatro de-
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monstrações do Teorema de Pitágoras, três delas diferentes das duas apresentadas

neste trabalho. A primeira demonstração recorre à semelhança de triângulos obser-

vando algumas relações em triângulos retângulos. A segunda remete à demonstração

dada por James Gar�eld, que compara a área de um trapézio com a área de três regiões

triangulares obtidas da decomposição do mesmo trapézio. A terceira demonstração é

similar à apresentada na Figura 4.2, mas utilizando álgebra e sem decomposição da �-

gura original, como apresentado na Figura 4.3. E por �m, uma demonstração atribuída

semelhantemente à de Pitágoras.

4.2 Representações de alguns conceitos algébricos

4.2.1 Algumas propriedades

As propriedades 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4 estão demonstradas em [19, Lima, p.

31-33]. As �guras, são esboços que procuram representar as propriedades de modo

geométrico, tomadas para elucidar algumas discussões.

Propriedade 4.2.1. Associatividade da adição: Para quaisquer números naturais

m, n, p, tem-se

m+ (n+ p) = (m+ n) + p.

Figura 4.4: Propriedade associativa da adição.

Propriedade 4.2.2. Comutatividade da adição: Para quaisquer m, n ∈ N tem-se
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Figura 4.5: Propriedade comutativa da adição.

m+ n = n+m.

Evidenciar geometricamente algumas propriedades algébricas como as descritas a

seguir, implica em alguns cuidados, pois deixamos de lidar com símbolos que, nas pro-

priedades, representam apenas quantidade (números) para uma representação de objeto

no quadro ou papel, e a noção de espaço ocupado pode causar confusão, já que visu-

almente, por exemplo, a Figura 4.4 apresenta dois segmentos de mesmo comprimento,

mas os objetos que compõem cada segmento estão em posições diferentes.

Neste caso, o uso de um objeto real (barbante, �tas de EVA, palitinhos) em cores

e tamanhos diferentes, e a explicação de que devem ser veri�cados os resultados das

operações (comprimento da união dos dois objetos de diferentes comprimentos - seg-

mentos consecutivos), expressa praticamente o mesmo procedimento descrito no papel

ou quadro; a diferença está no palpável, que poderá permitir melhor compreensão.

Aqui sugeriu-se, não só o uso de símbolos, desenhos ou esquemas para representar

as propriedades, mas usar o objeto como representação de contagem (quantidades) ou

conceito (conjuntos e operações). O objeto em si, não está diretamente relacionado

com o problema, mas a sua representação é válida para se aplicar.

Propriedade 4.2.3. Distributividade: Para quaisquer m, n, p ∈ N tem-se

m · (n+ p) = m · n+m · p.

Propriedade 4.2.4. Comutatividade de Multiplicação: Para quaisquer m, n ∈ N

tem-se
m · n = n ·m.
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Figura 4.6: Propriedade distributiva.

Figura 4.7: Propriedade comutativa de multiplicação

Nas Figuras 4.6 e 4.7, observe que são usadas representações de conjuntos, em que

cada quadradinho representa uma unidade (princípio da contagem), cada coluna um

número e que cada grupo de colunas uma soma (união). Estas representações são

amplamente requisitadas nas séries inicias do Ensino Fundamental (1o ao 4o ano), com

o uso de símbolos ou objetos (riscos, bolinhas, dedos das mãos, tampinhas, material

dourado) basicamente para representar os números, contar as quantidades e indicar o

resultado da operação envolvida; torna-se uma atividade mecânica, uma sequência a

ser seguida, sem o entendimento do por que proceder daquele modo; tal fato colabora

também para não evidenciar a transição de uma para outra representação.

Certa vez (fevereiro de 2014), houve um fato que é pertinente lembrar e que ocorreu

com um estudante do 4o ano do Ensino Fundamental -, percebi o procedimento que este

tomou para resolver uma adição com duas parcelas na ordem das centenas simples; não

recordo os números, mas sei que riscar vários �pauzinhos� - assim ele dizia, para indicar
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tais números, não era tarefa fácil. Ele representava cada uma das parcelas e depois

contava novamente desde o início da primeira parcela, sem sequer assumir o valor que o

primeiro grupo de �pauzinhos� representava; agrupando tudo num só conjunto chegava

ao resultado que, quando não se perdia na contagem, sempre estava correto.

Um processo cansativo e desnecessário, que não pude identi�car ao certo o porque

deste estudante assim proceder. O que pareceu mais provável, foi a insegurança em uti-

lizar de outras formas de representação e de procedimentos mais adequados à situação,

ou mais agravante, o desconhecimento disto. Este se via preso em um procedimento

muito utilizado quando os estudantes têm os primeiros contatos com a adição - juntar,

agrupar, noções de conjunto. É um exemplo que permite perceber a importância das

representações na matemática, quais são mais adequadas em cada momento, e que uma

única não basta, pois ela não é capaz de lidar com um todo de determinado tema; que

quanto mais representa-se de diferentes modos e por diferentes representações, mais

claro e próximo estará o aprender para o estudante.

São práticas comuns e necessárias para a aprendizagem, mas a noção destas pro-

priedades pode ser aos poucos evidenciada e estas estratégias irem sendo substituídas

para que não se prenda a uma única forma de ensino e aprendizagem, o estudante

possa ser estimulado a desenvolver suas próprias estratégias e o professor perceba que

ele tenha, por exemplo, compreendido determinada propriedade.

Não é que seja necessária alguma demonstração destas propriedades nestas séries,

nem é recomendado. O estudante ainda não possui base mínima para abstrações e com-

preensão de demonstrações. Mesmo em séries posteriores, não cabe ensinar procurando

construir toda uma fundamentação teórica; é interessante que proponha atividades em

que o estudante procure compreender determinado problema, registrando e explicando

estratégias pensadas para resolvê-lo e posteriormente, apresentar determinado conceito

ou fórmula com devidas justi�cativas de sua validade. Aos poucos as demonstrações

vão sendo construídas, sem a necessidade de um decoreba de linhas ditadas ou de todo

rigor lógico, como ressalta Ávila [1, p.7-8].
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4.2.2 Produtos notáveis: (a+ b)2 e (a− b)2

Produtos notáveis são identidades algébricas mais frequentes ao se realizar cálculos

com expressões algébricas. Uma identidade algébrica é uma equação em que os dois

membros são expressões algébricas e que é verdadeira se, e somente se, a igualdade é

verdadeira para quaisquer valores que se atribua às variáveis envolvidas [28, Parente].

Os procedimentos tomados a seguir para tratar de produtos notáveis, é evidenciado

no livro de Bigode [2, p.48-51], e tratado através de alguns procedimentos e diferentes

representações. Partindo do particular, escolhe o trinômio x2 + 6x + 8, e através de

transformações em representações algébricas e geométricas, torna-o um trinômio qua-

drado perfeito. Posteriormente, enfatiza alguns casos especí�cos generalizando-os por

meio da representação geométrica e sugerindo o uso de materiais manipuláveis para

acompanhar as representações.

A) Quadrado da soma de dois termos

(a+ b)2 = (a+ b)(a+ b) = a2 + 2ab+ b2

Figura 4.8: Quadrado da soma de dois termos.

Geometricamente construímos um quadrado de lado a e marcamos a medida do

segmento que representa o termo b a partir de um dos extremos do lado a (segmentos
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consecutivos); com isso, o lado do novo quadrado quadrado terá medida a + b, sendo

dividido em dois segmentos de medidas a e b. Neste ponto procedemos de modo a

decompor o quadrado de lado a + b em retângulos; na vertical traçamos o segmento

paralelo aos lados verticais a + b, cujos extremos são os encontros dos segmentos que

representam os termos a e b. Fazemos o mesmo procedimento na horizontal.

Em seguida, calculamos as áreas dos retângulos originados na decomposição e ob-

temos: S1 = a2, S2 = S3 = ab e S4 = b2. A soma destas áreas é igual à área ST do

quadrado de lado (a+ b), e assim temos

ST = S1 + S2 + S3 + S4

(a+ b)2 = a2 + ab+ ab+ b2

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.

B) Quadrado da diferença de dois termos

(a− b)2 = (a− b)(a− b) = a2 − 2ab+ b2

Figura 4.9: Quadrado da diferença de dois termos.

Geometricamente construímos um quadrado de lado medindo a e marcamos os en-

contros dos segmentos que representam os termos de medidas (a − b) e b nos lados

deste quadrado. Em seguida decompomos o quadrado de lado medindo a em retângu-

los; para isso, na vertical traçamos o segmento paralelo aos lados verticais de medida
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a = (a − b) + b, cujos extremos são os encontros dos segmentos que representam os

termos de medida (a− b) e b. Fazemos o mesmo procedimento na horizontal.

Calculamos as áreas dos retângulos originados na decomposição do quadrado de

lado a e obtemos: S1 = (a− b)2, S2 = S3 = b(a− b) e S4 = b2. A soma destas áreas é

igual a área ST do quadrado de lado a, segue que:

ST = S1 + S2 + S3 + S4

a2 = (a− b)2 + b(a− b) + b(a− b) + b2

a2 = (a− b)2 + ba− b2 + ba− b2 + b2

a2 = (a− b)2 + 2ba− b2

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2.

4.3 Quatro retângulos de papel

O problema apresentado a seguir, foi proposto na prova de nível 1, na segunda fase

da OBMEP 2005 (http://www.obmep.org.br/provas.htm). Este problema foi retomado

em uma turma (39 estudantes) do 9o ano do Ensino Fundamental, procurando veri�car

alguns modos de representação na solução apresentada pelos estudantes.

(Adaptado) Tia Anastácia uniu quatro retângulos de papel de 3 cm de comprimento

por 1 cm de largura, formando a Figura 4.10.

Figura 4.10: Os quatro retângulos.

A) Qual é o perímetro da �gura?
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B) Qual é o menor número de retângulos de 3 cm de comprimento por 1 cm de

largura que é necessário juntar a essa �gura para se obter um quadrado? Faça um

desenho ilustrando sua resposta.

C) Qual é a área do quadrado obtido no item anterior?

Figura 4.11: Solução - Quatro retângulos de papel (versão OBMEP).

Após a aplicação deste problema, juntamente com outros em uma atividade para

estudantes do 9o ano, poucos indicaram resolução correta para o exercício e não surgiu

qualquer representação relevante ou que apresentasse algo diferente da sugerida na

solução (Figura 4.11).

Na Figura 4.11, observe que, segundo referência de Boavida na Figura 3.2, aparecem

as representações de modos: icônica e simbólica. Nos itens A) e C) são apresentadas

soluções com diferentes procedimentos; a solução do item B) poderia se dar basicamente

com a representação icônica. O modo de representação ativa não cabia para o momento

de aplicação da prova, mas é perfeitamente possível em sala de aula.
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4.4 Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Teorema 4.4.1. Teorema Fundamental da Proporcionalidade: Seja f : R→ R

uma função crescente. As seguintes a�rmações são equivalentes:

(1) f(nx) = nf(x) para todo n ∈ Z e todo x ∈ R.

(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x ∈ R.

(Logo f(cx) = cf(x) para quaisquer c, x ∈ R.)

(3) f(x+ y) = f(x) + f(y) para quaisquer x, y ∈ R.

Figura 4.12: Teorema Fundamental da Proporcionalidade, aplicado em f(x) = ax.

O teorema 4.4.1 [19, Lima, p.98] é utilizado no exemplo a seguir e é uma referência

presente em Lima [19, p.100]:

Exemplo 4.4.2. Euclides dizia: �dois retângulos de mesma altura estão entre si como

suas bases�.

Isto quer dizer que, se a altura de um retângulo é �xada, a área desse retângulo é

proporcional à base. Ou ainda: a área de um retângulo de altura a e base x é uma

função linear de x. É claro que esta a�rmação é uma consequência super-óbvia da

fórmula de área do retângulo. O ponto, todavia, é que ela é o argumento crucial para

a dedução daquela fórmula, logo não pode ser deduzida como sua consequência. Para

estabelecer sua veracidade, seja f(x) a área do retângulo de altura a e base x. É claro

que f é uma função crescente de x.

Além disso, é claro que um retângulo de altura a e base nx pode ser decomposto em

n retângulos de mesma altura a, cada um com base x, logo f(nx) = nf(x). Segue-se,
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então, do teorema 4.4.1 que f(x) = A · x, onde A = f(1) é a área de um retângulo de

altura a e base 1. Vamos mostrar que A = a.

O mesmo argumento, aplicado aos retângulos de mesma base 1 e altura variável,

mostra que A = a · U , onde U é a área do retângulo de base e altura iguais a 1. Mas

este é o quadrado de lado 1 o qual é, por de�nição, a unidade de área. Portanto U = 1

e A = a.

Conclusão: a área de um retângulo de altura a e base x é igual a ax.

4.5 Raízes da equação x2 − Sx + P = 0

O exemplo explanado a seguir é baseado em uma discussão que consta em Lima [19,

p. 122-124] a respeito do estudo das funções quadráticas. Conhecendo-se a soma S e o

produto P de dois númerosm e n (positivos), expressa-se a equação φ : x2−Sx+P = 0,

cujas raízes são x1 e x2 e satisfazem S = x1 + x2 e P = x1 · x2; ou seja, x1 e x2 são

os números m e n. Nestas condições, havia uma regra para achar as raízes (os dois

números m e n) da equação φ:

Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia

a raiz quadrada da diferença. Some ao resultado a metade da

soma. Isso dará o maior dos números procurados. Subtraia-o da

soma para obter o outro número. [19, Lima, p. 123]

A partir da regra indicada, supondo m > n, teríamos as raízes:

x1 = m =
S

2
+

√(
S

2

)2

− P e x2 = S −m =
S

2
−

√(
S

2

)2

− P ,

mas a ideia aqui é propor uma construção que, tendo S e P , seja possível encontrar as

raízes da equação φ.

Discussão similar sobre encontrar dois números tendo a soma e o produto é apre-

sentada por meio de um exemplo baseado num procedimento de Diofanto em Roque e

Carvalho [33, p.168-171]. Diofanto, no livro Aritmética, contribuiu com a introdução

de �uma forma de representar o valor desconhecido em um problema�. O procedimento
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não utiliza construção geométrica e ao mesmo tempo lida com valores conhecidos e

desconhecidos (álgebra). Tem-se uma resolução baseada no discurso que é abreviada

pelo uso de símbolos.

A Figura 4.13, representa uma construção estruturada no software GeoGebra e

permite encontrar as raízes de uma equação polinomial do 2o grau para o caso especí�co

em que φ : x2−Sx+P = x2−sx+p2 = 0, com S = x1+x2 (soma das raízes), P = x1 ·x2
(produto das raízes) e s > 2p, sendo x1, x2 (sempre positivos) as raízes desta equação.

Figura 4.13: Raízes da equação do tipo x2 − sx+ p2 = 0, com s > 2p.

Na construção indicada na Figura 4.13, é possível observar que:

• c é o semicírculo de diâmetro d(D,C) = DC (distância do ponto D ao ponto C);

• r ‖ t e r dista MN de t;

• AH = A′H ′ =MN = p, sendo AH e A′H ′ segmentos perpendiculares às retas r

e t. H e H ′ pontos de r e A e A′ pontos de t;

• 4AHC ≡ 4A′H ′D, por LAL: HC = H ′D, AĤC = A′Ĥ ′D e AH = A′H ′;

• d(D,H) = DH e d(H,C) = HC são as raízes x1 e x2 da equação φ;
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• Na equação φ : x2 − sx + p2 = 0, temos os coe�cientes a = 1, b = −s e c = p2,

então a soma S e o produto P das raízes de φ são, respectivamente:

S = − b
a
= − (−s)

1
= s e P = c

a
= p2

1
= p2;

• d(D,C) = DC = DH +HC = s = x1 + x2;

• d(M,N) = MN = AH = p; mas como AH é a altura do 4DAC, segue que

AH
2
= DH ·HC ⇒ p2 = DH ·HC = x1 · x2.

4.6 Máximo divisor comum (mdc) e mínimo múltiplo

comum (mmc)

De�nição 4.6.1. Máximo Divisor Comum: Sejam a e b inteiros diferentes de zero.

O máximo divisor comum, resumidamente mdc, entre a e b é o número d que satisfaz

as seguintes condições:

(i) d é um divisor comum de a e b, isto é, d|a e d|b;

(ii) d é o maior inteiro positivo com a propriedade (i).

Neste caso, denotamos o mdc entre a e b por d = mdc(a, b) ou por d = (a, b). Se

(a, b) = 1, então dizemos que a e b são primos entre si.

De�nição 4.6.2. Mínimo Múltiplo Comum: Sejam a e b inteiros diferentes de

zero. O mínimo múltiplo comum, resumidamente mmc, entre a e b é o inteiro positivo

m que satisfaz as seguintes condições:

(i) m é um múltiplo comum de a e b, isto é, a|m e b|m; (ii) m é o menor inteiro

positivo com a propriedade (i).

Neste caso, denotamos o mmc entre a e b por m = mmc(a, b) ou por m = [a, b].

O método indicado a seguir é uma referência de Polezzi [31, p.80-82] para a obtenção

geométrica do mdc e mmc entre dois números (de�nições 4.6.1 e 4.6.2 retiradas de

Oliveira [27, p.106-107, 115]).
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• Considere um retângulo R de lados, com medidas inteiras a e b, dividido em

quadradinhos unitários.

• Trace uma das diagonais do retângulo R, marcando-a nos pontos que são vértices

de algum quadradinho unitário.

• Conte quantas partes esses pontos dividem a diagonal: esse número d é omdc(a, b).

• Trace linhas verticais (horizontais), passando por cada um dos pontos que fo-

ram marcados antes, unindo dois lados opostos do retângulo R. Conte o nú-

mero m de quadradinhos unitários existentes em qualquer um dos d retângulos

(R1,R2, · · · ,Rn) determinados por essas linhas verticais (horizontais): esse nú-

mero m é o mmc(a, b).

Figura 4.14: Retângulo R, que expressa o mdc e o mmc entre dois números.

A Figura 4.14 representa os procedimentos do método para a = 12 e b = 21. A

diagonal está dividida em três partes iguais; logo, 3 = mdc(12, 21). O número de
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quadradinhos existentes em qualquer um dos três retângulos é 7 × 12; logo, 84 =

mmc(12, 21).

Ora, o método é justi�cado tomando que se d = mdc(a, b), existem inteiros u e v

tais que a = du e b = dv, com u e v primos entre si.

Considerando um sistema de eixos ortogonais com a origem num dos vértices do

retângulo, a equação da reta que contém a diagonal considerada é y = b
a
x. Logo,

pertencem à diagonal os pontos (0, 0); (u, v); (2u, 2v); · · · ; (du, dv), pois

b

a
=
v

u
=

2v

2u
= · · · = dv

du
,

ou seja, são d+ 1 pontos de coordenadas inteiras, igualmente espaçados.

Para veri�car que são apenas esses os pontos da diagonal com coordenadas inteiras,

suponha que (p, q) pertença à diagonal e tenha coordenadas inteiras. Então,

q =
b

a
· p = v

u
· p,

o que implica qu = vp e, sendo mdc(u, v) = 1, vem que q = rv e p = ru, com 0 ≤ r ≤ d.

Logo, a diagonal �ca dividida em d pedaços iguais. Como os d + 1 pontos são

igualmente espaçados, os d retângulos obtidos no último item do procedimento têm a

mesma área m . Assim, md=ab, o que mostra que m = mdc(a, b), e m é também o

número de quadradinhos contido nos retângulos.

Este método parece não ser ideal para valores de a e b arbitrariamente grandes.

Outro procedimento para encontrar o mdc de dois números é ilustrado num exemplo

em Roque e Carvalho [33, p.108-109], usaremos este procedimento, que em Hefez [15,

p.89] é designado como Algoritmo de Euclides, para encontrar o mdc(12, 21), seguindo

a mesma estrutura.

Comece por retirar 12 uma vez de 21, obtendo r1 = 9 como resto. Em seguida,

retire 9 uma vez de 12, obtendo r2 = 3 como resto. Agora retire 3 três vezes de 9,

obtendo 0. Logo 3 é o maior divisor de 12 e 21. Tal procedimento pode ser expresso

da seguinte maneira:

(21, 12)⇒ (9, 12)⇒ (3, 9)⇒ (3, 0).
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Existem ainda outros métodos (procedimentos) para se encontrar o mmc e o mdc

de dois e até mais números. Comumente, os procedimentos conforme indicados antes

não são práticas entre professores e estudantes do Ensino Básico, nem mesmo estão

expressos nos livros didáticos, o mais utilizado está próximo ao que ilustra a Figura

4.15, conforme Dante [8, p.119, 123-124].

Figura 4.15: Procedimento para encontrar o mdc e o mmc, amplamente utilizado no
Ensino Básico.

Tal livro não apresenta as de�nições para o mmc ou mdc, parte de exemplos de

problemas, alguns exercícios que exploram o mesmo raciocínio aplicado na solução dos

problemas e então apresenta o que chama de `processo prático'.

Ora, todos estes procedimentos trazem em si diferentes representações, mas que

tratam de uma mesma estrutura. Na verdade, eles são bem próximos, o que realmente

os difere é justamente a forma como cada procedimento é representado.

4.7 Médias entre dois números

Média é entendida como o valor que substitui todos os elementos da lista de números

sem alterar uma certa característica desta lista. É importante entender a relação entre

as médias aritmética, geométrica, harmônica e quadrática, pois o uso destas relações

permite resolver problemas que por vezes parecem não ter qualquer relação com elas,

e seu uso simpli�ca a resolução.

A relação entre estas médias é dada por: Se x1, x2, x3, · · · , xn são números positivos

e Mq, Ma, Mg e Mh são suas médias quadrática, aritmética, geométrica e harmônica,
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respectivamente, então Mq ≥ Ma ≥ Mg ≥ Mh. Além disso, duas quaisquer dessas

médias são iguais se, e somente se, os números da lista são todos iguais, x1 = x2 =

x3 = · · · = xn.

Figura 4.16: Construção que expressa em segmentos algumas médias entre dois núme-
ros.

As de�nições das médias aritmética, geométrica, harmônica e quadrática indicadas

a seguir, estão generalizadas para uma lista de n números; de acordo com Morgado e

Carvalho [25, p.171-175]:

De�nição 4.7.1. A média aritmética (simples) da lista de n números x1, x2, · · · , xn é

de�nida por Ma =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
.

De�nição 4.7.2. A média geométrica (simples) dos n números positivos x1, x2, · · · , xn
é de�nida por Mg = n

√
x1 · x2 · · ·xn.

De�nição 4.7.3. A média harmônica (simples) dos n números positivos x1, x2, · · · , xn
é de�nida por Mh =

n
1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

.

De�nição 4.7.4. A média quadrática dos números x1, x2, · · · , xn é de�nida por

Mq =
√

x1
2+x2

2+···+xn
2

n
, isto é, a média quadrática é a raiz quadrada da média arit-

mética dos quadrados dos números.
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A Figura 4.16 é um esboço construído no GeoGebra e que pode ser também facil-

mente construído com régua, compasso, lápis e papel. Os segmentos que representam

as quatro medidas indicadas nesta �gura (Mg,Mh,Mq eMa) evidenciam as relações de

desigualdades entre as médias de quaisquer dois valores reais não negativos utilizando

o software. A atribuição das médias às medidas dos segmentos podem ser justi�cadas

através de argumentos de relações geométricas visíveis na construção, tais como os

indicados para duas destas médias:

• Média Aritmética:

Observe o 4AEB, nele temos que AB = a + b = 2r (base do triângulo), OE = r

(altura do triângulo) e r é o raio da semicircunferência que circunscreve este triângulo.

Ora, a média aritmética Ma =
a+ b

2
=

AB

2
=

2r

2
= r, mas r = OE, assim,

Ma = OE é a altura relativa à hipotenusa (a + b) do 4AEB, ou é, o raio da semicir-

cunferência que circunscreve este triângulo.

• Média Geométrica:

Considere os 4ACD e 4BCD, eles são semelhantes pois AĈD = BĈD = 90o

(CD é altura do 4ABD) e CÂD = BD̂C (pois são ângulos inscritos com arcos de

mesma medida B̂D). Assim, valem as relações:
AC

CD
=
CD

BC
⇒ a

CD
=
CD

b
⇒ CD

2
= a · b ⇒ CD =

√
a · b; o que mostra que a

altura relativa à hipotenusa é a média geométrica de a e b (a + b é a hipotenusa ou

base do 4ABD).

4.8 Interpretação geométrica de uma raiz quadrada

O livro didático Projeto Teláris: Matemática do 9o ano, referencia a interpretação

geométrica de uma raiz quadrada por meio do texto e representação apresentados na

Figura 4.17 [7, Dante, p.186], mostrando a validade do método por meio de uma relação

métrica no triângulo retângulo.
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Figura 4.17: Método grá�co para calcular a raiz quadrada.

Tal método pode ser reproduzido facilmente pelos estudantes no caderno ou com o

auxílio, por exemplo, do software GeoGebra. Sua construção envolve poucos passos e

todos eles envolvem conceitos matemáticos que já devem ser conhecidos; a atividade

de construir o Applet neste software proporciona rememorar propriedades, associar

álgebra e geometria e veri�car a validade de cálculos realizados no caderno.

Os passos tomados no GeoGebra para construir o desenho geométrico que aparece

na Figura 4.18 seguem descritos a seguir. Há também o protocolo de construção deste

mesmo desenho na Figura 5.1 do anexo 5.1.

• criar dois controles deslizantes, aqui nomeado X e Y e variando de 1 a 50. O

produto dos valores indicados por estes dois controles é o número n para o qual

se deseja obter a raiz quadrada;

• criar os pontos A(0, 0), B(X, 0) e C(X + Y, 0);

• criar os segmentos AC, AB e BC;

• criar o semicírculo de diâmetro AC;

• criar a reta perpendicular a AC no ponto B;
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• criar o ponto D, interseção do semicírculo com a reta;

• ocultar a reta e criar o segmento BD (a medida deste segmento é
√
n =
√
X · Y );

• organizar os rótulos e �xar alguns objetos.

Figura 4.18: Construção geométrica para obter a raiz quadrada de um número (Applet
Raiz Quadrada).
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Capítulo 5

Complementos

5.1 Exemplo de um protocolo de construção

Figura 5.1: Protocolo de construção do Applet Raiz Quadrada, gerado no GeoGebra.

O protocolo indicado na Figura 5.1 foi gerado a partir do software GeoGebra, se-

guindo os procedimentos: no menu clique Exibir < clique Protocolo de Constru-

ção. Com este protocolo é possível perceber quais ícones, entradas ou comandos foram

utilizados durante a estruturação do Applet e mais, reproduzir cada um dos passos,

percebendo os objetos sendo inseridos na Janela de Visualização.
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5.2 Construções no GeoGebra com visualização 3D

Figura 5.2: Poliedros: Tetraedro, Hexaedro, Octaedro, Dodecaedro e Icosaedro.

Figura 5.3: Poliedro dodecaedro e sua plani�cação em duas vistas.

As Figuras 5.2, 5.3 e 5.4 foram elaboradas a partir de construções feitas no software

GeoGebra. O ato de construir já é importante para a aprendizagem e mais com posse

das construções neste software é possível realizar várias manipulações e propor práticas,

tais como:
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• observar visões através da rotação de cada objeto geométrico criado;

• perceber noção de ampliação e redução (semelhança);

• criar plani�cações;

• perceber noções de paralelismo e perpendicularismo;

• identi�car elementos: pontos, segmentos, vértices, arestas, faces;

Há ainda a possibilidade de estruturar regiões e superfícies limitadas por curvas

como na Figura 5.4.

Figura 5.4: Região entre curvas e segmentos.
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5.3 Os Elementos de Euclides de Alexandria

Figura 5.5: Referência à obra Os Elementos, de Euclides [2, Bigode, p.81].
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5.4 Exemplo de representações em um livro didático

Figura 5.6: Modos de representação [6, Centurión, p.61].
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A Figura 5.6 é uma foto de uma página do livro didático de Matemática do 9o ano

em que é possível perceber algumas representações para o conteúdo de equação do 1o

grau. O livro possui vários outros exemplos em que demonstra a preocupação com o

uso de vários modos de representação.

Observe que, para o objeto matemático equação, são feitas três diferentes repre-

sentações:

• a presença da representação algébrica (modo simbólico) da equação 2x+ y = 10,

• a representação em tabela (modos icônico e simbólico), na coleção dos valores

que assumem as variáveis x e y;

• e o desenho da reta (modo icônico) no plano cartesiano, dita no texto do conteúdo

como �representação geométrica da equação�.
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5.5 A Geometria como tendência atual no ensino de

Matemática

Dois momentos que constam no livro didático Matemática: teoria e contexto [6]

referem-se em especí�co à geometria e cabe reprodução para este trabalho:

A Geometria é um tema apresentado por currículos de Matemá-
tica do mundo inteiro. Isso porque ela é, reconhecidamente, um
assunto importante para a formação matemática dos indivíduos.
Mas, apesar disso, cada vez mais os professores deixam de abordar
esse importante conteúdo em suas classes. Isso se deve, principal-
mente, à má formação dos professores que, não tendo um bom
reconhecimento do assunto, preferem preterir ou suprimir de suas
aulas o ensino da Geometria.
Atualmente há uma preocupação mundial em termos de retomada
da Geometria nas aulas de matemática. O NCSM a diz que os
alunos deverão compreender alguns conceitos geométricos bási-
cos para atuarem efetivamente no mundo tridimensional. Assim
sendo, deverão compreender conceitos como: paralelismo, per-
pendicularidade, congruência, semelhança e simetria, bem como
as propriedades básicas das �guras planas e dos corpos sólidos
simples. O NCSM recomenda ainda que os conceitos geométri-
cos seja explorados de modo a envolver resolução de problemas e
medidas. [6, Centurión e Jakubovic, manual do professor, p.11 ]

aNCSM - National Council of Supervisors of Mathematics - site:
http://www.mathedleadership.org.

... reconhece-se o valor da visualização e representação espaciais
que colaboram para o desenvolvimento do pensamento geomé-
trico. Este também pode ser estimulado por propostas em que
a imaginação amplia as representações concretas utilizadas. As-
sim, descrever, desenhar e classi�car �guras; investigar e predizer
o resultado de combinar, subdividir e transformar �guras; de-
senvolver a percepção espacial; relacionar ideias geométricas com
ideias numéricas e de medição; reconhecer e apreciar a Geometria
dentro do mundo são atividades que concorrem para a formação
e o desenvolvimento desse modo de pensar. Se possível, os alu-
nos devem ter contato com atividades geométricas durante todo
o ano letivo, e não somente num intervalo de tempo determinado
do ano. [6, Centurión e Jakubovic, manual do professor, p.12 ]
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Considerações �nais

Ensinar e aprender são funções presentes em todos os sujeitos, alguns deles têm

a função de ensinar de�nida na �gura do(a) professor(a); tanto professor(a) como es-

tudante precisam sempre aprender; por vezes o estudante ensina. Ao proceder pela

delimitação de um tema, culminou-se em representações possivelmente por exemplos

percebidos no desenvolvimento de estudos autônomos no PROFMAT. A persistência

em compreender simbologias e procedimentos em determinadas resoluções, me fez ob-

servar que para muitos problemas as diferentes formas de representações contribuíam

para o entendimento do conteúdo e consequente solução do que era proposto. Ali-

ando isso, às leituras de uma proposta inicial, chegou-se em algumas observações sobre

representações em Matemática, como uma forma de ensinar e aprender.

Nas várias leituras para desenvolvimento deste trabalho, veri�cou-se os diferen-

tes tratamentos (notações, procedimentos, estruturas) tomados para se lidar com um

mesmo assunto, que em sua maioria convergiam. Isso foi parte da discussão que

instaurou-se sobre as representações no ensino e na aprendizagem de Matemática.

Como procurar melhorar a forma em que se ensina e que se aprende através do re-

conhecimento da importância das representações; algo que pareceu bem desenvolvido

e claro nos textos dos autores de referência, mas que está distante dos licenciados e de

suas práticas enquanto professores.

Esta pesquisa teve como propósito enfatizar a necessidade de se dar maior desta-

que às práticas de ensino em geometria, com destaque para as diferentes formas de

representação favorecendo a aprendizagem. O ensino de geometria precisa ser melhor
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estruturado durante toda a educação básica, de modo que o estudante possa progres-

sivamente aprender a relacionar as abstrações com o real, a utilizar representações e

outros recursos geométricos para solucionar problemas de Álgebra ou de Aritmética,

percebendo que aprender determinado conteúdo não se trata de memorizar uma receita,

mas de ampliar as possibilidades do pensamento a respeito daquilo que se observa.

Para isso, é preciso mudanças que não �quem presas no pensamento, que se tornem

prática. O professor deve compreender que estudar nunca basta, que não cabe se

prender sempre às mesmas práticas; as gestões devem ser estruturadas e crescentes,

e não ter em seus argumentos apenas campanhas periódicas; tantas outras questões

básicas precisam ser resolvidas para que não sejam sempre a desculpa ao que não se

fez e à má qualidade do ensino.

Ao pensar e desenvolver sua prática, o professor deve promover variadas formas de

usar a linguagem matemática, explorar ao máximo as diferentes representações para

uma mesma situação, relacionar conteúdos de diversas áreas (geometria, álgebra, tri-

gonometria, aritmética) incentivar a leitura e a escrita, propor situações que não sejam

sempre rotineiras e que exijam interpretação. A escolha do livro didático e seu efe-

tivo uso possuem cada vez mais valor quanto a melhoria da qualidade e ampliação das

práticas de ensino e de aprendizagem, pois estes estão cada vez melhor estruturados

e apresentam as observações indicadas neste trabalho (indicação presente no Comple-

mento 5.5).

É preciso ensinar conceitos, propriedades (representações simbólicas), associá-los

com outras representações, conhecer instrumentos de desenho, desenhar (representa-

ções icônicas), criar objetos 3D (representações ativas), identi�car formas geométricas

no real, construir representações a partir de descrições, descrever e associar proprie-

dades às representações icônicas; ou seja, realizar tratamento e propor transformações

entre as várias formas de representar. Quando se faz isso, se ensina e aprende não só

geometria, mas também outras áreas da Matemática.

Não é raro encontrarmos estudantes que estão nas últimas séries do Ensino Fun-
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damental com di�culdade para utilizar instrumentos como a régua, o compasso e o

transferidor. Alguns deles alegam nunca terem utilizado um transferidor, outros me-

dem, por exemplo, um segmento de 4cm a partir do 1 na régua e ao chegarem ao �nal

do segmento em 5 para a escala, assumem que 5cm é a medida do segmento. Se até

mesmo algo primário é di�culdade para quem está terminando o Ensino Fundamental,

praticamente não se ensinou, nem se aprendeu geometria.

Ora, muitos vão às escolas, quando vão, recorrentemente sob as mesmas condições

- imposição, lei, obrigação, `garantia de futuro'. Gastamos nosso tempo ouvindo ou

fazendo ouvir quase sempre os mesmos conteúdos e raramente produzimos algo notório.

Vivemos acumulando ferramentas, muitas vezes com pouco ou nenhum sentido; e assim

não sabemos a/em que se aplica o aglomerado de conceitos, de�nições, cálculos etc.

As perguntas deviam desa�ar e uma resposta não seria o principal objetivo, mas o

que se produz a respeito das perguntas. Nossas escolas vivem amarradas em uma

enormidade de situações políticas, organizacionais, estruturais e os estudantes recebem

mais e mais conteúdos para �nalidades que não deviam se sobressair frente a tantas

outras possibilidades. Ditamos caminhos, condenamo-los a coordenadas e eles pouco

fogem; na maioria desistem ou continuam trilhando - mesmo que a contragosto - os

rastros que já estão gastos, mas seguem.

Não se pode permanecer pessimista, mesmo diante deste quadro. Caminhos para

modi�car tal condição, passam pela formação continuada e a busca de novas práticas

de ensino e de aprendizagem. Tais considerações re�etem um modo de pensar e não

devem ser tomadas como prontas; são observações que podem contribuir para novas

discussões, buscando o alcance da melhor qualidade no ensino e na aprendizagem em

geometria.
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