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Resumo

Nesta dissertacao faremos um estudo das conicas, as quais podem ser definidas
como solucoes de equagoes do segundo grau com duas variaveis, tendo como ob-
jetivo principal o reconhecimento das mesmas por meio de uma simplificacao da
forma quadratica associada, cujo procedimento envolve a diagonalizacao de matri-
zes simétricas. Ao longo deste trabalho, serao abordados os pré-requisitos necessarios
para que o leitor, com pouca familiaridade no assunto, possa compreender cada etapa

de seu desenvolvimento, como espagos euclidianos e diagonalizacao de matrizes.

Palavras - chave: Conicas, Reconhecimento das Conicas, Diagonalizacao de Matri-

zes Simétricas.



Abstract

This thesis will make a study of the conic, which can be defined as quadratic
equations solutions with two variables, with the main objective recognition of same
through a simplification of the quadratic form associated, whose procedure involves
the diagonalization of symmetric matrices. Throughout this work, will address the
prerequisites needed for the reader with little familiarity on the subject, can unders-

tand each stage of its development, as Euclidean spaces and matrix diagonalization.

Keywords: Conics, Recognition of Conics, Matrix Diagonalization Symmetric.
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Introducao

O estudo das conicas e de suas propriedades geométricas teve inicio na Grécia,
como parte da busca pela solucao do problema da duplicagao do cubo, e esse inicio
foi atribuido, por alguns historiadores, ao matemético Menécmo (380 — 320 a.C.,
aproximadamente), que também foi considerado o primeiro a mostrar que a elipse,
a hipérbole, a parabola e a circunferéncia eram obtidas de cones circulares. Assim
Menécmo tornou-se entao, como afirma uma carta de Eratdéstenes ao rei Ptolomeu
Euergeta, o descobridor das segoes conicas.

As contribuicoes de Euclides sobre as conicas, infelizmente perderam-se, talvez
porque rapidamente foram ultrapassadas pelo trabalho mais extenso escrito por Apolonio.
Apesar de ter pouco avangado nos teoremas especificos das secoes conicas, Euclides
instituiu as bases dos maiores desenvolvimentos posteriores sobre o tema, finalizados
por Apolonio e Pappus de Alexandria. Alias, Apolonio foi contemporaneo e rival de
Arquimedes que viveu, aproximadamente, entre 287 a.C. e 212 a.C. e, juntamente
com Euclides, formam a triade considerada como sendo a dos maiores matematicos
gregos da antiguidade.

Apolonio foi o matematico que mais estudou e desenvolveu as se¢bes conicas na
antiguidade. Suas contribuigoes foram: ter conseguido gerar todas as conicas de um
unico cone de duas folhas, simplesmente variando a inclinacao do plano de intersecao;
ter introduzido os nomes elipse, parabola e hipérbole e ter estudado as retas tangentes
e normais a uma conica. Além do mais, foi dele a obra de nivel mais avangado
no estudo das conicas, O tratado sobre as conicas, que substituiu qualquer estudo
anterior e, certamente, teve grande influéncia no desenvolvimento da matematica.
Devido, fundamentalmente, a este estudo sobre as conicas ele era conhecido como o
Geometra Magno.

A importancia do estudo de Apolonio sobre as conicas nao pode ser questionada.
E inegavel sua contribui¢ao e sua influéncia para estudos de grandes matematicos,

fisicos e cientistas, como por exemplo, Kepler e Isac Newton. O primeiro foi o inventor
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Figura 1: Euclides de Alexandria (por Figura 2: Apolonio de Perga (262 a.C.
volta de 325 a.C. - 265 a.C.) - 190 a.C.)

da lei da astronomia, para ele a terra se movia em torno do sol; em seus experimentos
pode-se perceber a utilizacao das elipses, onde ele ao estudar os corpos no universo
descobriu que os planetas tém forma eliptica. Enquanto isso , o segundo criou a lei da

gravitacao dando continuidade a lei de Kepler e mostrando que sua tese esta certa.

Nos dias de hoje, é facil perceber o quanto é vasto e importante o aparecimento
das conicas no cotidiano da sociedade. Alguns exemplos podem ser citados, como
os objetos em formatos elipticos que estao presentes na area da saude, mais preci-
samente, nos consultérios odontolégicos e nos aparelhos de radioterapia utilizados
no tratamanto contra o cancer; os objetos em formas de parabolas, bastante explo-
rados na engenharia de telecomunicagoes e automobilistica, por exemplo: antenas
parabdlicas e farois de carros; e por ultimo, equipamentos com formato hiperbdlico,

dentre os quais se destacam os telescopios.

Portanto, induzido pela importancia da aplicagao dos conhecimentos das Conicas
nas diversas areas das Ciéncias e na vida dos alunos, pretendo com o presente trabalho
contribuir no sentido de expor uma ferramenta a mais para o estudo da geometria
analitica, no tocante ao reconhecimento dos tipos de conicas. E para tal, utilizarei

conceitos fundamentais da algebra linear, bem como a diagonalizacao de matrizes

13



simétricas.

Esta dissertacao serd dividida em trés capitulos. No primeiro, trataremos dos
conceitos preliminares que servirao de base para que o leitor compreenda os processos
seguintes. Aos leitores que ja possuam tais conhecimentos bésicos, a leitura deste
capitulo é facultativa.

No segundo capitulo, veremos os procedimentos necessarios para o processo de di-
agonalizacao de matrizes simétricas, bem como as vantagens de utilizar esse processo.

Por fim, no terceiro capitulo, faremos o reconhecimento das conicas por meio da

diagonalizacao de matrizes, que é o objetivo principal deste trabalho.

14



Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo é destinado as nocoes preliminares, essenciais a boa compreensao
desta dissertacao. Nele serd abordada a estrutura euclidiana do R2, assim como as

ferramentas necessarias para a mudanca de um sistema de coordenadas.

1.1 A estrutura euclidiana do R?

1.1.1 Espaco vetorial

O R? representa o conjunto dos pares de nimeros (z,y), com z,y € R. No en-
sino fundamental, este conjunto é visto pela primeira vez, devido sua interpretacao
geométrica na andlise de graficos de fun¢oes. No ensino médio é tratado de uma forma
mais independente, novos elementos sao associados a ele deixando seu estudo mais
interessante, pois motiva o conhecimento de novos temas e também utiliza conheci-
mentos de outros assuntos como, por exemplo matrizes, determinantes e fungoes.

No ensino superior o conjunto do R? é abordado a partir de uma nova perspectiva,
dentro de um outro enfoque, que é o da Algebra Linear. O conjunto é o mesmo, seus
elementos também sao os mesmos, mas a forma de interpretacao é o que muda.
Neste contexto, os elementos de R? sdo chamados de vetores e os nimeros reais sao
chamados de escalares. A nogdo comum de vetores, juntamente com as operacgoes de
adicao e multiplicacao por nurheros reais forma a ideia bésica de espago vetorial, o

objeto principal da Algebra Linear.

Definicao 1.1.1. Um conjunto V serd dito um espago vetorial sobre um corpo K, se

possui uma operacao de adi¢ao com as mesmas propriedades da adi¢cao de um corpo;
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ou seja,
A1l A adi¢ao € associativa: (u+v)+w =u+ (v+ w), para todos u,v,w € V;
A2 A adigao é comutativa: v+ v = v+ u, para todos u,v € V;

A3 A adicao possui elemento neutro: existe 0 € V, tal que v + 0 = v, para todo

veV;
A4 A adigdo possui simétricos: para todov € V, eziste —v € V' tal que v+ (—v) = 0.

E além disso, existe uma operacdao chamada de multiplicacao por escalar, que asso-
cia a um elemento a € K e a um elemento v € V, um elemento av € V', satisfazendo

as sequintes propriedades:

ME1 a(u+ v) = au + av, para todos a € Ke u,v € V;
ME2 (a; + as)v = a1v + agv, para todos ay,as € K ev € V;
ME3 (ajaz)v = ai(agv), para todos aj,as € K ev € V;
ME4 1v = v, para todo v € V.

Definidas em R? as operagoes de adigao e multiplicagdo por escalar por (x1,1) +
(r2,12) = (z1 + T2, y1 + o), alz,y) = (az,ay), para a € R, segue que R? é um
espago vetorial sobre o corpo R, onde o elemento neutro da adigao é o vetor (0,0) e
o simétrico de (z1,xs) é 0 vetor —(xy,13) = (=21, —3). Assim, o R? munido dessas
duas operagoes possui uma estrutura de espacgo vetorial sobre o corpo dos nimeros

reais.

1.1.2 Produto interno

Mostraremos nesta secao que o R2, além da estrutura de espaco vetorial sobre R
s ) s b

possui uma estrutura adicional, a qual explicitaremos na continuacao.

Definicao 1.1.2. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Um produto interno em V é
uma funcgao que a cada par de vetores u e w em V associa um numero real, denotado
por (u,v), que salisfaz as sequintes condi¢oes para quaisquer vetores u,v e w de V e

qualquer numero real k:
PI1 (v,v) >0;

16



PI 2 (v,v) =0 se, e somente se, v =10;
PI 3 (u,v) = (v,u);

PI 4 (u+v,w) = (u,w)+ (v,w);

PI 5 (ku,v) = k(u,v).

O produto escalar de R? definido por (z1,41) - (22,y2) = z122 + Y1y satisfaz os
aximomas PI 1, PI 2, PI 3, PI 4 e PI 5, de modo que ele define um produto interno
em R2. De fato, a nocao de produto interno generaliza a nocao de produto escalar em
R? e enriquece a estrutura de um espaco vetorial, permitindo definir varios conceitos
geométricos como por exemplo a norma, a distancia e o angulo.

Um espaco vetorial sobre R munido de um produto interno é chamado de espaco

vetorial euclidiano. Deste modo, o R? é um espaco vetorial euclidiano.

1.1.3 Caracteristicas de um espago euclidiano

Seja V' um espaco euclidiano. A norma ou comprimento de um vetor v € V é

definida como o nimero real nao negativo dado por
1
[o]] = (v, v)>.

Se ||v]] = 1, dizemos que v é um vetor unitdrio. Neste caso, diz-se que o vetor v
esta normalizado.
Chamamos de distancia entre dois vetores u,v em V', o niimero real representado

por d(u,v) definido por: d(u,v) = ||u — v||.

Exemplo 1.1.3. Sejam u = (4,2) e v = (—3,1) vetores do R%. Vamos determinar a

distancia entre u e v. Usando a definicao de distancia, temos que
d(u,v) = [[u—vl| = [|(4+3,2 = 1.

Donde,

d(u,v) = /(4 +3)2+ (2 - 1) = V/50.

Sejam u e v vetores nao nulos do espaco euclidiano V. O angulo entre esses vetores

¢ dado por:
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{u, v)

o< <m.
uflof” =" =T

cosf =

Quando (u,v) = 0, dizemos que os vetores u e v sdo ortogonais. Isso acontece quando
um vetor é nulo ou, quando 0 = 7/2.

Vale destacar que, em geral, nao é de muito interesse determinar o angulo entre
dois vetores. Porém, saber se esse angulo é reto ou nao, ou seja, se tais vetores sao
ortogonais ou nao, ¢ de enorme importancia para determinar bases de V' com certas

propriedades, boas para uso na Algebra Linear.

1.2 Bases ortonormais

Antes de explanarmos o que venha ser uma base ortonormal, serao apresentadas

algumas defini¢oes necessarias para a compreensao desta secao.

Defini¢ao 1.2.1. Seja V' um espago vetorial sobre R e S = {uy,us,us, ..., up,} um
congunto de vetores em V. Dizemos que um vetor qualquer w € V' é combinacao linear

dos vetores de S, se existem escalares ki, ko, ks, ..., k, € R tais que
u = k1u1 + k2u2 + k?3U3 + ...+ k‘nun

O conjunto gerado por todas as combinagoes lineares de wuy, us, us, ..., u, em V, é

chamado de espago gerado por S e denotado por W = G(uq, us, us, ..., uy).

Definicao 1.2.2. Seja V' um espago vetorial sobre R e vy, vs,...,v, € V. Considere-

mos a equacao vetorial:
a1v1 + asvg + ... + a,v, =0, com aq, as, ...a, numMeros reais.
> Se a equacao possuir uma unica solucao dada por:
a1 =ag = ... = a, = 0,

dizemos que v1,va, ..., v, Sao linearmente independentes.
> Se a equacao tiver mais que uma solucdo, dizemos que 0s vetores vy, Vg, ..., Uy

sao linearmente dependentes.

O termo “linearmente dependente”insinua que os vetores de alguma forma depen-
dem um do outro, como podemos perceber pelo teorema seguinte cuja demostracao

pode ser encontrada em [3].
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Teorema 1.2.3. Um conjunto finito o com dois ou mais vetores de um espago
vetorial V € linearmente dependente se, somente se, pelo menos um dos vetores de «

pode ser escrito como uma combinacao linear dos outros vetores.

Definigao 1.2.4. Seja o = {uy, us, us, ..., un,} um conjunto ordenado de vetores de
um espago vetorial nao nulo V.

Dizemos que o € uma base de V se as sequintes condigoes sao verificadas:

e « ¢ linearmente independente;
o V=0_G(a).

Os vetores e; = (1,0) e e3 = (0, 1) formam uma base de R?, denominada de base
canonica.

A prova do teorema a seguir pode ser encontrada em [3].

Teorema 1.2.5.

Seja V. um espaco vetorial gerado por um conjunto finito de vetores nao nulos
V1, Vg, ..., U Entao, qualquer conjunto com mais de n vetores de V € linearmente
dependente. (Consequentemente, qualquer conjunto de vetores de V' linearmente in-

dependente tem, no mdzimo, n vetores).

Em consequéncia, temos que todas as bases de um espaco vetorial de dimensao

finita tém o mesmo numero de elementos.

Definicao 1.2.6. O numero de elementos de uma base de um espaco vetorial nao

nulo V' de dimensao finita é chamado de Dimensao de V' e denotado por dim V.

Se V for um espaco vetorial euclidiano, entao um conjunto de vetores em V é
chamado conjunto ortogonal, se quaisquer dois vetores distintos do conjunto sao or-
togonais, ou seja, possuem produto interno igual a zero. Além disso, se todos os
vetores desse conjunto ortogonal forem unitrios, ele sera chamado conjunto ortonor-
mal. Assim podemos concluir que, uma base consistindo de vetores ortogonais é
chamada de base ortogonal e uma base consistindo de vetores ortonormais é chamada
de base ortonormal. Trabalhar com esse tipo de base facilita muito o trabalho de
decompor um vetor do espago em termos dos vetores da base. Vale ressaltar que o
processo de multiplicar um vetor nao nulo pelo inverso de sua norma para obter um

vetor de norma 1 é chamado de normalizacao.
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Um exemplo de base ortonormal é a base canonica do R?, denominada referencial
padrao do plano, pois as coordenadas de um vetor qualquer u = (z,y) € R nesta

base, sao dadas pelas coordenadas do préprio vetor
u=(z,y) = x(1,0) + y(0, 1).

Em diversas situacoes se faz necessario representar as coordenadas de um vetor
em relacdao a uma base na forma de matriz. Assim, apresentaremos a definicao de

matriz coordenada.

Defini¢ao 1.2.7. Sejam [ = {v1,vs,...,v,} uma base de R" e v € R, onde v =
a1v1 + agvy + - - - + a,v,. Chamamos os nimeros reais a,, as, ..., a, de coordenadas de

v em relagcao a base B e denotamos por
a

[v]g =

Qn

1.3 Mudanca de coordenadas

1.3.1 Matriz mudanca de base

Para resolver alguns problemas geométricos é necessario usar um segundo sistema
de coordenadas, ou seja, um novo referencial que represente de forma mais simples a
mesma situagao. Por esse motivo, serd apresentada a mudanca de base. Como a nogao
de base é a generalizacao para espacos vetoriais arbitrarios da nocao de sistemas de
coordenadas em R? e R3, mudar de base é andlogo a mudar de eixos coordenados em
R? e R3.

Sejam 5 = {uq, ug, ..., u, } € @ = {wy, we, ..., w,} duas bases ordenadas de V, onde
V é um espago euclidiano. Dado um vetor v € V', podemos escrevé-lo da seguinte

maneira;:
V= T1U; + ToUg + -+ + TplUy € UV = YW1 + YoWa + * - - + YpWy,.

Como ja foi mostrado, podemos relacionar as coordenadas de v em realacao as

duas bases.
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lo=| 7| eltla=

Tn Yn

Por se tratarem de bases do R"™ podemos escrever os vetores de uma em relagao aos

vetores da outra, assim:

Wy = a11U1 + A21Uz + -+ + Ap1lUy
Wo = 12U + A29U9 + -+ Ap2Up
Wy, = A1pU1 + G2pUz + -+ + Apply

Dai, um modo de explanar o vetor v é o seguinte:

v =1 (CL11U1 + agug + -+ -+ anlun) + -+ yn(alnul + agpug + - - - + amun)
= (anyr + -+ aYn)ur + -+ (@Y1 + GpaYa + - + Cpn¥n)Un

=T1U] + -+ TpUpy.

Como as coordenadas em relagdo a uma base sao tnicas, temos:

T1 = a1y + a12Y2 + - + G1aYn
To = G21Y1 + G22Y2 + - + G2,Yn

Tp = Ap1Y1 + ApolYo + -+ - + Appln

Estabelecida a relacao entre as coordenadas de 3 e «, sera escrita sua versao matricial:

T @11 Q12 -+ Alp Y1
T2 Q21 Q22 --- A2y Y2
Tn ap1 Ap2 - Ann Yn
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Denotando:

ailr Az - Qip

o Q1 Q22 -+ Q2p
[I] 8 — )

An1 Qp2 - Apn

Podemos escrever:

[0l = 115 - [v]a

[1]§ é a chamada matriz mudanga de base  para a base 3. Para escrever [v], em
fungao de [v], basta tomar a inversa de [I]§, ou seja, [I] 5.

Portanto, para transformar as coordenadas de um vetor para uma outra base,
devemos multiplicar pela tnversa da matriz mudanca de base. E importante ressaltar
que, caso as bases [ e a sejam ortonormais para V', situacao muito natural em diversas
aplicacoes, as matrizes [I]4 e [I]5 serdo chamadas de matrizes ortogonais, matrizes
cuja transposta € igual a sua inversa, além disso, sao matrizes que possuem colunas

e linha formadas por vetores ortonormais.

Exemplo 1.3.1. Considerando a base candnica o de R* e a outra base = {(1,1), (1,2)},

temos que:

Resolvendo as equacoes acima, obtemos a; = 2,a, = —1,b; = —1 e by = 1. Portanto,
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1.3.2 Translacao de eixos R?

Sejam XOY e X'O'Y’ dois sistemas de coordenadas cartesianas e seja O'(h, k)
a origem do sistema X'O'Y’ em relagao ao sistema XOY. Dizemos que X'O'Y’ é
uma translacao de XOY quando os seus eixos sao paralelos e tem mesma orientacao,

além disso, h,k nao sao ambos nulos. Seja P(z,y) um ponto qualquer no sistema

0| ;1 x
Figura 1.1: Translacao de um sistema de coordenadas

primitivo, esse ponto P tera coordenadas (z’,%’) em relacao ao novo sistema. Entao,
podemos concluir que um ponto P relaciona as coordenadas dos dois sistemas da

seguinte maneira:

=x—h
res (Relagbes de translagao)
y=y—k

1.3.3 Rotacao de eixos no R?

Na Matematica, particularmente, na Algebra Linear e na Geometria, rotagao de
eixos coordenados é uma transformacao linear geométrica de um sistema de coorde-
nadas, que consiste em fazer girar os eixos coordenados por um mesmo angulo 6 e
num mesmo sentido em torno de sua origem.

No R?, uma rotacao no sentido anti-hordrio de um sistema de coordenadas, como
por exemplo, partir de um sistema X OY para um outro sistema X’'OY”, resulta numa

mudanga de coordenadas (x,y) para (z’,y'), ou equivalentemente, numa mudanca de

23



base entre duas bases ortonormais, 3 e «, pois trata-se de eixos ortogonais onde seus

vetores sao todos unitarios. Assim, a matriz mudanca de base

mg: [cos@ —sinf ] .

sinf cos0

Nesse contexto, [v] 5 serd representada por

e [v], serd representada por

x B cos@ —sinf T
Y | sin®  cosd y |

logo

¥

Figura 1.2: Rotacao de um sistema de coordenadas

1.4 Formas quadraticas

Nesta secao apresentaremos a definicao de formas quadraticas, um conteudo de

destaque em muitos ramos da Matemaética e essencial para a compreensao deste tra-
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balho.

Definicao 1.4.1. Uma forma quadrdtica ou quddrica em R? é uma funcdio Q : R —
R do tipo
Q(z,y) = az® + bry + ey,

onde a,b e ¢ sao constantes reais. Note que todos os termos de Q(x,y) sao polinomios

de grau 2, e o termo bxy € denominado de termo cruzado.

Exemplo 1.4.2. A funcao Q : R? — R dada por Q(x,y) = —x* + 2xy define uma

forma quadrdtica em R2.

Exemplo 1.4.3. A fun¢io F : R? — R dada por F(z,y) = 32 — 3z +y? ndo define

uma forma quadrdtica, pois um dos termos de sua expressio, —3x, nao ¢ de grau 2.

Uma forma quadratica em R? pode ser associada a uma matriz, da seguinte ma-
neira: seja X = (z,y) um vetor do R? de modo que a matriz coordenada de X em

relacao a base a, onde a é a base canonica de R?, pode ser representada por:

x
X —
Y
Definimos a matriz associada a forma quadratica () como sendo a matriz A dada por

a11 a2 ]
)

Q21 A22

A=

onde os elementos a; € ass, ou seja, os elementos da diagonal principal, correspondem
aos coeficientes dos termos quadrados, e os elementos aip € as; partem do termo
cruzado, sendo que a1 4 ag corresponde ao coeficiente do termo zy, logo existe uma
infinidade de possibilidades para representar a;; e ags. Porém, o que quase sempre
ocorre € igualar esses elementos afim de utilizar matrizes simétricas, pelo fato de tais
matrizes propiciar algumas facilidades, que serao vistas mais adiante. Entende-se por
matriz simétrica toda matriz coincidente a sua transposta.

A versao matricial da forma quadratica () é dada por
Q(X) = X"AX.

Exemplo 1.4.4. Considere a forma quddrica Q(x,y) = x* — 2y*+ 5xy. Vamos obter
a forma matricial equivalente. A matriz associada terd ordem 2, ou seja, serd da

forma:
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A:

air Qa2
Q21 QA22
Como jd foi visto, os elementos da diagonal principal sao os elementos dos termos ao

quadrado, que nesse caso valem a;; =1 e agy = —2. Além disso, como a3 + as = 5,

escolhendo A simétrica, temos portanto:

A:[ 1 5/2]
5/2 —2

Temos entao que a forma matricial de Q) € dada por

QX) = X'AX = [ & y | [5}2 5_/22] [i]
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Capitulo 2
Diagonalizacao de Matrizes 2 x 2

Neste capitulo o enfoque serda dado aos passos primordiais para diagonalizar ma-

trizes de segunda ordem, em particular as matrizes simétricas.

2.1 Autovalores e autovetores de uma matriz

Seja A uma matriz quadrada n xn. Dizemos que um ntmero real A é um autovalor
de A se existir um vetor nao nulo v de R” tal que Av = Av. O vetor v é chamado de
autovetor de A, correspondente ao autovalor \.

Ao determinante da matriz A — Al dar-se o nome de polinomio caracteristico da
matriz A e, pode ser denotado por P4(\). Note que A € R um autovalor de A se,
somente se, A uma raiz do polinmio caracterstico da matriz A, ou seja,Ps(\) = 0.

Vejamos a seguir alguns exemplos:

Exemplo 2.1.1. Se A ¢ uma matriz identidade de ordem n, ou seja, A = I,,, entdo o

unico autovalor € X = 1; qualquer vetor nao nulo de R™ é um autovetor de A associado

A:[_lzﬂ_

Desejamos obter os autovalores de A e seus autovetores associados. Queremos assim

com o autovalor A = 1.

Exemplo 2.1.2. Seja

achar todos 0os niumeros reais A e todos os vetores nao nulos

aH
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que satisfacam Av = \v, ou seja,

1 1 x x
=A .
-2 4 Y Y
A equacao acima se torna o sistema linear
rT+y=\
—2x +4y = \y
Esse sistema possui uma solu¢ao nao trivial se, e somente se, o determinante de sua

matriz de coeficientes for nulo. De forma equivalente, temos que Pa(\) = det(A —

M) =0. Mas,

o 4y |TANE=NFZ=(A=3)(A-2).

Portanto, os zeros de Pa(\) sao \y =2 e Ay = 3, 0s quais sao o0s autovalores de A.
Uma vez encontrados os autovalores da matriz, para encontrar os autovetores basta

resolver o sistema linear homogéneo (A — AI)X =0, ou seja,

EiHEH

Para \ = 2, tem-se:

donde
—rx+y=20
—22+4+2y =20
Analogamente, para A = 3, tem-se:
—2z+4+y=0
—2x4+y=0
Resolvendo os sistemas lineares acima, temos que os autovetores associados a A

e Ay sao, respectivamente (y,y) e (x,2x) para todo x ey € R, x,y # 0.
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2.2 Diagonalizacao de matrizes

A diagonalizagao de matrizes corresponde ao processo de obtengao de uma matriz
diagonal que seja semelhante a matriz original. O principal motivo para a obtencao
dessa matriz é, matematicamente, o custo operacional reduzido que ela propicia. An-
tes porém, faz-se necessario o conhecimento de algumas defini¢des que darao suporte

a tal procedimento.

Definigao 2.2.1. Sejam V e W espagos vetoriais. Uma transformagao linear de V

em W € uma funcao T : V — W que possui as sequintes propriedades:
1. T(vy +v9) = T(vy) + T'(ve), para quaisquer vy e vy em V;
2. T(av) = aT'(v), para quaisquer v em V e a em R

Sao portanto funcoes cujos dominios e contradominios sao espagos vetoriais e que,
além disso, preservam as operacoes de adicao e de multiplicacao de um vetor por um
escalar.

Quando uma transformacao linear for de um espaco vetorial V' nele mesmo, ela
serd chamada de operador linear em V| caso particular de enorme utilidade para
o desenvolvimento do presente trabalho, pois mostraremos como associar matrizes
quadradas a esses operadores.

Seja T' : V. — V um operador linear, em que dimV = n, f = {vy,vq,...,0,}
e o = {wy,wy,...,w,} bases de V. Assim T'(v1),...,T(v,) podem ser escritos como
combinagao linear de o e pode-se determinar de modo unico nimeros reais a;;, com

1 <2< n,1< 75 <n, tais que
T<U1> = awy + ... + Q;;W; + ...+ ay;wn.

Seja A a matriz quadratica de ordem n cujos elementos das colunas sao as coordenadas

dos T'(v;) para i = 1,...,n, ou seja:

aix Qi -+ Aip

ag1 Q22 -+  Q2p 8
A= | = [T7,

Ap1 Gp2 - Adpp

O que significa que foi aplicado T aos elementos de [ e estes vetores foram escritos
como combinagao linear dos elementos de .

A demonstracao do teorema a seguir pode ser encontrada em [3].
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Teorema 2.2.2. Um operador linear T : V — V admite uma base 5 em relagao a

qual a matriz [T}g ¢ diagonal se, e somente se, essa base 3 for formada por autovetores
deT.

«a
«?

Assim fica claro que, supondo A = [T, com « sendo a base canonica, uma

matriz quadrada de ordem n definida pelo operador T, e D = [T]g, com [ sendo
a base formada pelos autovetores de A, a matriz diagonal, as afirmacoes seguintes

corroboram e complementam o que foi apresentado na se¢ao anterior:

1. As entradas da diagonal principal da matriz diagonal D sao dadas pelos auto-

valores de A.

2. Caso A tenha n autovalores distintos, entao A é diagonalizavel. Além disso, A

¢é semelhante a matriz diagonal D.

3. A é diagonalizavel, se, e somente se, A tem n autovetores linearmente indepen-

dentes.

Portanto, podemos escrever a seguinte versao matricial do Teorema 2.2.2, cuja

demostragao pode ser encontrada em [3]

Teorema 2.2.3. Uma matriz A de ordem n € diagonalizdavel se, somente se, existe

uma matriz P invertivel de ordem n tal que D = P7YAP, é uma matriz diagonal.

No Teorema 2.2.3, a matriz P é a matriz mudanca de base, chamada também
por matriz que diagonaliza A. E pode ser representada pelos autovetores linearmente

independentes da matriz A.

Exemplo 2.2.4. Verificaremos que a matriz

i

¢ diagonalizdavel e encontraremos uma matriz inversivel P que diagonaliza A, ou seja,
tal que D = P~YAP seja uma matriz diagonal.

Inicialmente, note que o polinémio caracteristico de A é dado por

1—-A 2

Py = det
() e[ 0 —1-2
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de modo que Pa(A\) =0 para A =1 e para A\ = —1. Logo estes sao os autovalores de
A.

Resolvendo as equacoes matriciais

(BIBNE!

obtemos os autoespacos associados aos autovetores 1 e —1, respectivamente. Dai,

podemos escolher, v = (1,0) um autovetor associado a A = 1 e vy = (1,—1) um

autovetor associado a A = —1. Assim,
D = P 1AP,
com
Dzltl) —01 “r= (1) —11]

2.3 Diagonalizacao de matrizes simétricas

Quando o assunto é diagonalizacao de matrizes, um tipo em particular de matrizes
deve ser levado em consideragao devido a sua importancia, que é a matriz simétrica.
Como ja foi visto, trabalhar com tal matriz representa uma enorme vantagem, visto
que a matriz simétrica propicia uma enorme reducao nos calculos, simplificando sua
aplicacao em diversas situacoes como no reconhecimento das conicas, quadricas e no
calculo de composicoes de fungoes, por exemplo.

A diagonalizagao de matrizes simétricas é também chamada de diagonalizagao
ortogonal, pois a matriz P que diagonaliza uma matriz A, simétrica, ¢ uma matriz
ortogonal (P! = P~1), isto é, os vetores que representam as linhas e as colunas de
P sao ortonormais. A explicacao para tal afirmacao é dada por um dos principais

teoremas da Algebra Linear, o Teorema Espectral.
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2.3.1 O Teorema Espectral para matrizes simétricas

Teorema 2.3.1. Se A ¢ uma matriz simétrica de ordem n, entao existe uma matriz
ortogonal P de ordem n, tal que P~*AP = P'AP ¢ diagonal.

Em outras palavras, o que o teorema 2.3.1 afirma, é que toda matriz simétrica é
diagonalizavel e, além disso, existe uma base ortonormal de R™ formada por autove-
tores de A tal que as colunas da matriz ortogonal P é formada por esses autovetores.

A demonstracao do teorema 2.3.1 pode ser encontrada em [3].

Desta forma, para diagonalizar uma matriz simétrica basta seguir os passos abaixo
relacionados:

Passo 1: Encontrar uma base formada por autovetores de A.

Passo 2: Obter uma base ortonormal a partir dos autovetores de A.

Passo 3: Formar a matriz P cujas colunas sao os vetores da base construida no

Passo 2; esta matriz diagonaliza A ortogonalmente.

Exemplo 2.3.2. Diagonalizaremos a matriz

S|

Seque do 2.3.1 que € possivel diagonalizar essa matriz, uma vez que ela € simétrica.

O polinémio caracteristico de A € dado por
PiAN)=N+A—6=\+3)(A—2),

do qual vemos que A tem autovalores \y = —3 e Ay = 2.

Encontrando-se os autovetores correspondentes, obtemos, respectivamente:

1 2
v1 = € Vo =
! ) 2 1

Observe que v1 e vy sao ortogonais. Assim, € possivel normalizd-los a fim de obter

autovetores unitdrios.

U1 - _
e == == (5 3)
_ b _ @2 _ < 2 1 )
(%) — U = Uy = | =, =
v 5 VBT V5



Logo, tomando

P:[ul uz]:[

Sl S
Sl= Gl

tem-se que PYAP = D.
Note agora que P é uma matriz ortogonal, pois {uy,us} € um conjunto ortonormal
de vetores. Entdo, P~' = P!, e tem-se P'AP = D.
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Capitulo 3
Reconhecimento das Conicas

Neste ultimo capitulo, abordaremos as conicas, cuja representagao algébrica é dada
como uma solugao de uma equagao do segundo grau em duas variaveis, culminando
com a aplicacao da diagonaliza¢do de matrizes (formas quadréticas) simétricas para

o reconhecimento das conicas.

3.1 O estudo das conicas

Definigao 3.1.1. Uma conica em R* é um conjunto de pontos P = (z,y) cujas
coordenadas em relagao ao referencial padrao {e; = (1,0),ey = (0,1)} satisfazem a
equagdo quadrdtica ax® + bxy + cy? +dx +ey+ f = 0 onde a,b,c,d, e, f sdo nimeros
reais com a # 0, b # 0 ou ¢ # 0.

Uma motivagao para o nome conica vem do fato da mesma ser obtida a partir da
interse¢ao de um plano com um cone circular reto de duas folhas, conforme ilustagao
(Figura 3.1).

As coOnicas mais comuns sao: elipses, pardbolas e hipérboles. Na continuagao

iremos abordar cada uma delas.

3.1.1 Elipse

Definicao 3.1.2. Uma elipse £ de focos Fy e Fy € o conjunto dos pontos P do plano
cuja soma das distancias a Fy e Fy € igual a uma constante 2a > 0, maior do que a

distancia entre os focos 2¢ > 0, ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(Fy, Fy) = 2c,
E={P|dP,F)+d(PF) =2a}.
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parabola circulo

Figura 3.1: Conicas

Os elementos da elipse sao:

e Centro: C

Focos: Fj e F,

Vértices: Al, A27 Bl (§] B2

.. &
Excentricidade: e = —
a

Distancia focal: 2¢

Medida do eixo maior: 2a

e Medida do eixo menor: 2b

Como 0 < ¢ < a,entao 0 < e < 1, isto é, quando ¢ se aproxima de a a excentricidade se
aproxima de 1, alongando a elipse, pois b = v/a? — ¢? torna-se pequeno em comparagao
com a. Ja quando c¢ se aproxima de zero, a excentricidade também se aproxima de
zero, e nesse caso a elipse torna-se mais arredondada. Se o valor da excentricidade
é zero, significa que ¢ = 0 e a = b, ou seja, um caso particular da elipse conhecido
como circunferéncia.

A partir da defini¢ao da elipse, obtem-se sua equagao em relagdo a um sistema de
eixos ortogonais O XY da seguinte forma:

Supondo, inicialmente que a elipse tem focos nos pontos F; = (—c¢,0) e F» = (¢, 0),
vértices nos pontos A; = (—a,0), 4y = (a,0),B; = (=b,0) e By = (b,0), e seja
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a,b,c € R tal que 0 < ¢ < a e a® = b* + %, temos entao que, se o ponto P = (z,y)

pertence a elipse:

Centro

Figura 3.2: Elipse e seus elementos

d(P,F1) +d(P,F2)=2a <= \/(z+c)2+ 3>+ /(z—c)2+y2=2a
(@ +e)+y2=2a— /(v —c)?+y?
— (x+ ) +y*=4a® —da/(z — )2 + 4% + (x — ¢)® + ¢?
= 2%+ 2ec+ A+ y? =4a® —da/(z — )2 + y2 + 22 — 2zc + 2 + 3
<= dxc = 4a® — dar/(z — )% + 12
< a?—crx=a\/(v—c)?+y?
= (@ = ca)t = a((z— o + )
< a' — 2d%cx + A2 = a*(2? — 2cx + 2 + y?)
< (a* — A)2? + a*y? = a* — a®c® = a*(a® — A)
— 122 + a2y? — a2b?
LYy

< ¥+b—2:

Chegamos assim a equagao de uma elipse com centro na origem e reta focal coin-
cidente com o eixo OX.

Utilizando as relacgoes de translagao podemos escrever a forma canonica da elipse
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transladada da seguinte forma:

(x - $0)2 (y - y0)2
a? + b2 =1

Vale ressaltar que, se a elipse possuir focos F; = (0,¢) e F5(0, —c) , isto é, se os
focos da elipse estiverem sobre o eixo OY ou numa reta focal paralela ao eixo OY

teremos entao, respectivamente:

CAE A (o= 20,
b a? © b2 a?

no qual C' = (9, o) é o centro da elipse.

3.1.2 Hipérbole

Definicao 3.1.3. Uma hipérbole H de focos Fy e Fy é o conjunto de todos os pontos
P do plano para os quais o modulo da diferenca de suas distancias a Fy e Fy € igual

a uma constante 2a > 0.
H=A{P||dP,F\)—d(P,F;) |=2a}, 0<a<ec, d(F,F)=2c.
Os elementos da hipérbole sao:
e Centro: C'
e Focos: I e Fy
e Vértices: Ay, Ay, B1 e By
e Excentricidade: e = 2, e>1, poisc>a
e Distancia focal: 2¢
e Medida do eixo real: 2a
e Medida do eixo imaginario: 2b
e Assintotas: y = j:ax

Da mesma forma que a elipse, obtém-se a equacao da hipérbole em relagao a um
sistema de eixos ortogonais X OY utizando sua definicao, conforme segue. Supondo
que a hipérbole tem focos nos pontos F; = (—¢,0) e F» = (¢,0) tal que 0 < a < ¢,

com a € R. Se P = (z,y) é um ponto qualquer da hipérbole, entao
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Figura 3.3: hipérbole e seus elementos

d(P, Fy) — d(P, Fy) = 2a (ramo direito de H)
ou
d(P, Fy) — d(P, F) = —2a (ramo esquerdo de H).

Equivalentemente,

V(@ +e)2+y2—/(r — )2+ 42 = 2a (ramo direito de H)
ou
Viz+e)2+y?—/(z —c)?+y? = —2a (ramo esquerdo de H).

Lembrando que b* = ¢ — a? e desenvolvendo analogamente ao caso da elipse, con-

cluimos que:

P=(r,y) e H < (*—a*)2?*—ay® = a*(c* — a?)

—|=-= =1

Temos assim a equagao de uma Hipérbole com centro na origem e reta focal

coincidente com o eixo OX.
As assintotas de H sao as retas que passam pela origem e tém inclinacao +— em
a

relacao ao eixo OX.
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Utilizando as relacoes de translacao pode-se escrever a forma canonica da Hipérbole

transladada da seguinte maneira:

(x — m)?

(y — yo)z

=1

a?

b2

Se os focos da hipérbole estiverem sobre o eixo OY ou numa reta focal paralela

ao eixo OY teremos entao, respectivamente:

(y — y0)2

(x — x0)

2

a?

b2

L,

no qual C' = (z,y) é o centro da hipérbole.

3.1.3 Parabola

Definigao 3.1.4. Seja d uma reta e F um ponto do plano ndao pertencente a d. A

parabola P de foco F' e diretriz d é o conjunto de todos os pontos do plano cuja

distancia a F € 1gual a sua distancia a d.

P ={P|d(P,F)=dPd?}.

Os elementos da parabola sao:

e Diretriz: d

Vértices: V

Parametro: 2c = d(F,d). Assim nao é dificil perceber que d(V, F) = ¢

Excentricidade: como d(P, F') = d(P,d), temos que a excentricidade é igual a 1

Utilizando a definicao obtém-se a equagao da parabola, mas antes cabe uma res-

salva: apresentaremos neste trabalho apenas o caso em que o foco F' esta a direita

da diretriz d da pardbola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo

OX. Os outros casos sao encontrados de forma analoga.
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XxX+c=0

Ay
C V \,: F(c,0)

Figura 3.4: parabola e seus elementos

Por defini¢ao, se P = (x,y) é um ponto da pardbola com foco F' = (¢,0) e a

diretriz d é a reta x = —c, entao vale a equacao

d(P,F)=d(P,d) <= \/(x—c)2+y?>=|z+|
— (x =)’ +y* = (z+¢)?
< 2% —2cx + A +y? = 2%+ 2cx +
= —2cx + 1% = 2cx

< |y? = 4cu.

Utilizando as relagoes de translacao podemos escrever a forma canonica da parabola

transladada da seguinte forma:

(Y — yo)* = de(x — xo).

3.1.4 Conicas degeneradas

Além das conicas apresentadas acima, podemos encontrar também suas formas

degeneradas, que ocorrem quando o plano da conica passa pelo vértice do cone
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interceptando-o ao longo de duas retas que formam o cone, sendo tangente a ele
ou, ao longo de duas retas que formam o cone e que se interceptam no vértice.

Assim, podemos classificd-las da seguinte maneira:

e Ponto: ¢ a interseccao do cone com um plano que é obliquo ao seu eixo e nao
paralelo a nenhuma de suas geratrizes, passando pelo seu vértice. Neste caso, o
plano tera em comum com o cone apenas o vértice V. Trata-se de uma elipse

degenerada.

e Reta: ¢ a interseccao do cone com um plano que é paralelo a uma de suas
geratrizes e passa pelo seu vértice. Neste caso, o plano contém o vértice e uma

geratriz do cone, sendo tangente a ele.

Num caso particular, obtém-se duas retas paralelas quando da intercecao de
uma superficie cilindrica circular (considerada uma superficie conica de vértice
impréprio) por um plano paralelo ao eixo. Se o plano tangenciar a superficie

cilindrica obter-se-a4 uma reta.
Em ambos os casos, trata-se de uma parabola degenerada.
e Par de retas concorrentes: ¢ a interseccao do cone com um plano que contém

o seu eixo. Neste caso, o plano contém o vértice e duas geratrizes do cone.

Trata-se, entao de uma hipérbole degenerada.

Além destes casos apresentados, a equacao das conicas pode encontrar-se num
lugar geométrico representado pelo conjunto vazio. Este caso pode representar

uma elipse ou uma parabola degenerada.

Como uma conica é, por definicao, uma solucao de uma equagao do segundo grau
em duas variaveis, notamos que estes casos sao possiveis, por exemplo as solucoes das
equagoes 72 +y? =0, (r —y)? =0, (v —y)*> = 1 e 2% + y* = —1 sdo respectivamentes,

um ponto, uma reta, um par de retas concorrentes e o conjunto vazio.

3.2 Reconhecimento das conicas via diagonalizacao

de matrizes
Considere a equacao geral do segundo grau nas duas variveis x e y:
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az? +bry + cy? +dr + ey + f =0,

onde a, b, c,d, e, f sao nimeros reais dados com a, b ou ¢ distinto de zero. Como ja foi
dito anteriormente, as solugoes desta equacgao sao, por definicao, uma conica, podendo
ser nao degenerada (elipse, hipérbole e parabola) ou degenerada (uma reta , um par de
retas paralelas, duas retas, um ponto ou representar o vazio). Assim, para identificar
o lugar geométrico de uma determinada equacao do segundo grau em duas variaveis,
em especial reconhecer uma conica, é preciso reduzir a equacao dada a uma das
equacoes mais simples, ou seja, devemos escolher uma base ortonormal conveniente
do R? de modo que no novo sistema de coordenadas, a equacao resultante seja de
facil identificacao.

Para facilitar a compreensao é possivel dividir em dois casos:

Caso 1: Quando o coeficiente b = 0, ou seja, o termo cruzado zy nao existe. Neste
caso, basta usar o processo de completar quadrados, que é equivalente a escolher
um sistema de coordenadas dado pela translagao do sistema original. Em casos
assim, a conica em questao esta alinhada aos eixos cartesianos, seja com centro
ou vértice na origem e reta focal coincidindo com um dos eixos, ou quando ha

uma translagao dos eixos coordenados.
Exemplo 3.2.1. Determinaremos o lugar geométrico da sequinte equacgao:
42% + 9y* — 8x — 36y + 4 = 0.
Note que essa equagao é equivalente a equagao
4(x* — 2x) + 9(y* — 4y) = —4.
Completando os quadrados obtemos
4(x —1)*+9(y — 2)* = 36,

ou seja,

@=17 =2y

=1
9 4 ’

que € a equagao reduzida de uma elipse de centro (1,2) e eizos maior e menor medindo

6 e 4, respectivamente.

Exemplo 3.2.2. Verificaremos o tipo de conica representada pela equagao
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Y S

Figura 3.5: A elipse % + % -1

2?2 —2x+1y? -2y +4=0.
Completando o quadrado temos
(r =124+ (y—172=—-4+1+1,
ou seja,
(z -1+ (-1 =-2

Uma vez que soma de termos quadrados nao pode ser negativa, seque que a equagao

referida representa uma forma degenerada da elipse, o vazio.

Caso 2: Ha casos em que o termo cruzado aparece, ou seja, b # 0, dificultando o
reconhecimento da coOnica, pois esta associado a uma rotacao do sistema de
coordenadas. Assim é preferivel elimina-lo, o que é posivel, a partir de uma
mudanga de coordenadas (z,y) para (z',y'), ou equivalentemente, uma mudanga
de base entre duas bases ortonormais, S e . Numa linguagem mais simples,
significa sair da base ortonormal canonica para uma base ortonormal formada

por autovetores, conforme mostraremos atravez da generalizacao e de exemplos.

Seja dada a equagao
ar? +bry +cy? +dr +ey + f =0,
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onde a,b,c,d, e, f sao nimeros reais com b # 0. Esta equacao possui uma versao

matricial dada por

o] |

Seja

a b/2
b/2 ¢ |

Como A é uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral, existe uma base ortonormal
S de R? formada de autovetores de A. Assim, se A\; e Ay sdo autovalores de A (pode

ser que A\; = \y), existem autovetores v; e vy associados a A\; e g, respectivamente,
B

tais que 3 = {v1,vs} é uma base ortonormal de R?. A matriz ortogonal P = [I]",

onde o« ¢ a base canonica de R?, diagonaliza A ortogonalmente, j& que

D =P 'AP
¢ a matriz diagonal
A1 0
0 X
com P~! = P!. Portanto,
A= PDP

Substituindo a igualdade acima na equagao matricial, obtemos
[+ y}pp(pt )W ‘]

O produto matricial P? é a matriz das coordenadas de um vetor v = (z,y) €

X

Y

+[f1=10].

Y

Yy
R? em relacao a base 3, pois
x «
Pt ] =[] [v]a
Yy
I/
Chamando [v], de , obtemos
y/
x x!
[y | D j +delp | =




Se v; = (21,y1) € vy = (z2,¥2), temos entao
A O / /
[x’ y’} ! x/ +[d e] T a:/
0 X Yy Y1 Yo Yy

equivalente a equagao
M2 + Moz + (dzy + eyr)x’ + (dzy + eys)y’ + f = 0.

Obeservamos que o termo cruzado z'y’ nao estd presente, dessa forma, resduzimos
este caso ao primeiro, ou seja, é suficiente completar quadrados para determinar o

lugar geométrico em R2.
Exemplo 3.2.3. Identificaremos a conica no plano dada pela equacao quadrdtica
7% — 8xy + y? — 17V5x + 11y/5y + 41 = 0.

Esta equacao possui uma versao matricial dada por

L5 ] s ] 7] van-
Como a matriz
A-| 7 _4].
—4 1

¢ uma simétrica, pelo Teorema Espectral, A é ortogonalmente diagonalizavel. De fato,

os autovalores de A sao A\ =9 e A\y = —1, e os vetores unitdrios

(—2 1 ) ( 1 2 )

n=\—=—| eve=|—,—

: 5V5) 0 VBB

sao, respectivamente, autovetores correspondentes. Assim, 5 = {vi,vs} € uma base

ortonormal de R? formada por autovetores de A. Seja P = [I]g, onde o € a base
canonica de R?. Chame D = P~*AP. Dessa forma

eD = 90.
0 —1

Como A = PDP?, jd que P~' = P!, seque que

=2

pP—

S-S
Sl &l

9 0
0 -1

Xz

Y

t

v oy|P + [ -17vE 11v5 | +41] = [0].

Y
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/
Chamando [v],; de [ x/ ], obtemos
Y

Eniy

ou seja,

441 =[0].

+—[—&7v€ 11v%] [

Sl=Sls
Sl Sl
| S |
1
S

92"? — " + 452 + 5y +41 =0

que € equivalente a equa¢ao

ou seja,

X'

Y

Figura 3.6: hipérbole

Portanto, a equagao representa uma hipérbole. Para esbocar seu grdfrico (Figura
3.6) é necessdrio considerar as novas coordenadas x' e 3y, de modo que seu centro é
dado por (%5, %), semi-eixo real medindo 1 e semi-eizo imagindrio medindo 3.
Exemplo 3.2.4. Faremos o reconhecimento da conica no plano dada pela equacao
quadrdtica
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1622 — 24zy + 9y? — 152 — 20y + 50 = 0.

Esta equacao possui uma versao matricial dada por

E y}[_1162 _912] ”; +]-15 —20] |+ o=
Seja
[ 16 -2
_[—12 9

Como A € uma matriz simétrica, pelo Teorema FEspectral, A € ortogonalmente dia-
gonalizavel. De fato, os autovalores de A sao Ay = 0 e Ay = 25. O vetor unitdrio

_ (3 4 e /4 -3
v = (3,5) e o vetor unitdrio vy = (3, %
mente. Assim, B = {vi,vs} € uma base ortonormal de R* formada por autovetores de

A. Seja P = [I]g, onde a € a base candnica de R*. Chamemos D = P~'AP. Dessa

forma
2 0 0
| eD=
= 0 25

Como A = PDP?, jd que P~' = P!, seque que

) sdo autovetores de A\ e Ao, respectiva-

P =

Ol Ol

0 0
[;p y}P P! +[_15 —20] +[50] = [0)].
0 25 Y Y
x/
Chamando [v], de | |, obtemos
Y

ol a1l

25y/2 — 252 + 50 = 0

+[ 15 —20}[

|
all e
|
| — |
NSRS
L x
| I |

ou seja,

equivalente a equacao

ou seja,

:L,/:y/2_|_2
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V= (2.0)

1

2

Figura 3.7: parabola

Portanto, a equagao representa uma parabola. Para esbocar o grdfrico dessa pardbola
(Figura 3.7) € necessdrio considerar as novas coordenadas x' e y'. Assim, nesse
sistema de coordenadas, a pardbola tem vértice V.= (2,0), pardametro 2¢ = %, foco
F=(4,0) e diretrizd : v = .
Exemplo 3.2.5. Agora identificaremos a conica no plano dada pela equacao quadrdtica:

52 4+ day + 2y — 12 =0

Esta equacao possui uma versao matricial dada por
5 2
x — 12| = [0].
Exa [2 2] 12 = [0
5 2

Seja A = . Como A € uma matriz simétrica, pelo Teorema FEspectral, A é

2

ortogonalmente diagonalizdvel. De fato, os autovalores de A sao \y =6 e Ay =1. O
vetor unitdrio v, = (%, \%5) e o vetor unitdrio vy = (\/ig, \’/—g) sao autovetores de A\ e

Ao, respectivamente. Assim, 8 = {vi,va} € uma base ortonormal de R* formada por

o[

Como A = PDP?, jd que P~' = P!, seque que

autovetores de A. Dessa forma

6 0
01

T

Y

oy P pt

] — [12] = [0].
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Chamando [v],; de [ x/ ], obtemos
Y

][]

622 +y?* —12=0

ou seja,

equivalente a equacao

61'/2 + yl2 =12
ou seja,
2 2
R
2 12

Portanto, a equacdo representa uma elipse. Para esbocar o grdfrico dessa elipse
(Figura 3.8) € necessdrio considerar as novas coordenadas x' e y'. Assim, nesse
sistema de coordenadas, a elipse tem centro C = (0,0), vértices By = (—v/2,0),
By = (v/2,0), Ay = (0, —V12) e Ay = (0,4/12) ¢ excentricidade e = \/g.
Exemplo 3.2.6. Iremos agora determinar o lugar geométrico representado pela equacao:

222 + 2xy + 2y + T2z + 52y + 10 = 0

Esta equacao possui uma versao matricial dada por

0] [ 1]

Como a matriz

T

Y

+[7va sv2 | +[10] = [0)].

2 1
1 2|

€ uma simétrica, pelo Teorema Espectral, A é ortogonalmente diagonalizavel. De fato,

z
Y

A:

0s autovalores de A sao \y =3 e Ay = 1, e 0s vetores unitdrios

( 1 1 ) (—1 1 )
N=|—,—=] e =|—&,—
V2 V2 V2 V2
sao, respectivamente, autovetores correspondentes. Assim, 5 = {vi,vs} € uma base
B

o onde « € a base

ortonormal de R? formada por autovetores de A. Seja P = [
canonica de R%2. Chame D = P *AP. Dessa forma
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y’ Y
5
A2
34 <
B,
4 3 2 1 :Il 2 3 4 5 X
B]. 1
3 Al
Figura 3.8: elipse
1 -1
p=| V2 75] eD=[3 0].
11
VAR 01
Como A = PDP?, jd que P~' = P!, seque que
3 0 LT x
EXk P +|7v2 5v2 | +[10] = [0].
0 1 Y Y
.
Chamando [v]; de | |, obtemos
30][« 1=l
Exa ] +va sva| | 2 +110] = [0].
LY V2 V2 y

ou seja,
32 +y? + 122" — 2y +10 =0
que € equivalente a equacao
32’ +2)2+(y—1)2=3
ou seja,
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Figura 3.9: elipse

r 2

Portanto, a equagao representa uma elipse. Para esbogar seu grdfrico (Figura 3.9)
€ necessdrio considerar as novas coordenadas x’ e vy, de modo que seu centro é dado

por (—=2,1), semi-eizo menor medindo 1 e semi-eizo maior medindo V3, sendo este

semi-eizo paralelo ao eixo Y.

Podemos ainda obter mais uma mudanca de coordenada, correspondente a uma
translacao do tipo:

2 =a'+2
y' =y -1

Consequentemente, teremos a equacao reduzida:

"+ =1.

y//2
3

o1
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