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Resumo

Neste trabalho procuramos desenvolver conceitos simples sobre os Sistemas
de Capitalizagao e Regimes de Juros adotados universalmente. Estabelecemos
um paralelo entre os Sistemas de Capitalizacao Continua e Descontinua e os
Regimes de Juros Simples e Compostos. Mostramos que os Calculos das ren-
das e anuidades adotadas hoje no Brasil sao anatocismo e que os interesses
das Instituicoes Financeiras sao estabelecidos em funcao dos Regimes de Juros
que as favorecem unilateralmente. Desenvolvemos um procedimento para cal-
culo de Rendas e Anuidades pelo Regime de Juros Simples sem a presenca do
anatocismo, mostrando que o tempo nao é cindivel para tal regime. Ao final,
propomos uma sugestao para introducao a Matemética Financeira no Ensino
Meédio.

Palavras-chave: Capitalizacao, Juros, Anatocismo.



Abstract

In this dissertation we aim at developing basic concepts regarding universally
adopted capitalization systems and interest schemes. We establish a paral-
lel between the continuous and the discontinuous accumulation systems, and
simple and compound interest schemes. We intend to demonstrate that the
calculations of income and annuities currently adopted in Brazil are made as
anatocism and that the interests of the financial institutions are determined
as a result of the interest schemes that favor them unilaterally. We have de-
veloped a procedure for the calculation of income and annuities by means of
the simple interest scheme and avoiding anatocism, thus showing that time is
not fissionable for such a scheme. In the end, we suggest a way of introducing

Financial Mathematics in high school.

Keywords: Capitalization, Interest, Anatocism.
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Introducio 1

Introducao

E comum, dentro do estudo da Economia Contemporanea, depararmos na
teoria com o termo Capital em situacoes bem diferentes. Uma delas diz respeito
a um dos fatores basicos da producao, que serve como uma estratégia a ser
utilizada pelas pessoas para extrair da natureza produtos em formas de bens.
Noutra, o Capital se relaciona & distribuicao dos bens; surge como fonte de
fundos de renda e rendimentos. Mas numa ou noutra situagao é senso comum
que o Capital, como resultado do trabalho coletivo, faz com que gravite em
torno de si uma grande parte do produto nacional, transpondo para o seu

proprietario uma renda, que ousadamente, denominamos de juros.

E indiscutivel que o Capital, quando bem administrado, produz bens, que
por sua vez, transporta bens para o seu proprietario, mostrando a reciproci-
dade entre as duas referéncias: o Capital provoca a producao de bens a seu

proprietario devido ao fato de ele ter produzido bens.

A transformagao da Economia em Ciéncia mostrou que os trés fatores basicos
da producao: Terra (Natureza), Trabalho (Mao-de-obra) e Capital recebem
suas respectivas remuneracoes como tipos de rendas: renda da terra, salario
dos colaboradores e Juros do Capital, sendo o ultimo, o pagamento adquirido
pelos servicos produzidos devido ao Capital bem distribuido na transformacao

de bens e/ou servigos.

Entre todas as diferentes linhas de interpretagao e de definicao sobre os juros,
a mais conhecida é a “teoria da producao”, a qual argumenta que os juros do
Capital sao frutos naturais de uma forca produtiva que é peculiar ao préprio

Capital.

UFTM PROFMAT



Introducio 2

Neste caso, torna-se de suma importancia que entendamos que a palavra bens
também pode ser substituida pela palavra servigos e, neste caso, Juros seriam

a remuneracao de um Capital aplicado na producao de um bem ou servico.

Na atualidade, quando solicitamos para a grande maioria das pessoas o que
elas entendem por juros, a resposta encontrada e esperada é: O preco do
dinheiro. Neste caso, se analisarmos friamente a resposta e cruzarmos com
as defini¢oes cientificas segundo varios autores, podemos aceita-la e passa-la a

frente como verdadeira.

Toda pessoa que faz a gravitacao no entorno de um Capital estaréd sujeita a
uma das duas situacoes: gasta-o levando renda a quem o recebeu ou emprega-
o para obter um resgate futuro, evidentemente, maior que a quantia inicial

aplicada.

Nossa questao nao sera explorar o “ganho” sobre um Capital investido num
empreendimento que produz bens ou servicos. Nosso escopo serd avaliar a
remuneracao de um Capital quando aplicado numa instituicao financeira ou
vice-versa, quando a instituicao financeira o empresta, mostrando os dois ti-
pos mais comuns de se valorizar o Capital e analisando quando um ou outro
provoca o anatocismo, que ¢ a incidéncia de juros sobre os juros acrescidos
ao saldo devedor, em razao de nao terem sido pagos. Os juros obtidos, por
meio desta pratica, sao somados ao Capital e serd a base para o calculo da

nova contabilizacao de juros.

O Artigo 192, §3°, da Constituicdo Federal (Brasil, 1988) que definia tais
operacoes foi revogado em 2003 e, a partir dai, existem varias jurisprudéncias

sobre a validade ou nao dessa cobranca.

A finalidade nao sera analisar a legalidade ou nao do anatocismo, mas sim,
verificar ou nao sua existéncia dentro de contratos ou validagao de remunera-

coes sobre o Capital.

Vamos procurar dar énfase nas principais teorias que envolvem a Matema-
tica Finaceira mais usual, estabelecendo um paralelo sobre os Sistemas de

Capitalizacao e Regimes de Juros, bem como os tipos diferentes de anuidades

UFTM PROFMAT



Introducio 3

(rendas).

Para tanto, faremos um confronto entre as opinides de varios autores que
trabalham o tema procurando desenvolver uma linguagem menos formal e mais
usual dando subsidios aos professores do Ensino Basico para poderem trabalhar
o minimo da Matemaética Financeira e fazerem aplicagao dela nas séries finais
do Ensino Fundamental e do Ensino Médio ao se abordar os temas: Sequéncias

Numéricas, Fungoes Afim e Funcao Exponencial.

UFTM PROFMAT



1 - Um pouco de Histéria 4

1 - Um pouco de Historia

1.1 A origem do dinheiro

Ha mais de 5 000 anos antes de Cristo, carne salgada, peles de animais,
sal, graos, entre outras coisas, foram ferramentas de troca entre as pessoas,
que faziam de acordo com as suas necessidades bésicas. Para aqueles que
tinham excesso de um, trocavam pela falta do outro. A este processo de trocas

apareceu a primeira moeda: Escambo. !

Percebemos que na propria definicao da primeira moeda deparamos-nos com

a palavra “dinheiro” para defini-la.

Para Versignassi (2012, p. 97), “(Dinheiro) ... Se ndo for escasso nao tem

grande valor; se nao tem valor, nao é dinheiro.

O dinheiro foi uma criagao feita com muito artificio e destreza. Permite que
alguém que nao tenha determinado produto troque por outro sem necessitar
a realizacao do escambo; como por exemlo, permite que um médico compre
carne sem precisar fazer a consulta com o acougueiro. Foi criado na Grécia
antiga e noés nos valemos desta criacao até os dias de hoje. Ele se resume
na sua propria razao de ser e nds precisamos nos valer da certeza de que nao
vemos seu valor mas acreditamos nele. Acreditamos que quando substituimos
um bem ou um servico por um numero expresso em um papel ou metal, este

namero (papel ou metal) serd substituido novamente, e assim sucessivamente,

!Segundo Dicio: Diciondrio Online de Portugués, [Escambo]: Troca de mercadorias sem
que haja uso de dinheiro. P.ext. Qualquer tipo de troca e/ou permuta.

UFTM PROFMAT



1 - Um pouco de Histoéria 5

acreditando com veeméncia na sua veracidade. A isso, a certeza daquilo que

nao se vé, denominamos Fé.

Percebemos que para ser “dinheiro” é necessario que seja algo que todos
necessitam e queiram e que seja algo escasso ou de dificil posse; e neste caso,
“alimentos” se encaixa muito bem; pois desde a introducao do homem sobre a

superficie do planeta, o alimento ¢ um grande instrumento de troca.

E claro que na comparacio entre a agricultura e a caca é mais do que 6b-
vio que a segunda se submete as necessidades da primeira, uma vez que os
proventos da caga eram consumidos em poucos dias, enquanto que os da agri-
cultura podiam ser estocados. Por isso a nossa afirmacao de que “a agricultura

devemos a aparicao do dinheiro”.

E de facil entendimento que aqueles que cultivavam a terra e nela planta-
vam poderiam estocar os graos e posteriormente negocia-los; enquanto com a
caca era necessario consumir o produto final com mais rapidez, devido a sua
perecividade. Neste caso, as pessoas que necessitavam de comida a trocavam
pelo trabalho, mostrando desta maneira que a comida foi uma das primeiras

formas de dinheiro.

Devido ao fato do incomodo em carregar os sacos de alimentos, os povos da
Babilonia criaram depositos onde guardavam os alimentos e registravam numa
tabua de argila a quantidade de alimentos que haviam no estoque. Dessa forma

surgiram os bancos e o dinheiro que temos hoje.

Tanto a argila quanto os alimentos eram de pouco durabilidade. Assim,
tornou-se necessario a criacao de outra coisa que pudesse substitui-los, mas
que mantivesse a caracteristica que seria necessaria. Apareceu o “Sal”; dificil
de adquirir e facil de carregar. Dai a origem do termo “salario”, que perdura

até os dias de hoje. Os romanos legionarios recebiam seus salarios em Sal.

Antes do surgimento do dinheiro como o conhecemos hoje, muitas coisas

serviram como tal: peles curtidas, carne salgada, sal, graos, tabaco, etc.

UFTM PROFMAT



1 - Um pouco de Histoéria 6

1.2 Os tipos de dinheiro

A necessidade de se obter algo de transporte mais facil a fim de se fazer as
trocas, a humanidade acabou por adotar o primeiro metal como dinheiro: o
cobre. Porém, devido a facilidade de se encontrar o referido metal, este foi logo
substituido pela prata, que se impos por ser de mais dificil acesso que o cobre.
Mas, devido a necessidade de se valorizar mais os objetos e as propriedades,

chegaram-se ao ouro, que era de dificil aquisi¢ao.

Agsim, por muito tempo, a utilizacao dos trés metais ficaram definidas em
funcao de sua raridade, nao corrosao, praticidade de manuseio, beleza e, acima

de tudo, valor economico.

Segundo Weantherford (2005), em meados do século VII a.C. aparecem os
primeiros objetos com caracteristicas mais proximas das moedas, com valores
pré-definidos na sua cunhagem e a garantia da marca de quem as imprimiu

cunhadas em si mesmas.

No inicio da civilizagao babilonica seus sacerdotes eram apreciadores da as-
tronomia e convenciam os seus seguidores de que o Sol estava ligado ao ouro
assim como a prata estava ligada a Lua, e isso fez com que a humanidade se
ligasse, de alguma forma, a esses metais, o que os levariam mais ainda a serem

considerados como instrumentos de trocas e de penhor.

As moedas de prata, ouro e bronze eram ligadas diretamente ao seu valor real,
isso durou por muito tempo. E durante este tempo, até o século passado, os
paises cunhavam moedas desses metais, guardando-as e colocando para circular
moedas com metais mais baratos, porém, mantendo em seu poder quantidade

de ouro e prata equivalente as quantidades que eram lancadas no mercado.

Nao demorou muito e surgiu o papel-moeda, e a cunhagem de moedas me-
talicas tornou-se restrita a valores pequenos, necessarios para compra de mer-

cadorias de baixo valor ou mesmo para troco.

Segundo a arquetloga Maria Beatriz Florenzano, da Universidade de Sao

Paulo (USP), a origem do papel-moeda é meio confusa. Sabe-se que ja existiam

UFTM PROFMAT



1 - Um pouco de Histoéria 7

moedas na China desde o ano de 960, porém estas nao se dissiminaram pelo

mundo; por isso nao foram mais utilizadas.

Historicamente os registros mostram que as notas apareceram na Suécia
(Europa) no ano de 1661, e, de 14 para c4, sofreram as evolugoes e adequagoes

necessarias a cada Pais.

Para Weatherford (1999, p. 210)

[...] estamos entrando na terceira fase da revolugdo moneta-
ria: Com a informética, o dinheiro se transformou em im-
pulsos eletronicos invisiveis, livres do espaco, do tempo e do
controle de governos e corporacoes.

Percebemos que, com um simples cartao, podemos fazer pagamentos e rece-
bimentos, bem como, sem sair de nossas proprias residéncias, quase todas as
operacoes bancarias, as quais, em tempos nao tao remotos, reveriamos enfren-

tar filas e atendimento.

1.3 O dinheiro moderno

Na atualidade, todas as moedas e cédulas que um determinado pais emite
forma o seu sistema financeiro e monetario. Cada pais tem um forma prépria
de legislar esta emissao e de valorizar sua unidade monetaria a partir de um

valor de referéncia.

E muito comum que os valores monetarios mais elevados sejam expressos em

cédulas e que os mais baixos, em moedas.

Com o término da indexagao da emissao do dinheiro em funcao do lastro em
ouro, o dinheiro vai deixando de circular e, em substituicao a ele, aparecem
os cheques e, ainda com maior frequéncia, os pagamentos com cartoes de cré-
dito/débito, hébito que a grande maioria da populacdo ja vem adquirindo em

funcao da praticidade, do facil manuseio e da seguranca.
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A globalizacao reporta-nos a comparacao didria entre os valores monetarios
utilizados pelos paises ditos desenvolvidos, paises em fase de desenvolvimento
e os paises subdesenvolvidos. E claro que a supremacia entre eles é evidente
e que na escala ascendente de cada um na sua insercao de desenvolvimento
coloca a valorizacao de seu dinheiro em funcao da sua balanca comercial e de

seu produto interno bruto.

O bom senso leva o pais a emitir dinheiro suficiente para cobrir seu PIB, de
forma a poder fazer com que tudo o que seja produzido em bens e servicos tenha
dinheiro suficiente para pagé-lo; é claro que existem duas situacoes adversas
a realidade: se o mercado interno recebe mais dinheiro que o PIB havera um
excesso de dinheiro no mercado e, consequentemente, as pessoas comprarao
mais; dessa forma, o consumismo levara a um aumento continuo e generalizado
dos precos dos bens e servigos, provocando o que é chamado de inflagao. Caso
ocorra o contrario e o pais coloque no mercado uma quantidade menor de
dinheiro que a produzida pelos bens e servigos, havera uma falta de dinheiro no
mercado e as pessoas, consequentemente, nao terao poder de compra, fazendo

com que as industrias nao produzam, provocando uma recessao.

Acreditamos que é de suma importancia que se crie situacoes onde haja
o equilibrio da balanga de pagamentos, importagiao/exportacao, e, acima de
tudo, um controle na emissao do dinheiro a fim de manter a economia estavel

e provocar um crescimento econémico no pafs.

1.4 A origem do Juro

Os indicios da origem do Juro remontam de 2000 a.C. na civilizacao babilo-

nica, onde as negociagoes eram feitas através de graos.

As mais remotas pesquisas sobre a origem do Juro nos remete exatamente
a comparagao entre os valores e as necessidades dos bens e servicos que fazem
parte da época em estudo. A disponibilidade do bem ou servigco por uma parte

e a necessidade do mesmo bem ou servico pela outra parte é quem dé o valor

UFTM PROFMAT



1 - Um pouco de Histoéria 9

presente do mesmo e a projecao para o valor futuro.

Segundo Bohrn - Bawerk, Eugen Von (1986, p.300)

A relacdo de necessidade e cobertura no presente e no fu-
turo, a subavaliacao excessiva de alegrias e tristezas futuras,
e a superioridade técnica de bens presentes fazem com que,
para a grande maioria das pessoas, o valor de uso subje-
tivo de bens presentes seja maior do que o de bens futuros
da mesma espécie. Dessa situacao de avaliacbes subjetivas
resulta, no mercado em geral, uma superioridade dos bens
presentes relativamente a valor de troca objetivo e preco de
mercado. KEssa superioridade retroage e faz com que facam
uma avalia¢do subjetiva (do valor de troca) mais alta dos
bens presentes também aquelas pessoas que, por suas con-
dicoes pessoais casuais, ndo atribuem a esses bens presentes
um valor de uso subjetivo maior. Ao final, as tendéncias
niveladoras do mercado fazem com que a inferioridade do
valor dos bens futuros apresente uma proporgao regular com
o intervalo de tempo que os separa do presente. Por con-
seguinte, na Economia da nagdo ha uma inferioridade geral
dos bens futuros, no tocante ao valor subjetivo. de acordo
com o intervalo de tempo que os separa do presente.

Podemos entender essa diferenca entre bens futuros e presentes exatamente
como o inicio do manancial que origina Juro. Como fator de relevancia, tem
como mais simples entendimento o empréstimo (verdadeira troca de bens pre-
sentes por bens futuros), onde uma determinada pessoa X (denominada credor)
d& a uma pessoa Y (denominada devedora) uma determinada quantia de bens
presentes, transferindo a segunda livre arbitrio sobre a quantia dada, porém,
em oposigao, o devedor Y da a X uma garantia exata de mesma espécie (ou

género), porém futuros, transferindo o livre arbitrio a X.

Nesta transferéncia biunivoca de propriedades fica claro que uma é remune-
racao da outra, diferindo simplesmente o fato de uma pertencer ao presente e
a outra ao futuro. E, como citado anteriormente, o preco de mercado sempre
favorece os bens presentes e, neste caso, Y deverd pagar uma quantia maior

por eles (prémio, 4gio ou mesmo contrapartida), & qual denominamos Juro.
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2 - Juros na atualidade e os

Sistemas de Capitalizacao

2.1 Juro

A Matematica Financeira tem como alvo principal a analise de quantias
monetarias que sao permutadas em intervalos diferentes ao longo da linha
do tempo. Apesar de alguns autores nao concordarem que o dinheiro seja
produtivo ao longo do tempo, a grande maioria concorda que sim e a pratica
do estudo de quantidades monetarias em tempos diferentes tornou-se alvo de
estudos e debates calorosos entre autores. Porém, todos sao unanimes em
concordar que a Matematica Financeira pode ser descrita como o que afirma

Faro (1982, p. 13) “|...] o estudo da evolugao do dinheiro ao longo do tempo”.

Segundo Siva (1992) os fatores béasicos da produgao se agrupam em trés
itens: Trabalho (Contribuigdo do ser humano, na producao, em forma de ati-
vidade fisica e mental); Capital (é o conjunto de equipamentos, ferramentas
e maquinas, produzidos pelo homem, que nao se destinam a satisfacao das
necessidades através do consumo, mas concorrem para a producao de bens e
servigos, aumentando a eficiéncia do trabalho humano) e Recursos Naturais

(elementos da natureza utilizados pelo homem com a finalidade de criar bens).

Para Faro (1982), do ponto de vista da economia, a remuneragao a qualquer

titulo atribuida ao fator Capital é denominada Juro.

Desta forma, ao tomarmos emprestado ou emprestarmos determinada quan-
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tia num determinado intervalo de tempo, costumamos cobrar uma certa impor-
tancia, & qual chamamos Juro, de maneira que ao se findar o prazo estipulado,
passaremos a ter nao somente a quantia inicial emprestada, mas também os
acréscimos que faca a compensacao da nao utilizacao do Capital por nos, exa-

tamente durante todo o periodo em que nao ficamos de posse dele.

O Juro a ser cobrado numa determinada transacao financeira é efetuado
mediante um indice, um coeficiente, que expressa o valor do Capital a ser em-
pregado na transagdo. A este indice (coeficiente) damos o nome de taza de
guros, que serd sempre referida a um determinado intervalo de tempo e que
representa nada mais nada menos que o preco do Capital que esta sendo nego-
ciado naquele periodo de tempo. Esta taxa de crescimento (ou decrescimento),
TC, é obtida fazendo o quociente entre a diferenga de valores (futuro menos

atual) pelo valor atual:

Valor Futuro — Valor Atual
Valor Atual

TC =

As taxas de juros podem ser empregadas de duas formas: forma unitéaria,
que mostra o valor de cada unidade do capital empregado naquele intervalo
de tempo ou forma percentual (mais utilizada), que mostra o valor de cada

100 unidades do capital empregado no referido intervalo de tempo.

2.2 Os Sistemas de Capitalizacao

Entendemos por Capitalizagao o processo pelo qual os Juros sao incorporados
ao Capital que esta sendo colocado em estudo. Universalmente temos dois tipos
de Sistemas de Capitalizacao, a saber: O Sistema de Capitalizacao Continua

e o Sistema de Capitalizacao Descontinua.

2.2.1 O Sistema de Capitalizacao Continua - SCC

No Sistema de Capitalizacao Continua, como o proprio nome assim o define,

os Juros sao incorporados ao Capital a cada intervalo de tempo infinitesimal,
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ou seja, o Capital aumenta continuamente quando o intervalo de tempo deixa
de ser uma variavel discreta e tende a ser uma variavel real. A cada segundo,

a cada décimo de segundo, os juros sao incorporados ao Capital.
A nomenclatura a ser utilizada em nossas consideracgoes sera:
1 = taxa de juros na forma unitaria;
n = tempo na mesma unidade a que se refere a taxa;
C ou Cy = Capital ou quantia inicial;

J ou J, = Juros referentes ao Capita C & taxa de Juros ¢ no intervalo de

tempo n;

C,, = Montante (soma do Capital com os Juros referentes ao periodo consi-
derado).

Vamos considerar C' o valor de um certo Capital num determinado momento

do tempo n.

Sabemos que no intervalo de tempo
n—+ A,

havera uma incorporacao de juros J, referente a utilizacao do Capital C' neste

periodo, de forma que, ao final do periodo n + A,, teremos um montante
C,=C+J,.

Sabemos pela definicao de taza de crescimento: TC , que para um intervalo
de tempo unitario, a taxa de crescimento T'C', que serd a taxa de juros i neste

periodo, sera dada por:

Porém, C),, — C' é exatamente a quantidade de juros referentes a este periodo

unitario; ou seja:
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e, caso o periodo nao seja unitario, mas seja um periodo n, a taxa de juros

serd dada por:

Considerando um intervalo infinitamente pequeno de tempo dn, podemos

substituir o acréscimo J, pela diferencial dC,,.

Chamando a taxa de juros relativa a este intervalo de tempo infinitamente
pequeno como taza instantdnea de juro e a representando por i, podemos

escrever:

dc,
(Cn)-(dn)

dC,—(i).(Cy).(dn),

que é uma equacao diferencial de primeira ordem, mostrando-nos com isso que
a fracao de juros correspondente & aplicacao é diretamente proporcional ao
intervalo de tempo infinitamente pequeno e também ao Capital em questao, e,
mais ainda, a constante de proporcionalidade entre as grandezas é a taxa de

juros instantanea 7.

Resolvendo a equacao diferencial teremos:

/an :/(i).(cn).dn:/dgn :/(i).dn:zn(on) — (i).(n) + K.

Em que [n(C,) representa o logaritmo natural de C,, e K uma constante de

integracao.

Como K é uma constante de integracao, se tomarmos K = [n(K), poderemos

escrever, sem perda de generalidade:
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In(Cy,) = (i).(n) + In(K).

Sabemos que na época zero (n = 0), o Capital é o inicial, que chamaremos de
Co, e que é um valor conhecido, pois é dele que se trata nosso estudo. Assim,

tomando a solucao da equacao diferencial e fazendo n = 0 e C,, = Cj teremos:
In(Cy) = (1).0 + In(K),
que nos leva em Cy = K, mostrando que a constante de integracao ¢ o lagaritmo

natural do capital inicial.

Voltando a formula, poderemos entao escrever:

In(C,) = (i).(n) +In(K)

In(C,) = (i).(n) +In(Cy)
In(C,) —In(Cy) = (i).(n)

In(=-) = (i).(n)

[{3P%)]

em que “e” ¢ o algarismo de Neper, nimero Irracinal, que pode ser obtido

através da formula:

1
e=) — =27TI8281828....

n!

Graficamente a funcao C, = Cy.e-(™ ¢ uma exponencial continua crescente
0

que, a partir de um capital inicial e uma determinada taxa de juros instantanea,

permite-nos encontrar o montante formado em qualquer instante, dentro de um

Sistema de Capitalizacao Continua.
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O grafico que se segue mostra mais claramente a variacao da funcao. Nas
ordenadas temos o capital inicial para a data n = 0 e, a cada intervalo infi-
nitesimal de acréscimo de tempo n (nas abscissas), teremos um montante C,,

que é obtido através da funcao:

C, = C’O.e(i)'(”)

Montante (C,) 4

-~

C1 T LI o

Capital inicial (Cy)

Tgmpo (n)

Figura 2.1: Exponencial de uma capitalizagao continua

Note que os juros formados em qualquer instante serd dado pela diferenca

entre o Montante C), e o capital inicial Cy, levando-nos a:

Jn - Cn - CO
Jn = C(](@Zn) — 00
Jn = CQ.(Gi'n — 1)

Como a taxa de juros é instantanea, no Sistema de Capitalizacao Continua, o
juro é formado a todo momento (o intervalo de tempo é infinitamente pequeno)
e incorporado ao capital inicial instantaneamente e, tudo isso, passando a

render juros no tempo infinitesimal seguinte, mostrando que, num intervalo de
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tempo perfeitamente definido com inicio e fim, os juros sao formados de uma

maneira continua e ininterrupta, exponencialmente crescente.

2.2.2 O Sistema de Capitalizacao Descontinua - SCD

Este é o Sistema de Capitalizacao adotado realmente na préatica. Os juros
sO sao incorporados ao capital no final do periodo a que se refere a taxa ou
a capitalizacao. O capital aplicado recebe ao final de cada periodo finito de
tempo o acréscimo dos juros, que é diretamente proporcional a esse capital e,
como no Sistema de Capitalizacao Continua, a constante de proporcionalidade

entre eles é a taxa de juros para o periodo considerado.

Seja C,, um capital considerado numa determinada época da linha do tempo
n. Apo6s um periodo a que se refere a taxa o novo tempo serd n+ 1 e o capital
que na época n era C), sofrerd um acréscimo por unidade equivalente a taxa i,
e neste caso, serd acrescido de C),.i , sendo este acréscimo os juros referentes

a este periodo unitario; ou seja:
J = (C).(1).
Assim, o montante C,,,; formado na época n + 1 sera:

Cn+1 - Cn + Onl

que é uma uma recorréncia linear de primeira ordem; e resolvendo-a, tomando

Cy como o capital inicial na data zero, teremos:
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O, = Co(l+1)
Cy, = Cp.(1+41)
Oy = Co(l+1i)
Cy = Cy(l+41)

(C1)(C2).(C3). ... (Crq)(Ch) = Co(1414).C1.(1410).Co.(1+14). ... .Cpq.(1+1)
Cn = Co.(140)"

fornecendo-nos o montante (a soma do capital mais os juros referentes ao
periodo) no Sistema de Capitalizagdo Descontinua aplicado a uma determinada

taxa ¢ por um periodo finito de n vezes a que se refere a taxa dada.

E muito importante salientar que os juros s6 sao incorporados ao capital para
formar um novo montante apds vencido o tempo a que se refere a taxa. Caso
haja interrupgao no perfodo, antes de finaliza-lo, os juros nao sao incorporados
ao capital e, neste caso, retira-se somente a quantia inicial aplicada ou a quantia
existente no inicio do periodo, salvo em casos em que é especificado o tempo de
capitalizacao; como por exemplo, a taxa de juros é anual, mas a capitalizacao
é mensal. Neste caso, os juros sao incorporados més a més. Como o0s juros
s6 sao incorporados ao capital no final do periodo a que se refere a taxa ou

capitalizacao, teremos um grafico do tipo apresentado a seguir:
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Montante (C,)

Gy f—
P Juros referentes ao periodo n,
Cs —
- Juros referentes ao periodo n;
G, —
g Juros referentes ao periodo n,
P

Juros referentes ao periodo n,

Capita inicial () g

LY

T7empo (n)

0 N N Ny Ny s

Figura 2.2: Grafico de uma capitalizacao descontinua

Dessa forma, o total de juros formados entre o tempo n = 0 e o tempo igual

a n sera:

J, = C,—C
Jn - Oo(]_ + Z.)n - C()

J, = Co.f(1 40" —1].

Mas ¢ possivel também que os juros nao sejam incorporados ao capital para
juntos renderem juros novamente. Neste caso, o Sistema de Capitalizacao se
mantém Descontinua, porém os juros s6 sao devidos ao principal e, de acordo
com a definicao de taxa, a qualquer momento, se C é a quantia inicial aplicada,
a cada periodo de tempo a que se refere a taxa, o valor dos juros serd sempre

constante e igual a J,, = (Cy).i , o que graficamente poderia ser representado

como mostramos a seguir:
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Montante (C,)
| . E e R —
: | Juros referentes ao tempo ny
03 --------------- =-.- R CEE L PR
| i Jutos referentes ao tempo n;
o ) p— el
: | Juros referentes a0 tempo n;
Cif---- T T SEEE EEEEPLEET
s ] ! i Jurosireferentes ao tempo n
Capital inicial (Co) s ---- t-= - -k=snoposnmmesns
I B N B N
I
0 m m m ongon Tempo (n)

Figura 2.3: Grafico de uma capitalizacao descontinua simples

2.2.3 A distincao entre o Regime de Juros Simples e o

Regime de Juros Compostos

De acordo com as consideracoes da subsecao anterior, o Sistema de Capita-
lizacao Descontinua pode acorrer de duas formas: os Juros sao incorporados a
quantia imediatamente anterior e ambos passam a render juros novamente ou
os Juros sao devidos somente & quantia inicial aplicada e constantes ao longo
de todo processo. Estes casos sao definidos, respectivamente, como: Regime
de Juros Compostos (RJC) e o Regime de Juros Simples (RJS).

A principal diferenca entre eles é que, no primeiro regime, os juros referentes
a um periodo sao incorporados ao capital anterior e, a partir dai, capital mais
juros passam a render juros no periodo seguinte; ¢ o famoso juro sobre juro.
Ja no segundo, os juros sao sempre devidos somente sobre a quantia inicial

aplicada, ou seja, sao constantes durante todo o periodo de aplicacao.

Para melhor entendimento sobre os Sistemas de Capitalizacao Continua e o
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Sistema de Capitalizacao Descontinua com juros simples e compostos, mostra-
remos um quadro onde a quantia inicial aplicada sera a mesma (R$ 1 000, 00),
por um mesmo periodo e uma mesma taxa, que, para facilidade de entendi-
mento, usaremos 1% ao periodo. Neste quadro podera ser observado periodo
a periodo e, com “saltos” de periodos, o montante C), que é formado utilizando

cada um dos Sistemas de Capitalizacao e Regime de Juros das formas citadas.

Tabela 2.1: Tabela comparativa entre os dois tipos de capitalizacao e os dois
sistemas de juros:

Cn
n | Capitalizacao Continua Capitalizacao Descontinua
Juros Compostos | Juros Simples
0 1 000,00 1 000,00 1 000,00
1 1 010,05 1 010,00 1 010,00
2 1 020,20 1 021,10 1 020,00
3 1 030,45 1 030,30 1 030,00
4 1 040,81 1 040,60 1 040,00
5 1 051,27 1 051,01 1 050,00
6 1 061,84 1 061,52 1 060,00
7 1 072,51 1 072,14 1 070,00
8 1 083,29 1 082,86 1 080,00
9 1 094,17 1 093,69 1 090,00
10 1 105,17 1 104,63 1 100,00
20 1 221,40 1 220,19 1 200,00
30 1 349,86 1 347,85 1 300,00
40 1 491,82 1 488,86 1 400,00
50 1 648,72 1 644,63 1 500,00
100 2 718,28 2 704,81 2 000,00

Observa-se a diferenca entre os montantes e juros formados para cada um dos
sistemas e regimes adotados. O confronto desses valores tumultua o mercado
financeiro, principalmente no trocadilho de palavras e propagandas enganosas

a0 se oferecer empréstimos ou fazé-los.

Com o objetivo de apresentar ao final uma proposta para aprendizagem dos
temas no Ensino Médio, descreveremos cada um separadamente: O Regime de

Juros Simples (RJS) e o Regime de Juros Compostos (RJC).
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3 - O Regime de Juros Simples
(RJS)

3.1 Introducao

Como ja foi dito, internacionalmente, trabalha-se com o Sistema de Capi-
talizacao Descontinua, adotando um dos dois regimes de juros: o Regime de
Juros Simples (RJS) ou o Regime de Juros Compostos (RJC). Ja demonstra-
mos formalmente os Sistemas de Capitalizagao e os dois Regimes de Juros.
Partiremos da definicao de cada um e faremos as construcoes necessarias para

melhor entendimento de ambos os regimes.

3.2 Juro Simples

No Sistema de Capitalizacao Descontinua e Regime de Juros Simples, os ju-
ros produzidos em varios periodos financeiros sao constantes em cada periodo
e proporcionais ao capital inicial aplicado, sendo a constante de proporcionali-
dade chamada de taxa de juros. Entao, um capital Cy colocado a render juros

a taxa ¢ no fim de um periodo financeiro n = 1 produzird um juro tal que:
J1 = (Cp).(7).

Como os juros sao sempre os mesmos durante todos os periodos, teremos:
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Jh=dh=Jd3=...=J,=Chi

Portanto, no final de n periodos, a quantidade de juros simples formada sera
de:

J, = Coin,

que é a formula fundamental para o calculo dos Juros Simples.

OBSERVACAO: Insistimos no fato de que na utilizacdo de uma formula é
necessario que as grandezas que se relacionam estejam num mesmo sistema de
unidade de medida. Sabemos que a taza sempre se refere a uma predetermi-
nada unidade de tempo; na féormula aparece a grandeza tempo. Neste caso, é
necessario que tazra e tempo estejam na mesma unidade. Como a taxa é a cons-
tante de proporcionalidade que relaciona as duas grandezas, necessariamente

o tempo de capitalizacao deveréd estar na mesma unidade da taxa.

Como podemos observar pela propria formula do calculo do Juro Simples,
trata-se de uma funcao linear e, portanto, torna-se indiferente transformar a
unidade da taza para unidade do tempo ou vice-versa; mas o importante é que

ambos estejam na mesma unidade.
Por exemplo:

Considere um capital de R$ 1 000, 00 aplicado & taxa de 1% ao més por um
periodo de 1 ano. Qual serd a quantidade de juros simples acumulada neste
periodo?

RESOLUCAO:

Vejamos a resolugao deixando a taxa de juros ao més e transformando o tempo
em 1meses:

Cp = 1000

1 =0,01

n =1 ano =12 meses

Como J,, = Cy.i.n = J15 = 1000.0,01.12 = J1» = 120

e, portanto, os Juros Simples acumulados sao de R$ 120, 00.
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Vejamos agora a solugao transformando a taxa mensal em taxa anual:

Cy = 1000
1 =0,01.12=0,12
n=1 ano

Como J, = Cy.1.n:
J1 =1000.0,12.1 = J; =120
e, portanto, os Juros Simples acumulados sdao de R$ 120,00, o que nos leva a

mesma resposta.

Cabe ressaltar a relacao de proporcionalidade dentro de Regime de Juros
Simples (RJS) uma vez que, como os juros s6 sao incorporados ao final do
periodo a que se refere a taxa, caso a taxa seja anual e a pessoa desejar fazer
o resgate em dez meses, por exemplo, ela nao ficaria prejudicada, pois supoe-
se que os Juros Simples se comportem de uma maneira linear ao longo do
periodo, o que torna as duas taxas equivalentes (apesar de serem em periodos

diferentes, traduzem o mesmo montante quando aplicadas no mesmo tempo).

3.3 Juro Exato e Juro Comercial

Para operagoes de curto prazo costuma-se utilizar o Regime de Juros Simples
e, mais ainda, é frequente o uso de taxas anuais, motivo pelo qual analisaremos
mais a frente as convencoes: Linear e Exponencial. Neste caso, toma-se o
tempo em dias e, para tanto, consida-se dois tipos de juros:

1-) Juro exato J.: Se considerarmos o ano com 365 dias.
2-) Juro Comercial J.: Se considerarmos o ano com 360 dias.
Em ambos, utiliza-se a mesma férmula, porém, o tempo n é dado em dias d, e
a taxa ¢ é dada ao ano, ou seja:
_ Coid 7 Co.1.d
° 365 © 360

As divisoes, repectivamente, por 365 e 360 sao exatamente a transformacao do

tempo n dado em dias para a unidade da taxa ano.
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Vejamos um exemplo numérico que distingue claramente os dois tipos de

juros:

Uma pessoa tomou como empréstimo a quantia de R$ 10 000,00 no dia 12
de abril de 2015 e se propos a paga-lo em 24 de julho do mesmo ano a taxa de
19% ao ano. Qual foi o total de juros pagos, em se considerando Juro Exato e
Juro Comercial?

RESOLUCAO:

Inicialmente precisamos verificar quantos dias existem entre as datas: emprés-
timo/pagamento.

Empréstimo em 12/04/2015 e pagamento em 24/07/2015.

Teremos:

Abril = 18 dias; Maio = 31 dias; Junho = 30 dias e Julho = 24 dias. (note que
a data do empréstimo nao é considerada. Porém a data do pagamento, sim).
Logo, d = 103 dias, i = 10% ao ano e C' = 10000.

Co.i.d _ 10000.0,19.103
365 365

Co.i.d ~10000.0,19.103
360 360
A diferenca entre as respostas se prende exatamente de haver diferenca de

Juro Exato: J, = — J, = R$ 536, 16;

Juro Comercial: J, = — J. = R$ 543,61.

dias, em se tratando de ano exato e ano comercial. Cabe a ressaltar que
nas transacoes bancarias sao utilizados os Juros Comerciais quando a parte
interessada for a Instiuticao Financeira e os Juros Exatos quando o interessado

for o cliente.

3.4 Valor Atual e Valor Futuro

E muito comum entre diversos autores a utilizacao de nomenclaturas dife-

rentes para traduzir a mesma coisa.

Na Matematica Financeira, entendemos por Capital o valor que sera aplicado

inicialmente numa determinada entidade financeira para render juros futuros.
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Este valor pode ser tratado também como “Valor de Face” ou “Valor Atual” ,
e também pode assumir diversos simbolos que o represemtam:
Capital = C, Capital inicial = Cy, Valor de Face = V F, Valor Atual =V A, e

assim por diante.

Da mesma forma, se quisermos fazer referéncia a um valor capitalizado no
futuro (soma do capital inicial mais juros), podemos traté-lo como:
Montante = M ou C),, Valor Futuro = V F, Valor Nominal = VN, e assim

por diante.

Na verdade, o que importa é que saibamos a qual quantia estamos fazendo

referéncia e em qual linha do tempo ela se encontra.

Outro termo muito comum utilizado pelos autores é “capitaliza¢ao”, que sig-
nifica levar o dinheiro para datas futuras, ou seja, datas que estao a frente do
valor monetario em estudo e “descapitalizacao”, que é levar o dinheiro para

datas passadas, anteriores a data onde ele se situa.

Utilizaremos C,, quando quisermos fazer referéncia a determinada quantia na
data n, Cy ou simplesmente C para o dinheiro na data zero, i para a taxa de
juros na forma unitaria e n o intervalo tempo entre a data na qual se encontra
a quantidade monetéaria e a data para onde se quer deslocé-la.

Assim sendo:
Jp=CpineC,=Cy+J,
temos que:
Cn=0Cop+ Cpin,
que nos leva em
Ch=0Co.(1+1in),

que é a formula que nos permite transportar o dinheiro ao longo do eixo do

tempo capitalizando-o ou descapitalizando-o, no Regime de Juros Simples.
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A parcela multiplicativa (1 + in) é denominada de fator de capitalizagao ou

descapitalizacao para o RJS.

Caso queiramos capitalizar determinada quantia no RJS multiplicamos por
(14+i.n) e caso queiramos descapitalizar determinada quantia no RJS dividimos

por (14 i.n).

E importante observar que, no Regime de Juros Simples a capitalizacio é
uma funcao AFIM, ou seja, o montante formado obedece a um crescimento

linear ao longo do tempo, como pode ser visto:
C,=0C.(1+1in)

enquanto que a descapitalizacdo nao é uma funcao com variacao linear, ou seja,
os valores atuais quando gerados por uma descapitalizacao sao segundo uma
fungao poténcia ( f(z) = 2 ,a = constante) ao longo do tempo, podendo ser

um arco de hipérbole.
C=C,(1+in)!

No capitulo 6 teremos oportunidade de fazer uma abordagem mais profunda

sobre o assunto.
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4 - O Regime de Juros Compostos
(RJC)

4.1 Introducao

Apesar de alguns autores considerarem o RJC como um Sistema de Capi-
talizagao Continua (FARIA, 2000), discordamos de tal referéncia, pois mesmo
no RJC, os juros s6 sao incorporados ao capital apos findado o tempo a que
se refere a taxa ou ao tempo de capitalizacao, conforme poderé ser observado
mais adiante. Portanto, o RJC também é um Sistema de Capitalizacao Des-
continua, onde os juros devidos/recebidos ao final do periodo sao incorporados
a4 quantia inicial e a partir dai, ambos, quantia inicial mais juros, passam a
render juros no periodo seguinte. E o famoso Juro sobre Juro ou também

anatocismo.

Adotaremos as mesmas nomenclaturas utilizadas no Regime de Juros Sim-
ples, a fim de que possamos familiarizar com os mesmos e entender a que eles
se referem, insistindo no fato de que o importante nao sao os nomes e nem 0s
simbolos, mas, sim, saber quando a referéncia é feita sobre quantias futuras,

passadas ou atuais.

4.2 Juros Compostos

Adotaremos:
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Jn, = juros formados numa determinada data n.
Cy ou C' = Capital inicial ou Valor de Face ou Valor Inicial.
1 = Taxa de juros compostos na forma unitaria num intervalo de tempo.

C,, = Montante ou Valor Nominal ou Valor Futuro numa determinada data n.

Sabemos que os juros de um determinado periodo sao incorporados ao capital
do periodo anterior, passando esta nova soma (capital + juros) a render juros

no periodo seguinte, ou seja:

n=0 — Cy=0C,
n=1 = C, =Cy+Cpi.l=Cy(1+41)
n=2 = (Cy,=0C+C.il=C.(141)
n=3 = (C3=03+Cyil=Cy(141)
— .=
n=n = Cp=Cyy+Cyril=Cn,.(1+1),

levando-nos a uma recorréncia de primeira ordem e, para resolvé-la, basta que
multipiquemos membro a membro os dois lados da igualdade a partir de C

chegando em:

o - Co.(1419).C1.(1 +14).Co(1 +4)....Croq.(1 +49)
" (C1).(C2).(Cy). ... (Cry)
C, = Co.(140)",

que é a formula que permite-nos calcular qualquer valor futuro no RJC conhecendo-

se a taxa de juros, a quantia inicial e o tempo de aplicagao.

A parcela multiplicativa: (1 + ¢)" é denominada de FATOR DE CAPI-
TALIZACAO no regime de Juros Compostos e é exatamente este fator que
nos permite deslocar o capital ao longo do eixo do tempo para o passado

(descapitalizando-o, ou seja, dividindo pelo fator de capitalizagdo) ou para o
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futuro (capitalizando-o, ou seja, multiplicando pelo fator de capitalizagao).

Como os Juros Compostos num determinado periodo n é dado por:

J, = C,, — Cy, podemos escrever:

que é a formula que nos permite calcular os juros compostos a uma taxa 17

sobre um capital inicial Cy por um periodo n.

Podemos mostrar agora que o Regime de Juros Compostos nao é um Sistema

de Capitalizacao Continua.

Vimos imediatamente acima que os juros compostos referentes a um periodo

n sera:
Jn = Co.[(1+4)" — 1.

Vimos também, quando da definicao do Sistema de Capitalizacao Continua,

que o8 jUI"OS referentes ao mesmo periodo N Sera:
Jn == C’o.(ei'" — 1)

Pela tabela 2.1 da pagina 20 é de se conjecturar que os juros referentes a uma
Capitalizacao Continua sejam maiores que os juros formados pelo Regime de
Juros Compostos. Provando-se isso, esté claro que o Regime de Juros Com-
postos nao é uma Sistema de Capitalizacao Continua uma vez que traduzem

resultados diferentes. Assim

Co.(e™ —1) > Co.[(1+9)" — 1] = e > (1 +4)"
comon>0,¢e>1+i=¢ —(1+1i) >0
Analisando a fungao h(i) = e’ — (1 +4) com i € R, , percebemos que:
h(i)=¢ —1
como i > 0 e e > 1 segue que e’ — 1 > 0, e portanto h(i) e crescente.

Se i =0 = h(0) =0, e portanto e’ — (1 +1) > 0.
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Logo, o Regime de Juros Compostos nao é um Sistema de Capitalizagao

Continua.

Podemos fazer a interpretacao grafica das duas funcoes:
chamando g(i) =1+ie f(i) = €', com i € R,

e tomando as duas num mesmo sistema de eixos cartesianos, observamos que

g < f sempre, sendo igual somente quando ¢ = 0.

Figura 4.4: Grafico comparativo de uma funcao Afim e uma fun¢ao Exponen-
cial
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4.3 Quando, no Sistema de Capitalizacao Des-

continua, tempo nao é uma variavel discreta

Por convencao, no sistema de capitalizacao descontinua, os juros s6 sao in-
corporados ao capital no final do periodo de tempo a que se refere a taxa ou
no final do tempo a que se refere o periodo de capitalizacao. Mas é muito
comuin nos paises onde a economia é estavel, as taxas serem dadas ao ano e,
neste caso, em se retirando a quantia aplicada antes do intervalo considerado,
torna-se injusto perder os juros referentes ao periodo. Varios autores sugerem

dois tipos de agoes: A convencao linear ou a convencao exponencial.

Na Convencao Linear, como no RJS, supoe-se que a taxa varie proporcional-
mente ao tempo e, basta fazer a conversao proporcional, como por exemplo:
taxa anual para mensal, divide-se por 12; taxa anual para semestral, divide-se
por 2, e assim por diante. Toma-se a parte inteira da taxa e a capitaliza através
do fator de capitalizacdo composto (1 4 i)™ e a parte fracionaria P com peq
numeros naturais, sera capitalizada pelo RJS, ou seja: !

Se n é o tempo que o capital fica aplicado, para calcularmos os juros referentes
a este tempo procedemos da seguinte forma:

* Transforma-se este tempo na mesma unidade da taxa escrevendo-o sob a

forma de uma fracao mista, n = m + b
q
* Os juros serao calculados: J, = [(1+14)™.(1+ i.z—?) —1).

q
Na segunda, a Convencao Exponencial ¢ a mais logica, uma vez que o mon-

tante no RJC é obtido através de uma funcao exponencial. Neste caso, basta

.- , . . p
substituir n que estd na forma discreta pelo seu respectivo valor n = m + -

q
P
diretamente no fator de capitalizacao, ou seja:  J, = [(1+4) 9 —1]. Analo-

gamente, fazemos o mesmo para o célculo de um determinado montante C,, a

partir de um capital Cy & uma taxa de juros compostos ¢ por um periodo nao

discreto n = m + B:

q
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PELA CONVECAO LINEAR: C, = Cp.(1 +1)™.(

1+i2
q

).

PELA CONVENCAO EXPONENCIAL: C, = Cp.(1 414)™4.

Vamos analisar o confronto direto entre os montantes formados pela conven-

¢ao linear e pela convencao exponencial, observando as informacoes da tabela

abaixo:

Consideremos um capital inicial de R$ 1 000,00 aplicado & taxa de 15% ao

ano por um periodo de capitalizagao mensal (os juros serao incorporados men-

salmente). Pela tabela observamos que a conven¢ao linear gera um montante

maior que a convencao exponencial. Apesar de nao estarmos trabalhando com

o tempo como uma varidvel discreta, esta desigualdade pode ser facilmente

demonstrada através do calculo diferencial e integral, como também da anélise

grafica das funcoes envolvidas.

Tabela 4.2: Tabela comparativa entre as convecoes Linear e Exponencial:

Montante formado (C),)
n = meses - (ano) | Convengao Linear | Convenc¢ao Exponencial | Diferenca
0-(0) 1.000,00 1.000,00 0,00
1-(1/12) 1 012,50 1 011,71 0,79
2-(2/12) 1 025,00 1 023,57 1,43
3-(3/12) 1 037,50 1 035,56 1,94
1-(1/12) 1 050,00 1 047,69 2,31
5-(5/12) 1 062,50 1 059,96 2,54
6-(6/12) 1 075,00 1072,38 2,62
10 - (10/12) 1 125,00 1 123,52 1,48
20 - (20/12) 1 265,00 1 262,30 2,70
30 - (30/12) 1 421,69 1 418,22 3,47
10 - (10/12) 1 596,02 1 593,40 3,52
50 - (50/12) 1 792,73 1790,23 2,50
100 - (100,/12) 3 211,07 3 204,91 7,06

Precisamos comparar o montante formado pela convengao linear (L,,) com o

montante formado pela convengao exponencial (E,,).

Pela anélise da tabela acima, podemos conjecturar que o montante

formado pela convencao linear é maior que o formado pela convencao
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exponencial. Precisamos provar isso, ou seja:

L” > En
Ly=Co(l+)™(14i0) > Ey=Co(l4+i)"h.
q

Co.(1+)™(1+iL) > Co(1+i)™"i.

q
(1+¢)m.(1+¢.§) > (4™ (144
(1 +i.§) > (144)s

Se provarmos a ultima desigualdadede acima, estaremos provando que o mon-
tante formado pela Convencao Linear (L,,) serd maior que o montante formado

pela Convengao Exponencial (E,). Para isso faremos P _ I e substituiremos

q
nela:

(1+z’.§) > (1+d)i=0> 1+ —(1+ik) = (1+i)*—(L+ik) <0

Analisando a funcao:
f@)=Q+i)F—(1+ik), ieRe0<k<l,
sua derivada primeira em relacao a ¢ sera:

fl@) = k(Q+d) —k
/(- o 1 o
) = k((lﬂ')” 1)

sabemos que: (14+1¢) >1e0<1—k < 1. Portanto:

! 1
(1+4)t-*
1
ot S
1
k((1+z’)1—’f ) <0
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Portanto, qualquer que seja o valor deie Ry e 0 < k < 1, a funcao f(i) sera

decrescente.

Sei=0= f(0) =0 e portanto (1 +i)* — (1 +1i.k) <0sei >0
(1+ik) > (140
(1 +z’.§) > (1+1)4

como queriamos demonstrar, a convencao linear sempre produzird montantes

maiores que a convenc¢ao exponencial.

Podemos confirmar a demonstragdo acima através de uma anélise gréfica.
A primeira funcdo apresentada (Convencao Linear) ¢ afim e seu coeficiente

angular ser& b > 0 e portanto, é crescente com coeficiente angular maximo
q
quando b tende a 1.
4q

A segunda fungao apresentada (Convencao Exponencial) é irracional com

grafico crescente muito lentamente (crescimento menor que a fungao afim).

Uma anélise pode ser feita, observando-se o grafico de ambas com variaveis
reias dentro de seus intervalos de dominio. Nele podemos perceber que elas
se igualam somente quando o tempo é zero, ou seja, no inicio do processo de
capitalizacdo. A partir dai, a funcdo afim sempre serd maior que a irracional,

P,

q

evidentemente, para valores de 0 <

Lo=(1+%4), o0<fc<c1
q q

-----------
..........
........
...........
.......
ST

05

Figura 4.5: Graficos das fungoes de convengoes Linear e Exponencial.

Ressaltamos neste caso que as Instituicoes Financeiras, novamente, utilizam

a duplicidade de relacoes com seu cliente. Caso o cliente faca uma aplicacao
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de uma determinada quantia e queira resgata-la antes do periodo a que se
refere a taxa ou capitalizacao, ele fara o resgate sem a incorporacgao dos juros
proporcionais ao tempo que a quantidade financeira ficou aplicada sem formar

o periodo inteiro para capitalizi-la.

Por outro lado, caso o cliente queira fazer o pagamento de um empréstimo
antes do periodo a que se refere a taxa, a Instituicao Financeira faré o calculo
dos juros referentes a este periodo e, mais ainda, este calculo seré feito segundo
a Convencao Linear, pois esta convencao, como mostrado acima, proporciona

um juro maior.

Buscamos junto a algumas Instituicoes Financeiras uma legislacao propria

que legitima tal procedimento, mas foi-nos negado tal documento.

Ressaltamos também que tal regulamentacao nao consta na Constituigao

brasileira e muito menos, nao ha controle feito pelo Banco Central do Brasil.

Conforme citado no inicio de nosso trabalho, “A Matemdtica nao mente.

Mente quem faz mal uso dela.” - Albert Einstein.
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5 - Os mais variados tipos de

Taxas

5.1 Introducao

Observemos a frase:
15% ao ano com capitalizacao mensal.

Se levarmos o enunciado ao pé da letra, ele se torna absurdo, pois como
j& vimos, no sistema de capitalizagao descontinua, os juros s6 sao incorpora-
dos ao capital no final do periodo a que se refere a taxa; porém, frases desse
tipo sao muito utilizadas no dia-a-dia das institui¢oes financeiras. Neste caso,
convencionou-se diferenciar as taxas usadas numa transacao financeira em fun-

cao da forma com que ela é apresentada na situacao em estudo.

Veremos a seguir as diferentes formas com que as taxas de juros podem se

apresentar e, de acordo com sua situacao, o nome recebido por elas.

5.2 Taxa Nominal e Taxa Efetiva

A taxa é denominada EFETIVA quando o periodo a que ela se refere coin-
cide exatamente com o periodo de capitaliazacao do capital aplicado. A taxa

efetiva normalmente aparece nas situagoes em que nao ha referencia sobre o
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periodo de capitalizacao ou o periodo da taxa. Vejamos as frases a seguir:

* taza de 10% ao ano
* capitalizacao bimestral de 3,5%

* taza de 1,5% ao més com capitalizacao mensal

Em qualquer uma delas a taxa de referéncia é a taxa efetiva, sendo que na
utima frase foi cometido uma “redundancia”, pois se a taxa é mensal, nao ha

necessidade de reafirmar a capitalizacao mensal.

Existem situagoes em que o periodo de capitalizacao nao coincide com o pe-
riodo a que se refere a taxa ou vice-versa. Apesar de serem situagoes que fogem
as definicoes de sistemas de capitalizacao, sao muito utilizadas no dia-a-dia das

instituicdes financeiras. Tais taxas sdo denominadas de Taxas NOMINAIS.

Para Faro (1982, p.67):

Uma taxa nominal é aquela cujo periodo de capitaliza¢do nao
coincide com aquele a que ela se refere. Ainda por convencao,
a taxa efetiva, que é aquela a ser considerada na aplicagao
das férmulas, correspondente a uma dada taxa nominal é a
taxa que, relativa ao periodo de capitalizacdo mencionado,
lhe seja proporcional - As razdes entre os tempos e as taxas
devem ser oS mesmos.

5.3 Taxa Proporcional e Taxa Equivalente

5.3.1 Taxas Proporcionais

Duas taxas i1 e iy , respectivamentes referentes aos tempos n, e ny serao ditas
PROPORCIONAIS (tanto no Regime de Juros Simples quanto no Regime de

Juros Compostos) se for verdadeira a proporgao:

1 ni

19 no
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Por exemplo: Qual é a taxa mensal proporcional a taxa de 18% ao ano?
RESOLUCAO:

Z(l.CL _ nCL'I’LO

ia.m. nmes
1 ano =12 meses = 18% ao ano
1 més— i,m.

Regra de trés simples e direta = i,,, = 1,5%

Observamos entao que a proporcionalidade entre 1 ano e 12 meses é a mesma

entre as taxas 1,5 e 18, provando a definicao de Taxas Proporcionais.

5.3.2 Taxas Equivalentes

Duas taxas i1 e i serao ditas equivalentes se:
* 4, numa unidade de tempo n; gerar um montante C,, num determinado
tempo n.
*i5 numa unidade de tempo ny gerar o mesmo montante C,, no mesmo intervalo

de tempo n.

Ou seja, duas taxas serao equivalentes se gerarem o mesmo montante no

mesmo intervalo de tempo estando ambas em unidades de tempo diferentes.

E facil perceber que, em se tratando de montante, é necessario saber qual o
regime de juros que esta sendo adotado, pois o montante depende do regime

de juros.

Neste caso, as taxas que sao equivalentes no regime de juros simples nao

serao as mesmas do regime de juros compostos. Vamos analisar cada caso.
TAXAS EQUIVALENTES NO REGIME DE JUROS SIMPLES

Por defini¢do, tomemos uma taxa i; numa determinada unidade k e, & esta
taxa, aplicaremos um capital Cy por um periodo n=1 , na mesma unidade k a
que se refere a taxa i,. Neste caso, o montante C,, formado ao final do tempo

7 Sera:
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C, = 00(1 + Zl].) — (C, = 00(1 + Zl)

Tomaremos agora uma outra taxa is em uma outra unidade de tempo p e,
a esta taxa, aplicaremos o mesmo capital Cy pelo mesmo periodo n—p. Neste

caso, o montante (), deverd ser dado por:

Cn == Co(l + ig.p).
Pela definigao de taxas equivalentes os dois montantes devem ser iguais. Logo:
: . . 4 : 0
C[)(l + 21) = Co(l + Zg.p) — 14+ =1+ 19.p = 1g = ;j

Mostrando claramente que, no RJS as taxas equivalentes sao iguais as propor-

cionais.

Exemplol : Qual é a taxa bimestral no Regime de Juros Simples equivalente
a taxa de 36% ao ano?
RESOLUCAO:
Suponha uma quantia inicial C' aplicada a taxa de 36% ao ano por um periodo
de n anos, no Regime de Juros Simples. O Montante C,,; gerado ao final deste

periodo de aplicagao sera dado por:
Cn1=C.(140,36.n).

Tomaremos agora a mesma quantia C' aplicada por um periodo de n anos a
taxa de i*% ao bimestre. O Montante C,» gerado ao final deste periodo de

aplicacao serd dado por:
Cro = C.(1 4+ i*.(n.6)).

(lembre-se que n devera ser expresso na mesma unidade de *, e, neste caso,
n anos = n.6 bimestres).
Pela definicao de tazas equivalentes, os dois montantes deverao ser iguais, ou

seja, Cp1 = Cpo; logo:
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C.(140,36.n) =C.(1+i*.(n.6)) = 1+4+0,36.n =1+ 6.i*.n = i* = 0, 06,
ou seja, a taxa bimestral equivalente A taxa de 36% ao ano serd a taxa de 6%
ao bimestre; que, conforme a formula proposta, deveria ser dada diretamente

i
por: i* = — = * = ’T = i* = 0,06 = 6% ao bimestre.
p

TAXAS EQUIVALENTES NO REGIME DE JUROS COMPOSTOS

Fazendo as mesmas consideracoes propostas para o RJS teremos:

Co.(14141)" = Co.(1+1y)P
= 1+i = (1+1d2)?
— (1+i2)" = (1+40)
— (1+iy) = (1+i1)?

(1411

:'>7:2 =

EXEMPLO 2: Qual é a taxa bimestral no Regime de Juros Compostos
equivalente A taxa de 36% ao ano?
RESOLUCAO:
Suponha uma quantia inicial C' aplicada a taxa de 36% ao ano por um periodo
de n anos, no Regime de Juros Compostos. O Montante C),; gerado ao final

deste periodo de aplicagao sera dado por:
Cn1=C.(140,36)"

Tomaremos agora a mesma quantia C aplicada por um periodo de n anos a
taxa de *% ao bimestre. O Montante C,5 gerado ao final deste periodo de

aplicacao serd dado por:

(lembre-se que n devera ser expresso na mesma unidade de *, e, neste caso,
n anos = 6.n bimestres).
Pela definicao de tazas equivalentes, os dois montantes deverao ser iguais, ou

seja, My = Ms; logo:
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C.(1+0,36)" = C.(1 +*)5" = (1 +0,36)" = (1 +*)o"
(1,36)5% = (1 +i*)ew = 1,365 =1 +¢*
i* =1,05258 — 1 = i* = 0,05258

i* = 5,258%

ou seja, a taxa bimestral equivalente & taxa de 36% ao ano serd a taxa de
5,258% ao bimestre; que, conforme a formula proposta, deveria ser dada dire-

tamente por:

=14+ 2)% — 1, onde p =6, pois 1 ano — 6 bimestres.
i* = (140,36)F — 1 —> i* = 0,05258 = 5,258% ao bimestre.

Note que as Tazas Equivalentes sao diferentes de acordo com o Regime de
Juros que se adota. Tal fato se explica exatamente pela capitalizacao de juros.
Como no Regime de Juros Compostos os Juros sao incorporados ao Montante
anterior e esta soma passa a render juros no periodo seguinte, ji era de se
esperar que a taxa equivalente no Regime de Juros Compostos seria menor

que a taxa equivalente no Regime de Juros Simples.

Voltamos novamente aqui ao sistema unilateral adotado pelas Instituicoes
Financeiras. Neste caso agora, quando as Instituicoes Financeiras dispoem de
uma taxa em um periodo que seja maior que o de capitalizacao, para conse-
guirem a taxa que capitaliza no periodo solicitado, é utilizado o calculo das
taxas proporcionais, que tanto para o Regime de Juros Simples quanto para
o Regime de Juros Compostos é a mesma. Porém, na realidade Matematica,
a taxa a ser utilizada deveria ser a taza equivalente para o Regime de Juros
Compostos, uma vez que é este o Regime de Juros utilizado na maioria das
vezes pelas Institui¢coes Financeiras. Como no Regime de Juros Compostos a
taxa equivalente & menor que a taza proporcional, adota-se tal procedimento

para majorar os possiveis ganhos.

Mais uma vez insistimos no fato de que nao nos foi permitido acesso a nenhum
tipo de documentacao que regulamenta tal procedimento tampouco consegui-

mos alguma regulamentagao do Banco Central do Brasil.
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Tal procedimento unilateral por parte das Instituicoes Financeiras nao é

questionado pelos clientes e dessa forma, o efeito cidadania torna-se secundario.

5.3.3 Taxa de Juros em um sistema Inflacionario

Uma grande consideracao a ser feita sao as aplicacoes e empréstimos de

quantidades financeiras num sistema inflacionario.

E muito comum nos Paises subdesenvolvidos e em fase de desenvolvimento,
a economia estar sujeita a uma inflacao que extrapola a normalidade. Neste
caso, torna-se importante a compreensao da influéncia da inflacao nas taxas de
juros que fazem parte do mercado financeiro a fim de que se possa estabelecer

um quantificagdo entre o ganho e/ou perda, sobre o real e o ficticio.

Para melhor ilustracao de nossa proposta vamos imaginar uma situagao hi-

potética.

Uma, Instituicdo Financeira pagou, por uma aplicacao, a taxa de 5% ao més,
Juros Compostos, e, neste Pais, a inflacdo neste mesmo més foi de 4% . Se uma
pessoa aplicou a quantia de R$ 10 000,00 neste més, qual serd o seu ganho
real (ou prejuizo)?

RESOLUCAO: Considere duas aplicacdes simultaneas para a mesma quantia
inicial R$ 10 000, 00 para o periodo de um més: Uma a taxa de 4% ao més e
a outra & taxa de 5% ao més, gerando, respectivamente, dois montantes C,,; e

C,2. Teriamos:

Chy = 10000.(140,04) = RS 10 400,00 e,
Cyy = 10000.(1 4 0,05) = R$ 10 500, 00,

O Montantante C),; refere-se & perda do poder de compra devido ao aumento
continuo e generalizado dos precos dos bens e servigos, enquanto o Montante
C)o refere-se ao resultado final da aplicacao na Instituicao Financeira.
Podemos observar claramente que, na verdade, o "ganho'"real do investidor foi
de:
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G = 10500 — 10400 = G'R = R$ 100, 00.

que, na verdade, representa uma taxa de crescimento mensal real

100

= —(.009615 = 0, 9615%.
‘R 10400 ,9615%

e nao 1% como poderia ser analisada numa primeira leitura.

Podemos modelar a situacao proposta acima. Considere:
1; = taxa de inflacao ao periodo k;
ia = taxa de aplicagao financeira (aparente) ao periodo k;
tr = taxa de ganho real ao periodo total n;
n = tempo de aplicacdao na mesma unidade a que se referem as taxas k.
Se C' é a quantia inicial aplicada, podemos escrever que o ganho real G apos

uma aplicacao por um periodo n sera de:
G=C(1+ia)"—C(144)"=G=C[1+ia)" — (1+1)"]

Logo, a taxa de ganho real 15 serd dada por:

Gl +ia)" = (1 +4)" o
= C.?1 )" — 'R =

. 1+ia " 1
ig = -
R 1+i;

Para encontrarmos a taxa equivalente ou proporcional ao periodo k£ devemos

(1+iq)" = (1414;)"
(1+1d;)"

lancar mao das ferramentas mostradas nos iten 5.3.1 e 5.3.2. .

Se retomarmos o exemplo inicial, teremos:
ia = 5% ao mes;
i; = 4% ao més;
n =k =1 més;
ig ="

141y 140,05

n 1
ir = 0,9615% ao més.
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6 - Rendas Costantes

6.1 Introducao

Quando dispomos de varios capitais que ficam disponiveis em determinados
intervalos de tempo, damos o nome a este conjunto numérico de capitais de
“rendas”, e a cada um desses capitais denominamos “anuidades” ou também

“termos”.

Essas anuidades podem ou nao ser iguais. Caso elas sejam todas iguais, que

é o mais normal, denominamos de rendas constantes ou termos constantes.

Caso as anuidades sejam diferentes nos diferentes intervalos de tempo, tere-
mos o que chamamos de rendas de termos variaveis (ou simplesmente rendas

variaveis).

Uma outra terminologia muito usada é o tratamento “Série de Anuidades

Constantes” ou “Séries de Anuidades Variaveis”.

Outra caracterizacao importante é que o intervalo de tempo entre duas anui-
dades deve ser sempre constante, ou seja, o intervalo de tempo entre duas anui-
dades consecutivas deve ser sempre o mesmo para todas as anuidades. Caso
este intervalo for um més a anuidade serd denominada de anuidade mensal
ou renda mensal. Caso o intervalo de tempo seja semestral a anuidade sera

denominada de anuidade semestral ou renda semestral. E assim por diante.
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6.2 Classificacao das rendas

De acordo com o vencimento do primeiro termo da renda ou anuidade, as
rendas poderao ser classificadas em: Rendas Imediatas; Rendas Antecipadas
e Rendas Diferidas, sendo esta tultima de Renda Diferida Imediata ou Renda

Diferida Antecipada.

As Rendas sao ditas Imediatas quando o seu primeiro termo vence exata-
mente um periodo apés a data atual, ou seja, se o contrato é assinado na data
de hoje, a primeira anuidade vencera um periodo apos a data de hoje (se for
mensal, um més apos a data de hoje; se for bimestral, um bimestre apos a
data de hoje, e assim por diante). Numa linha do tempo, considerando a data
n = 0 como sendo a data de hoje, as Rendas Imediatas poderiam ser assim

representadas:

AyA I S IR
7/ i |

2 e n=n-2 n=n-1 n=n

Figura 6.6: Eixo de tempo mostrando uma Renda Constante Imediata.

As Rendas serao consideradas Antecipadas quando a primeira anuidade ven-
cer exatamente na data atual do inicio do contrato, ou seja, é quando a primeira
Renda acontece na data zero. Na linha do tempo da figura abaixo apresenta-
mos um esbo¢o de uma Renda Antecipada. Perceba a diferenca entre as duas
linhas do tempo. Na anterior, na data zero, nao ha anuidade e ha exatamente n
rendas; enquanto que na antecipada, na data zero ha uma renda e ha também,

n anuidades.
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-

|
n-2 n=n-1

e
-

I I I // //_

Figura 6.7: Eixo de tempo mostrando uma Renda Constante Antecipada.

As Anuidades ou Rendas Diferidas acontecem quando o primeiro termo da
mesma tem vencimento (k + 1) periodos apos a data zero. As Anuidades ou
Rendas Diferidas, que possuem um tempo de caréncia, podem ser Imediatas
ou Antecipadas, dependendo da data da primeira Anuidade. Caso a primeira
anuidade esteja (m + 1) periodos apés a data zero a Renda é denominada
Diferida Imediata de m periodos. Caso a primeira anuidade esteja m periodos
apos a data zero a Renda é denominada Diferida Antecipada. Observemos no

eixo do tempo apresentado abaixo:

P P P P P
L 7/___// ] I | /___/1‘ ¢ S
n=0 n=1 n=2 n=m-1 n=m I I 2 I I |

n=m+1 n=m+2 n=m+n-3 n=m+n-2 n=m+n

Figura 6.8: Eixo de tempo mostrando uma Renda Constante Imediata Diferida
de um tempo “m”.

Neste outro eixo do tempo podemos observar uma Renda ou Anuidade Di-
ferida Antecipada de um tempo “m”.

Note que, neste caso, a primeira anuidade antecede a anterior em um periodo

“k”,
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P P P P P P
t + ¢+ 4t
n=0 n:|1 n=2 n=m-1 I I I £ I I I

n=m n=m+l n=m+2 n=m+n-3 n=m+n-2 n=m+n-1

Figura 6.9: Eixo de tempo mostrando uma Renda Constante Antecipada Di-
ferida de um tempo “m”.

6.3 Rendas Constantes no Regime de Juros Sim-

ples

No regime de Juros Simples sao poucos os trabalhos sobre Rendas. Ousamos
fazé-lo exatamente por nao termos conseguido acesso a este tipo de comentario,

uma vez que todas as rendas sao trabalhadas no Regime de Juros compostos.

Mostramos a seguir como poderiam se apresentar as Rendas ou Anuidades

citadas no item anterior dentro do Regime de Juros Simples.

Faz-se necessario esclarecer que ao trabalhar com quantidades monetarias
é preciso fazé-lo numa mesma data. Nao se pode operar dinheiro em datas
diferentes uma vez que, como ja dito anteriormente, todo capital tem seu

preco.

Quando se utiliza o Regime de Juros Simples, se a quantidade monetaria
inserida na transacao for maior que uma, deve-se tomar muito cuidado com a
data a ser escolhida para se trabalhar, pois neste sistema, devido a variagao
dos juros ser linear, ele nao ¢ cindivel ao longo do periodo. Isto é facil de se

perceber através de um exemplo numeérico.

Vamos considerar uma Nota Promissoria com Valor Nominal de R$ 5 000, 00
vencivel de hoje a 6 meses, numa situacao onde os juros financeiros estao na
média de 4% ao més.

Se descapitalizarmos esta NP para a data de hoje encontraremos:
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5000
Co=— =, =4032,26
* 7 14 (0,04).(6) 0 ’

Se capitalizarmos estes mesmos R$ 5 000,00 da data 6 meses para a data 12

meses obteremos:

Num eixo do tempo teriamos a situacao abaixo:

| J/
\L 5 ooo,|oo

6 200,00
4 032,26

I 1m 2m 3m 4m 5m 6m 7|m slm 9.'“ 1(|)m 11|m 12|m

e PP >

Figura 6.10: Eixo de tempo mostrando uma descapitalizagao e uma capitali-
zagao de uma mesma quantia no RJS.

Podemos observar que a quantia de R$ 5 000, 00 na data 6 meses ¢ equivalente
as quantias de R$ 4 032,26 e R$ 6 200, 00, respectivamente, nas datas de hoje

e na data 12 meses.

Como essas quantias sao equivalentes, se levarmos a quantia que estd na
data de hoje (R$ 4 032,26) para a data, por exemplo, 8 meses e se levarmos
a quantia que esta na data 12 meses para esta data (8 meses), é de se esperar

que os resultados sejam iguais, pois traduzem a mesma equivaléncia financeira.

Assim, teremos que a quantia de R$ 4 032,26 que estd na data de hoje

quando levada para a data 8 meses sera:

Co—s = 4032,26.[1 + (0,04).(8)] = Cy_s = 5322, 58
a quantia de R$ 6 200,00 que esta na data 12 meses quando levada para a

data 8 meses seré:
6200

Ciz—s = 77 (0,04).(4)

— 01278 = 5344, 83
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Podemos notar que os resultados encontrados sao diferentes, o que contraria
a equivaléncia de capitais, pois eles deveriam ser iguais, uma vez que partiram

do mesmo valor e sao transferidos de uma data para outra com a mesma taxa.

Num eixo de tempo terfamos a situacao abaixo:

l 5 322,58 5 344,83 ‘
: 1 6 200,00
4 032,26

T 1m 2m 3m 4m 5m 6m 7|m 8|m E)Im ".““ 11|n1 12|m

A AT e

Figura 6.11: Eixo de tempo mostrando uma descapitalizacao e uma capitali-
zagao de quantias diferentes que deveriam gerar o mesmo valor no RJS.
Segundo Faro (1989), a diferenca dos resultados se prende ao fato de que, no
Regime de Juros Simples, o montante se forma e, reciprocamente, o valor atual
também, sobre um tempo que é nao cindivel, no sentido de que nao se fraciona
o tempo de aplicagao, ou seja, colocando-se o montante de um certo capital
C, calculado & taxa i e por um periodo n;, & mesma taxa ¢ e por um prazo
no, 0 montante final serd diferente do calculado considerando-se o capital C

colocado a taxa 7, durante o prazo total n = n; 4+ ng, visto que:
C.(1+in)#C.(1+n1).(1+ ny)

o segundo membro da igualdade acima serd maior, pois estaremos considerando

juros sobre juros, e nao s6 os devidos ao capital inicial C'.

Para Samanez (2002), a equivaléncia de capitais no Regime de Juros Simples
nao é mantida se houver mudanga de data base (data na qual os capitais sao
comparados); ou seja, capitais equivalentes numa determinada época nao serao
equivalentes em outra época. Essa conclusao é resultado do processo de calculo
adotado no regime linear ou de juros simples, em que nao se pode fracionar o

tempo de aplicacao.

Faremos uma interpretacao algébrica e grafica para o exposto pelos dois

autores a fim de facilitar o entendimento de tal cindibilidade do tempo.
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Para tanto vamos considerar um capital inicial Cy aplicado a uma taxa de
i% ao periodo k por n periodos k, no Regime de Juros Simples. Ao final dos

n periodos k£ o montante formado seréa:
Cn = Co + (C()Z)TL

Podemos perceber claramente que o montante C), a ser formado é uma funcao
AFIM, crescente, de dominio n € Z, e imagem C,, € R,. Seu crescimento é

linear, pois (Cy.i) > 0, sempre.

A seguir apresentamos uma tabela de valores fazendo o tempo variar de 0 a

n e calculando o montante C,, para cada periodo
ne{0,1,2,3,4,5,...n—4,n—3,n—2,n—1,n},
e um grafico onde os valores de
ne{0,2,4,6...n—,n—2,n}

Tabela 6.3: Evolucao de um capital Cy no RJS

TEMPO MONTANTE
0 Co

1 =Ch+
2 =Ch+
3 =Cy+
4 Co +
5

6

002
C()Z
Co’t

|| ||| —~
TPl
~.
\_/\_/\_/\/\_/\_/
o o x| Lof bo|
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Montante (Cn)
)

C,—,:C-;;'I-(Ca_i}_n

Crz=Cot{Cos}.(N-2}

Crea=Cot{Coi}-{n-4} I el

]

Ce=Cot{Cp;).6

Cy=Cot{Cpi) 4

Cz:Cg'l{CQ_ﬂ.

Co

0 1 2 3 4 5 6 n—-4 n-3 n-2

N=11 tempo (n)

Figura 6.12: Evolucao de um capital Cy no RJS.

Vamos considerar agora um montante C,, = Cy+ (Cp.7).(n) que estd na data
n e serd descapitalizado periodo a periodo & mesma taxa de % na qual o

capital Cy, anterior, foi capitalizado, também no Regime de Juros Simples.

Havera uma inversao na tabela, uma vez que partiremos da data n e faremos

a descapitalizacao periodo a periodo.

Se compararmos os valores numa mesma data, qualquer que seja ela, dife-
rente da data “zero” e da data “n”, podemos perceber claramente que estes
valores sao diferentes; e mais ainda, o valor descapitalizado é menor que o

valor capitalizado.
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Tabela 6.4: Descapitalizacao de um montante C),, no RJS

TEMPO MONTANTE
n Cn, = Cy+ (Co.1).(n)
_ Co+(Coi).(n) ., 1+in
n-l R P A S |
R o R W 7
n—3 ~ Co+ (Co.i).(n) o 1+1in
" 1443 %1443
4 _ Co+(Coi).(n) ., 1+in
N Ty 7 A T Y
O T (G TFin
0 Co = 1+i.(n—6) _C°‘1+7;.(n—6)
_ Co+(Coi).(n) 1+1in
° Cs = 1+i4.(n—5) _00'1+z'.(n—5)
~ Co+ (Co.i).(n) 1+un
4 Cu= 1+i(n—4) _CO'1+@'.(n—4)
¥ Cs = 1+i(n—3) _C°‘1+z.(n—3)
Co+ (Cp.7).(n) 1+1un
2 - T
C2 1+i(n—2) 001+z'.(n—2)
) o Co + (Co.1).(n) 1+in
""" l+in—1 "1+i(n-1
0 Co= 1+i.(n) _C°‘1+z'.(n) = Co

Apresentaremos a seguir uma tabela para a comparagao citada anterior-
mente. Na segunda coluna estd o valor obtido através da capitalizacao do
valor inicial Cy e na terceira coluna esta o valor obtido através da descapitali-

zacao do montante C),, ambos na mesma data.
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Tabela 6.5: Evolucao de um capital Cj e Descapitalizacao de um montante C),

no RJS
TEMPO | MONTANTE capitaliz | MONTANTE descapitaliz

0 o o
1 C1 = Co+ (Cop.i).1 = Oo-%
2 Cy = Co + (Cp.i).2 Cy = C@%
3 C5 = Co + (Co.i).3 o, = Oo.%
4 Cy = Co+ (Coi) 4 C, = Co-%
° Cs = Co+ (Co-)-5 Cs = Co~%
6 Cs = Co+ (Cp.i).6 Cs = Cy. : ﬁ;;i 5

n—4 | Cyq=Co+ (Coi).(n—4) Co y=Cy 1:2

n—3 | Ch3=Cy+ (Co.i).(n—3) C, 5= Oiizg

n—2 | Cho=Co+(Coi).(n—2) C. 0, i izg

n—1 | Cp1=Co+ (Coi).(n—1) C. | = C@izzz
n Co = Co + (Co.i)-(n) Cn = Co + (Co.9).(n)

Vamos considerar o montante final C,, obtido pela capitalizacao da quantia
inicial Cj a taxa de i% ao periodo k por n periodos k, no Regime de Juros
Simples. Este montante serd descapitalizado periodo a perfodo até chegar a

data zero. A descapitalizacao deste montante é feita segundo a funcao:

Se p < n é a data para a qual se deseja a descapitalizacao de C),, entao o

Ch
Co = 1+in

tempo de descapitalizacao serd n — p, e teremos:

Chn

T +i.(n—p)
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Esta funcao é de Dominio nos Inteiros nao negativos e Imagem nos Reais;

porém, para sua iterpretagao grafica, vamos considera-la de Ry — R..

O esbogo de seu grafico para 0 < (n — p) < n serd o que segue abaixo:

Montante {C»
A {Cx)

Cp=Cy+(Cp.D).m

_ o [aim)
b2 =G 1+52

_p (4im)
Cpe = o 1+

Cﬁ = Cu» ltsim)

1+i-_(ﬂ-ﬁ}
f=tug fa::a f)4)
t=bog il:;; ﬁ};3)
Co

g 1 2 3 4 5 & n—4n—3n—2n—1n}
tempo (n-p)

Figura 6.13: Descapitalizagao de um montante C, no RJS.

Se tomarmos os dois graficos num mesmo sistema de eixos, com inversao do
eixo do tempo para o segundo grafico, poderemos fazer uma analise direta da

situacao. Notamos que tanto na capitalizagao quanto na descapitalizacao, os
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valores se igualam somente nas datas inicial e final. Nas demais datas o valor

obtido quando da descapitalizacao é inferior ao da capitalizacao.

Montante (C.)

CreCot(Coiln

tempo
nyin -p)
>

0 1 2 3 4 5 B _n-4n-3n=2n-1n
an-1n=-2n-3n-4n-5n-6 .4 3 2 1 0

Figura 6.14: Evolucao de um capital Cj e Descapitalizacao de um montante
C,, no RJS

Sabendo que os valores de capitalizacao e descapitalizacao s6 se igualam
no inicio e no final do processo, vejamos, algebricamente, o que ocorre se

capitalizarmos da data zero até a data p e se descapitalizarmos da data n até

a mesma data p.
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Co Cp c,p Cn

A A

0 EEE %%EEEEFéE%
1 2 3 pt1 p+2 h-2 n-1

Figura 6.15: Capitalizacao de um capital Cy e Descapitalizacao de um mon-
tante C, para uma data p no RJS

Sabemos que:

Cy ,
Cp = Co.(1 +i.p) e que C) = TTitn=p) com C,, = Cy.(1 +i.n).

Considerando i, n e Cy dados, com: i € R,,ne N,Cye R, ,epe N

com p < n, devemos provar que:

' (141 1+79. T N
Cp>C, = Co.(1+1ip)> 1+i.(n—p):>( +ip) > 1+i.(n—p)

Como 1+ i.(n —p) > 0, pois n > p, podemos multiplicar ambos os lados da

desigualdade por este fator. Dai teremos:

(1+ip).(1+in—ip) > 1l+in

l+in—ip+ip+itnp—i2p> > 1+in

l+in+i’p(n—p) > 1+in
Comop<n=(n—p)>0= i>p(n—p) > 0, assim,

l+in—ip+ip+itnp—i2p> > 1+in
l+in+itp(n—p) > 14+in
1+1in

(I+1ip) > m,

demonstrando que Cp > C.
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Neste caso, estd provado entao que no Regime de Juros Simples a equi-
valéncia de capitais s6 é valida para as datas iniciais e finais. Para datas
intermediarias, os valores serao diferentes e, portanto, traduzirao quantidades
monetarias diferentes, onde a descapitalizacao provoca um valor menor que a
capitalizacdo para uma mesma data. Dai a terminologia “no Regime de Juros

Simples o tempo nao é cindivel”.

Insistimos novamente no fato de as Instituicoes Financeiras efetuarem os
famosos Descontos Bancdrios através do Regime de Juros Simples, uma vez
que, ao se descapitalizar uma quantia, se o fizermos através do Regime de Juros
Simples o valor encontrado na descapitalizacao serd superior ao valor que se

encontra se a descapitalizagao for feita no Regime de Juros Compostos.

Tal fato podera ser observado fazendo-se a comparacao entre as fungoes:

Cy = —=—, que é a descapitalizacio no RJS e
1+2n
Cy = —=—, que é a descapitalizacio no RJC.
0= T D ¢

Tanto graficamente, quanto algebricamente, teremos sempre que:

C, Ch
>

T4in 2 0107 — (14+in) < (1+49)", (desigualdade de Bernoulli).

(14+in) < (1+9)"
= (1+4)" > (L+in)
= (1+9)"(1+i) > (1+in).(1+10)
= (1+49)"(1+4) > 1+i+in+i’n
— (14+i)".(1+1) > 1+ (n+1)i+i’n
= (1+4)"" > 1+ (n+1)i+i’n

Fazendo (n+ 1) = k e sabendo que i?.n é sempre positivo, teremos entao que:
(1+4d)F > 1+ik+i(k—1),

sendo igual para k = 1.
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Nao conseguimos nenhuma regulamentagao das Instituicoes Financeiras e
nem do Banco Central do Brasil sobre o motivo que levam a capitalizar pelo
Regime de Juros Compostos e descapitaizar pelo Regime de Juros Simples.
Mas realcamos o fato de que, ao se fazer dessa forma, as quantidades moneta-

rias adquiridas pelas Instituicoes sao maiores.

Podemos afirmar claramente que neste caso, também, a Matemaética Finan-
ceira dos Regimes de Juros é selecionada de maneira a privilegiar os detentores

do interesse monetario.

Para melhor ilustracao do exposto acima faremos a resolucao de um exem-
plo com a utilizagao da equivaléncia de capitais no Regime de Juros Simples
selecionando como DATA BASE varias datas, fazendo a comprovacao que, de

acordo com a data escolhida o resultado seré diferente.

Considere uma pessoa que tem uma divida a pagar de R$ 1 000, 00 de hoje
a 2 meses e R$ 2 000,00 de hoje a 5 meses. Desejando reformular esses com-
promissos ela renegociou a divida inicial de forma a efetuar trés pagamentos
mensais e iguais, vencicel o primeiro de hoje a 2 meses e os demais em cada
més subsequente, a taxa de 2% ao més e no Regime de Juros Simples. Qual é
o valor de cada parcela?
RESOLUCAO:
Analisemos a divida e os pagamentos numa linha do tempo, em cuja parte

superior observamos a divida atual e na parte inferior a proposta feita.

Rs$s 1 000,00 Rs$s 2 000,00

o ] .

2 m 3 m <
2 )4 P _ 4

Figura 6.16: Eixo de tempo mostrando uma divida e a sua negociagao.
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Vamos tomar como data base a data de hoje, ou seja, vamos buscar todas as
quantidades monetarias e leva-las para a data de hoje. Quando estivermos com
todas as quantidades monetéarias nesta data, montamos a equacao de valores,

na qual a soma das obrigacoes devem ser iguais a soma dos pagamentos.

A Soma das Obrigacoes (SO) na data de hoje sera dada por:

1000 2000
SO = — SO = 961,54 + 1818, 18 —>
15(0,02).2) " 1+(0,02).5) ORI,
SO = 2779,72.

Os pagamentos na data de hoje serao:

sp P N P N P
©14(0,02).(2)  14(0,02).(3) 1+ (0,02).(4)
SP = 0,961538461.P + 0,943396226.P + 0, 925925925. P
= SP = 2,830860613.P

Como ambos estao na mesma data (data zero), podemos igualar as quantias,

pois uma deve compensar a outra. Assim teremos:
SP =50 = 2,830860613.P = 2779,72 — P = 981, 93.

Concluimos entao que para quitar as duas dividas: a primeira de mil reais e
a segunda de dois mil reais com os vencimentos citados, ele devera fazer trés

pagamentos iguais de R$ 981, 93.

Vamos tomar como data base agora a data 2 meses e vejamos o que ocorre:

Vejamos a Soma das Obrigagdes (SO):

2000
SO = 1000+ — 20— 0 = 1000 + 1886, 79 — SO — 2886, 79.
1 0,02).3) + 1566, !

Vejamos agora a soma dos pagamentos (SP):

P P
10,020 T 1T5(0,02).2)
P +0,980392156.P + 0, 961538461 P

= SP = 2,941930617.P.
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Com ambos somatorios na data base podemos montar a equacgao de valores:
SP =50 = 2,941930617.P = 2886,79 — P = 981, 26.

Note que chegamos a um valor para o pagamento bem proximo ao pagamento

que calculamos quando usamos como data base a data zero.

Vejamos agora o que ocorrera se adotarmos como data base a data do tltimo
pagamento (4 meses).

A soma das Obrigagoes (SO) seré:

2000
1+ (0,02).(1)
SO = 3000, 78.

SO = 1000.[1 + (0,02).(2)] + — SO = 1040 + 1960, 78 =

A Soma dos Pagamentos (SP) sera:

SP = P.[1+(0,02).(2)] + P.[1 4 (0,02).(1)] + P — SP = 3,06.P.

Montando a equacgao de valores na data base encontraremos:

SP =50 — 3,06.P = 3000,78 — P = 980,65

Vamos analisar os valores encontrados:
Data zero: P = 981,93

Data 2 meses: P = 981,26

Data 4 meses: P = 980,65

Percebemos que os valores sao diferentes dependendo da data base escolhida.
Isso ocorre devido a cindibilidade do tempo no RJS. Neste caso, quando se
negocia dividas no RJS é comum adotar como data-base a data “zero” do
eixo do tempo, também denominada como “data de hoje”, na qual se faz a

equivaléncia financeira entre as quantidades monetarias.
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A esta equivaléncia financeira denominamos EQUACAO DE VALORES, em
que o somatorio de todas as obrigacoes deve ser igual ao somatoério de todos

0s pagamentos.

Nos adotaremos para efeito de célculo das rendas ou anuidades constantes e
periddicas no Regime de Juros Simples a data base como sendo a data “zero”

(alguns autores chamam esta data base de “data focal”).

6.3.1 Rendas ou Anuidades Imediatas

Vamos considerar uma quantia inicial C' que foi tomada numa determinada
data zero a taxa de i% ao periodo k e sera dividida em n parecelas iguais,
X, que serao tomadas em periodos de k em k, no RJS, sendo que a primeira
parcela X vencera um periodo apos a quantia C' ser tomada. A essas parcelas
X denominamos de “anuidade” e & quantia inicial €', denominamos “renda’”.

Nossa questao é:

Qual serd o valor de cada uma das parcelas X que amortiza esta divida

inicial sendo adotado o Regime de Juros Simples?

Vejamos no eixo do tempo a visualizacao da situagao proposta:

e ()

/
-

n

X || —

/
l / m-m
n=2
X

'

Figura 6.17: n anuiades X gerando uma renda C' no RJS

Nossa data-base (data focal) sera a data zero (data em que a quantia C' foi

tomada).
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Levando todas as quantias envolvidas para a data base “zero” e montando a
equagao de valores (Soma das obrigagoes - SO, igual & Soma dos Pagamentos

- SP) teremos:

SO = SP
c - = + X + ..+ X + X + X
oI+ ld 14240 7T 14+ (m—=2)d 1+n—-14d 14ni
1 1 1 1 1
C = X .
H+1¢+1+z¢+ +i+%n—%i+1+0r—mi+1+nﬂ

u 1
¢ = X:Z;(1+v¢>

A formula acima permite-nos calcular o valor inicial da Renda C' em funcao
do valor da Anuidade a ser paga X, da quantidade de anuidades n e da taxa

¢ na unidade k, que é exatamente o intervalo entre as anuidades.

Manipulando a férmula, podemos encontrar a anuidade X em funcao da
quantia inicial (renda) C, da quantidade de anuidades n e da taxa dada i ao

periodo k, como a seguir:

E importante salientar que a série gerada no somatoério é uma Série Harmo-
nica e, portanto, nao ha uma férmula matematica que defina a sua soma. Dai

a necessidade de se utilizar a soma acumulada.
Vejamos um exemplo:

Uma determinada pessoa faz um financiamento retirando uma quantia ini-
cial de R$ 10 000,00 para paga-la em 10 parcelas mensais iguais, vencivel a
primeira um més ap6s a retirada da quantia e as demais em cada més subse-
quente, sendo o financiamento feito a taxa de 3% ao meés no Regime de Juros
Simples. Calcule o valor das parcelas.

RESOLUCAO:
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Neste caso, a Renda sera o valor financiado: C' = R$ 10 000, 00;

O numero de anuidades serd a quantidade de parcelas, n = 10;

i =3% a.m.;

E uma Renda imediata, pois a primeira anuidade tem vencimento exatamente

um periodo apos a Renda.

Utilizacao direta da formula: X = %
;(1—1—@.2')
10000
As parcelas serao de: X = T ]
;(1—1—@.0,03)
Calculo do somatorio:
~\1+40.0,03 140,03 1+4(2).(0,03) 1+ (3).(0,03)
1 n 1 n 1 .
1+(4).(0,03) 14 (5).(0,03) 1+ (6).(0,03)
1 1 1
1+ (7.0,03) T 1T+(8.(0,03) "1+ (9).(0,03) "
1
=
1+ (10).(0,03)
i 1 RS NS SIS R SIS S N S
£ \1+00,03) ~ 1,03 1,06 1,00 1,12 1,15 1,18 ' 121
1 1 1
— =t =

1,24 1,27 ' 1,3

10 1
—— ) = 8,631111431
2 <1 +v.0,03> ’

v=1
Voltando no calculo da anuidade:

10000

% X _R$11
Sz~ RS 1158,60

Neste caso, como sao 10 parcelas iguais, o Montante da divida seré de:

C, = (10).(1158,06) = C,, = R$ 11 586,00
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que nos leva a uma quantidade de juros de

J = 11586 — 10000 = J = R$ 1 586,00

e como é o Regime de Juros Simples, os mesmos devem ser constantes em
todo periodo e também sem capitalizacao, ou seja, més a més, os juros do

financiamento serao:

1586
J = 1—0 — J = R$ 158, 60 por més.

Em uma tabela podemos ter uma melhor visualizagao da evolucao e amortiza-
cao do financiamento. Nela apresentamos o valor do financiamento e dos juros

simples devidos a ele, periodo a periodo, até a dtima anuidade.

Tabela 6.6: Amortizacao de uma anuidade imediata no RJS

n C X C-X J

0 | 10 000,00 0,00 10 000,00 | 158,60
1 |10 158,60 | 1 158,60 | 9 000,00 | 158,60
2 | 9158,60 | 1158,60 | 8 000,00 | 158,60
3 | 8158,60 | 1158,60 | 7 000,00 | 158,60
4 | 7158,60 | 1158,60 | 6 000,00 | 158,60
o | 6158,60 | 1158,60 | 5 000,00 | 158,60
6 | 5158,60 | 1158,60 | 4 000,00 | 158,60
7 | 4158,60 | 1158,60 | 3 000,00 | 158,60
8 | 3158,60 | 1158,60 | 2 000,00 | 158,60
9 | 2158,60 | 1158,60 | 1000,00 | 158,60
10 | 1 158,60 | 1 158,60 0,00 0,00

TOTAL DE JUROS PAGOS: J = R$ 1 586,00

6.3.2 Rendas ou Anuidades Antecipadas

Neste caso, a primeira parcela da anuidade X coincide com a data atual da
Renda C ou seja, tem-se a Renda C' na data zero e nesta mesma data ja incide
a primeira anuidade X.

A visualizacao no eixo do tempo seria como a seguir:
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7

i
Ll

Figura 6.18: n anuidades X gerando uma renda C' no RJS, antecipadamente.

A anélise para se chegar a uma férmula que permita encontrar uma relacao
entre as Anuidades X com vencimentos em periodos constantes k, a quantidade
de Anuidades n, a taxa de juros simples i relativa ao periodo k e a Renda na
data inicial C, segue a mesma linha de raciocinio das Rendas ou Anuidades
Imediatas, porém, devemos lembrar que a Renda inicial C' estd na data zero
juntamente com a primeira Anuidade X. Assim, a quantidade de Anuidades

a serem levadas para a data base (data zero) serao (n — 1).

Devemos levar em consideracao também que, como sao n anuidades X e a
primeira esta na data zero, entao a tltima devera estar na data (n — 1) e nao

na data n, como a Renda Imediata.

Montemos a equagao de valores: Soma das obrigacoes (SO) deve ser igual a

Soma dos Pagamentos (SP):

SO = SP
X X X X
C = X
Jr1+1.z'+1+2.z'Jr +1+(n—2).i+1+(n—1).i

1 1 1 1 1

C = X.
<1+O.i+1+1.i+1+2.i+ +1+(n—2).i+1+(n—1).i>

n—1 1
C = X3 <1+m)

v=0

Manipulando a féormula podemos calcular o valor das anuidades “X”:

X —
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Tomemos o mesmo exemplo resolvido em rendas imediatas:

Uma determinada pessoa faz um financiamento retirando uma quantia ini-
cial de R$ 10 000,00 para pagé-la em 10 parcelas mensais iguais, vencivel a
primeira no ato da retirada da quantia e as demais em cada més subsequente,
sendo o financiamento feito a taxa de 3% ao més no Regime de Juros Simples.
Calcule o valor das parcelas.

RESOLUCAO:

A renda é o valor financiado: C' = 10000;

O total de Anuidades sera n = 10;

i = 3%a.m. JS;

Trata-se de anuidade antecipada, uma vez que na data zero da Renda j& in-
cide uma Anuidade;

Utilizacao direta da férmula:

10000
X = 10—1 1
Py <1+v.0,03>
Calculando o somatorio:
| R T B
22 \1+0.0,03 1+ (0).(0,03) " 1+ (1).(0,03) " 1+ (2).(0,03)
+ ! + ! + ! +
1+ (3).(0,03) " 1+ (4).(0,03) " 1+ (5).(0,03)
1 1 1
1+ (6).(0,03) "1+ (00,03 1+ ®).0,03) "

1
1+ (9).(0,03)

: ! 1 1 1 1 1

;(IJM)OO?)) N +1,03+1,06+1,09+1,12+1,15+1,18+
1 1 1

1,21+1,24+1,27

9
= 1880662
Z(l—l—vo 03) 8, 86188066

v=0
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Voltando a equagao:

10000

_ 2 X _R$ 1 128.43.
8861880662 : ’

Considerando o mesmo racicinio do exemplo anterior, teremos que o mon-

tante da divida sera:
C, = (10).(1128,43) = C,, = R$ 11 284,30
Assim, os juros do financiamento serao:
J=C,—C = J=11284,30 — 10000 = J = R$ 1 284, 30.

Como a primeira parcela conincide com a data do empréstimo, sobre esta
parcela nao havera incidéncia de juros; logo, os juros a serem pagos serao

referentes a 9 periodos. Assim, os juros referentes a cada periodo serao:

1284,30

J/
9

— J' = R$ 142, 70.

Montemos agora a tabela de amortizacao, como fizemos em anuidade imedi-
atas, e analisemos a incidéncia dos Juros Simples e o fechamento do financia-

mento:

Tabela 6.7: Amortizacao de uma anuidade antecipada no RJS

n C X C-X J

0 | 10 000,00 | 1 128,43 | 8 871,57 | 142,70
1| 901427 | 1128,43 | 788584 | 142,70
2 [ 802854 | 112843 | 6 900,11 | 142,70
3 7042,81 | 112843 | 5 914,38 | 142,70
4] 6057,08 | 112843 | 4 928,65 | 142,70
51 5071,35 | 112843 | 3 942,02 | 142,70
6 | 408562 | 112843 | 2 957,19 | 142,70
71 3099,89 | 112843 | 1 971,46 | 142,70
8| 2114,16 | 1 128,43 | 985,73 | 142,70
9 112843 | 112843 0,00 0,00
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TOTAL DE JUROS PAGOS: J = R$ 1 284,30

Fica claro que o total de juros pagos nas rendas imediatas sao maiores que
nas antecipadas, uma vez que nas antecipadas, na data da recepcao da renda,

ja se efetua o pagamento de uma anuidade.

6.3.3 Rendas ou Anuidades Diferidas

No caso das Rendas Diferidas existe um prazo de caréncia entre a data zero
(data do financiamento) e o vencimento da primeira anuidade (caréncia m); e
este prazo tem que ser maior que o intervalo de tempo k entre cada uma das

anuidades.

Podemos ter dois tipos de anuidades diferidas:

2.) As Anuidades ou Rendas Diferidas Tmediatas - Quando a primeira anui-
dade tem data m + 1 periodos apo6s a data zero.

2_) As Anuidades ou Rendas Diferidas Antecipadas - Quando a primeira anui-
dade tem data m periodos apds a data zero. Porém este caso se enquadra no
primeiro, bastando para isso tomarmos a caréncia como sendo m — 1.

Vejamos num eixo do tempo uma Anuidade ou Renda Imediata Diferida de

1 1

1 A S M
n=0 ndl n2 Sl ) 1 l l 1 1

n=m+1 n=m+2 n=m+n-2 n=m+n-1 n=m+n

X X X X

Figura 6.19: n anuidades X gerando uma renda C' no RJS, em anuidades
imediatas diferidas de m periodos.

Vamos levar todas as quantidades monetérias envolvidas para a data base que

serd a data zero e, nesta data, montaremos a equacao de valores, onde a soma
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de todas as obrigagoes (SO) devera ser igual & soma de todos os pagamentos

(SP).

SO = SP
c = e S, S—
l+(m+1)d 1+m+2)4 1+ (m+3)c
X X
+1+(m+n—2).i+1+(m+n—1).i+1+(m+n).z’
1 1
C = X T Trma s Tr e
1 1 1

)

+1+(m+n—2).z’+14—(77”L—|—7”L—1).z‘—|P1—|—(m+n).i

C = X m;‘” ! == X = ¢
= .U:m+1 1+vi o mf:n( 1 )
_ 1+wva
v=m+1

Permitindo-nos calcular, respectivamente, a quantia inicial da anuidade e o

valor de cada uma das parcelas que a amortiza.

A Anuidade ou Renda Antecipada, no eixo do tempo, fica como a figura
mostrada abaixo:
P P P P P P
S S S S

| | | 1 |
m

+1 n=m+2 n=m+n-3 n=m+n-2 n=m+n-1

Figura 6.20: n anuidades X gerando uma renda C' no RJS, em anuidades
antecipadas diferidas de m periodos.

De maneira andloga as anteriores poderemos chegar a uma férmula que per-
mite encontrar tanto o valor atual da renda C' quanto o valor de sua anuidade
X, em funcao uma da outra, da quantidade de anuidades n, da taxa ao periodo

k, 2 e do tempo de caréncia m:

c—x."S (! X ¢
=X 2 (1+m):> _m%—f 1
o—mm 14+v.a
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Tomaremos o mesmo exemplo que fizemos para anuidades imediatas e anui-

dades antecipadas.

Uma pessoa faz um financiamento para paga-lo em 10 parcelas mensais e
iguais, retirando uma quantia inicial de R$ 10 000,00, vencivel a primeira
apo6s 5 periodos do financiamento e as demais em cada més subsequente, sendo
o financiamente feito a taxa de 3% ao més no Regime de Juros Simples. Calcule
o valor das parcelas.

RESOLUCAO:

A renda na data de hoje sera: C' = 10000;

A quantidade de anuidades é de n = 10;

i = 3% a.m. JS;

E uma anuidade diferida imediata m = 4, pois a primeira anuidade esta na

data 5 meses; ou seja, utilizacao direta da formula, X =

m+n ]_

2 ( )

vema1 L+ 0.1

inicalmente o somatoério:

m+n 1 4410 1 14 1
v:%:ﬂ (1 + m) B v:%l (1 + u.0,03> B 2235 (1 + u.0,03>

14 1 1 1 1
o l—rr] = - + +
<~ \1+v.0,03 1+ (5).(0,03) " 1+ (6).(0,03) ' 1+ (7).(0,03)
1 . 1 . 1 .
1+ (8).(0,03) " 1+ (9).(0,03) ' 1+ (10).(0,03)
1 1 1
+ +
+ (11).(0, 03) 1+ (12).(0,03) " 1+ (13).(0,03)
1
+ (14).(0, 03)
i;—1+1+1+1+1+1+1+
1+00,03) 1,15 1,18 1,21 ' 1,24 ' 1,27 1,30 ' 1,33

I
1,36 ' 1,39 ' 1,42

14 1
— ) = 7,817376712
2 (1 +0.0 03) ’

v=>5
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Voltando a equacgao de valores:
B 10000
7,817376712

Considerando o mesmo racicinio do exemplo anterior, temos que o montante

— X =R$ 1 279,20

da divida seréa:
C, = (10).(1279,20) = C, = R$ 12 792,00
Assim, os juros do financiamento serao:
J=C,—C = J=12792 — 10000 = J = R$ 2 792,00

Como a primeira parcela vence 5 periodos apdés a data do empréstimo, os
juros a serem pagos serao referentes a 14 periodos. Assim, em cada periodo,
0s juros serao de:

2792

J = T — J' = R$ 199,43

Montando a tabela de amortizacao do financiamento podemos perceber me-

lhor o que ocorre periodo a perfodo do mesmo:

Ressaltamos que a diferenca ao final de R$ 0,02 é referente aos arredon-
damentos durante o processo de operacoes e que o total de juros pagos foi de
J = R$ 2 792,00, ultrapassando os dois outros tipos de anuidades, uma vez

que a caréncia provoca este acimulo de juros.

Frente as situagoes problemas geradas, podemos perceber que as anuidades
no sistema de Juros Simples sao tao eficientes quanto eficazes na amortizagao

de uma divida e principalmente, nao provocam anatocismo.

Devemos sempre que possivel, ao se trabalhar com o sistema de juros sim-
ples, utilizar a data base (data focal) igual a data zero, uma vez que, como ja
mostrado anteriormente, ¢ a data onde a diferenca entre capitalizacao e desca-
pitalizacao ¢ a minima obtida. Para este trabalho, as formulas demonstradas

foram todas utilizando como data-base a data zero.

Conforme ja exposto anteriormente as jurisprudéncias divergem quanto a

utilizagao do Regime de Juros Simples no calculo de anuidades ou rendas e a
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Tabela 6.8: Amortizacao de uma anuidade diferida no RJS

n C X C-X J

0 | 10 000,00 0 10 000,00 | 199,43
1 |10 199,43 0 10 199,43 | 199,43
2 | 10 398,86 0 10 398,86 | 199,43
3 | 10 598,29 0 10 598,29 | 199,43
4 |10 797,72 0 10 797,72 | 199,43
5 | 10997,15 | 1279,20 | 9 717,95 | 199,43
6 | 9917,38 | 1279,20 | 8 638,17 | 199,43
7 | 8837,61 | 127920 | 7 558,41 | 199,43
8§ | 775784 | 127920 | 6 478,64 | 199,43
9 | 6678,07 | 1279,20 | 5 398,87 | 199,43
10 | 5 598,30 | 1279,20 | 4 319,10 | 199,43
11 | 4518,53 | 1279,20 | 3 239,33 | 199,43
12 | 3438,76 | 1279,20 | 2 159,56 | 199,43
13 | 2358,99 | 1279,20 | 1079,79 | 199,43
14 1 1279,22 | 1279,20 0,02

Constituicao Federal nao define claramente qual Regime de Juros a ser adotado

nas Instituicoes Financeiras.

Quando das agoes judiciais em litigio contra o anatocismo, varias jurispru-
déncias concordam que o correto é a Corregao Monetaria ao longo do periodo

e Juros Simples para as Multas e Moras.

6.4 Rendas Constantes no Regime de Juros Com-

postos

Quando trabalhamos com Juros Compostos, as capitalizacoes obedecem a
uma funcao exponencial. Neste caso, ndao ha a cindibilidade do tempo sobre as
quantidades financeiras. Desta forma, é indiferente a data base para o calculo

da equivaléncia das quantidades monetarias, independendo da data escolhida.

As principais Rendas ou Anuidades sao as mesma citadas para o Regime de

Juros Simples.
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Mostraremos a seguir cada uma delas e faremos um exemplo numeérico.

6.4.1 Rendas ou Anuidades Imediatas

Conforme ja citado anteriormente as Anuidade ou Rendas imediatas sdo
aquelas em que a primeira Anuidade C vence no primeiro periodo imediata-

mente depois da Renda C.

Como ja mostrado no RJS, o eixo do tempo fica representado como a figura

abaixo:

o
} /
o

/
17 m-m
n=2
X

n

X || —

13

Figura 6.21: "n"anuidades “X” formando uma Renda Incial “C” no RJC -
Rendas Imediatas.
Em que:

C =RENDA inicial.

X =walor de cada ANUIDADE.

t =taxa de juros compostos no mesmo periodo de tempo que os intervalos
das anuidades.

n = quantidade de anuidades.

Adotaremos como data-base (Data Focal) a data da ultima anuidade (n), e
nesta data montaremos a Equagao de Valores (Equivaléncia de Capitais), em

que a Soma das Obrigacoes (SO) é igual a Soma dos Pagamentos (SP):

SO = SP
C.1+i)" = X1+ DV + X1+ 4+ X.(1+49)" + X.(1+4)°
C.(1+0)" = X[A+)°+ 04+ +. +Q+)" D+ 1+

Podemos observar que a série:
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A+ + T+ + 1+ 4+ .+ 1+ + (145

¢ a soma de uma Progressdo Geométrica (PG) de:
Primeiro termo a; = (1 +1)° = 1, Razdo ¢ = (1 + 1), possui n termos ¢ tltimo

termo a, = (1 +i)"V.

(g" —1
Sua soma é dada pela formula: S, = Ll)
q p—
Assim:
P S ) et I S U ) et
(1+1i)—1 i

Voltando na equacao de valores, obtemos:

C.(1+i)" = X.S,

C.(1+i) = X%
X[+ —1]
¢ = i.(1+i)m

Como ja citado anteriormente, a parcela (1 +4)" é denominada de FATOR
DE CAPITALIZACAO no Regime de Juros Compostos. Se tomarmos o fator
de capitalizacdao como sendo F, a formula anterior podera ser escrita:

X.(F - 1)

O —
F.a

Manipulando a férmula, podemos obter o valor das anuidades X em funcao
da Renda inicial C"-

_ C.F.

X .
F—1

Vamos tomar o exemplo que estamos resolvendo desde o inicio do estudo de

rendas e anuidades:

Uma determinada pessoa faz um financiamento retirando uma quantia inicial
de R$ 10 000,00 para paga-la em 10 parcelas mensais iguais, vencivel a pri-

meira um periodo apos o financiamento e as demais em cada més subsequente,
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sendo o financiamente feito a taxa de 3% ao més no Regime de Compostos.
Calcule o valor das parcelas.
RESOLUCAO:

Utilizagao direta da formula: X =
A renda sera: C = R$ 10 000,00
A quantidade de anuidades é n = 10

C.Fi

1 = 3% a.m.

renda 1mediata

(10000).(1 + 0,03).(0, 03)
(1+0,03)10 —1

403, 1749138

0,343916379

X = R$ 1 172,31

X =

De imediato podemos fazer uma comparagao entre os resultados encontrados
nas Rendas Imediatas nos dois regimes de juros. No Regime de Juros Simples
a anuidade encontrada foi no valor de X = R$ 1 145,37, enquanto do Regime

de Juros Compostos a anuidade encontrada foi no valor de X = R$ 1 172, 31.

Podemos perceber a diferenga de R$ 26,94 em favor do Regime de Juros
compostos, evidentemente em fungao da diferenca entre os dois regimes de ju-
ros, no qual, no primeiro, os juros sao devidos somente em relagao ao prinicpal,
enquanto que no segundo, os juros sao devidos em relagao a soma (CAPITAL
+ JUROS) do periodo anterior.

Vamos observar agora a tabela que mostra a amortizagao dessa divida e a

quantidade de juros cobrada por ela:
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Tabela 6.9: Amortizacao de uma anuidade imediata no RJC

1 C X C-X J

0 | 10 000,00 0 10 000,00 | 300,00
1 | 10 300,00 | 1 172,31 | 9 127,60 | 273,33
2 | 9401,52 | 1172,31 | 8 229,21 | 246,88
3 | 8476,09 | 1 172,31 | 7 303,78 | 219,11
4 [ 752280 | 1172,31 | 6 350,58 | 190,52
5 | 6541,10 | 1 172,31 | 5 368,79 | 161,06
6 | 552085 | 1172,31 | 4357,54 | 130,73
7 | 448827 | 1172,31 | 3 315,06 | 99,48
8 | 341544 | 1172,31 | 2 243,13 | 67,29
9 | 2310,42 | 1172,31 | 1 138,11 | 34,14
10 | 1172,25 | 117231 | -0,06 | 0,00

E claro que o erro de fechamento ao final da planilha é de arredondamento,
pois no caso das quantidades monetarias, trabalha-se somente até centavos,

exceto algumas excecoes, como o preco dos combustiveis.

O Total de Juros pagos na Renda Imediata em se adotando o RJC é de
R$ 1 723,04, enquanto que na Renda Imediata pelo RJS o total de juros foi
de R$ 1 586,00.

Agora fica bem claro o motivo pelo qual nao se adota o Regime de Juros
Simples para o célculo de Rendas ou Anuidades. Sao dois os motivos funda-
mentais:
1°-) Nao existe a cindibilidade do tempo (as anuidades ou rendas depende da
data base - Data Focal - adotada).
2°-) A quantidade de juros a serem pagos no RJC sera bem superior, o que
leva as Institui¢oes Financeiras a optarem por este Regime de Juros, pois ne-

cessariamente os ganhos serao maiores.

6.4.2 Rendas ou Anuidades Antecipadas

Segue a mesma definicao para Rendas ou Anuidades Antecipadas no Regime

de Juros Simples. E quando a primeira anuidade esta na data zero, ou seja,
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coincide com a data atual da Renda.

Neste tipo de renda, se a quantidade de anuidades for n, o vencimento da
ultima anuidade ocorrera na data (n— 1), uma vez que a primeira esta na data

Zero.

Ja apresentamos a figura quando das rendas antecipadas no RJS, porém,
apresentaremos novamente para que nao haja a necessidade de voltar a mesma

para interpretacao.

| /
ovor

Figura 6.22: “n” parcelas “X” pagando uma quantia “C”, no RJC

Precisamos descobrir uma formula que nos pemita encontrar tanto o valor
atual da Renda, C, quanto suas Anuidades, X, em funcao da quantidade de

parcelas n e da taxa de juros compostos .

Para isso, vamos utilizar como data base (Data Focal), a data do vencimento
da dltima Anuidade n - 1, lembrando que é indiferente a data escolhida, uma
vez que no Regime de Juros Compostos o tempo ¢ cindivel devido a sua vari-

acao exponencial.

Montemos a equacao de valores na data base adotada:

SO = SP
+) "D X1+ 4 L+ X (L +0) + X (L +4)°
+ )™ 4 (140D L (L) 4 (1 40)]

X.(1
C.1+)"Y = X[
X[1+0)°+ 0+ 4.+ A+ 4 (144

Note que a série:

T4+ + T+ + (1424 .+ 1+ + (144D 4 (14 i)
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representa a soma de uma Progressao Geométrica de:
a;=(1+4)° =1,

a, = (1+1);

q = (1+1);

e possui n termos;

Logo sua soma podera ser dada por:

ar.(¢" — 1) 5 - L{(T4+4)™—1] 5 - (14" —1

S0 = 1+i)—1 i

Voltando a equacao de valores teremos:

C.(1+i)" Y = x.

C:

Lembrando que (1 +¢)" = F (fator de capitaliza¢do), poderemos melhorar

a formula, escrevendo-a assim:

X[+ =1 XA+ =1 X[ 4" —1).(1+1)

¢= i(1+4)=D (L) (1 44)"L i.(144)"

(1 +1i).X.(F—1)
F.i

— C =
Podemos isolar a parcela da anuidade X na equagao acima. Neste caso enon-
traremos:

C.F.a
(1 +1).(F—1)

Voltemos ao nosso exemplo:
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Uma determinada pessoa faz um financiamento retirando uma quantia ini-
cial de R$ 10 000,00 para paga-la em 10 parcelas mensais iguais, vencivel a
primeira no ato do financiamento e as demais em cada més subsequente, sendo
o financiamente feito a taxa de 3% ao més no Regime de Compostos. Calcule

o valor das parcelas.

RESOLUCAO:
C' = R$ 10 000, 00;
n = 10;
i =3% a.m. ;
anuidade antecipada;

tilizagao direta da formula: X C.Li F=(142"
utilizacao direta da formula: X = , com F = 0"

¢ (L+i).(F—1)
Assim
- 10
X — CFz x (10000).(1 4+ 0,03)'°.(0,03)
(I+2).(F—-1) (14 0,03).[(1 +0,03)'0 — 1]

X =R$ 1 138,16

O valor da anuidade antecipada encontrada no RJS foi de X = R$ 1 128,94,

o que mostra uma diferenca para mais em favor do RJC.

Vamos ver no quadro de amortizacao da divida o comportamento dos juros

a, Serem pagos:
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Tabela 6.10: Amortizacao de uma anuidade antecipada no RJC

n C X C-X J

0 | 10 000,00 | 1 138,16 | & 861,84 | 265,36
1] 9127,70 | 1 138,16 | 7 989,54 | 239,69
2 | 822923 | 1138,16 | 7 091,07 | 212,73
31 7303,80 | 1138,16 | 6 165,64 | 184,97
4] 6350,61 | 1138,16 | 5 212,45 | 156,37
5| 5368,82 | 1138,16 | 4 230,66 | 126,92
6| 435758 | 1138,16 | 3 219,42 | 96,58
71 3316,00 | 1138,16 | 2 177,84 | 65,34
81 2243,18 | 1138,16 | 1 105,02 | 33,15
9| 1138,17 | 1138,16| 0,01 | 0,00

O nao fechamento da planilha é devido ao arredondamento, como ja expli-

cado anteriormente.

Podemos notar que o Total de Juros pagos na renda antecipada pelo RJC foi
de R$ 1 381,61 , enquanto que o Total de Juros pagos na renda antecipada
pelo RJS foi de R$ 1 284, 30.

O porqué desta diferenca ja foi explicado quando da resolucao do exemplo

imediatamente anterior.

6.4.3 Rendas ou Anuidades Diferidas

As Rendas ou Anuidades Diferidas sao aquelas que possuem um tempo de
caréncia para a primeira anuidade; ou seja, entre a data zero a e data da
primeira anuidade existe um intervalo de tempo maior que o periodo de ven-

cimento entre cada anuidade.

Conforme ja citado, as Rendas ou Anuidades Diferidas podem ser Imediatas
ou Antecipadas. Doravante vamos trabalhar somente com as imediatas, lem-

brando que as antecipadas somente se diferem por um periodo de antecedéncia.

Através de um eixo do tempo podemos ter uma melhor visualizacao da situ-

acao:
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| =P | | F o i .
N n=2 n=mi1 nEm 1 1 /S T/ 1 1 1

n=m+1 n=m+2 n=m+n-2 n=m+n-1 n=m+n

X X X X X

Figura 6.23: n anuidades X gerando uma renda C, no RJC, através de uma
Renda Imediata Diferida de m periodos.

Para deduzirmos uma férmula basta que levemos a renda inicial C' para a

data n = m. Neste caso, a férmula seguinte passa a ser a da Renda Imediata.

Se A for o valor de C na data m, entao podemos escrever, através da férmula

das anuidades imediatas que:
X.(F—-1)

A=— T com F' = (1+414)", pois de m+1 a m + n existem n periodos
)

e, em cada um deles, uma anuidade X. Porém, A = C.(1 4 4)™, logo:

X(F=1) . _ X(F-1)

(i) = X=1
C+9) Fu Fi(l+i)m

Para obtermos o valor da anuidade X em funcao da renda inicial C' basta

tomarmos a férmula:

CCF(1+ i)

X
F—1

Insistimos no fato de que nao ha a necessidade de se decorar uma quanti-
dade tao grande de féormulas. Basta que saibamos manipular as informacoes e
trabalhar com as quantidades monetarias ao longo de um eixo do tempo; lem-
brando sempre que no Regime de Juros Composto, a Data Base (Data Focal)
escolhida para fazer a equivaléncia entre as quantidades financeiras nao altera

o resultado final, como ocorre no Regime de Juros Simples.

Retomaremos o exemplo que estamos seguindo desde o inicio desta unidade:
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Uma pessoa faz um financiamento hoje, retirando uma quantia inicial de
R$ 10 000,00 para pagé-la em 10 parcelas mensais iguais, vencivel a primeira
de hoje a 5 meses e as demais em cada més subsequente, sendo o financia-
mento feito & taxa de 3% ao més no Regime de Compostos. Calcule o valor

das parcelas.

RESOLUCAO:

C' = 10000;

n = 10;

i = 3%a.m. JC;

Anuidade Antecipada Diferida de m = 4 ‘
Aplicacao direta da formula: X = w

(10000).(1 + 0,03).(0,03).(1 + 0, 03)*

X =
(1+0,03)10 —1

— X =R$ 1 319,44.

Montando o quadro de amortizacao da divida proposta pelo exercicios po-
deremos fazer uma analise dos juros compostos cobrados bem como o compor-

tamento da amortizagao ao longo do tempo.
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Tabela 6.11: Amortizacao de uma anuidade antecipada diferida de 4 meses no

RJS

Lembrando que a diferenca no fechamento ¢ arredondamento.

n C X C-X J

0 | 10 000,00 0 10 000,00 | 300,00
1 | 10 300,00 0 10 300,00 | 309,00
2 110 609,00 0 10 609,00 | 318,27
3 110 927,27 0 10 927,27 | 327,82
4 | 11 255,09 0 11 255,09 | 337,65
5 | 11 592,74 | 1 319,44 | 10 273,30 | 308,20
6 | 10 581,50 | 1 319,44 | 9 262,06 | 277,86
7 1 9539,92 | 1 319,44 | 8 220,48 | 246,61
8 | 8467,09 | 1 319,44 | 7 147,65 | 214,43
9 | 7362,08 | 1319,44 | 6 042,64 | 181,27
10 | 6 223,91 | 1319,44 | 4 904,47 | 147,13
11| 5051,60 | 1319,44 | 3 732,16 | 111,96
12 | 384412 | 1319,44 | 2 524,68 | 75,74
13 2600,42 | 1319,44 | 1 280,98 | 38,43
14 | 131941 | 1319,44| -0,03 | 0,00

Podemos observar que a mesma situacao acima descrita quando resolvida

pelo Regime de Juros Simples gerou uma prestagao de R$ 1 279,20 e um

total de juros de R$ 2 792, 00.

Este valores quando comparados com o resultado encontrado no Regime de

Juros Compostos reforca nossa idéia de que o anatocismo realmente se faz

presente.
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7 - Sistemas de Amortizacao

7.1 Introducao

De acordo com Samanez(2002, p.207):

A amortizacdo € um processo financeiro pelo qual uma divida
ou obrigacao é paga progressivamente por meio de parcelas
de modo que ao término do prazo estipulado o débito seja
liquidado. Essas parcelas ou prestacoes sao a soma de duas
partes: a amortizacdo ou devolugdo do principal emprestado
e os juros correspondentes aos saldos de empréstimos ainda
nao amortizados.

A prestacao referente a uma divida ou obrigagao é a soma “Juros” mais
“Amortizacao”, mostrando assim que é possivel separar o que se devolve como
sendo a parte que amortiza o Capital e a parte referente aos Juros que estao
sendo pagos, ambos em relagao a quantia inicial tomada e o remanescente a
ser pago; torna-se importante esta distingao, principalmente nos efeitos de tri-

butacao, onde as cobrancas incidem entre ganho ou entre os proprios capitais.

Destacam-se no Brasil como principais sistemas de amortizacao: Sistema
Price ou também chamado Sistema Francés, Sistema de Amortizacdo Cons-
tante (SAC), Sistema de Amortizacdo Americano (SAA) e o Sistema Misto
(também chamado de Sistema de Amortiza¢do Crescente - Sacre). Existem
outros tipos de amortizacao, inclusive sendo facultado as Instituicoes Finan-
ceiras criarem o seu proprio sistema em funcao do momento e circunstancia;

porém daremos énfase aos trés mais usados: Price, SAC e Sacre.
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7.2 Tabela Price - Sistema Francés de Amortiza-
cao

E o mais utilizado pelo comércio em geral e pelas Instiuticoes Financeiras.
Seu nome se deve ao fato de ter sido introduzido na Franca em meados do
século XIX, e o termo Price ao seu idealizador, o filosofo Inglés Richard Price
(1723 - 1791).

Neste sistema as anuidades sao constantes; os juros incidem sobre o saldo
devedor, ou seja, a cada anuidade que é paga o saldo devedor diminui e, con-
sequentemente a amortizagao da divida aumenta & medida que o pagamento

de juros diminui.

Normalmente é dada uma taxa Nominal, mas a taxa utilizada devera ser

aquela que seja proporcional ao intervalo de tempo das prestagoes.

O Sistema Francés, pela sua propria definicao, segue as mesmas demonstra-

¢oes das Rendas ou Anuidades no Regime de Juros Compostos.

Caso o financiamento seja “Imediato”, utiliza-se as formulas para Rendas ou
Anuidades imediatas:
X.(F-1) C.Fi

X =
Fi_ F_1

,com F' = (1+44)"

Onde:

C = Quantia inicial financiada;

X = Valor de cada parcela;

1 = Taxa de juros do financiamento na mesma unidade de vencimento das
parcelas.

n = Quantidade de parcelas.

Caso o empréstimo seja feito “Antecipado” ou “Diferido”, basta que seja feito
a transposicao do valor inicial financiado para um periodo antes da data do

primeiro pagamento.
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Neste caso, existe o anatocismo uma vez que a deducao da férmula é feita
através da soma de uma Progreesao Geomeétrica, e pela definicao de PG per-
cebemos o crescimento exponencial dos juros, que remetendo-nos as defini¢oes

iniciais, chegamos em Juro Composto.

7.3 Sistema de Amortizacao Constante - SAC

Nesse sistema, a quantia inicial financiada é dividida pelo ntimero de presta-
coes e, a cada prestacao, sao incorporados os juros da divida, ou seja, a quantia
inicial é paga em prestagoes constantes, porém os juros, que sao cobrados em

relacao ao saldo devedor, sao variaveis e decrescentes ao longo do periodo.

Neste caso, as prestacoes sao variaveis e decrescentes, uma vez que oS juros
diminuem com cada amortizacao. Processo muito utilizado nos dias de hoje

pelo Sistema Financeiro de Habitacao.

Nosso problema: Como demonstrar uma formula que permite este cdlculo?

FEste sistema é um anotocismo?

Vamos considerar uma quantia inicial C financiada em n parcelas a taxa
de i% ao periodo (mesmo periodo de intervalo de tempo entre as prestagoes),

sendo que a primeira parcela vencerd um periodo apés a data do empréstimo.

Se a quantia inicial é C, entdao a quantidade da divida () amortizada por
cada parcela serd: () = — e sobre o remanescente desta quantia incidira os
n

juros relativos a ela em cada periodo.

Dessa forma, a quantidade da divida apos cada anuidade decresce em Pro-
gressao Aritmética de razao r = (), pois como os juros sao amortizados periodo
a periodo, eles nao sao incorporados a divida, dando a falsa impressao de que
a amortizacdo nao é um anatocismo. Assim, a quantidade da divida na data
n =0 sera C

a quantidade da divida na data n = 1 serd C' — Q;

UFTM PROFMAT



7 - Sistemas de Amortizacao 87

a quantidade da divida na data n = 2 sera C' — 2.Q);

e assim sucessivamente, sendo que a quantidade da divida na data k sera

Cp=C—kQ

k
Como @ = g, teremos entdo: Cp, =C —k.— = C, = C.(1 — —).
n n n

Além da amortizacao da divida deve-se pagar os juros referentes ao periodo,
evidentemente, sobre o remanescente imediatamente anterior. Mas como o
remanescente imediatamente anterior é termo de uma PA, concluimos que os
juros, a partir da data n = 1, também formarao uma PA.

A quantidade de juros pagas na data n = 0 sera Jy = 0;

a quantidade de juros paga na data n =1 serd J; = i.(C —0.Q);

a quantidade de juros paga na data n = 2 serd Jo = i.(C — 1.Q);
).

a quantidade de juros paga na data n =3 serd J; =1i.(C —2.Q

b

e assim sucessivamente, sendo que na data k serao pagos Jp = i.Cj_1.
k
Sabemos que C, = C.(1 — —).
n
kE—1
).

Logo, Cy—1 = C.(1 —
n
e assim, os juros na data k sera dado por: J, = i.C.(1 —

k— 1
Consequentemente, o valor X a ser desembolsado no perido k& para amortizar

a divida inicial C' sera dado por:

k—1

n

X:Q+Jk:>X:%+i.C.<1—

3|Q

)= X =—[l+in—i(k—1)

7.4 Comparacao entre o Sistema Francés - Price

- e o SAC

Geram-se especulagoes sobre qual é o melhor sistema de financiamento. Al-
guns autores preferem nao se manifestarem, enquanto outros opinam. Na ver-
dade, ambos podem ser considerados razoaveis, mas de qualquer forma, existe

o anatocismo nos dois, como poderemos mostrar no exemplo a seguir:
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Considere um financiamento de R$ 10 000,00 em cinco parcelas, vencivel a
primeira um meés apds o financiamento e as demais em cada més subsequente,
sendo que 0s juros foram negociados a i = 3% a.m.. Determine a parcela a se
pagar pelo Sistema Francés e as parcelas a serem pagas pelo SAC. Monte um

quadro comparativo entre os dois sistemas de amortizacao.

Tabela 7.12: Amortizacao de uma divida C' pelo Sistema Price e SAC

Divida antes de X X Divida apos X J para a proxima data

n Price SAC Price SAC Price SAC Price SAC

0 | 10 000,00 | 10 000,00 0 0 10 000,00 | 10 000,00 | 300,00 300,00
1 | 10 300,00 | 10 300,00 | 2 183,53 | 2 300,00 | 8 116,47 8 000,00 | 243,49 240,00
2 | 8359,96 | 8240,00 | 2 183,53 | 2 240,00 | 6 176,43 6 000 185,29 180,00
3 | 6361,72 6 180,00 | 2 183,53 | 2 180,00 | 4 178,19 4 000,00 | 125,35 120,00
4| 430354 | 4120,00 | 2183,53 | 2 120,00 | 2 120,01 2 000 63,60 60,00
5 | 2183,61 2 060,00 | 2 183,53 | 2 060,00 0,08 0,00 0,00 0,00

Podemos observar que a soma dos juros totais pagos pelo Sistema Francés é
de R$ 917,73, enquanto o total de juros pagos pelo SAC é de R$ 900, 00.

Ja sabemos que o Sistema Francés ¢ anatocismos pois na prépria deducao

da féormula tivemos que utilizar ferramentos da Progressao Geométrica.

Para podermos provar que SAC é anatocismo, vamos colocar num mesmo
eixo de tempo, na parte superior, as parcelas do financiamento obtido pelo
SAC e, na parte inferior, as parcelas do financiamento obtido pelo Sistema
Francés; levaremos todas essas parcelas para uma mesma Data-Base (Data
Focal) através do regime de Juros Compostos e faremos a comparagao entre os
dois resultados financeiros encontrados. Para tanto utilizaremos como Data-

Base a data do financiamento (data zero):

Levando as parcelas obtidas pelo Sistema Francés para a Data Zero, através

da descaptalizacao pelo Regime de Juros Compostos, obteremos como valor
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Figura 7.24: Comparacao entre o Sistema Francés e o SAC.

atual F' tal que:

p _ 218353 218353 | 218353 | 218353 218353
~ 140,03 (140,032 (140,033 (1+0,03)* " (1+0,03)
1 1 1 1 1
— 2183,53.
: (1,03+1,032+1,033+1,o34+1,035)
= R$ 9 999,93,

que é praticamente R$ 10 000,00. O erro se deu por arredondamentos.

Levando as parcelas obtidas pelo SAC para a Data Zero, através da descap-

talizacao pelo Regime de Juros Compostos, obteremos como valor atual S tal

que:

2300 2240 2180 2120 2060
1+0,03 " (1+0,03)2 " (1+0,03)® ' (1+0,03% ' (1+0,03)5
— 2233,01 + 2111, 41 + 1995, 01 + 1883, 59 + 1776, 97

S = R$ 9 999,99
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que é praticamente R$ 10 000,00. O erro se deu por arredondamentos.

Note que ao fazer a descapitalizacao pelo Regime de Juros Compostos
de ambos sistemas obtivemos o mesmo valor inicial. Logo, concluimos que,
pela definicao de Juros Compostos, ambos os sistemas adotados geram o ana-

tocismo.

Se fizermos a descapitalizacao pelo Regime de Juros Simples obteremos, para

o Sistema Francés um valor inicial de F” tal que:

oo 218353 218353 218353 218333
T 170,03 110,032  1+(0,03.3)  1+0,03).(4)
2183, 53
1+ (0,03).()
L1111
F' = 2183,53.
’ (L%+dﬁ6+Lw+dJ2+Lw>

F' = R$ 10 031,41

que é diferente da quantia inicial de R$ 10 000, 00.

Se fizermos a descapitalizacao pelo Regime de Juros Simples para as presta-

¢oes obtidas pelo SAC teremos um valor inicial S’ tal que:

g _ 200 20 2180 2120
140,03 1+(0,03).(2) ' 1+ (0,03).(3) 1+ (0,03).(4)
2060
1+ (0,03).(5)
S' = 223301 + 2113, 21 + 2000, 00 + 1892, 86 + 1791, 30

S" = R$ 10 030, 38

que é diferente de R$ 10 000, 00.

Quando fazemos a descapitalizacao de ambos pelo Regime de Juros Simples,
obtemos valores muito préoximos para ambos, concluindo que os comportamen-

tos sao iguais.

Generalizando, se tivermos um valor inicial a ser financiado C, & uma taxa ¢

e em n parcelas, pelo sistema SAC vimos que as parcelas sao variaveis e podem
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ser calculadas aravés da férmula:

x=¢
n

{1 +i.n—i.(k— 1)], em que k é o niimero da parcela.
Podemos pressupor que se, ao descapitalizarmos as parcelas pelo Regime de

Juros Compostos, conseguirmos voltar ao seu valor inicial, entao trata-se de

uma capitalizacao composta e, consequetemente, h& o anatocismo.
Faremos alguns casos particulares e depois generalizaremos para n parcelas.

Para uma parcela, n =1 = k =1 o valor da parcela sera:

C
X, = T(l +il—i(1-1) = X;=C.(1+1)

Se descapitalizarmos esta tUnica parcela através do Regime de Juros Com-
postos para a data do financiamento (data zero) obteremos o valor atual A
dado por:

X1 C(1+1)

A= _ A
Ax - axg 4=¢

Portanto, voltamos ao valor inicial do financiamento.

Para um financiamento em duas parcelas, n = 2 e k {1, 2} as parcelas serao:

C , C :
Xlz—.<1+2.l), XQZ—(1+Z>
2 2
Descapitalizando as duas parcelas pelo Regime de Juros Compostos para a

data do financiamento (data zero):
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%.(1—1—22’) %.(1+i)
A = ~— + .
(144! (1+14)
4 - € 0+200+0+1+7)
2 (1+41)
1 g(1+z)(1+2@'+1)
2 (1414)2
_ Cc2(+9
A= 2 (1+1)?
A= 0C

Podemos perceber que, ao fazer a descapitalizacao pelo Regime de Juros

Compostos das duas parcelas do financiamento SAC voltamos a quantia inicial.

Para um financiamento em trés parcelas, n = 3 e k € {1,2,3} as parcelas

Serao:

X; = 5

(141)

wIQ

¢
3

Descapitalizando as trés parcelas pelo Regime de Juros Compostos para a data

do financiamento (data zero):

L C s (;:(sz) %.(1+z’)
g.(l—i—i) + (1+i)2 (1+i)3
4~ €430+ +(1+20).(0+0)+(1+1)
) (1+4)°
4 - GO+ [A+30).0+9)+1+20+1]
-3 (1+1)?
4~ G0+ [A+30)0+0)+2.(1+1)
3 (1+4)
A — CC (140 (143042
e (1+41)3
A C (1+i)*3(1+1)
T30 (144
A=C
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Podemos perceber que, ao fazer a descapitalizacao pelo Regime de Juros
Compostos das trés parcelas obtidas pelo método do financiamento SAC vol-

tamos & quantia inicial C.
Generalizando para n parcelas teremos:

C C ¢
n

XIZE.(l—l—n.i); ngz.[l—k(n—l).i]; Xg=—[14+(n—-2)1]; ..

(1+2i); X, = 9(1 +1)

C
Xn_g = 5(1 + 32), Xn—l = n

QA

Fazendo a descapitalizacao das n parcelas obtidas através do sistema de amor-

tizagdo SAC para a data do financiamento (data zero), obteremos:

A = Xl + X2 + X3 + + Xn—2 + Xn—l + Xn
(LD (492 (T3 T (T2 (T (L)
C C C C
—(1+ni) —[l+(n—1).1 —(1+24) =.(1+9)
A= 2— — 4+ 0 : ot e 4+
(14! (1+41)? (144t (1+2)n
4 = ¢ 1+n.i+1+(n—1).i+ N 1+2 N 1+
o (1) (1414)2 (i)t (L4

Se efetuarmos a adigao dentro dos colchetes de maneira analoga as primeiras

chegaremos a expressao:
C n(l+4+2)"
LU k) e

n (14

Mostrando claramente que as parcelas calculadas pelo sistema SAC quando
descapitalizadas através do Regime de Juros Compostos para a data do finan-
ciamento (data zero) produz uma quantia exatamente igual a quantia inicial,

e portanto, o Sistema de Amortizagao SAC é anatocismo.

7.5 Sistema de Amortizacao Crescente - Sacre

Também adotado pelo Sistema Financeiro de Habitacao, é uma juncao, um
engendramento, entre o Sistema Francés (Price) e o Sistema de Amortiza-

¢ao Constante (SAC). Neste caso a prestacdo do financiamento é calculada
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fazendo-se a média aritmética simples entre a prestacao obtida no Sistema
frances (constante em todas as parcelas) e a prestagao obtida pelo Sistema de

Amortizagao Constante - SAC (decrescente a partir da primeira).

Considerando:
C = quantia inicial financiada;
n = namero de parcelas do financiamento;
X = valor de cada uma das parcelas do finciamento;
¢ = taxa de juros do finciamento;
k = o numero da prestagao a ser paga, sendo que a primeira ap6s o financia-

mento serd k = 1, a segunda, k = 2, e assim sucessivamente;

teremos: Ci(laim
1-) Pelo Sistema Francés: Xp = M
(I+4d)m—1
2-) Pelo SAC: Xg = g[1 +in— (k—1)]
n
Xr+ X
3-) Pelo Sistema de Amortizacao Crescente - Sacre: X = %
Xr+X
Y - F; s
1 [Ci(l4+9" C ,
X = .|l —————+—-1+in—-(k-1
2 {(1“)”—1 o +in—=( ))}
C [ i1+ 1—i(k—1)
X —.
2 {(1+z‘)n—1+ n o

Vamos refazer o dltimo exemplo pelo Sacre.

Teremos entao:

C' = 10000;
i =3% a. m.;
n = b;
ke {1,2,3,4,5};
C i+ 1-i(k—-1)
X == :
> U+ —1 a7

Substituindo os valores na férmula encontraremos:
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1 (1 5 1-0,03.(k—1
0000 [0,03.(1 +0,03) 0,03.( )+0703
2 (1+0,03)5 —1 5
0,034778222 1—0,03.k + 0,03
= 5000. {0’159274074+ - +0,03}
= 2271,77 — 30.k
k=1 — X, =2241,77
k=2 — X,=2211,77
k=3 — X,=2181,77
k=4 — X,=2151,77
k=5 — Xs=2121,77.

Se observarmos a tabela do exercicio anterior perceberemos que as médias

aritméticas das duas parcelas referentes a cada sistema na mesma data nos da

o resultado esperado. Colocando as parcelas numa tabela poderemos observar

mais claramente isto:

Tabela 7.13: Valor das parcelas para uma divida de R$ 10 000,00 em cinco
vezes, a taxa de 3% a.m., nos sistemas Francés, SAC e Sacre

PRICE

SAC

Sacre

0

0

0

2 183,53

2 300,00

2 241,77

2 183,53

9 240,00

2 211,77

2 183,53

2 180,00

2 181,77

2 183,53

2 120,00

2 151,77

QY | Wl N~ ol

2 183,53

2 060,00

2 121,77

Se levarmos estas parcelas obtidas pelo Sacre para a Data Zero, fazendo

uma descapitalizagao pelo Regime de Juros Compostos, obteremos o valor do

financiamento VY, dado por:
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2241,77 | 2211,77 218177 | 2151,77,77 | 2121,77
1,03 1,032 1,033 1,034 1,035
Vi = 2176,48 + 2084, 81 + 1996, 63 + 1911, 82 + 1830, 26

Ve = R$ 10 000,00

Vi =

Isso mostra claramente que o Sistema de Amortizacdo Crescente (Sacre)
também é um anatocismo, uma vez que sua descapitalizacao pelo Regime de

Juros Compostos gera o valor inicial financiado.

Deixamos aqui uma pequena observacao no sentido de que, ao somarmos as 5
parcelas em cada um dos sistemas de amortizagao obteremos valores diferentes
para o total; porém é importante lembrar que a proria Matematica Financeira
nos mostra que nao podemos somar quantidades monetarias em datas dife-
rentes. Evidentemente o Sistema Francés mostrard um total maior que todos,
seguido pelo Sistema Sacre e por dltimo o Sistema SAC. Mas também salta aos
olhos que as parcelas do Sistema Price é constante, enquanto que as demais

decrescem.

Fica claro a presenca do Anatocismo e da falsa impressao de que uma so-
brepoe vantagens as outras. Isso nao é verdade. Independente do Sistema
a ser adotado, estaremos pagando Juros sobre os proprios Juros, o que seria

constitucionalmente incorreto.
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8 - Consideracoes Finais

Percebemos, no decorrer da pesquisa, nas entrevistas com a geréncia das
Instituigoes Financeiras que visitamos (Banco do Brasil, Caixa Economica Fe-
deral, Bradesco e Banco Itai), que cada uma legisla em sua propria causa. Nao
ha fundamentacao legal na Constituicao Brasileira e muito menos no Cédigo
Civil brasileiro que universaliza os procedimentos. Quando da solicitacao da

legislacao de cada Instituicao, por todas, nos foi negado.

Sabemos que a linguagem matematica ¢ universal, apesar de que a cada dia,
existem novas descobertas e mais estudos; Porém, a Matematica Financeira
tem sistemas de capitalizagdo (continua e descontinua) e regimes de capita-
lizagao (simples e composta), que faculta as Instituigbes Financeiras a sua

utilizagao.

Quando o beneficiado é a Instituicao, ha a utilizacao do Regime de Juros
Compostos, provocando os anatocismos; enquanto que, quando o beneficiado

é o cliente, ha a utilizacdo do Regime de Juros Simples.

Faz-se urgente uma legislacao que universalize essas situacgoes e, mais ainda,

que possa prevalecer a igualdade de direitos e ganhos.

Nos contratos entre Pessoa Fisica e Instituicao Financeira, na sua grande
maioria, a Instituicao Financeira o faz através da Capitalizacao Descontinua e
do Regime de Juros Compostos. Porém, caso a Pessoa Fisica tenha o desejo de
saldar a divida antes da data de seu vencimento, se o desconto for feito segundo
o Regime de Juros Compostos, a taxa serd menor que a do empréstimo e, caso

a taxa seja a mesma do empréstimo, adota-se o Regime de Juros Simples. Uma
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grande incoeréncia financeira.

As mudancas na educacdo e na matematica ocorrem a todo o momento e a

relagao ensino/aprendizagem deve se adequar as mudangas.

Os professores devem ser vetores para a cidadania e, a todo instante, estarem
conscientizando os discentes quanto aos ganhos e perdas financeiros sugerindo
problemas geradores que instigam os proprios alunos a perceberem esta situ-

acao. K necessario que a Matematica Financeira se faca presente nas séries

finais do Ensino Fundamental (8° e 9° anos) e nas trés séries do Ensino Médio.

No Apéndice desta fazemos a sugestao para a introducao a Matematica Fi-
nanceira no Ensino Bésico concomitante com outros contetidos que sao propos-
tos pelos Parametros Curriculares Nacional, dando oportunidade ao discente
de contextualizar o que esta sendo aprendido e perceber a aplicabilidade no

seu cotidiano.

Aprendemos muito com este trabalho e, mais ainda, conseguimos entender a
cindibilidade do tempo no Regime de Juros Simples, situacao esta que sempre

foi uma davida para noés e também para muitos professores da area.

Torna-se cada vez mais importante o uso racional e consciente do dinheiro

no dia a dia, tanto pessoal quanto familiar.

Pode-se dizer, entao, que a educagao financeira ¢ fundamental em toda so-
ciedade isto porque ela faz parte da vida economica de toda populacao quer

jovem ,quer adulta.

Um dos objetivos principais da educacao financeira é a orientacao de como

as pessoas podem conviver melhor com o dinheiro.

Sendo assim, as pessoas passam a evitar de se endividar, como também

aprendem a economizar, pensando nos dias vindouros.

Portanto, é necessario que se faca um planejamento financeiro, envolvendo
anotacoes de despesas diarias, mensais e anuais; reducao de gastos supérfluos;
reserva de uma determinada quantia com a finalidade de se preparar para o

futuro e/ou para uma eventualidade.
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Sendo assim, torna-se necessario a inclusao da educagao financeira nas escolas
de educacao infantil, de ensino fundamental e de ensino médio, para que, desde
cedo, os alunos possam ter uma formacao consciente e responsavel do uso do

dinheiro.

Terminamos da mesma forma que iniciamos: “A Matemdtica nao mente.

Mente quem faz mal uso dela.” - Albert Einstein.
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APENDICE - O RJS, 0 RIC e 0
Ensino Médio

.1 Introducao

Acredita-se que a Matemaética contribui para o desenvolvimento de processos
e atitudes cuja utilidade e alcance transcendem o ambito da propria disciplina,
procurando formar nos estudantes capacidades como as de resolver problemas
genuinos, gerar habitos de investigacao, adquirindo confianca e desprendimento
para analisar e enfrentar novas situacoes, propiciando a formacao de uma visao
ampla e cientifica da realidade, a percepcao da beleza e da harmonia, o de-
senvolvimento da criatividade e de outras capacidades pessoais. Acerca desse
fato, os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio — PCNEM
(BRASIL, 2000, p. 41) informam:

Por fim, cabe & Matematica do Ensino Médio apresentar
a0 aluno o conhecimento de novas informacgoes e instrumen-
tos necessarios para que seja possivel a ele continuar apren-
dendo. Saber aprender é a condicdo béasica para prosseguir
aperfeicoando-se ao longo da vida. Sem duavida, cabe a to-
das as areas do Ensino Médio auxiliar no desenvolvimento
da autonomia e da capacidade de pesquisa, para que cada
aluno possa confiar em seu préprio conhecimento.

Contudo, ¢é evidente a grande dificuldade de nossos alunos das séries finais
do Ensino Fundamental e as trés do Ensino Médio, em se trabalhar com por-
centagens e juros.

Com efeito, o alvo da educacao brasileira é preparar o jovem para o exercicio
da cidadania. Porém, é impossivel se falar em cidadania se o jovem nao con-
segue manipular o basico do sistema financeiro em que vivemos; e, por isso, é
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de extrema necessidade que todos saibam manipular porcentagem e entender
o minimo sobre Juros Simples e Juros Compostos.

Os professores de todas as areas do Ensino Basico devem, diuturnamente,
colocar o aluno frente as porcentagens e mostrar como ¢é facil sua interpretacao
e discernimento.

Cabe aos professores de Matematica servirem de vetores nessa transforma-
¢ao, ministrando cursos de aprofundamento e extensao fornecendo subsidios
aos demais professores, a fim de que os mesmos possam executar com firmeza
e consisténcia o trabalho com porcentagem.

Todos devem saber calcular porcentagens diretas, tais como, para encontrar:
*10%, basta dividir o todo por 10, ou seja, tira-se um zero ou desloca-se a
virgula uma casa para esquerda;

* 1%, basta dividir o todo por 100, ou seja, tira-se dois zeros ou desloca-se a
virgula duas casas para esquerda;

* 5% é a metade de 10%;

*20% é a quinta parte do todo, ou o dobro de 10%;

*25% é a quarta parte do todo ou 10% duas vezes e mais 5%;

*50% ¢é a metade do todo.

e assim por diante.

Contextualizar a porcentagem no dia a dia de cada um de forma que ela
e suas operagoes basicas possam ser incorporadas ao linguajar constante dos
estudantes.

E de suma importancia que os estudantes possam perceber que dar um au-

a
mento de a% é o mesmo que multiplicar o todo por (1 + m) e que dar um

desconto de d% é o mesmo que multiplicar o todo por (1 — m)

Neste contexto, deixar bem claro que um aumento de a% gera um valor que
se, sobre ele, efetuar um desconto de a%, nao o tras ao valor inicial, e mais
ainda, justificar o porqué desse fato.

Partindo da premissa de que os alunos possuam dominio suficiente sobre o
basico de porcentagem, apresentaremos a seguir uma sugestao para a introdu-
¢ao, no Ensino Médio, dos Regimes de Juros considerados fundamentais dentro
da economia, sem que haja o truncamento da matéria e/ou contetido e apro-
veitando as definicoes que sao parte integrante dos Parametros Curriculares
Nacional.
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.2 A funcao Afim, a Progressao Aritmética e o
Juro Simples

Para a introducao do estudo da Func¢ao Afim, das Progressoes Aritméticas e
do Regime de Juros Simples, sugerimos Situa¢des Problema Geradoras (SPG)
em que, a partir das mesmas, os alunos sao instigados a desenvolverem o raci-
ocinio para resolucao do problema e, posteriormente, criarem uma modelagem
para 0 mesmo.

Consideramos a heterogeneidade das abordagens um looping a fim de que
possam ser visualizadas aplicacoes em situacgoes cotidianas totalmente adver-
sas, porém, matematicamente semelhantes, a fim de que o aluno possa perceber
que, com uma mesma ferramenta, ele tem a capacidade de resolver situagoes
distintas.

Algumas sugestoes tradicionais sao aquelas envolvendo:
* Corridas de taxis com bandeirada e precgo fixo por quilometro rodado;
* Calculo de perimetro ou area de tridngulos e quadrilateros notaveis;
* Transformacao de temperaturas Celcius e Fahrenheit;
* Determinacao do Custo Total de producao para determinado custo fixo e
custo unitario;
* Determinacao da Receita Total de producdo para determinado preco de
venda;
* Determinacao do Lucro/Prejuizo em funcao do Custo e da Receita de pro-
ducao;
* Projecao de precos para estacionamento em funcao de fixado o preco por
hora;
* Estimativa de numero de espectadores em func¢io da disposicao homogénea
das cadeiras da platéia;
* Previsao de actimulo de dinheiro em funcao de depositos constantes em um
cofre;
* Previsdao de reserva de Capital em funcao de juros fixos sobre o principal;
entre outras mais.

Apos introducao das SPG, apresentar as defini¢oes da Funcao Afim, da Pro-
gressao Aritemética e do Regime de Juros Simples, deixando bem claro que
tanto a Progressao Aritmética quanto o Regime de Juros Simples sdao de Do-
minios Discretos, enquanto que a Funcdo Afim pode assumir Dominio Real.
Nao esquecer de mostrar a extensao da Funcao Afim, nas situacoes em que ela
é Constante e Linear.

E importante que neste momento os alunos ja tenham o conhecimento his-
torico da origem do dinheiro e, principalmente, os conceitos Econdmicos dos
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Fatores Basicos da Producao, que podem ser introduzidos pelos professores das
areas de Historia, Sociologia e Filosofia. Caso isso nao tenha ocorrido, cabe ao
Professor de Matematica fazer este historico, dando muita énfase na crenca da
verdade que mostra um pedaco de papel em funcao do valor escrito nele. Ao
final, o aluno deve ter pleno dominio da historia sobre a origem do dinheiro,
das duas defini¢oes de Capital e a definicao de Juros como remuneracao do
Capital (ou prego do dinheiro).

Em seguida, mostrar que existem dois Regimes de Juros: Simples e Com-
posto e mostrar que no Regime de Juros Simples, a incidéncia de Juros é
somente sobre a quantia inicial aplicada e é uma Funcdo Afim de Dominio em
N e, consequentemente, uma Progressao Aritmética. J&, no Regime de Juros
Compostos, a incidéncia dos Juros é feita, além de sobre a quantia inicial,
também sobre os juros que sao incorporados a ela no periodo anterior, fazendo
os juros incidirem também sobre os juros anteriores.

Mostraremos a seguir um roteiro como sugestao a ser seguida.

SPG 1 - Numa cidade os taxis cobram R$ 5,00 de bandeirada e mais R$ 3,00
o quilometro rodado. Complete a tabela abaixo e levando em consideragao
o raciocinio feito em seu preenchimento, responda qual serid a expressao que
fornece o pre¢o (P) em reais a se pagar por uma corrida de (D) quilometros.

distancia percorrida (Km) | Preco pago pela corrida (RS$)
0 3).00) + 5 =5

OO = W DN~
|||~
w
— [ [ [ — [ —
\_/\_/b\_/\_/
(@
—
~J

P=3D+5

Observe a sequéncia numérica formada pelos resultados a partir da distancia
D = 0 até a distancia D = 8. E possivel, observando somente a sequéncia,
fazer uma previsao dos préoximos nimeros da mesma? Por qué?

(5,8,11,14,17, 20, 23, 26, 29...)
Sim; E possivel. A Sequéncia é crescente de 3 em 3 unidades.
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DEFINICAO 1: Segundo LIMA (2012, p.90) ,

“ Uma funcdo f : R — R é chamada de AFIM quando
existem constantes a e b reais tais que f(z) = a.x + b, para
todo z € R.

A fungao identidade f : R — R, definida por f(z) = x
para todo x € R, é afim. Também sdo afins as translacies
f: R — R, f(x) = x+b. Sao ainda casos particulares
de fungoes afins as fungoes lineares, f(z) = ax e as fungoes
constantes f(x) =b."

DEFINICAO 2: Para MORGADO, (1999, p.1),

[43

Uma Progressao  Aritmética é uma sequéncia
(a1,a2,as,...an...) de nameros a,, na qual é constante
a diferenca entre cada termo any1 e seu antecedente
an. Essa diferenca constante é chamada de razdo e serd
representada por r. Assim, uma progressdo aritmética de
razdo r ¢ uma sequéncia (a,) na qual a,y; — a, = r, para
todo n Natural ”

Percebemos entao que a funcao P = 3.D + 5 é uma Funcao Afim, com
parametros a = 3 e b = 5 e seu Dominio sao para todos os valores de D € N.

Notamos também que a Imagem da Funcao Afim P = 3.D + 5, para cada
Dominio Natural consecutivo, forma uma Progressao Aritmética de primeiro
termo a; = 5 e razao r = 3.

SPG 2 - Uma pessoa empresta R$ 1 000,00 a um colega e cobra do mesmo
uma quantia fixa equivalente a 3% ao més sobre o valor emprestado inicial-
mente. Preencha a tabela abaixo de modo a torné-la verdadeira:
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tempo (més) | Juros devidos (RS) | Empréstimo mais juros

0 (0)-(0,03)-(1000) = 0 1000 + 0 — 1000

1 (1).(0,03).(1000) = 30 | 1000 + 30 = 1030
5 (2).(0,03).(1000) = 60 | 1000 + 60 — 1060
3 (3).(0,03).(1000) = 90 | 1000 + 90 — 1090
1 (4).(0,03)-(1000) — 120 | 1000 + 120 — 1120
5 (5).(0,03).(1000) — 150 | 1000 | 150 — 1150
6 (6).(0,03).(1000) — 180 | 1000 | 180 — 1180

Determine a formula matematica que permite encontrar os Juros (J) a serem
pagos em fun¢do da quantidade de meses (n) que o amigo fica de posse da
quantia inicial.

J =n.(0,03).(1000) = J = 30.n

Determine a formula matemaéatica que permite encontrar o montante da divida
(M) decorridos (n) meses de sua aquisi¢ao.

M = J 4+ 1000 = M = 30.n + 1000

Escreva as duas sequéncias numéricas obtidas na tabela anterior: a formada
pelos juros mensais e a advinda do Montante mensal da divida (quantia inicial
somada aos juros devidos).

JUROS: (0, 30, 60,90, 120, 150, 180...)
MONTANTE: (1000, 1030, 1060, 1090, 1120, 1150, 1180, ...)

Observamos que as duas formulas matematicas encontradas podem ser con-
sideradas Funcao Afim, de acordo com a Definicao 1, proposta. No caso dos
juros formados encontramos a funcao J = 30.n, onde os parametros sao a = 30
e b=0 e afuncao M = 30.n + 1000 tem como parametros a = 30 e b = 1000.

Notamos também que as duas sequéncias obtidas das imagens de Dominios
consecutivos de ambas func¢oes formam Progressao Aritmética. A referente aos
juros é uma PA de primeiro termo zero e razao 30. A referente ao Montante
da divida é uma PA de primeiro termo 1000 e razao 30.

DEFINICAO 3: Os Juros Simples (J) devidos a uma determinada quantia
inicial (C) na taxa de % ao periodo n é uma fungao linear do tipo: J = Ci.n,
com ¢ na forma unitiria e n na mesma unidade de 1.
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DEFINICAO 4: O Montante (M) de uma quantia inicial (C) é dado pela
soma da quantia inicial (C) com os Juros (J) devidos até o periodo considerado
(n), e é uma Fung¢ao Afim do tipo: M = C.i.n+ C, com ¢ na forma unitéria e
n na mesma unidade de 7.

SPG 3 - Uma pessoa faz um empréstimo no Regime de Juros Simples (sao
devidos somente & quantia inicial) no valor inicial de R$ 2 000,00 e a taxa
mensal de 2%, e se compromete a pagé-lo apds 5 meses da data do emprés-
timo. Monte um quadro demonstrativo da evolucao més a més do empréstimo,
apresentando os juros e o montante. Escreva a PA referente aos Juros da di-
vida e a PA referente ao Montante da divida. Escreva a Funcao Linear que
permite encontrar os juros formados (J) em um determinado tempo (n). Es-
creva a Funcado Afim que permite encontrar o Montante da divida (M) em um
determinado tempo (n).

tempo (més) | Juros devidos (RS) | Emprestimo mais juros
0 (0)-(0,02).(2000) — 0 2000 1 0 — 2000
1 (1).(0,02).(2000) — 40 | 2000 | 40 — 2040
5 (2).(0,02).(2000) = 80 | 2000 + 80 — 1080
3 (3).(0,02).(2000) — 120 | 2000 | 120 — 2120
1 (4).(0,02).(2000) — 160 | 2000 | 160 — 2160
5 (5).(0,02).(2000) — 200 | 2000 | 200 — 2200

PA dos Juros: (0,40, 80,120, 160, 200)
PA dos Montantes: (2000, 2040, 2080, 2120, 2160, 2200)
A Fungao Linear que permite calcular os Juros (J) no periodo (n) sera:

J = (2000).(0,02).n = J = 40.n

A Fungao Afim que permite calcular o Montante da divida (M) no periodo
(n) sera:

M=J+C = M = 40.n + 2000
Como contextualizar trés conteidos em um mesmo problema?

SPG 4 - Uma empresa tem um custo fixo mensal de R$ 5 000,00 e mais
R$ 50,00 por unidades produzidas. Qual sera o custo mensal para se produzir:
0 unidades, 1 unidade; 2 unidades; 3 unidades; 4 unidades; 5 unidades? Qual

UFTM PROFMAT



APENDICE - O RJS, o RJIC e o Ensino Médio 109

¢ a Funcao Afim que relaciona o Custo Total (C) da empresa em fungao da
quantidade de unidades produzidas (x) ?

RESOLUCAO:

r=0= C = (0).(50) + 5000 = C' = R$ 5 000,00
r=1= C=(1).(50) + 5000 = C' = R$ 5 050,00
r=2= C = (2).(50) + 5000 = C' = R$ 5 100,00
r=3= C = (3).(50) + 5000 = C = R$ 5 150,00
T =4 = C = (4).(50) + 5000 = C' = R$ 5 200,00

r=5= C=(5).(50) + 5000 = C = R$ 5 250,00
para x unidades produzidas o Custo Total C serd = C' = 50.x + 5000

SPG 5 - Escreva uma PA de 6 termos onde o primeiro termo ¢ 5 000 e a
razao ¢ 50. Encontre a expressao geral que permite encontrar qualquer termo
dessa PA (T) em fungdo da posigao (n) ocupada por ele na PA.
RESOLUCAO:

Pela Definicao 2, se (a,) = (a1, as, as, a4, ..., ap_1, @y, Gpr1, ...) ¢ uma PA | entdo
podemos afirmar que a,1 = a, + 7.

Logo, se a; = 5000 e r = 50, teremos:

as = 5000 + 50 = ay = 5050

az = 5050 4+ 50 = 5000 + 50 4+ 50 = a3 = 5000 + (2).(50) = a3 = 5100

as = 5100 + 50 = 5000 + 50 + 50 4+ 50 = a4 = 5000 + (3).(50) = a4 = 5150
as = 5150450 = 50004-504-50+50+50 = a5 = 5000+ (4).(50) = a5 = 5200
ag = 5150 4+ 50 = 5000 + 50 + 50 4 50 + 50 + 50 = ag = 5000 + (5).(50) =
ag = 5250

Para encontrar o termo T da posi¢ao n devemos ter:

T = 5000+ (n —1).50 = T = 5000 4 50.n — 50 = T" = 50.n + 4950

OBSERVACAO: E importante deixar claro a diferenca entre as formulas da
funcao afim encontrada nas duas SPG. Na primeira, a férmula obtida foi:

C = 50.z + 5000,
enquanto que na segunda a féormula obtida foi:
T = 50.n 4+ 4950.

Neste caso ha de se frisar que, na primeira situacdo, quando nos referimos
ao tempo r = 0, estamos fazendo referéncia ao primeiro termo, enquanto
que, para a Progressao Aritmética, este primeiro termo é obtido quando faz-se
n = 1; simplesmente uma questao de nomenclatura. No caso das sequéncias
numéricas evita-se tratar o primeiro termo como sendo ag, por uma questao
de estrutura.

SPG 6 - Uma pessoa fez um empréstimo de R$ 5 000,00 e se compromete
a pagéa-lo a taxa mensal de 1% ao més. Qual serd o montante a se pagar se
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a posse da divida for: de um meés? de dois meses? de trés meses? de quatro
meses? de cinco meses? Qual é a funcao Afim que relaciona o Montante da
divida (M) em fungdo do nimero de meses (n) que ficar de posse dela?
RESOLUCAO:

Para n = 0, estaremos na data do empréstimo. Logo o montante M da divida
serd o valor inicial da mesma, ou seja:

n=0= M = 5000;

n=1= M = 5000 + (5000).(0,01).(1) = M = 5000 + 50 = M = 5050.
n =2 = M = 5000 + (5000).(0,01).(2) = M = 5000 + 100 = M = 5100.
n =3 = M = 5000+ (5000).(0,01).(3) = M = 5000 + 150 = M = 5150.
n=4=— M = 5000+ (5000).(0,01).(4) = M = 5000 + 200 = M = 5200.
n=>5=— M = 5000+ (5000).(0,01).(5) = M = 5000 + 250 = M = 5250.

A funcao afim que permite encontrar M em funcao de n sera dada por:

M = 50.n + 5000.

Analisando os resultados encontrados nas trés ultimas SPG podemos concluir
que as Progressoes Aritméticas e O Regime de Juros Simples se comportam
como uma Fun¢ao Afim de Dominio Discreto e Imagem Real.

.3 A Funcao Exponencial, a Progressao Geomé-
trica e o Juro Composto

Neste topico é necessario que o aluno tenha pleno dominio da algebra elemen-
tar, principalmente em potenciacao e radiciacao. Sabemos da grande dificul-
dade dos alunos nesta manipulacao de niimeros e da fundamental importancia
em se trabalhar tais operacoes.

Apos a definicao da Funcao Exponencial e da Fungao Logaritmica, fazemos
a introdugao de Situagoes Problemas Geradoras (SPG) a fim de que o aluno se
sinta instigado a resolvé-las, principalmente pela utilizagao de raciocinio logico
e analitico.

As sugestoes para a introducao do estudo dos Juros Compostos juntamente
com Progressao Geométrica se baseia na propria definigao de Juros Compostos:
Sao juros devidos, além do principal, também aos juros do periodo anterior:
Juros sobre juro.

As Situacoes Problemas poderao se integrar com a multidisciplinaridade,
principalmente dentro da Geografia (crescimento populacional, taxa de nata-
lidade, taxa de mortalidade, crescimento da producao mundial de alimentos,
etc), passando pela Biologia (divisdo celular: Mitose e meiose, multiplicagao
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de células cancerigenas, etc), passando pela Fisica(distancia entre corpos tanto
na Fisica Quantica quanto na Fisica Espacial, velocidade da luz, Teoria da
Relatividade, Lei de Coulomb, etc) e chegando a Quimica (Radioatividade,
Desintegragao, Quimica Organica, etc).

Segue abaixo algumas sugestoes de temas a serem abordados:
* Quantidade de células que se dividem por mitose apos determindado tempo
e dado o tempo de divisao;
* Quantidade de células que se reproduzem por meiose apds determinado
tempo e dado o tempo de divisao;
* Projecao de populacdo futura em funcio de uma expressao atual de cresci-
mento populacional;
* Crescimento da produgao de graos em fungao de uma projecao atual de cres-
cimento;
* Vida 1util de um isétopo de caborno em funcao de sua meia-vida;
* Estimativa de tempo pos-morte em funcao da temperatura do cadaver;
* tempo necessario para equilibrio térmico entre corpos a diferentes tempera-
turas;
* Estimativa de depdésito hoje numa instituicdo financeira, fixado os juros e a
quantia que se deseja retirar no futuro;
* Estimativa de financiamento a curto e longo prazos.
Entre outras mais.

Abordaremos abaixo algumas Situacdes Problema Geradoras a fim de que
possamos sugerir formas de se engendrar os conteiidos sem a necesidade de
truncamento entre eles.

SPG 1 - Considere uma populagao de bactérias na qual elas dobram a uma
hora de experimento. Se a populacao inicial, as 11 horas, sao de trés individuos,
mostre, no quadro abaixo, o comportamento deste crescimento e faca uma
estimativa de uma sentenca matematica que permita determinar o nimero de
individuos (Y) nesta amostra ap6s "x"horas do inicio do experimento.

tempo (hora do dia) | quantidade de individuos
11 h 3.2 =3
12 h 3.2 =6
13 h 3.22 =12
14 h 3.2 =24
15h 3.2 =48
16 h 3.2° =96
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O numero de individuos ap6s "x"horas do iniicio do experimento sera de:
Y =327

Observando a sequéncia numeérica: (3,6, 12,24, 48,96, ...) percebemos que ela
é uma recorréncia, onde o termo posterior é obtido através do termo anterior
multiplicando-o por 2, ou seja, a,+1 = a,.q, onde ¢ = 2.
A este tipo de recorréncia damos o nome de Progressao Geométrica (PG) e ¢
¢ denominado de razao da PG.
Neste caso, a sequéncia encontrada é uma PG de razao g = 2.

DEFINICAO 1: Segundo MORGADO (1999, p.18),

“ Uma Progressao Geométrica, PG, é uma sequéncia na qual
é constante o quociente da divisao de cada termo, a partir
do segundo, pelo seu antecedente. Esse quociente constante
é representado por g e chamado de razdo da PG; ou seja, se

3 ~  Opy1
(a) = (a1,a2,...,apn—1,Gp, i1, ...) ¢ uma PG, entao, =

Gn

q—> Qpy1 = Gn-q .7

DEFINICAO 2: LIMA (2012, p.179) define a Funcio Exponencial:

“ Seja ¢ um ndmero real positivo, que suporemos sempre di-
ferente de 1. A funcdo exponencial de base a, f : R — RT,
indicada pela notacao f(x) = a”, deve ser definida de modo
a ter as seguintes propriedades, para quaisquer x,y € R :
1) a®.a¥ = a*1Y;

2) a' = q;
Nrx<y=a*<a’quandoa >lex <y = a¥ < a®
quando 0 <a <1/

TEOREMA 1 : Ainda segundo LIMA (1999, p.187):

“Seja f : R — R, f(z) = b.a”, uma funcdo tipo expo-
nencial. Se (X) = (x1,x2, ..., Tn, Tny1,...) € uma Progressao
Aritmética de razdo r, isto é, xp11 = T, 47, entdo os valores:

f(z1) = b.a®™, f(xe) = b.a™2, ..., f(zy) = b.a®™, f(zpt1) =

Tn+1
b.a®n+t ...
formam uma Progressiao Geométrica de razdo ¢ = o, pois:

f(@pi1) = b.a™ ' = f(zp41) = b.a®™ ", pois
Tpntl = Tp + 7.
f(@nt1) = (b.a®™).a" = f(zp41) = f(2n).0" =

f(@ni1) = flxn).q”
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DEFINICAO 3: Segundo MORGADO (1999, p.17),

“A TAXA DE CRESCIMENTO - TC de uma grandeza, que

a

passa do valor a para o valor b, é definido por: TC = ,

isto é, a taxa de crescimento é a razao entre o aumento da
grandeza e seu valor inicial, que se, multiplicado por 100, é
expresso em porcentagem. Se a taxa de crescimento é um
numero negativo, entdo trata-se de um decrescimento.”

SPG 2 - Determine a taxa de crescimento no salario de um colaborador que
recebia R$ 800,00 e passou a receber R$ 1 000, 00.

1000 — 800 200

T =
¢ 800 800

— TC =0,25 = TC = 25%.

A taxa de crescimento foi de 25%.

TEOREMA 2 - Para MORGADO (1999, p.18),

“Se uma grandeza tem uma taxa de crescimento constante
T'C (ou decrescimento), os niimeros que expressam este cres-
cimento (ou decrescimento) num mesmo intervalo de tempo
representam uma PROGRESSAO GEOMETRICA de razio
qg=14+TCparaTC >00uqgq=1—-TC paraTC <0 .

DEMONSTRACAO: Seja a; e as dois niimeros reais. Sua taxa de crescimento

TC serd dada por: TC = 42 - al.
a

as - a3

Se existe as tal que TC = , poderemos escrever:

a2

Az — ag as — Qg 9
= = ay.(a3—as) = ag.(ag—a1) = a5—a;.as = a1.a3—a,.as.

a1 az
CL% = aj.as
Pela defini¢cao de PG, se (aq, as, az) formam, nessa ordem, uma PG, teremos:
(45} as 9
— = — == a3 = a1.43.
ay 5)

Mostrando que os termos iniciais formam a PG proposta.

Precisamos mostrar agora que a razao da PG seraaq = 1+TCouq=1-TC.

Vejamos o caso em que T'C' > 0; o outro segue de forma analoga.
Consideremos a sequéncia numeérica (ay, az, ag) como sendo uma PG.
Se a taxa de crescimento de a; para ay é T'C' e de ay para as é também T'C.
Podemos escrever:
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as=a1 +71TC.a = a3 = Cbl.(l + TC)
as = as + TC.CLQ — a3 = CLQ.(l + TC)
e, portanto, (1+7C) = q.

Outro grande problema encontrado quando se trabalha com Funcao Ezpo-
nencial, Progressao Geométrica e Juros Compostos é a potenciacao ou radi-
ciacdo para, respectivamente, expoentes ou indices muito grandes. E muito
comum depararmos com poténcias de bases decimais e expoentes grandes,
como por exemplo (1,04)™. Nessas situagoes, como a utilizagdo da calcula-
dora eletronica ainda nao é permitida em concursos, existem duas formas de
proceder: efetuar a operacao ou utilizar logaritmos.

Evidentemente, efetuar a operacao torna-se inviavel, pois demanda muito
tempo. Neste caso, resta a utilizacao de logaritmos, sendo o mais utilizado
os logaritmos decimais.

O aluno devera ter dominio das propriedades basicas bem como da utilizacao
da tabua, na busca da "mantissa"e no calculo da "caracteristica".

Para os logaritmos decimais, em todos os livros didaticos estao disponiveis a
tabua e, nos concursos, sao informados os valores de mantissas ou sao infor-
madas ferramentas adicionais que permitam o calculo da poténcia desejada.
Nas SPG a seguir procuraremos desenvolver a resolucao das poténcias através
da utiliza¢ao de logaritmos.

SPG 3 - Uma pessoa tem, na data de hoje, a quantia de R$ 1 000,00. Uma
Instituicdo Financeira paga a taxa de 3% ao més. Esta pessoa aplica seu
dinheiro nesta I.LF. por um periodo de 6 meses. Mostre o crecimento M da
quantia aplicada més a més para os 6 meses de aplicagao, a partir de hoje
(0s arredondamentos deverdo serem feitos para baixo). Escreva a formula
matematica que permite calcular a quantia M a ser retirada daqui a n meses.
Escreva a sequéncia numeérica que mostra a quantia a ser retirada a partir
de hoje, més a més. Verifique se esta sequéncia numérica é uma Progressao
Geométrica.
n=0=— M = 1000, 00;
n=1=— M = 1000 + (1000).(0,03) = 1000(1 + 0,03) = M = 1030, 00;
n=2=— M =1000(1 + 0,03) + (1000)(1 + 0,03).(0,03) =
M = 1000(1 + 0,03)(1 + 0,03) = 1000(1 + 0, 03)*> = M = 1060, 90;
n=3= M =1000(1 + 0,03)% + 1000(1 + 0, 03)%.(0, 03) =

M =1000(1 + 0,03)2.(1 + 0,03) = 1000(1 + 0, 03)® = M = 1092, 72;
n =4 = M = 1000(1 + 0,03)3 + 1000(1 + 0, 03)3.(0, 03)
M =1000(1 + 0,03)3.(1 + 0,03) = 1000(1 + 0, 03)4 = M = 1125, 50;
n=5=> M = 1000(1 + 0,03)* + 1000(1 + 0,03)*.(0, 03 )
M =1000(1 + 0,03)%.(1 + 0,03) = 1000(1 + 0,03)> = M = 1159, 27;
n =6 =M = 1000(1 + 0,03)® + 1000(1 + 0, 03).(0, 03) =
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M = 1000(1 + 0,03)>.(1 + 0,03) = 1000(1 + 0,03)5 = M = 1194, 04;
Observando a sequéncia de calculos teremos:

n=0= M =1000.(1+0,03)°;

n=1= M =1000.(1+0,03);
n=2= M = 1000.(1 + 0,03)?
n=3= M = 1000.(1 + 0,03)3;

n =4 = M = 1000.(1 + 0,03)%

n=>5= M = 1000.(1+ 0,03)5;

n=6= M = 1000.(1+ 0,03)5;

que nos leva a conjectura de:

M =1000(1 +0,03)" = M = 1000.1, 03"

A sequéncia numérica formada pelas quantias a serem retiradas més a més
seré:

(1000,00; 1030,00; 1060,90; 1092,72; 1125,50; 1159,27; 1194,04)

que representa uma PG de razao ¢ = 1,03, confirmando o TEOREMA 2,
demonstrado anteriormente.

SPG 4 - Uma quantia de R$ 10 000, 00 foi aplicada a Juros Compostos com
uma taxa mensal de 4% ao més por um periodo de 2 anos. Qual é o montante
formado ao final deste periodo? Conjecturando a féormula poderemos escrever:
n=0= M = 10000;
n=1= M = 10000 + (10000).(0,04) = 10000(1 + 0,04) = 10000.(1, 04);

n = 2 = M = 10000.(1,04) + 10000.(1,04).(0,04) = 10000.(1,04)(1 +
0,04) = M = 10000.(1, 04)%

n =3 = M = 10000.(1,04)? + 10000.(1,04)2.(0,04) = 10000.(1,04).(1 +
0,04) = M = 10000.(1,04)>

podemos escrever entao que M = 10000.(1,04)" , sendo n o tempo em meses.
Outra forma de conjecturar a formula é simplesmente observar o TEOREMA
2 e mostrar que o crescimento se faz segundo uma PG de razdao g = 1+ TC,
sendo T'C' = 0, 04.

Se n = 24 meses, M = 10000.1, 04?4,

Nosso problema agora torna-se calcular a poténcia 1, 0424,

A primeira opcao seria desmebrar os expoentes, fazendo:

1,04 = (((1,04)%)*)3 e efetuar os calculos.
Outra opcao seria a utilizacao de logaritmos decimais:

z = (1,04)** = log(x) = log(1, 04%*)
log(x) = 24.log(1,04)
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a caracteristica de 1,04 serd ¢ = 1 — 1 = 0 e a mantissa sera 0170 (retirada da
tabua de logaritmos).

log(x) = (24).(0,0170) = log(z) = 0,408

A caracteristica de x é 0, e portanto possui 1 algarismo na parte inteira; e a
mantissa ¢ 4080, que pela tdboa de logaritmos decimais nos leva em:

255 = 4055
256 = 4082

Fazendo a interpolagao simples teremos:

255 = 4055
x = 4080
256 = 4082
r—255 4080 — 4055 25

_ _ 22 | 955 — 955.03
956 — 255 4082 — 4055 T gy Te Tl !

Como deve ter apenas um algarismo na parte inteira, x = 2, 5593.
Assim, concluimos que (1,04)%* = 2, 5593.

Pela calculadora cientifica, o resultado deveria ser (1,04)* = 2, 5633
Portanto, o montante formado ao final dos 24 meses sera:

M = (10000).(2,5593) = M = R$ 25 593,00
Com a utilizagao da calculadora eletrénica o valor encontrado seria de
M = R$ 25 633,00

Uma diferenca de D = R$ 40, 00.

SPG 5 - Uma televisdo cujo preco a vista ¢ R$ 2 500,00 é vendida no cre-
diario por 6 parcelas mensais iguais e consecutivas, sendo que a primeira vence
com 30 dias da compra. Determine o valor da prestacao sabendo que a em-
presa responsavel pelo crediario cobra uma taxa de Juros Compostos de 5%
a0 meés.

Para a resolucao deste tipo de exercicio aconselha-se utilizar um eixo de
tempo que mostre os valores a serem pagos em suas respectivas datas. No
caso, na data de hoje tem-se o valor de R$ 2 500,00 e, nas datas 1 més, 2
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meses, 3 meses, 4 meses, 5 meses e 6 meses, teremos o valor das parcelas fixas
que chamaremos de X.

E preciso deixar claro que ndo se opera quantidades monetarias em datas
diferentes. E necessario escolher uma data qualquer (chamada de DATA-BASE
ou DATA FOCAL) e "levar"todas as quantidades monetarias para esta data,
fazendo a capitalizacao ou descapitalizacao das quantias.

Aconselhamos adotar como DATA-BASE a do tltimo pagamento ou obriga-
¢ao, uma vez que é mais facil se efetuar multiplicacao que divisao; porém isto
nao é uma obrigatoriedade.

Vejamos no eixo do tempo abaixo um resumo da situacao descrita:

2 500

X X X X X X

Figura 25: Situacdo de um financiamento de uma divida de R$ 2 500,00 em
6 parcelas fixas .

Levando-se as quantidades monetarias para a data 6 meses e montando a
igualdade (a soma de todos os pagamentos devem quitar as obrigacoes) tere-
mos:

X.(1+40,05)°+X.(1+0, 05)4+X.(140, 05)3+X.(1+0, 05)2+X.(1+0, 05)! + X =
2500.(1 +0,05)% =
X.(1,05° 4+ 1.05% + 1,05% + 1,052 + 1,05! + 1) = 2500.1, 05°

A sequéncia: (1,05% +1.05*+1,05% +1,05*+ 1,05 + 1) é a soma de uma PG

— (g™ —1
onde: a; =1, ¢ =1,05 e n = 6, dada por: S, = “\g =) (g : )
q —

Assim: ( ) | ) )

1.(1,05° — 1 0, 3400956
1,055 + 1.05* +1,05% + 1,052 + 1,05 + 1) = , ;
(1, ;057 41,05 +1,05" +1) = 1,05 -1 0,05
6,8019128

voltando a equacgao de valores:
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6,8019128.X = 3350,24 — X = R$ 492,54

Portanto, ao se financiar a televisao, serao feitos seis pagamentos de R$ 492, 54.

Para melhor visualizagao da amortizacao da divida pode ser montada uma
tabela como a que segue abaixo.
E importante salientar que o nao fechamento da divida se deve ao processo de

Tabela 14: Amortizacao de uma divida de R$ 2 500,00 em 6 parcelas fixas

n | Divida antes do Pagamento | Pagamento | Divida ap6s pagamento | Juros para o periodo segionte
0 2 500,00 0,00 2 500,00 125,00

1 2 625,00 492,54 2 132,46 106,62

2 2 239,08 492,54 1 746,54 87,33

3 1 833,87 492,54 1 341,33 67,07

4 1 408,40 492,54 915,86 45,79

5 961,65 492,54 469,11 23,46

6 492,57 492,54 0,03 0

arredondamento e erro acumulado no decorrer dos calculos e, mais importante

ainda, que o aluno perceba que realmente os valores calculados amortizam a
divida.

Neste momento é necessario que seja entendido o contexto do problema.
Aconselha-se a utilizacao de calculadora a fim de que possa ter uma maior
rapidez nos calculos; porém, caso seja percebido dificuldade por parte dos
alunos em manipular operagoes basicas, deve-se insistir nas operacoes manuais
(sem calculadora). Por mais que se pense em retrocesso na adequagao e rela¢ao
ensino/aprendizagem, nunca ¢ demais a fixacdo dos elementos fundamentais
da taboada bem como as operagoes fundamentais.

SPG 6 - A qual taxa mensal de Juros Compostos fica aplicada a quantia
de R$ 1 000,00 por um ano a fim de que se retire ao final um montante de
R$ 1 500,00 7
Lembrando que quando uma grandeza tem uma taxa de crescimento T'C' ela
forma em seus termos consecutivos uma PG de razao ¢ = 1+ T'C, poderemos
escrever que se a taxa de crescimento for ¢ ao més, a PG formada sera:
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n=0= M = 1000

n=1= M =1000.(1 +1)

n=2= M, =1000.(1+ i)’

n=3=— M, = 1000.(1 + i)}

e assim sucessivamente, até n = 12 = M5 = 1000.(1 + )*?
Pelo enunciado, M5 = 1500, e portanto,

1000.(1 + )12 = 1500 = (1414)2 = 1,5

Novamente precisamos da utilizacao de logaritmos para podermos resolver a
equacao proposta.

Aplicando logaritmo decimal em ambos os lados da igualdade (permitido de-
vido & bijetividade da funcao), teremos:

log(1 +14)'? = log(1,5) = 12.log(1 + 1) = log(1,5)

log(1,5) = caracteristica ¢ = 1 — 1 = 0 e mantissa m = 1761
log(1,5) =0,1761
voltando a equacao:

0,1761
12

0,0147: caracteristica ¢ = 0 (possui um algarismo na parte inteira) e mantissa
m = 0147, que na tdbua de logaritmos nos leva em:

103 = 0128

104 = 0170

montando a interpolacao teremos:

103 = 0128

r = 0147

04 =179 0147 — 0128 19
I_ —_

_ e p = 4103 = 2 — 103.4
104-103 _ol0—o18 YT g H1B3 =2 =103,45

voltando a equacao:

log(1+1) = = log(1 +1i) = 0,0147

log(1+1) = 0,0147 = 1 +i = 1,0345 = i = 0, 0345
i = 3,45% ao meés,

E muito importante que o professor insista nos calculos através de logaritmos
uma vez que nas provas de acesso as universidades e no Exame Nacional do
Ensino Médio nao é permitida a utilizacao de calculadoras. Mas é importante
também desenvolver exercicios onde os expoentes sao niimeros pequenos, infe-
riores a 7, a fim de que o aluno exercite as operacoes bésicas e, na maioria dos
concursos, quando se cobra Juros Compostos, o mesmo ¢ feito em intervalos
de tempo pequenos.
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.4 Consideracoes

E de suma importancia a contextualizacao dos contetidos propostos pelos
livros didaticos com a Matematica Financeira.

E necessario que o aluno esteja em contato diariamente com calculos finan-
ceiros ligados & porcentagem e, acima de tudo, quando essas porcentagens sao
numeros percentuais inteiros, possa fazé-lo mentalmente, sem a utilizacao de
calculadoras cientificas ou dispositivos similares.

E necessario que nossos jovens despertem o interesse pela Mateméatica Finan-
ceira e, a partir dai, possam questionar e participar das decisoes econdmicas
que envolvem, a nivel nacional, a utilizacao da matemaética como um instru-
mento que engrandece e enobrece o ser humano.
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