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RESUMO

Muitas sdo as ferramentas desenvolvidas para a resolucdo de problemas de Geometria
Euclidiana. O presente estudo apresenta uma ferramenta baseada no conceito fisico de centro
de massa, proporcionando o desenvolvimento de habilidades necesséarias na resolugdo de
problemas geométricos, principalmente em relacdo as questfes apresentadas em Olimpiadas

de Matematicas, tanto no Ensino Fundamental como no Ensino Médio.

Palavras-chave: Centro de Massa. Momento de Inércia. Geometria Euclidiana.



ABSTRACT

There are many tools developed for solving Euclidean Geometry problems. This study
presents a tool based on the physical concept of center of mass, allowing the development of
the skills needed to solve geometric problems, especially the ones presented in Mathematics
Olympiads, both in Elementary School and in High School.

Keywords: Center of Mass. Moment of Inertia. Euclidean Geometry.
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1 INTRODUCAO

O objetivo do presente estudo é apresentar uma proposta didatica de resolucao de
problemas de Geometria baseada no centro de massa.

Os problemas de Geometria sempre encantaram os admiradores da Matemaética.
A Geometria € uma das mais antigas manifestacbes matematicas da humanidade. Surgiu
independentemente em varias civilizacGes antigas de forma pratica para resolver problemas
do quotidiano. Sua formalizacéo teorica foi concretizada na Grécia Antiga. Apds a teorizacdo
da geometria na Grécia, foram raras as descobertas neste campo nos séculos seguintes.

Originalmente, o centro de massa é utilizado para resolver problemas de Fisica
Newtoniana. Este trabalho consiste em utilizar o conceito fisico de centro de massa para
resolver problemas de Geometria Euclidiana. No inicio do trabalho daremos defini¢des
matematicas precisas de centro de massa e de momento de inércia. Depois de definir tais
conceitos, mostraremos algumas de suas propriedades. Em seguida, para mostrar a
aplicabilidade e a eficicia deste método, resolveremos varios problemas de Geometria
Euclidiana (Plana e Espacial).

E muito interessante que um conceito de uma disciplina (Fisica) esta sendo usado
para resolver problemas de outra disciplina (Matematica; mais especificamente, Geometria
Euclidiana). Tal interacdo ajuda na aprendizagem, pelos alunos, de ambas as disciplinas.

Olimpiadas de Matematica tém sido uma excelente maneira de incentivar alunos
dos ensinos medio e fundamental a estudarem Matemaética. Problemas de Geometria (Plana e
Espacial) estdo sempre presentes em tais competicbes. Muitos desses problemas podem ser
resolvidos, algumas vezes de forma bem mais simples, utilizando-se o método do centro de
massa.

Esperamos que este trabalho ajude a difundir esta nova técnica e que também
possa servir de texto em aulas preparatdrias para competicdes de Matematica.
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2 CENTRO DE MASSA

O que € centro de massa? Diz-se repetidamente que as estrelas duplas orbitam
em redor do seu centro de massa (CM) comum. Terra e a Lua orbitam em torno do centro
de massa respectivo, etc. Afinal, o que é o centro de massa de um sistema de “corpos”?
(ALMEIDA; RE, 2000).

Liguemos duas esferas de massas diferentes (m; e my) por meio de um varao de
massa muito pequena e insignificante (Figura 1). Por tentativa e erro podemos encontrar a
posicdo onde colocar um apoio, de modo que o conjunto fique em equilibrio, tendo-se entdo a
situacdo ilustrada na Figura 2. O ponto de apoio, nessas condi¢cdes, marca aproximadamente o
centro de gravidade (CM) do sistema. Digo muito préximo, porque o CM em questdo estara
no eixo do vardo e ndo na sua superficie lateral. Se a massa do vardao ndo for insignificante, o

que se encontra na Figura 2 € o CM do conjunto m; + m, + myario (ALMEIDA; RE, 2000).

Figura 1 — Duas esferas ligadas por vardo de massa desprezivel

m
1
m 2
O 0
Varﬁo/

Fonte: Almeida e Ré (2000).

Figura 2 — Exemplo de ponto de equilibrio (CM)

- CG

o —
f\/".f—‘\./“’

Fonte: Almeida e Ré (2000).

O CM encontra-se, portanto, numa localizacao tal que a distancia entre 0s centros
dos dois corpos € por ele dividida em duas partes de comprimentos inversamente
proporcionais as respectivas massas. O CM fica, portanto, entre os centros dos dois corpos,

mais proximo do que tiver maior massa (ALMEIDA; RE, 2000).
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Faremos um conceito geométrico analitico, segundo Carneiro e Girdo (2005).

Definicdo 1. Seja k um inteiro positivo. Um sistema de massas € um conjunto da forma

S = {Pl[ml]PPZ [mZ]! "'IPk[mk]}l
onde P;, P,, ..., P, sdo pontos do plano, e ao ponto P; = (x;,y;),i = 1,2, ..., k, esta associada
uma massa m; <R, de modo que m; + m, +---+m; # 0. O centro de massa (CM) do

sistema de massas S € o ponto P = (x, y) dado por:

myx, + myxy, + .o+ MyXxy,

X =
m

my, + myy, + ... + myyx

)

m
onde m = m; + m, + --- + m; € a massa associada a ele, a qual também chamamos de massa

total do sistema S.

Definicdo 2. Dizemos que 0s sistemas de massas S e S’ sdo equivalentes se possuem 0 mesmo

centro de massa e a mesma massa total.

Observacédo 1. A definicdo de centro de massa estende-se facilmente para um sistema de
massas onde, no lugar de pertencerem ao plano, os pontos pertencem a um espaco euclidiano

de dimensdo maior.

Observacgéo 2. Segue-se diretamente da definicdo que o centro de massa de um sistema de

massas é Unico.

Proposi¢do 1. Seja S = {P;[my], P,[m,], ..., P [m;]} um sistema de massas. O centro de

massa P do sistema S € o Unico ponto do plano que satisfaz a equagéo

—

mjﬁ+mjﬁ+m+mﬁﬂzo.

Demonstracao.
Um calculo direto mostra que o CM P satisfaz a equacdo do enunciado. Seja Q

um ponto que satisfaz a equacdo do enunciado. Vamos mostrar que P = Q. Tem-se que

mﬁﬁ+mﬁ§+m+m£§=?
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_(lepl + szPZ + + kaPk) == 0 .
Somando estas duas equacdes, obtém-se
(ml + m, + -+ mk)P—Q> = 6

Como (my + m, + -+ my) # 0, conclui-se que P = Q.

Proposicao 2. Seja (x, y)[m] o centro de massa do sistema
S1 = {(x1, ¥y Myl (2, y2) [m2], ooy (s yid [y 13,
e seja (a, b)[n] o centro de massa do sistema
S, = {(ay, b1)[n4], (ay, by)[n;], ..., (a, b)) [y}
Entdo, se m+n # 0, 0 centro de massa do sistema S =S5, US, é 0 centro de massa do
sistema {(x, y)[m], (a, b)[n]}.

Demonstracao.
Por definicdo, o centro de massa do sistema S = S; U S, é 0 ponto (w, z)[m + n],

onde
w = = :
m+n m+n
e
5= Yl my; + Z;=1njbj _ my + nb

m+n m+n
Estas sdo justamente as coordenadas do centro de massa do sistema

{(x, y)[m], (a, b)[n]}.

A proposicdo acima nos da um algoritmo para calcular o centro de massa de um
sistema com k pontos. Para isso, tomamos dois pontos (x,, y;)[m4] e (x5, y2)[m,] quaisquer
desse sistema e 0s substituimos pelo seu centro de massa com a massa m; + m,. Recaimos
assim num sistema com k — 1 pontos e continuamos 0 processo. Assim, o calculo do centro

de massa resume-se apenas ao caso k = 2, que estudamos a seguir.

Proposicao 3. (Centro de massa de um sistema com duas massas). Seja P[m] o centro de
massa do sistema {P;[m,], P,[m,]}. Valem as seguintes propriedades:

(@) O ponto P é colinear com os pontos P; e P,.
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(b) Se m; e m, ttm o0 mesmo sinal, entdo P esta entre P, e P,. Além disso, tem-se

@ _ |m,|
PP, |my|
(c) Sem; > 0em, <0, entdo P, esta entre P e P,. Além disso, tem-se
@ _ |m;|
PP, |my|

Demonstracao.
O centro de massa (xq,y;)[M] de um sistema {(x;,y;)[m], (x5, y,)[m,]} €

colinear com os pontos (x4, y;) € (x,,y5), pois

X1 y1 1
Xy V2 1 = x1y, +xy; +xy —xy, — X1 — X1y
x y 1

_ mix1+ myXxo miyr+myyo mix1+ myXxs
1 m; my +m; mq +m;

miyi+myy, ) x
mq +m, 1

— X2V1 _(

Isto demonstra o item (a).

Os itens (b) e (c) sequem da identidade

mlp—Pl) + TnzP—IDZ> = 0

Exemplo 1. Vamos tomar um triangulo ABC qualquer e pér massas iguais em seus trés
vértices, ou seja, consideraremos o sistema {A[m], B[m], C[m]}. Chamaremos de G o centro

de massa desse sistema. Como encontrar o ponto G? Denotaremos o centro de massa por CM.

Figura 3 — Baricentro como centro de massa

A[m]

B[m] D[2m] C[m]

Fonte: Elaboragdo propria.
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Vamos usar a proposi¢do da secdo anterior. O CM de B[m] e C[m] é o seu ponto
médio D. Podemos entdo trocar B[m] e C[m] por D[2m]. Logo, o ponto G sera 0 CM de
A[m] e D[2m] que esta sobre AD e divide AD na razdo

AG 2

GD 1’

Sejam E e F os pontos médios de AC e AB. De modo analogo poderiamos ter
provado que G € BE e que G  CF. Esta é uma demonstracéo diferente que as trés medianas
concorrem em G, que &, portanto, o baricentro do triangulo. Além disso, segue do exposto
acima que

AG BG CG 2

GD GE GF 1

Exemplo 2. Denote por a, b, c, os lados do tridngulo ABC da maneira usual. Vamos por
agora massas nos vértices do triangulo proporcionais aos lados opostos, ou seja, considere o
sistema {A[a], B[b], C[c]}. Seja I o CM desse sistema.

Figura 4 — Incentro como centro de massa

Alal

i
N -
-

IR
P

\
! .

Blbll Kiord ~Ycid

Fonte: Carneiro e Girdo (2005).

O raciocinio € igual ao do exemplo anterior. O CM de B[b] e C[c] é um ponto K
no lado BC tal que
KB ¢

®C b
ou seja, K é o pé da bissetriz interna. Logo I sera 0 CM de A[a] e K[b + c]. Tiramos dai que

I € AK e que
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Sejam BL e CM bissetrizes internas. De modo analogo poderiamos ter provado
que I € BLequel € CM, o que mostra que I é o incentro. As razGes saem de graga:

Bl a+c¢ CI a+b

IL b 'IM ¢

Exemplo 3 (Ponto de Nagel).
Seja p o semiperimetro do triangulo. Agora uma novidade: o sistema de massas
sera {A[p — a], B[p — b], C[p — c]}. Seja N o CM desse sistema.

Figura 5 — Ponto de Nagel como centro de massa

Alp-a

Blp-b p-c Xla] p-b Clp-<

Fonte: Carneiro e Girdo (2005).

O CM de B[p—b] e C[p—c] é um ponto X sobre o lado BC tal que
BX p-c
CX p-b’
de onde concluimos que BX = p — c e que CX = p — b. Este ponto X é onde o exincirculo

relativo ao lado a toca este lado. Logo N serao CM de A[p —a] e X[p — c + p — b] = X[a].
Portanto N € AX e

AN a

NX p—a

Se considerarmos 0s pontos Y e Z onde os exincirculos relativos aos lados b e ¢
tocam estes lados, respectivamente, podemos mostrar que N € BY e N € CZ. Concluséo: AX,
BY e CZ sdo concorrentes em N, que é chamado Ponto de Nagel do AABC. (note que
poderiamos ter mostrado isso usando o teorema de Ceva). Tem-se também

BN b (N
NY p—-b'NZ p-c
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Estabelecem-se, a seguir, algumas propriedades do Ponto de Nagel que também
tem sua demonstracdo no trabalho de Johnson (1960).

Teorema 1. Se I é o incentro, G o baricentro e N o ponto de Nagel do AABC,entdo I, G e N

sao colineares. Além disso,

Demonstracao.

Seja p o semiperimetro do triangulo. Considere o sistema de massas {A[p], Blp],
C[p]}. Ja sabemos que o CM desse sistema é o baricentro G. Fazendo uso da Proposicao 2,
podemos dividir esse sistema em dois subsistemas: S; = {A[a], B[b], C[c]} e S, = {A[p —
al, Bl[p — b], C[p — c]}. O CM de S, € o incentro I com massa [a + b + c] = [2p], enquanto
que 0 CM de S, € o ponto da Nagel N com massa [p —a+p —b +p —c] = [p]. Logo, G
sera 0 CM de I[2p], N[p], o que implica que I, N e G colineares (com G entre [ e N). Além

disso, pela Proposicédo 3, item (b),

Corolario 1. Em um triangulo qualquer ABC, sejam I, G e N como acima, O o circuncentro e

H o ortocentro. Entéo os pontos I, O, N e H formam um trapézio.

Demonstracao.
Sabemos que H, G e O séo colineares (reta de Euler) e que

HG 2

GO 1
Segue entdo do teorema anterior que 10 é paralelo a NH, logo I, O, N e H formam um

trapézio, cujo encontro das diagonais é G.
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Figura 6 — Pontos colineares (Incentro, Baricentro e Nagel)

Alpl=la+(p-a)]

Blpl=[b+(p-b)] Clpl=[c+(p-c)]

Fonte: Carneiro e Girdo (2005).

O
Podemos aplicar também o método do centro de massa em problemas que
envolvem o ortocentro, o circuncentro e 0s exincentros. Para saber que massas devem estar

nos vértices, veja o Problema 1.

2.1 Momento de Inércia

Faremos a seguir a definicio do Momento de Inércia, segundo Hernandez
Rodriguez (2008).

Defini¢do 3. O momento de inércia de um sistema de massas
S = {P[m4], P,[m,], ..., P [my ]}
em relacdo a um ponto X, denotado por Iy, € 0 nimero

Iy = my(XP)? + my(XP,)% + - + my(XPy )2

Teorema 2. Seja P o centro de massa do sistema de massas
S = {P1[m1];P2[m2]' ---’Pk[mk]}-
Se X é um ponto qualquer do plano, entdo vale a identidade
Iy = Ip + m(XP)?,

onde m = my + m, + -+ my € amassa associada a P.

Observacdo 3. A identidade do Teorema 2 serd chamada de identidade do momento de

inércia.
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Demonstracéo (do Teorema 2).
Parai =1,2, ...,k tem-se
XP, = XP + PP.
Assim,
(XP)? = (XP)*+ (PR)* + 2(XP,PF),
onde ( , ) denota o produto escalar. Multiplicando esta Gltima equagdo por m; e somando em
i (de 1 até k) obtém-se
Iy = Ip + m(XP)? + 2(XP,m,PP; + -+ m,PPy)
= Ip + m(XP)?,

que é o resultado desejado.



3 PROBLEMAS RELACIONADOS

Problema 1.

(a) Verifique que o sistema de massas

Qs il el

tem como CM o ortocentro de triangulo.

(b) Verifique que o sistema de massas
{A [sen 24], B[sen ZE], C[sen 26‘]}
tem como CM o circuncentro de triangulo.

(c) Verifique que o sistema de massas
{A[—a], B[b], C[c]}
tem como CM o exincentro relativo ao lado a.

Resolucéo do problema 1.
(@) Considere 0 AABC abaixo:

Figura 7 — Problema 1 ()

Alge7]

cos A

T[]

cosC

Fonte: Elaboragéo propria.

Seja P 0 CM do sistema

a b c
S B ey el
cos A cos B cosC
Sejam D e E, respectivamente, os pés das alturas relativas aos vértices A e B. Tem-se

BD =c-cosB eCD =b-cosC.

Assim, BD - ( i A) =CD- (C - ) de onde se conclui que D é o CM do sistema

cosB osC
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b c
gl closel)
cosB cosC
Portanto, P € AD. Analogamente, P € BE.
Logo, P € o ortocentro do AABC.

(b) Considere o0 AABC abaixo, cujo circuncentro é O e cujo raio da circunferéncia circunscrita
éR.

Figura 8 — Problema 1 (b)

Alsen 24]

Blsen 28 —

Fonte: Elaboragdo propria.

Seja P o CM do sistema
{A[sen 24], B[sen 2B], C[sen 2C]}.
Tem-se que ZAOC = 2B. Como AAOC é isosceles, encontra-se ZOAC = 90° — B.
Analogamente, tem-se que: Z0AB = 90° — C.
Seja X = A0 N BC, tem-se
2-4rea(AXAB) = AX -b-sen(90° —B) =AX-b-sen B

2 - area(AXAC) = AX - ¢ -sen(90° — C) = AX - ¢ - sen C.
Utilizando a Lei dos Senos, tem-se
b=2R-senB ec=2R-senC.
Assim,

2-4rea(AXAB) = AX - 2R -sen B - cos B = AX - R - sen(2B)

2 -4rea(AXAC) = AX - 2R -sen C - cos C = AX - R - sen(2().
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Entdo, tem-se que
XB _ area(AXAB) _ sen(2B)
XC  area(AXAC)  sen(2€)’

de onde obtém-se que X é 0 CM do sistema {B[sen 2B], C[sen 2(]}. Portanto, P € 4X.

De modo anélogo, se Y = BO n CA4, encontra-se que P € BY.
Logo, P = 0.

(c) Considere o AABC abaixo, onde BM e CN s&o bissetrizes externas relativas ao vértice A.

Figura 9 — Problema 1 (c)

’/,.N[b—a]

Fonte: Elaboragdo propria.

Seja P o CM do sistema
{A[—a], B[b], C[c]}
(note que, pela desigualdade triangular, —a + b + ¢ > 0).
Pelo Teorema da Bissetriz Externa, tem-se
a-AM = c-CM.
Como —a < 0,b > 0e C estaentre A e M, conclui-se M é o CM do sistema
{A[—a], C[c]}.
Portanto, P € BM. De maneira analoga conclui-se que P € CN.

Logo, P é o exincentro relativo ao vértice A.

Problema 2.
Sejam A, B, C e D pontos conciclicos. Sejam G,, Gg, G. e Gp, respectivamente, 0s
baricentros dos triangulos BCD, ACD, ABD e ABC. Prove que G,, Gg, G e Gp Sao

conciclicos.
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Resolucéo do problema 2.
Seja P o CM do sistema de massas
S ={A[1], B[1], C[1], D[1]}.

Figura 10 — Problema 2

Fonte: Elaboragdo propria.

O ponto P também é o CM do sistema
Sa = {A[1], Ga[31},
e portanto,
PA =3-PG,.
De forma analoga, tem-se que
PB =3:PGg,PC=3-PG.ePD =3:PGp.
Tem-se, entdo, que o quadrilatero G,GzGGp € a imagem do quadrilatero ABCD

. ~ 1 - ~ PR
por uma homotetia de centro P e razdo — 3 Assim, como A, B, C e D sdo conciclicos, tem-se

que G4, Gg, G € G sdo conciclicos.

Problema 3.
Seja ABCD um quadrilatero no espago de forma que AB, BC, CD e DA sejam

tangentes a uma esfera y nos pontos X, Y, Z e W. Prove que estes pontos sdo coplanares.

Resolugéo do problema 3.
Denote por a 0 comprimento dos segmentos AX e AW, por b o comprimento dos segmentos
BX e BY, por ¢ o comprimento dos segmentos CY e CZ, e por d o comprimento dos

segmentos DZ e DW.
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Figura 11 — Problema 3

Fonte: Elaboragdo propria.

Seja P o CM do sistema

lzl-2 5 el o [l

Como
1 1
—AX =—-BX
a b

e
-1z
c T d ’

tem-se que P também é o CM do sistema
b+l 2le+ 2l
a bl lc dly
e portanto, P € XZ. Analogamente, P € YW .

Seja r o0 plano que contém os pontos X, Y e Z. Como P € XZ, tem-se que P e r. Como W €

ﬁ;, tem-se que W € m.

Logo, os pontos X, Y, Z e W sdo coplanares.

Problema 4.
Seja X o ponto onde o incirculo do tridngulo ABC toca o lado BC. Mostre que o incentro do

AABC esta sobre a reta que passa pelos pontos médios de BC e AX.

Resolugéo do problema 4.
Considere 0 AABC abaixo:




Figura 12 — Problema 4
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Fonte: Elaboragdo propria.

Denote por p o semiperimetro do AABC e denote os pontos médios de BC e AX,

respectivamente, por M e N.
Considere o sistema de massas
S ={Alal, B[b], C[c]}.

Sabe-se (Exemplo 2) que 0 CM de S é o incentro I. O sistema S por ser escrito como S =

S; US,, onde
Sy = {Alal, Blp — c],C[p — b1}
e
S, ={B[b+c—p]l,C[b+ c—pl}
Como
BX-(p—c)=CX-(p—Db)
e

p-a+@-b)=aq

tem-se que o sistema S; é equivalente ao sistema
S3 = {Alal, X[al},
0 qual, por sua vez, € equivalente ao sistema
Sy = {N[2a]}.

Tem-se também que o sistema S, € equivalente ao sistema

Se ={M[b+c—al]}.
Portanto, o sistema S pode ser escrito como

S=5,USs ={N[2a],M[b+c—al}.

Logo, 0 CM de S, que € o incentro I, pertence a reta NM. Além disso, tem-se que

_b+c—a
N 2a '

S
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Problema 5.
Considere 6 pontos em uma dada circunferéncia. Tomamos trés destes pontos e marcamos seu

baricentro G;. Em seguida, marcamos o ortocentro H, dos outros trés pontos e tracamos o

6) = 20 possiveis segmentos G, H, passam por um

segmento G,H,. Mostre que todos os (3

ponto fixo.

Resolucéo do problema 5.
Sejam A, B e C trés dos seis pontos, sendo G; o baricentro do AABC. Sejam D, E e F 0s trés
pontos restantes e denote por G, e H,, respectivamente, o baricentro e o ortocentro do ADEF.

Denote por O o centro do circulo que contém os pontos 4, B, C, D, E e F.

Figura 13 — Problema 5

B1]

Am 6 o H,
F[”‘ Cl X
O

DI1]

EM]

Fonte: Elaboragéo propria.

Considere o sistema de massas
S = {A[1], B[1], C[1], D[1], E[1], F[1], O[-2]}
e denote por L 0 CM desse sistema.
Tem-se que o sistema
{A[1], B[1],C[1]}
é equivalente ao sistema
{G,[31},
e que o sistema
{D[1],E[1],F[1], 0[-2]}
é equivalente ao sistema
{G2[3], 0[-2]}.
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Sabe-se (reta de Euler) que 0, G, e H, sdo colineares, com G, entre O e H, e

GZHZ =2 OGZ

Assim, o sistema
{DI[1], E[1], F[1], 0[-2]}
é equivalente ao sistema
{H[1]}.
Portanto, o sistema S € equivalente ao sistema
{G1[3], Hy[1]}.
Em particular, o CM L do sistema S pertence a reta m
Note que o CM L do sistema de massas S ndo depende de como se divide os seis pontos
em dois triangulos. Conclui-se entdo que todos os possiveis segmentos G,H, passam pelo

ponto L.

Problema 6.
Seja ABCD um quadrilatero convexo inscritivel, com os lados opostos AD e BC se
encontrando em P, e AB e CD em Q. Prove que o0 quadrilatero EFGH, determinado em ABCD

pelas bissetrizes de Z/DPC e ZCQB, ¢ um losango.

Resolucéo do problema 6.
Considere a figura abaixo:

Figura 14 — Problema 6

Fonte: Elaboracéo propria.
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Sejam PD = m e PC = n. Considere o sistema de massas
S = {A[m],B[n],C[m], D[n]}.
Denote por A4, B, € e D, respectivamente, os angulos #DAB, ZABC, /BCD e ZCDA. Como
A+ C = 180°, tem-se que ZPAB = C. Analogamente, /PBA = D.
Pela Lei dos Senos tem-se que
PA sen D PC n

PB sen C PD m’
Aplicando o Teorema da Bissetriz Interna, obtém-se que o CM do sistema S coincide com o

CM do sistema

{E[m + n], G[m + n]}.
Portanto, 0 CM do sistema S é o ponto médio do segmento EG.
Tem-se ZQAD =180° — A =C e ZQDA = 180° — D.
Pela Lei dos Senos tem-se que

QD sen C sen C PD m

QA sen(180° —D) " senD  PC n’

Pela mesma regra, tem-se que

0B sen C sen C sen C PD m

0C  senB sen (180° — B) ~ senD  PC n’

Aplicando o Teorema da Bissetriz Interna, tem-se que o CM do sistema S coincide com o CM
do sistema
{F[m + n], Hlm + n]}.
Portanto, o0 CM do sistema S é o ponto médio do segmento FH.
Pela unicidade do CM, tem-se que os segmentos EG e FH se intersectam em seus pontos
médios e, portanto, EFGH € um paralelogramo. Para mostrar que EFGH é um losango, basta
mostrar que EG L FH.
Tem-se
1 ~
ZDPG = — (180° —D - C).
Como a soma dos angulos do ADPG € 180°, tem-se que
1 ~ A
ZPGQ = — (180° — D + C).
Seja R = EG n FH. Como a soma dos angulos do AQRG ¢ 180°, tem-se que
1 .
ZQRG = — (B + D) =90°.

Logo, EFGH é um losango.



Problema 7.
Seja PABC um tetraedro e sejam A;, B; e C; os pontos médios das arestas BC, AC e AB,
respectivamente. Seja o. um plano paralelo a face ABC que intercepta as arestas PA, PB e PC

nos pontos A,, B, e C,, respectivamente.

(@) Prove que A,A,, B;B, e C,C, concorrem em um ponto D.

(b) Determine o lugar geométrico dos pontos D quando o varia.

Resolucéo do problema 7.

Figura 15 — Problema 7

> Cll

Al

Fonte: Elaboragéo propria.

(@) Seja

Como o plano a é paralelo a face ABC, tem-se:

B,B C,C

A== —

Seja D o CM do sistema

Como

1' 1B=1'A16

1-A,A = 2-A,P,
tem-se que o ponto D também é o CM do sistema
{A1[2], A2[1 + 2]}
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De modo analogo, D é o CM dos sistemas
{B1[2], B2[1 + Al} e {C1[2], Co[1 + A]}.

Portanto, os segmentos A, A4,, B,B, e C;C, concorrem em D.

(b) Seja G o baricentro do tridangulo ABC. Note que D é o CM do sistema
{G[3], P[Al},
e portanto, D pertence ao segmento GP e satisfaz

Ao ser variado o plano a, varia-se também o parametro A, o qual pode assumir qualquer
valor do intervalo (0, ). Portanto, o lugar geométrico dos pontos D quando o varia é 0

interior do segmento GP.

Problema 8.

(@) Considere 4 pontos que formam um sistema ortocéntrico (cada um é o ortocentro do
triangulo formado pelos outros trés). Ponha massas iguais nesses 4 pontos. Prove que 0
centro de massa € o centro do circulo dos nove pontos de cada um desses 4 tridngulos.

(b) (Beltrami) Prove que o CM do sistema formado pelo incentro e pelos trés exincentros com

massas iguais é o circuncentro.

Resolucéo do problema 8.

Figura 16 — Problema 8

Bin] Cmi

Fonte: Elaboragéo propria.

(a) Denota-se por G e O, respectivamente, o baricentro e o circuncentro do triangulo ABC.
Seja P o CM do sistema
S ={A[m], B[m], C[m], H[m]}.
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Tem-se que P também é o CM do sistema
{G[3m], H[m]}.

Assim, P ¢é o ponto do segmento GH tal que

PH =3-PG. 1)
Sabe-se que G pertence ao segmento HO, com
GH = 2 GO. )
Figura 17 — Problema 8 (a)
3x x 2x
Hlm] P G3m] 0

Fonte: Elaboragdo propria.

De (1) e (2), conclui-se que P é o ponto médio de HO, ou seja, P é o centro do circulo dos

nove pontos do triangulo ABC.

(b)
Figura 18 — Problema 8 (b)

Fonte: Elaboracéo propria.

Denote por I o incentro do AABC e denote por E4, Eg e E., respectivamente, 0S ex-

incentros do AABC relativos aos vértices A, B e C. Tem-se
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B+¢€

ZEAAC = >

N|D>>

Assim, ZE4AEg = 90°.
De forma anéloga, conclui-se que ZE,AE. = 90°. Portanto, A € o pé da altura, relativa ao

vertice E,, do AE4ERE.. De modo semelhante, conclui-se que B e C sdo, respectivamente,

0s peés das alturas relativas aos veértices Eg e E. do AE,EzE.. Como E A, EgB e E-C se
encontram em I, temos que | € o ortocentro do AE,EgE,.

Como o circulo dos nove pontos de um tridngulo passa pelos pés das alturas desse
tridangulo, tem-se que o circulo dos nove pontos do AE,EzE- passa por A, B e C. Portanto,
o circulo dos nove pontos do AE,EgzE coincide com o circuncirculo do AABC.

Pelo item (a), 0 CM do sistema {E,[m], Eg[m], E.[m],I[m]} é o ponto O, o circuncentro
de AABC.

Problema 9.

Seja ABCD um quadrilatero convexo inscritivel com os lados opostos AD e BC se
encontrando em P, e AB e CD em Q. Prove que as bissetrizes dos angulos ZDPC e ZCQB e a
reta que une os pontos médios das diagonais do quadrilatero ABCD (diagonal de Euler)

concorrem.

Resolucéo do problema 9.

Figura 19 — Problema 9

Fonte: Elaboragdo propria.
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Sejam PD = m e PC = n. Considere o sistema de massas
S ={A[m], B[n], C[m], D[n]}.
Pela solucdo do Problema 6, tem-se que 0 CM de S é o ponto de intersecdo R das bissetrizes
dos angulos ZDPC e ZCQB.
Denote por K e L, respectivamente, os pontos médios das diagonais AC e BD. O sistema S é
equivalente ao sistema
S, ={K[2m], L[2n]}.

Portanto, como R é 0 CM de S;, tem-se que R € KL.

Problema 10.
(Banco IMO/97) No AABC acutangulo, sejam AD, BE alturas e AP, BQ bissetrizes internas.
Sejam | e O o incentro e o circuncentro do tridangulo ABC, respectivamente. Prove que 0S

pontos D, E e | sdo colineares se e somente se P, Q e O sdo colineares.
Resolucéo do problema 10.

Figura 20 — Problema 10

A [sen 24]

Bsen 28] ’ P C[sen 2C)

Fonte: Elaboragdo propria.

Mostra-se primeiramente que P, Q e O sdo colineares se, e somente se,
cos(C) = cos(4) + cos(B).
Considere o sistema de massas
S = {A[sen(24)], B[sen(2B)], C[sen(2C)]}.

Pelo Problema 1, o CM de S é o circuncentro 0. Tem-se

sen(ZC‘) =ngy +nq +ny,
onde

n =2 sen(f) . cos(fi),

n, = 2-sen(C) - cos(B)




34

ny =sen2(C) —ny —ny = 2-sen(C) - (cos(C) — cos(4) — cos(B)).
Invocando a Lei dos Senos, tem-se

ny ny sen(é) _c

sen(24) B 2sen(A) cos(d)  sen(d) a°

Como, pelo Teorema da Bissetriz interna,
a-QA=b-QB,

tem-se que Q é o CM do sistema

{A [sen(ZA)], C[nl]}.
De forma analoga, conclui-se que o CM do sistema

{B [sen(Zf})], C[nz]}
é 0 ponto P.
Seja X o CM do sistema

{Q[sen(24) + n,], P[sen(2B) + n,]}.

O CM de S pertence a reta XC.
Suponha que P, Q e O sdo colineares. Tem-se entdo que X € PQ,0€XCeO € PQ.Como P,

Q e C ndo sdo colineares, estas trés coisas s6 podem ocorrer simultaneamente se 0 = X e

cos(C) = cos(4) + cos(B).
Suponha agora que
cos(C) = cos(4) + cos(B).
Neste caso, como n, = 0, tem-se que 0, o0 CM de S, coincide com X. Assim, P, Q e O sdo

colineares.

Figura 21 — Problema 10

o
D

Bb] Clel

Fonte: Elaboracéo propria.
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Mostra-se agora que D, E e I sdo colineares se, e somente se,
cos(C) = cos(4) + cos(B).
Considere o sistema de massas
T = {Ala], B[], C[c]}.
Sabe-se que 0 CM de T é o incentro I. Dividindo a massa do veértice C em trés, tem-se:
c =mgy+my +my,
onde

cosA cosB
mz =cC-

my=c-

cosC'’ cosC’

c

mo=c—m; —m, = (cosC—cosA—cosB).

cosC
Como AE = c-cosA e CE = a- cos C, tem-se que
a-AE =m, - CE.
Assim, E é o CM do sistema
{Ala], C[m4]}.
Semelhantemente, D é o CM do sistema
{B[b], C[m,]}.
SejaY o CM do sistema
{E[a + m.],D[b + m,]}.
O CM de T pertence a reta XY.
Suponha que D, E e I s&o colineares. Tem-se entdo que Y € DE,1€YC el € DE. Como D,
E e C ndo sdo colineares, estas trés coisas sO6 podem ocorrer simultaneamente se I =Y e
mg = 0.
Logo,
cos(C) = cos(4) + cos(B).
Suponha agora que
cos(C) = cos(4) + cos(B).
Neste caso, como m, = 0, tem-se que I, 0 CM de T, coincide com Y. Assim, D, E e I sdo

colineares. Portanto, P, Q e O sdo colineares se, e somente se, D, E e [ também 0 séo.

Problema 11.
Seja ABCD um quadrilatero convexo e sejam K, L, M e N, os pontos médios dos lados AB,

BC, CD e DA, respectivamente.
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(a) Demonstrar que o ponto de intersecdo dos segmentos KM e LN coincide com os pontos
médios destes segmentos.
(b) Demonstrar que o ponto de intersecdo de KM e LN é o ponto médio do segmento que une

0s pontos médios das diagonais do quadrilatero.

Resolucéo do problema 11.

Figura 22 — Problema 11

B

Fonte: Rodriguez (2008).

Seja 0 0 CM do sistema
S = {Al[1], B[1], C[1], D[1]}.
(@) Como K é o CM do sistema
{A[1], B[1]}
e L é o CM do sistema
{C[1], D[1]},
tem-se que O também é o CM do sistema
{K[2], M[2]}.
Portanto, O é o ponto médio do segmento KM. De forma analoga mostra-se que O é o
ponto médio do segmento LN.
(b) Sejam P e Q, respectivamente, os pontos médios dos segmentos AC e BD. Como P é 0
CM do sistema
{A[1], C[1]},
e Q ¢ 0 CM do sistema
{B[1], D[1]}
tem-se que O também é o CM do sistema
{P[2], Q[2]}.
Logo, O é o ponto médio de PQ.
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Problema 12.

Seja G o baricentro do triangulo ABC e seja X um ponto qualquer do plano. Mostre que

3-GX? = AX* + BX? + CX? — 2 (BC? + CA* + AB?).

Resolucéo do problema 12.
Denote por a, b e ¢ 0os comprimentos dos lados BC, CA e AB, respectivamente. Sabe-se que 0
baricentro G do AABC é o CM do sistema
S = {A[1],B[1],C[1]}.
Tem-se, pela identidade do momento de inércia, que
Iy = I; +3-GX?,
ou seja,
AX? + BX? 4+ CX? = AG* + BG* + CG* + 3 - GX°.

Figura 23 — Problema 12

Fonte: Rodriguez (2008).

Seja D o ponto médio de BC. A relagdo de Stewart deduz que

2b% + 2¢% — a?

AD? =
4
Assim, como
w2 _ 2 4D
= 3
encontra-se
— 2b% + 2c¢? — a?
AG =

Analogamente, tem-se
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., 2a® + 2c? — b?
B 9

B 2a® + 2b?% — c?

BG?
9

Somando estas igualdades, encontra-se

_ - __ 1
AG? + BG? + CG? =3 (a? + b? + c?).

Portanto,

S — — 1
AX? + BX* + CX*? =3-GX2+?-(a2+b2+c2).

Problema 13.

Sejam O e H, respectivamente, o cincuncentro e o ortocentro do AABC. Demonstrar que
OH? =9-R? — (a? + b% + ¢?),

onde R denota o raio do circulo circunscrito ao AABC.

Resolucéo do problema 13.
Como
A0 =B0 =CO0 =R,

se utilizarmos a férmula do problema anterior com X = O, encontramos
- — 1 1
3-G0? = A0? + BO? + C0? —§(a2 +b% +c?) = 3-R2—?-(a2+b2 + ¢?),

onde G denota o baricentro do AABC.

Figura 24 — Problema 13

Fonte: Rodriguez (2008).
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Usando agora que HO = 3 - 0G, obtém-se

(3:G0)>=9-R? —a? —b?—c?
ou seja,

OH? =9-R? — (a®? + b? + ¢?).

Problema 14.

Seja ABC um triangulo equiléatero. Encontre o lugar geométrico dos pontos X para os quais
XA? = XB? + XC2.

Figura 25 — Problema 14

Fonte: Rodriguez (2008).

Resolugéo do problema 14.
Seja Y o simétrico de A em relacdo ao lado BC. Como
YB+YC—-YA=0,
tem-se que o ponto Y é o CM do sistema
{A[-1], B[1], C[1]}.
A identidade do momento de inércia nos da
—XA? + XB?> + XC? = -YA> +YB*+YC?*+ (-1+1+1)-YX?
=312+ 12+ 1>+ YX?
= —12+ YX?,
onde [ denota o lado do triangulo ABC.
Portanto,
—XA?+XB*+XC?>=0
se, e somente se,
YX? =12
Logo, o lugar geométrico dos pontos X para 0s quais
XA? = XB? + XC*?

¢ a circunferéncia de centro Y e raio [.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Diante do que foi exposto acima, conclui-se que o método do centro de massa é
uma ferramenta importante na solucdo de problemas de Geometria Euclidiana, tanto plana
como espacial. Ha inimeros exemplos de problemas que podem ser resolvidos de forma mais
simples e elegante usando-se tal técnica.

Espera-se que a presente dissertacdo se torne um instrumento valioso na
preparacdo de estudantes dos ensinos médio e fundamental que participam de olimpiadas de
Matematica, como a Olimpiada Brasileira de Matemética (OBM) e a Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). Espera-se ainda que esta dissertacdo possa

difundir o método aqui apresentado entre professores, alunos e amantes da Matematica.
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