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Resumo

Desde que estejam definidas uma operagdo * e uma operacdo O nos
conjuntos ndo vazios A e B, respectivamente, podemos estabelecer uma
correspondéncia entre esses conjuntos e, em relacdo as propriedades inerentes a
essas operacdes, estender o conceito de funcdo par e de funcdo impar que

comumente sao definidos sobre o corpo R dos nimeros reais.

Palavras chave: Conjuntos, operacdes, propriedades, fungdes e generalizagoes.



Abstract

Provided they are defined an operation * and a O operation in the non-
empty sets A and B, respectively, we can establish a correspondence between
these sets and, in relation to the properties inherent to these operations, extend
the concept even function and odd function which commonly are defined on the

body R of real numbers.

Keywords: Sets, operations, properties, functions and generalizations.



Lista de Simbolos

: menor que.

: maior que.

AV A

: menor do que ou igual a.

\%

: maior do que ou igual a.

: diferente.

1

: isomorfo a.

R

V: para todo, qualquer que seja.

:idéntico a

=: entdo, implica.

©: equivalente, se e somente se, se e sO se.
/: tal que.

3: existe.

: nao existe.

: pertence a.

: ndo pertence a.

: esta contido.

: ndo esta contido.

: uniao.

: intersecao.

S O C A& N M M ™=

: conjunto vazio.

Z

: Conjunto dos nimeros naturais.

Z: Conjunto dos numeros inteiros.

Q: Conjunto dos nimeros racionais.

R: Conjunto dos nimeros reais.

C: Conjunto dos nimeros complexos.

K: Corpo.

M,pn (K): Conjunto das matrizes de ordem m por n sobre um corpo K.
M,,(K): Conjunto das matrizes quadradas de ordem n sobre um corpo K.
P(A): Conjunto das partes de um conjunto A nio vazio.

F(A): Conjunto de todas as fungdes de A em A.
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Introdugado

O PROFMAT, Mestrado Profissional em Matematica, contribuiu bastante
para o aperfeicoamento da minha formacao de professor de Matematica. Ha muito
tempo eu ndo me aprofundava em certos conteidos que foram disponibilizados
neste programa de mestrado. Como professor do Ensino Médio de Escola Publica,
consigo ministrar aulas com muito mais seguranc¢a, relacionando a teoria
matematica com situagdes praticas do cotidiano dos alunos.

No caso das fung¢oes, nos chamou atengdo um resumo muito pequeno sobre
as fungdes pares e impares, apresentado em um dos livros didaticos que adotamos
na escola que eu ensino. Os alunos ndo davam muita importancia para aquela parte
do livro texto, acreditamos que isso se deu pela acanhada apresentacao que o autor
faz. Ao final, verificamos que isso é assim em todos os livros que examinamos. Mas,
olhando com cuidado, percebemos que existia uma possibilidade de explorarmos
aqueles pequenos conceitos, mostrando que, essencialmente, esses tipos de
funcdes dependem diretamente da estrutura de seus dominios e contra dominios;
ja que, como mostraremos em nosso trabalho, as operacdes e propriedades
inerentes a esses conjuntos é que definem essas funcoes.

Os babildnios, por volta do ano 2000 a.C., ja utilizavam a ideia de funcao
quando faziam tabelas colocando alguns nimeros na primeira coluna e o produto
desses numeros por um valor constante na segunda coluna. (ROQUE, [12]).

No decorrer da histoéria, d.C., varios foram os matematicos que contribuiram
para que se chegasse ao conceito atual de fungdo. As contribui¢des efetivas para a
constru¢do do conceito de fun¢do surgiram com os trabalhos de Isaac Newton
(1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Em 1718 Bernoulli faz a
primeira definicdo de fungao. (BOYER, [03]).

A representacdo de uma funcdo pela notacao f(x) (lé-se: f de x) foi
atribuida ao matematico suico Euler, no século XVII. O matematico alemao
Dirichlet escreveu uma primeira definicdo de fungao muito semelhante aquela que
usamos atualmente:

“Uma varidvel y se diz funcdo de uma varidvel X se para todo valor atribuido a X,

corresponde, por alguma lei ou regra, um inico valor de y. Nesse caso, X denomina-se varidvel

independente ey, varidvel dependente.” (DANTE, [04]) .
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No fim do século XIX, com a disseminac¢do da teoria dos conjuntos, tornou-

se possivel a definicdao formal do conceito de fun¢do por meio de conjuntos:
“Dados os conjuntos X eY, uma funcdo f: X — Y (1é-se: uma funcdo de X emY) é uma

regra que determina como associar a cada elemento x € X um tnicoy = f (x) € Y.” (DANTE, [04]) .

As fungdes sdo usadas por matematicos e por cientistas para descrever as
relacdes entre quantidades variaveis e, assim, desempenham um papel central no
calculo e nas aplicagdes (ANTON, [02]).

Fung¢des pares e fungbes impares comumente sdo definidas sobre o
conjunto R dos nimeros. Conforme podemos ver, inclusive nos cursos de calculo
basico. O que pretendemos esclarecer é que, com um pouco de imaginacdo, esses
conceitos relacionados para as func¢des reais podem ser primeiramente estendidos
para funcdes definidas sobre qualquer conjunto, no qual uma adigdo bem definida
admita a existéncia de inversos. Isso faz com que outros conjuntos, como por
exemplo, M,, (R), o conjunto das matrizes quadradas de ordem n sobre R, possam
ser relacionados com esse assunto. Os varios exemplos que apresentamos
mostram que a generalizacdo dos conceitos de funcdo par e fun¢do impar devem
ser consideradas.

No capitulo 1 apresentamos alguns conceitos bdasicos da teoria dos
conjuntos, dando destaque, principalmente, para as propriedades de uma operagao
definida em um conjunto A nao vazio. Em seguida, relacionamos esses conceitos,
apresentando a estrutura de alguns conjuntos, apontando operacdes e
propriedades que lhes sdo inerentes.

Depois de relacionarmos os conjuntos numeéricos e o conjunto dos nimeros
complexos, descrevemos o conjunto das matrizes, o que inclui o estudo das
propriedades dos determinantes (de uma matriz quadrada), o conjunto dos
polinémios e encerramos o capitulo, dentro do paragrafo das func¢des, com o
conceito de homomorfismo.

No capitulo 2, parte central de nossas consideragdes, ap6s apresentarmos o
conceito de funcdo real par e fun¢do real impar, concluimos que toda func¢ao real
pode ser escrita como uma soma de uma fung¢do par e uma fun¢do impar.
Terminamos as discussoes deste capitulo apresentando um resultado analogo a
esse, sO que, nesse caso, para funcoes definidas em um conjunto abstrato A nao

vazio.
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Na Escola Estadual de Ensino Médio, em que leciono, Lourival Pinho,
escolhemos uma turma de 32 ano e, além dos assuntos planejados, trabalhamos os
conceitos que norteiam este trabalho e aplicamos um pequeno teste com a
finalidade de verificar se aquele grupo de alunos compreendeu minimamente as
generalizacoes que foram propostas. Essa lista de problemas esta incorporada a
esse trabalho, no final deste texto, juntamente com a tabulacao dos erros e acertos
mediante as respostas dadas pelos alunos.

Encerramos o presente trabalho de conclusdo de curso fazendo nossas
consideracoes sobre o desenvolvimento de nossa pequena pesquisa e o nivel de

sucesso dos alunos nas discussdes e na citada avaliagdo de desempenho.
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Capitulo 1 - Conceitos Preliminares e Fundamentagoes

O presente capitulo trata das nocOes basicas e gerais da teoria dos conjuntos
enfatizando essencialmente as propriedades de uma operacio definida em um
conjunto ndo vazio. Depois de definirmos o que é um corpo, construiremos o
conjunto das matrizes e relacionaremos as operagcdes comumente definidas e suas
propriedades.

Os determinantes e suas propriedades e os polindmios também serdo
abordados de modo que os exemplos que ajudam a explicar as nossas ideias sejam
abundantes.

Para finalizar, abordaremos os conceitos de fung¢des pares e impares cuja

generalizacdo é parte da tarefa que pretendemos concluir.

§1. Algumas Nog¢des da Teoria dos Conjuntos

Conjunto é toda e qualquer colegdo de objetos (inclusive uma cole¢do sem
objetos). Cada objeto de um conjunto sera chamado de elemento.

Quase sempre representaremos um conjunto por uma letra maitscula do
nosso alfabeto, colocando os seus elementos entre chaves. E por letras minusculas
de nosso alfabeto representaremos os elementos de um conjunto.

Se a é um elemento do conjunto 4, dizemos que “a pertence ao conjunto A”
e anotamos isso por: a € A. Caso contrdario, se “a ndo pertence ao conjunto A,
anotaremos: a & A.

Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A4, é também elemento de B,
dizemos que “A estd contido em B” e anotamos A c B. Caso contrario, se pelo
menos um elemento de A ndo pertence a B, dizemos que “A ndo estd contido em B”
e anotamos A ¢ B.

Admitimos que, para qualquer objeto ou elemento x e um conjunto A dados,
ocorra exatamente uma das duas possibilidades, ou x € A ou x € A. Além disso, se
os elementos a; e a, pertencem a A, temos como verdadeira somente uma das
duas possibilidades: a; = a, ou a; # a,.

Dois conjuntos A e B sdo iguais se, e somente se, A e B possuem 0s mesmos

elementos ou se, e somentese, A c Be B c A.
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Uma colecdo sem objetos é denominada de conjunto vazio. Tal conjunto
sera denotado pela letra grega ¢. Vale que ¢ c X, para todo X imaginavel. Se X é
qualquer conjunto, s6 teriamos ¢ & X, se existisse pelo menos um elemento a € ¢,
tal que a € X. Como em ¢ ndo existem elementos, admitiremos por falta de
argumentos, que ¢ C X, independentemente da natureza dos elementos de X.

Por # A, denotaremos a quantidade de elementos do conjunto A. Se
# A = 1, diremos que o conjunto A é unitario. O conjunto vazio tem, exatamente,

# ¢ = 0 elementos.

Nossas consideragdes sera sobre a estrutura (interna) dos conjuntos e
como ela pode interferir no conceito de uma func¢do. Particularmente, nos

conceitos de fun¢do par e fungdo impar.

1.1.1 Defini¢do: Seja A um conjunto ndo vazio. Dizemos que uma operagcdo * esta
(bem) definidaem A se, e somente se,V x,y € Avaleque x *xy € A.

Sao exemplos de operagdes bem definidas em um conjunto nao vazio:
—aadi¢do “+” em N;
—aunidoUem P(A) = {X/X c A}, sendo A um conjunto nio vazio;

“«n

— a multiplicacdo “-” no conjunto M, (R) das matrizes de ordem 2.

A adicdo “+” definida em N ndo esta definida no conjunto I dos numeros
impares, ja que a soma de dois nimeros impares € um numero par.
Vamos relacionar algumas propriedades que comumente sao satisfeitas por

certas operacdes definidas em um conjunto nao vazio A.

1.1.2 Definigdo: Seja A um conjunto nao vazio e * uma operacdo definida em A.

a) Dizemos que esta operacdo tem a propriedade associativa se, e somente se,
Va,b,c €A valequeax* (bxc)=(ax*b)*c.

b) Dizemos que esta operacdo tem a propriedade comutativa se, e somente se,
Vab € A, valeque a*b =b * a.

c) Dizemos que e € A é elemento neutro em relacdo a operacao * se, e somente se,
valequeVa € A,valeque axe =e*xa = a.

d) Se a operacdo * admite elemento neutro e, dizemos que um elemento a € A
possui /inverso com respeito a operacdo * se, e somente se, 3a”~! € 4, tal que

a*al=alxa=ce.
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1.1.3 Definigdo: (As Leis do Cancelamento): Seja A um conjunto ndo vazio e * uma
operacao definida em A. Se para a, b, c € 4, temos:

a)a*b =ax*c < b= c(cancelamento a esquerda);

b) b *a = c *a & b = c (cancelamento a direita).

Dizemos que valem as /eis do cancelamento para a operacao * definida em A.

1.1.4 Exemplos:

a) Do fato de que nao existem divisores de zero, juntamente com o fato de a
multiplicacdo ser comutativa no conjunto Z dos numeros inteiros, podemos
verificar que as leis do cancelamento valem quase sempre para a multiplicacao
nesse conjunto: Vx,y,ze Z,comx # 0, xy =yx =xz=2x ©y =Z.

b) Seja A um conjunto nio vazio e P(A) = {X/X c A} o conjunto das partes de A.
Claramente a intersecdo “N” estd bem definida em P(A). Mas, para os conjuntos 4,

B, Cem P(A) com AN B= ANC em geral, ndo vale que B= C.

1.1.5 Observagdo: O elemento neutro e inverso, relativo a operacdo * definida em
um conjunto A ndo vazio, quando existem, sao Unicos.

Demonstragdo: Primeiramente, suponhamos que e seja o elemento neutro para a
operacdo * definida em A. Entdo, para todo a € 4, vale que a*xe = exa=a.
Agora, se parae’ € A, também vale que axe' =e'*a =a,vemosque e =¢' xe =
e * e’ = €', 0 que prova a unicidade de e em A.

A unicidade do elemento inverso é provada de maneira semelhante.

Utilizando essa observacao podemos justificar o funcionamento da regra de
“divisdo” entre duas fracdes. Vocé se lembra? A regra é “cantada” da seguinte
forma: para dividirmos uma fracdo por outra, repetimos a primeira e
multiplicamos pelo inverso da segunda.

a
ASSim, l/g = a/b d/c = ad/bc.

d

“«w_n

1.1.6 Definicdo (Poténcias): Seja A um conjunto nao vazio, “*” uma operagdo bem
definida em A e e o elemento neutro para essa operac¢do. Entdao, definimos as

poténcias inteiras para um elemento a em 4, da seguinte maneira:
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a’®=e
al =a
a’=axa

a" " =axax..xa

nvezes

a " =a " =((@H"=alxalx..xa"!,seexistira’?, oinverso
n vezes

de a com respeito a operagao *.

1.1.7 Defini¢do: Seja S # ¢ um conjunto e * uma operacao definida em S. Dizemos

que um elemento a € S é idempotente se, e somente se, valer que a? = a *a = a.

1.1.8 Exemplos:

a) Considerando o conjunto dos nimeros reais R e a operacdo de multiplicacdo
nesse conjunto, temos que os Unicos elementos idempotentes, com relacdo a essa
operacao, sao 0 e 1.

b) Considerando U, a unido de conjuntos em P(A), vemos que todo elemento em

P(A) é idempotente. A mesma coisa acontece se considerarmos a opera¢io N no

conjunto das partes de A.

§2. O Conjunto dos Nuimeros Reais

As discussdes que faremos no capitulo 2, explicam porque neste paragrafo
deixaremos de fora o conjunto N = {0, 1,2, 3,4,5, ... } dos nimeros naturais. Quase
ndo existe inverso para um ndmero natural, tanto com relacio a operacdo de
adicao como a multiplicacdo definidas em N.

A descricio que faremos sobre os conjuntos numéricos sera minima.
Essencialmente, relacionaremos as operacdes definidas nesses conjuntos,

evidenciando conceitos e as propriedades que comumente sdo relacionadas.

E comum definir o conjunto R dos nimeros reais como o conjunto

constituido de todos os nimeros racionais e de todos os nimeros irracionais.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Uni%C3%A3o
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No conjunto R dos nimeros, estdo definidas uma operacao de adicao e uma
operacao de multiplicagdo: admitiremos queVx,y € R, x +y,xy € R.

Além disso, V x,y,z € R, admitiremos que sejam validas as seguintes
propriedades:
A:x+ (y+2z)=(x+y)+zex(yz) = (xy)z (associatividade);
C:x+y=y+xexy = yx (comutativa);
N:30eRtalquex+0=0+x=x e 31 € Rtalquex.1 =1.x = x (existéncia
de elemento neutro da adi¢cdo e da multiplicacdo);
I:3a€Rtalquea+x=x+a=0, sendo a denotado por a=-x e,

setemos x # 0,3b € Rtalquexb =bx =1, sendo b denotado por b=
xloub = i (existéncia de inversos para a adicdo e quase sempre para a
multiplicacao);

D:x(y+z)=xy+xz=yx+zx = (y+2z)x (distributividade da multiplicacdo

em relacdo a adicao).

O efeito da multiplicacdo do elemento neutro da adi¢do por cada nimero
real r, juntamente com a propriedade I, citada acima, permite que concluamos que

nao existem divisores de zero em R.

1.2.1 Observagao: Sejam x e y quaisquer elementos em R. Entdo:

a) x0 = 0;

b) se tivermos x y = 0, é porquex = 0ouy = 0.

Demonstragdo: a) Temos 0+ 0 =0 < x(0 + 0) = x0 < x0 + x0 = x0, aplicando
a propriedade D. Usando a propriedade I, vem que —x0 + (x0 + x0) = —x0 + x0 e,
assim, usandoA e N, temos (—x0+ x0) +x0=0<= 0+ x0 =0 < x0 = 0.

b) Se xy=0 e x #0, por I, existe x"em R de modo que x'(xy)=x"10
S x)y=021y=0y=0.Se xy=0 e y # 0, concluimos de maneira

analoga que x = 0.

Antes de “descermos” dentro do conjunto dos numeros relacionaremos
algumas propriedades ou caracteristicas gerais do conjunto R.
O conjunto R é um corpo ordenado (FIGUEIREDO, [05]) contendo um

conjunto P = {x € R/ x > 0} que satisfaz as seguintes propriedades:



18

P;:Sex€Pey€P,entdiox+y€Pexy€P;
P,:Se x € R, ocorre somente uma das possibilidades: x € Pou —x € Poux = 0.
Em geral, os elementos do subconjunto P de um corpo ordenado sao
chamados de elementos positivos.
Dentro de R, o conjunto Q dos racionais é um corpo ordenado. Qual é o
conjunto P dos elementos positivos de Q?
Além disso, em R podemos determinar ou definir uma relagdo de ordem

entre seus elementos da seguinte forma: x >y © x —y > 0.

1.2.2 Observagio: Estabelecida a relagdo de ordem acima, temos que V x,y,z € R,
valem as seguintes relagdes:
aA)x>0ey>0=>x.y>0
b)x<0ey>0=>x.y<0
0)x<0ey<0=>xy>0
d)x>0ey<0=>xy<0

e)Sex # 0, x ex~! tém o mesmo sinal;
No<x<y=>0<yl<xl
HO>x>y=>0>y1>x?
h)sex<yey<zentiox < z
i)sex<yentiox+z<y+z

j)sex <ye0<zentioxz < yz
k)sex <yez<0,entdoyz < xz

Demonstragdo: E imediata!

As relagdes abaixo sdo, muitas vezes, denominadas de regras dos sinais.

Aqui as relacionamos como propriedades dos inversos aditivos em R.

1.2.3 Observagdo: Sejam x, y € R. Entao, valem:
a) (—1)x = —x;

b) x = —(=x);

) (=0)(=y) = xy;

d) —xy = (=x)y = x(=y).

Demonstragio: E imediatal!
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1.2.4 Definicdo (mddulo de um nimero real): Denominamos valor absoluto ou

xsex = 0ou

modulo de um ntimero real x, o nimero nao negativo |x| = { xsex <0

Podemos interpretar esse valor como sendo a distancia de x para a origem 0
da reta real. Assim, por exemplo: |6] =6 = —(—6) = |—6]| e |-10] = —(—10) =
10 = [10].

Conforme a definicdo de |x|, temos: |x| = 0, [x|? = x2,|—x| = |x]| e x < |x[;
Vx € R. Além disso, o valor absoluto de um nudmero real x também pode ser
definido pelas igualdades: |x| = Vx2 ou |x| = max(—x, x); onde Vx? denota a raiz
quadrada (nio negativa) de x?e max(—x, x) indica o maior dos ntimeros - x e x.

Por exemplo: |—2| = /(—2)2 = V4 = 2 = max(2, - 2).

1.2.5 Observagdo: Dados x e y numeros reais valem e sdo de facil verificacao as
seguintes propriedades:

a) x| = |—x|

b) lx —yl =1y —xl

) lx.yl = lx|. |yl

d) —[x] < x < x|

e) lx +yl < x| + |yl

f) Ix —yl < x| + [yl

Demonstragao: Vejamos a demonstracdo de alguns itens. Por defini¢do, temos
lxy| = (xy)2 = /x2y2 = \/F\/y— = |x||y|. Isso prova o item c).

Agora, vale que —|x|<x<|x| e —|y|<y <]yl Somando

ordenadamente estas desigualdades, obtemos —(|x| + |[y]) <x+y <|x|+ |yl; o
que implica na desigualdade |x+y|<|x|+ |yl e o item e) também fica
demonstrado.

Por fim, vale que |x—y|l=I|x+CY)|<ZIx|l+]|-yl=IxI+]y|l e

concluimos a validade de f).

E claro que, “para baixo”, os elementos de todo subconjunto de R ficam
“subordinados” a essas propriedades quando sdo somados ou multiplicados.
Considere o triangulo retangulo com base e altura medindo 1, onde dois dos

vértices sdo os pontos 0 e 1 na reta r, conforme a figura a seguir:
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A
v

0 1 r
A hipotenusa desse triangulo é o nimero x = V2 > 0, obtido através do
teorema de Pitagoras, tal que x? = (\/f)z =12+1%2=1+1 = 2. J4 sabiam os
matematicos da antiguidade que V2 nio pode ser escrito na forma de fragio S com
»,q€Z q+*0,ie, V2 ndo é um ndmero racional. Isso mostra que, embora valha a
propriedade arquimediana no conjunto Q: entre dois niimeros racionais r e s
existe sempre um numero racional, por exemplo, rzj, 0S numeros racionais nio

cobrem toda a reta real.

1.2.6 Observagdo: V2 ndo é um niimero racional.
Demonstragdo: Suponhamos que v/2 pode ser escrito na forma (I): V2 = S, compe
q inteiros e g # 0. Entdo, podemos supor que mdc(p, q) = 1.

Da equacdo (I) segue que 2 = Z—j & (I): p? = 2q2. Isso mostra que p? é par.
Consequentemente, p € par, digamos p = 2k, com k € Z. Substituindo esse valor na
equacio (II), temos (2k)? = 2¢q? © 2q? = 4k? © q? = 2k?. Dai vem que g2 é par.
Consequentemente, ¢ é par e vemos que, assim, temos mdc(p,q) = 2. Uma

contradicio como o fato de que temos mdc(p, q) = 1. Portanto, V2 & Q.

Usando a teoria dos nimeros primos e a divisibilidade em Z, argumentos
analogos aos que fizemos para provar que v2 ndo é um ndmero racional
(FIGUEIREDO, [05]), podemos provar que \/E nao é um numero racional, qualquer

que seja o numero primo p. Estes nimeros sao chamados de irracionais.

Extensao dos Racionais

1.2.7 Observagdo (Extensdio dos Racionais por \/p, p primo): Consideremos o
conjunto Q[\/E] = {a+ bﬁ/a,b € Q e p primo} é chamado de Extensdo dos

Racionais por \/5, p primo. Nele, V a + b\/_, c+ d\/g € Q[\/ﬂ, estao definidas as

operacoes:

+: (a+byp)+(c+dyp)=(a+c)+ (b+d)p;
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i (a+byp).(c +d\/p) = ac + pbd + (ad + bc),/p.

Em Q[,/p] a adigfo e a multiplicagio definidas anteriormente satisfazem as
propriedades 4, € e D, por heran¢a de R para (QQ[\/E] Além disso, vale que
0=0+0/pel=1+ 0\/5 sdo, respectivamente, os elementos neutros para a
adicao e multiplicacdo. E ainda, —(a + b\/f) = —a — b,/p é o inverso aditivo de

-1 1 -b\p
a+b\p e se 0#a+bp vale que (a+b\p) =a+b\/5=(a—b35)(aib\/5)=

a-b\p __ a-byp _ a ( b
a2—(b+/p)2 " a2-pb2  a2-pb2 aZ-ph2

)\/5 é o inverso de a + b\/E com relagdo a

operacdo de multiplicagdo. Isso mostra que as propriedades N e I se verificam

localmente dentro de Q[\/ﬂ

1.2.8 Observagdo: Nio existem divisores de zero em Q[,/p].

Demonstragao: Segue do fato de que os elementos de (@[\/ﬂ sdo elementos do

conjunto R dos nimeros reais e que vale a observa¢do em 1.2.1.

O Conjunto dos Numeros Racionais Q

O conjunto Q = {x = Z/p,q € Z e q # 0} das fragdes de Z é denominado

conjunto dos numeros racionais. Claro que Q & Q[\/ﬂ ¢ R
Em Q estdo definidas operacdes de adicao e de multiplicacdo da seguinte
a ¢c
forma: V P € Q,
¢ _ (a.d+b.c)
d_ bd
-C

a
+:2

+

Q

_a
)

Qla
<
QU

Em @, a adicido e a multiplicacdo, definidas acima, satisfazem as

propriedades A, C e D, por heranca de Q[\/ﬂ para Q. Além disso, vale que 0 = % e

1 . . .~ R ~
1 = - sdo, respectivamente os elementos neutros para a adigdo e multiplicacao.

-1
. . a , . . a a a ,
Mais ainda, — € o inverso aditivo de L € se 0+ > vale que (Z) =z=-¢o0
b
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. a ~ s ~ . . ~
inverso de > com relacdo a operacdo de multiplicacao. Isso mostra que as

propriedades N e I se verificam localmente dentro de Q.

1.2.9 Observacao: Nao existem divisores de zero em Q.

Demonstragao: Segue do fato de que os elementos de Q sdo elementos do conjunto

Q[\/ﬂ e que vale a observacdao em 1.2.8.

Observemos que para cada 0 < p inteiro primo vale que Q & Q[,/p] & R.
Dado que existem infinitos numeros primos (GONCALVES, [08]), sdo infinitos os

conjuntos (@[\/ﬂ, que sdo extensdes dos racionais por \/5, para cada p primo.

O Conjunto dos Numeros Inteiros Z

Todo numero inteiro z pode ser escrito como um quociente de dois

, . . z s . .
numeros inteiros. Temos que z = T [sso mostra que Z esta contido no conjunto

Q= {x=§/p,qEZeq¢0}.

O conjunto Z é uma base para a construcdo dos nimeros racionais e a
algebra dos inteiros que sao de fundamental importincia para o estudo das
estruturas algébricas. Mas, o motivo pelo qual também vamos relacionar o
conjunto desses numeros € que, aditivamente, todo namero inteiro possui inverso.

Por Z ={...,—3,—-2,—-1,0,1,2,3, ...} denotaremos o conjunto dos nimeros
inteiros. A soma e o produto de dois nimeros inteiros sdo nimeros inteiros. Assim,
estdo definidas as operacdes de adi¢cdo " + " e multiplicagcdo " - " em Z.

A adigdo e a multiplicacdo, definidas em Z, satisfazem as propriedades 4, C e
D, como heranca de Q. Além disso, vale que 0 e 1 sdo, respectivamente o0s
elementos neutros para a adi¢ao e multiplicagao. Mais ainda, —z é o inverso aditivo
de z. No entanto, poucos sdo os elementos inversiveis em Z quando a operacao é a
multiplicacdo. Isso mostra que a propriedade N se verifica localmente dentro de Z.

Enquanto a propriedade I sé se verifica localmente dentro de Z para a adigao.

1.2.10 Observagdo: Nao existem divisores de zero em Z.
Demonstragdo: Segue do fato de que os elementos de Z sdao elementos do conjunto

Q e que vale a observagao em 1.2.9.
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§3. O Conjunto dos Numeros Complexos C

O conjunto C= {x +yi/x,y € Rei=+—1,comi? = -1} é denominado
de conjunto dos nimeros complexos.

Claro que o conjunto R dos nimeros reais esta contido em C, pois Vr € R,
temos quer =71 + 0i € C.

Em C estdo bem definidas uma operacdo de adicdo e uma operagdo de
multiplicacdo, da seguinte forma:Vz =a + bi,h=c+di €C
+:z+h=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i;

-1 zh = (a + bi)(c + di) = ac — bd + (ad + bc)i.

1.3.1 Observagao: V z;, z,, z3 € C, valem as seguintes propriedades:

A:zy + (2 + z3) = (21 + 2,) + z3 € Z1. (23.23) = (21.2,).23 (associatividade);
C:z,+2z, =2z,+ 2, €2.2, = Z,.7; (comutatividade);

N:30=0+0ie€C, tal que 0+2z;=2+0=2 e 31 =1+0i€C, tal que
1z, = z;1 = z; (existéncia de elemento neutro);

I:Paraz; =a+bi,3 —z;=—a+ (-b)ieCcom z; + (—2z;) = —2z;+2z; =0 g, se
z; #0,3z, 1 €C talque z;z,7! = z;71z; = 1 (existéncia do inversos);

D:z,.(zy + 23) = 21.2y + 21. 23 = Z5.21 + 23.2, = (2, + z3).z; (distributividade da
multiplicacdo em relagdo a adi¢do);

Se z,.z, = 0, entdo z; = 0 ou z, = 0 (inexisténcia de divisores de zero).
Demonstragdao: Demonstraremos somente algumas dessas propriedades. Dados
zy=a+bi,z; =c+diezz =e+ fi quaisquer elementos em C. Temos que
z1+(zy+2z5)=(a+ b))+ [(c+di)+ (e+ fi) =(a+bi)+ [(c+e)+ (d+ f)i]
={a+(c+e)]+[b+(d+f)]i. Como a adigdo dos nimeros é associativa, esse
nimero é igual a [(a+c)+e]l+[(b+d)+fli=[(a+c)+ (b+d)i] + (e + fi)
= [(a + bi) + (c +di)] + (e + fi) = (2, + z;) + z3. Isso prova a associatividade
da adicao.

O nuimero complexo 0 =0+ 0i étalque Vr +si € C, (0 + 0i) + (r + si) =
O0+7r)+(0+s)i=(@r+0)+(s+0) =r+si. Portanto, 0 = 0 + 0i é o elemento
neutro da adigao.

Considerando z; = a + bi e z, = c + di, vale que 2,2z, = (a + bi)(c + di) =
(ac — bd) + (bc + ad)i = (ca — db) + (ad + bc)i = (¢ + di)(a + bi) = z,z,. Isso

prova a comutatividade da multiplicagao.
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Admitindo que VO#2z€C 3z 1€C com zzl=z1z=1 e que
Vz €, vale que z0 =0, se z;z, =0ez; # 0, podemos escrever z;z, = 0 &
z7Y(z,z,) = z710. Usando a associatividade da multiplicacdo, concluimos que
21 Y (z12,) = 2710 © (z71z)z, =0 & 1z, =z, = 0. Se for z, # 0, argumentos

analogos mostram que entdo z; = 0. Isso prova a validade de C.

1.3.2 Defini¢des: Consideremos o € dos nimeros complexos. Entao:

a) o nimero complexo i = 0 + i é denominado de unidade imagindria.

b) para todo z=a+ bi em C, os nimeros reais a = Re(z) e b = Im(z) sio,
respectivamente, a parte real e a parte imaginaria do nimero complexo z.

c) dados 2z =a+bie z,=c+di €C, dizemos que z; =2z, < Re(z;)=
Re(z,) e Im(z,) = Im(z,).

d) Para todo z = a + bi em C, definimos Z = a — bi como sendo o conjugado do

, - z . .
nimero complexo z Vale que z~! = W; onde |z| = Va? + b? é o modulode z
zZ
Com relacdo ao conjugado Z = a + bt = a — bi de um nimero complexo

z = a + bi podemos relacionar algumas propriedades principais.

1.3.3 Observagdo: Sejam z = x + yi e w = a + bi quaisquer elementos em C. Entao,
valem, e sao de facil verificacdo, que:

aA)ztw= Z+w;

b) zw = zw;

C)—z=-—2z

d)z =2z

e) zZ = x* + y=.

Demonstragdo: Faremos somente os itens b) e d). Temos, primeiramente, que

zw = (x+y1)(a+ bt) = (xa—yb) + (xb + ya)t = (xa — yb) — (xb + ya)i. Por

comparagio, temos zw = (x — yi )(a — bi) = (xa — yb) — (xb + ya)i = zw, o que

prova d). Agora, usando o item e), podemos escrever z71Z=z"1z=1+01 =

1.(1+01) = (14 0i))(T + 01) = 12 + 0% = 1. Isso mostra que, de fato, z=1 = z71,

Devido as igualdades do item c), em 1.3.2, é possivel pensarmos que,
concretamente, o conjunto dos nimeros complexos pode ser visto como o como

sendo R X R = {(x,y)/x,y € R}, o conjunto dos pontos do plano cartesiano.
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Figural: Representagio geométrica de um niimero complexo

|

b ¢

ol . K

O inverso de um numero complexo z = a + bi # 0 pode ser obtido pela

z=a+bi
.

x

simples resolucdo da equacdo zw = 1; onde w = x + yi é a “variavel”. A igualdade

1 _

a b
de complexos revela que z~ ——+(——) i. Deste modo, vemos que
p q a?+b? a?+b? ! q

z~1 = Z. onde |z| = VaZ + b=

T z1?

Representac¢io polar de um niimero complexo

Sejam z = a + bi um numero complexo nio nulo e (a,b) o par que o
representa no plano cartesiano (ou de Argand - Gauss). Usando o tridngulo
retdngulo cuja a medida da hipotenusa é igual a distancia de P = (a,b) a 0 = (0,0),
origem do plano cartesiano, temos as relacdes a = |z|cosf e b = |z|senf, com
0 < 6 < 2m, onde r = |z| é a distancia do ponto P = (a, b) ao ponto O = (0,0),e 6
é o0 angulo que o segmento PO faz com o eixo horizontal do plano cartesiano, no

sentido anti-horario.

Figura 2: Médulo e Argumento de um nimero complexo

b=Im(z) -~~~ -~~~ -~~~ 7~

r = |z| = y/(a? + b?)

8 =arg z

a = Re(z)

Todo nimero ¢ = 6 + 2km, com k € Z, também é chamado de argumento
de z. Contudo, denominamos de argumento (principal) do nimero complexo z, o

unico angulo 6 = arg(z) € |—n, ).
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Por fim, podemos escrever z = a + bi = |z|(cosf + isenf) que é chamada a

forma trigonomeétrica ou forma polar do nimero complexo z.

Usando as propriedades da adi¢do de arcos trigonométricos é facil ver que
vale a seguinte relagdo: Se z w sdo dois nimeros complexos, entdo, arg(zw) =

(arg z + arg w) + 2nn,paran € Z.

1.3.4 Exemplo: Para termos uma ideia de como podemos calcular as poténcias de
um nudmero complexo z = a + bi, vamos considerar os ndmeros complexos
z = |z|(cosa + isena) e w = |w|(cosp + isenf), cada um na sua forma polar.
Temos:
zw = (|z|(cosa + isena))(Iw|(cosp + isenp)) =
|z||w|(cosacosp + isenacosf + isenacosf + isenaisenfS) =
IZIIWI(cosacosﬁ — senasenf + i(senacosf + senacosﬁ)) =
|z|lw|(cos(a + B) + isen(a + B)).
Esses calculos simples mostram que o produto de dois nimeros complexos,
na forma polar, é igual a um nimero complexo cujo mddulo é o produto dos

modulos e cujo argumento é a soma dos argumentos desses nimeros complexos.

1.3.5 Lema de De Moivre (1677-1754): Consideremos em sua forma polar o
ntimero complexo z = |z|(cos 6 + isen 6). Entdo, para todo inteiro positivo n, vale

que z" = |z|"(cos nB + isen no).

A formula z" = |z|"(cos nf + isen nf) permite que calculemos as raizes de
um dado nimero complexo de maneira pratica e mais precisa. A demonstracao
desse fato pode ser feita por inducdo. Depois do passo indutivo os calculos sdo
idénticos aos que fizemos ao calcular o produto zw na forma polar, no exemplo em
1.3.4. calculamos z"*1 = zz" = (IzI(cosH + isen@))(lzl”(cos (n@) + isen (nh)))

n+1

= |z||z|™(cosB + isenf)(cos nO + isen nB). Dai, vemos que z =zz" =

|2|™** (cosBcos(nd) — senfsen(nd) + cosfsen(nd) + senbicos(nd)). Desse modo,
271 = |z (cos((n + 1)6)) + i (sen((n + 1)9))-

Portanto, concluimos que a igualdade z" = |z|"(cos (n8) + isen (n8)) vale

para todo natural n.
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A féormula de De Moivre também se verifica para todo inteiro n < 0. Usando
o fato de —n > 0, novamente por indugao, concluimos, ao final, que ¥ n € Z, vale a

igualdade z" = |z|"(cos (n8) + isen (nh)).

1.3.6 Observagio: Consideremos o nimero complexo z = |z|(cosf + isenf). Entio,

vale que wy, = Vz = Ti/m(cos efk” + isen @); comk=0,1,--,n— 1, sdo as
n raizes distintas (de ordem n) de z, para todo 0 < n € N. Particularmente,
Wy = cos% + isen %; com k=0,1,---,n—1, sdo as n raizes distintas (de
ordem n) daunidade 1 = 1 + 0i em C.

Demonstra¢do: Uma raiz enésima de z = |z|(cosf + isenf) é um nimero complexo
w = |w|(cosp + isenp) tal que w™ = (|w|(cosp + isengo))n = |w|™(cos¢p +
isenp)" = |W|”(cos(n(p) + isen(n(p)). Como w = ¥z, temos que w™ = z; ou seja,
temos IWI”(cos(nqa) + isen(nqa)) = |z|(cosB + isenf). Segue entio que

wl = Vlz| e np = 9+2k’n<=)gp=9+121k'”. Pondo k'=pn+k, com pEZ e

0+2kimt 0+2(pn+k)m 6 2pnm+2km 6 2km
i el

n n n n

k=0,1,---,n—1, temos que ¢ =

, (7] 2km , ~
2pm. Dai, entendemos que ¢ =—+-— e as n raizes de z sdo wy, =Vz=

0+2km . 0+2km
b |z|(cos — + isen ); comk=0,1,-,n—1.

n

Note que, se z = 1 + 0i = 1, os ndmeros wy, wy,***, W,_; sdo distintos entre

si, pois a diferenca entre os argumentos de dois quaisquer deles ndo é um multiplo

de 2m. Essa diferenca é igual a M, com kq,k, € {0,1,-:-,n — 1}. Dessa forma,

(k1—k2) <t

nao € inteiro; pois, 0 < —= T< 1.

, ki—k
o nimero (171—2)

1.3.7 Proposigdo: Seja wum numero complexo ndo nulo com a representacao polar

w = |w|(cos a + isen a). Entdo, as enésimas raizes de w sdo dadas pela formula

Wy = ’W[cos (g+ﬂ) + isen (g+ﬂ)],k =0,..,n—1.
n n n n
A féormula de De Moivre é fundamental para que possamos observar a
validade das propriedades das poténcias no conjunto C dos nlimeros complexos. E

importante para os nimeros que ndo sdo puramente reais, sejam representados

em coordenadas polares.
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§4 Matrizes - Operagdes e Propriedades

A matematica é repleta de regras e férmulas, onde cada uma foi criada
visando facilitar a vida do ser humano. Os estudos sobre matrizes vém desde o
século XIX e trazem novas experiéncias para o campo da matematica. Hoje, mesmo
sem percebermos, os sistemas que utilizam o conceito de matriz vdo, desde os
calculos feitos por um computador, até a construcdo de estruturas importantes
para o ser humano.

Um sistema matricial € comumente utilizado na resolu¢do de sistemas
lineares que ajudam a resolver os calculos mais complexos que surgem nas areas de

fisica, engenharia e economia.

Formalizag¢do do Conceito

Para entendermos o conceito de matriz é importante observar
primeiramente como as mesmas sdao formadas. Uma matriz é formada pelo que
chamamos de linhas (os valores ordenados na horizontal), e o nimero delas é
comumente representado pela letra “m”, e o que chamamos de colunas (os valores
ordenados na vertical); onde o ndmero delas é representado pela letra “n”. A
ordem dessa matriz, entdo, é exatamente m por n; que denotamos por mxn.

Entdo, se nos é dado uma sequéncia de valores, podemos “montar” uma
matriz disponibilizando esses valores de cima para baixo, em forma de colunas e,
da esquerda para a direita, em forma de linhas.

Quando precisamos identificar um valor nessa “tabela”, observamos sua

posicdo de linha "i" e de coluna "j" na matriz. Nesse caso, esse elemento
comumente é representado por a;;. Por exemplo, se nos referirmos ao elemento
a,, de uma matriz, estamos falando do elemento que se encontra na 22 linha e na
42 coluna dessa matriz.

1.4.1 Definigdo: Consideremos o conjunto R dos nimeros. Por M,,,,,(R) definimos
o conjunto de todas as matrizes de ordem mxn com entradas no conjunto R. Cada

elemento em M,,,,.,,(R) é denotado por


http://www.estudopratico.com.br/sistemas-lineares-equacao-classificacao-e-regra-de-cramer/
http://www.estudopratico.com.br/sistemas-lineares-equacao-classificacao-e-regra-de-cramer/
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[a11 Az aln]
| az1 Az ° Qp

A = [aij]mxn = | az; Qzz -+ Q3p |
laml Amz2 " aanmxn

Seel<mneN e m=mn, o conjunto M,,,(R) serd denotado por M,(R),
simplesmente.

Outras representagdes de uma matriz podem ser feitas colocando os seus
elementos entre parénteses ou entre duas barras. Nds adotaremos a representacao

acima, colocando os elementos da matriz entre colchetes.

Tipos de Matrizes

Algumas matrizes recebem um nome de acordo com a ordem ou as
caracteristicas de seus elementos. Apresentamos a seguir a definicdo de algumas

desses tipos de matrizes.

Matriz quadrada: é toda matriz cujo niumero de linhas é igual ao numero de
colunas. Sendo de ordem nxn, os elementos a;;; com i =1,2,--,ne 1<ne€N,
formam a diagonal principal da matriz.

Matriz triangular inferior (superior): é toda matriz quadrada em que todos os
elementos acima (abaixo) da diagonal principal sdo nulos.

Matriz diagonal- é toda matriz quadrada em que os elementos acima e abaixo da
diagonal principal sdo nulos.

Matriz identidade (de ordem n): é a matriz diagonal representada por I,, e cujos
elementos da diagonal principal sao todos iguais a 1.

Matriz nula: é toda matriz cujos elementos sao todos nulos. Geralmente denotamos
essa matriz pela letra O.

Matriz linha: é toda matriz que possui apenas uma linha.

Matriz coluna: é toda matriz que possui apenas uma coluna.

Antes de definir as operacbes, vamos estabelecer a ijgualdade entre
matrizes. Dizemos que as matrizes A e B sao iguais se, e somente se, A e B possuem

amesma ordem mxn e a;; = b;j paratodoi € {0,1,-:-,m}etodoj € {0,1,---,n}.
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Operagoes e Propriedades

As operagdes com matrizes sao induzidas pelas operagoes definidas em R.
Muitas das propriedades que observamos na adi¢do e na multiplicagdo de niimeros

nos ajudam a estabelecer regras para operacionalizarmos as matrizes.

Sejam A = [a;;] mun € B = [b;j] man quaisquer elementos em M, (R).
Entao, definimos a adicdo de A com B como sendo A + B = [a;;] mxn + [bij] mxn =
[a;j + bijlmxn uma matriz de ordem mxn e tal que suas entradas sdo as somas

das entradas correspondentes de A e B.

1.4.2 Observagdo: V A, B, C € M,,,,,,(R), valem as seguintes propriedades:

Ai:A+ (B+C) = (A+ B) + C;

A:A+ B =B + A

A3:30 € M,,(R)talque 0 + A = A + 0 = A4;

Ay — A = [—a]man € My (R) tal que A + (—4) = —A + A = 0.
Demonstragdo: Vejamos a comutatividade. Temos A + B = [a;;] mxn + [Dij] mxn

= [aij + bij]mxn = [bij + aij]mxn = [bij] mxn T [aij] mxn = B + A.

Notemos que essencialmente usamos a comutatividade da adi¢ao definida
no conjunto dos nimeros reais. Por isso, observando as propriedades da adigdao em
R, as conseguimos concluir facilmente que valem as outras propriedades da adi¢do

de matrizes.

Dado qualquer elemento a € R e qualquer matriz A = [a;;] mxn € Mpmxn(R),

podemos definir a multiplicacdo por escalar aA = a[a;j] mxn = [AQ;j] mxn-

14.3 Observagio: V A,B,C € M,,(R) e Va, B €R, valem as seguintes
propriedades:

Py:a(A + B) = aA + aB;

Py: (a+ B)A = aA + BA;

P3: (af)A = a( BA);

Py1A=A4;(-1)A=—-Ae0A=0.

Demonstragio: E imediatal!
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Agora,VA € M,,,;(R) e V B € My,,(R), podemos definir a matriz produto

m

AB = [cyj] man; Onde ¢;; = z Qikby-
k=1

A multiplicacdo que define a matriz produto acima, s6 é possivel de ser
realizada se o numero de colunas da matriz A for ijgual ao niimero de linhas da
matriz B. Nesse caso, a matriz produto AB tem ordem igual ao nimero de linhas de

A pelo numero de colunas de B.

1.4.4 Observagdo: Se A, B e C sdo compativeis para a multiplicacdo definida acima,
valem as seguintes propriedades:

My: A(BC) = (AB)C;

My Se AeM,R), 3L, =" 1 7 O com A, =na=4 vi<nen A
0 O 1 nxn

matriz I, é denominada de matriz identidade. Ela é o elemento neutro da
multiplicacdo definida acima.

D:A(B +C) = AB + AC;

1.4.5 Exemplo: Em geral, se A e B sao compativeis para a multiplicacdo e AB = 0,

nao vale que A=0 ou B =0. Por exemplo, as matrizes A = [_31 8] e
2x2

B = [O 0] nao sao nulas. No entanto, temos que AB = 0.
2 3 2x2

Existindo I,, como elemento neutro da multiplicagio em M, (R), temos a
motivacdo para verificar se, dada a matriz A em M,(R), 347! em M, (R) tal que

AA = AT1A =1,

1.4.6 Defini¢do: Dada matriz A em M, (R), 3 A~ em M, (R) tal que AA™1 = 4714 =

I,,, dizemos que A é inversivel com inversa A~

Notemos que uma matriz inversivel deve ser quadrada, pois comuta com a
sua inversa. Existem alguns métodos de obtencao da inversa de uma matriz, no
caso dessa matriz existir. No préximo paragrafo relacionaremos um desses

métodos fazendo uso do determinante da matriz.
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Seja A = [a;;] mxn Uma matriz em My, (R). Entdo, a matriz A* = [a;;] nxm.

cujas linhas sao as colunas da matriz 4, é denominada de transposta da matriz A.

1.4.7 Observagdo: Sejam A e B matrizes “compativeis”, no sentido de que podem
ser somadas e multiplicadas. Seja « um nimero qualquer. Entao, vale que:
Ty: (A+B)t = A'+ B
T,: (@A)t = adl;
T;: (AB)' = B'AY;
Ty (AH = A
Demonstragdo: Vejamos a demonstragdo de T,. Temos (@A) ' = (@ [a;] mxn) £ =
( [aaij] mxn) © = [aaji] nxm — & [aji] nxm-
A veracidade das outras propriedades é deixada para que o leitor

interessado verifique.

Um comportamento parecido com a ag¢dao da transposta no produto de
matrizes, conforme relacionamos em T3, pode ser percebido para a inversa de um
produto de matrizes. De fato, AB (B7'A™1) = A(BB™1)A 1 =A(,) A=
(AL)A™1 =AA"1 =1,. Além disso,(B~1A™)AB =B 1(A"'A)B=B"1(I,)B =
(B™'L,) B = BB = I,. Portanto, (AB) " = B~'A71 (dado que a unicidade do

elemento inverso é garantida).

Seja A uma matriz quadrada de ordem 1 < n € N. Dizemos que A é uma
matriz simétrica se, e somente se, valer que A® = A. E, dizemos que A é uma matriz

antissimétrica se, e somente se, At = —A.

1.4.8 Observagdo: Toda matriz A em M, (R) pode ser escrita como soma de uma

matriz simétrica com uma matriz antissimétrica.

Demonstra¢do: Podemos escrever A = %(A + AY) +% (A — AY; onde %(A + AY) é

uma matriz simétricae - (4 — A") é uma matriz antissimétrica.

§5 Determinantes e Matrizes Inversiveis

Antes de falar sobre o que é o determinante de uma matriz de M, (R),

podemos antecipar que o mesmo pode ser entendido como uma funcdo de M, (R)
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para o corpo R. O nimero natural n, ordem da matriz, interfere diretamente no

calculo desse nimero.

1.5.1 Defini¢des:
a) Sejam n objetos (1 < n € N). Consideremos as permutacées desses objetos que

sao as possiveis maneiras de dispormos (ou os ordenar).

Por exemplo, se n = 2, temos p; = (1 2) e 0, = (2 1) que sdo as 2!=2.1=2
permutacdes possiveis de 1 e 2. Sen = 3, os simbolos sdo 1, 2 e 3 e assim, §; =(1 2
3); 6, =(1 3 2); 63=(321);6,=312);85=(213)ed=(231)sdoas
31=3.2.1=6 permutagdes possiveis de 1, 2 e 3. Se n aumenta, o nimero de
permutacdes a serem consideradas é muito grande. Se n =15 ja serdo

5!=5.4.3.2.1=120 permutagdes.

b) Uma inversdo (ou transposicdo) é uma permutacdo de n simbolos na qual,
somente dois simbolos estdo permutados (ou fora de ordem).

c) Seja 6 = (ty, t, t3,.., t,) uma permutacdo de n objetos. O sina/de § é dado por
sin(8) = (—1)}; onde [ é o ntimero de inversdes que ocorrem na ordem natural
dos n objetos que estdao permutados. Contamos [ inversodes para levar cada simbolo

para o seu lugar correto.

Todas as regras e calculos praticos para obtermos o determinante de uma

matriz quadrada tém origem na defini¢ao a seguir.

1.5.2 Defini¢do: Seja A uma matriz quadrada de ordem 1 < n € N com entradas em

R. Entdo, o determinante de A é dado por

n!

det(4) = det([aij]nxn) = Z(—l)l A1t,Azt, " Anty-

p=1

Nesse somatdrio destacamos:
a) Em cada parcela, cada linha e cada coluna contribuem com um unico fator.

b) L é o nimero de inversdes observaveis na ordem dos indices de coluna.
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¢) O sinal de cada parcela depende do “ numero [ de inversdes ” na ordem dos
indices de coluna (ou do sinal de cada permutacao desses indices).
d) p varia de 1 até n! indicando que somamos as n! parcelas, cada uma

correspondente a uma permutacao n objetos indices das colunas de A.

1.5.3 Exemplo: A conhecida regra de Sarrus agora pode ser vista como uma forma
de economizar os esforcos que fazemos para calcular o determinante de uma

matriz quadrada de ordem n = 3, usando a defini¢do. Os calculos sdo: det(4) =
a1 Az 013 3! 6
_ 1 _ 1
det| |@21 Q22 Qz3 = Z(_l) Qyt, Azt, Azt —Z(_l) Qyt, Azt, Azt
31 A3z 0(33]3,4 p=1 p=1
_ 0 2 2 3
= (=1 ay1a32a33 + (—1)*a12a53a31 + (—1)°a43a21a3; + (—1)°ay3a52a31 +
(=D a1ay3a3, + (—1)'a150,1033 = A11052033 + Q12023037 + Q13021035 +
110230432 120210433 11022033 12023031 130210432

(—ay3a32031 — Q11033037 — Ag031033).

A seguir apresentaremos algumas propriedades comumente estudadas e

que sdo suficientes para desenvolvermos calculos com determinantes.

1.5.4 Observagio: Sejam A e B elementos em M,,(R) com 1 < n € N. Ento:
P;: Se a;; = 0 para algum i € {1,2,---,n} ou para algum j € {1,2,--,n}; vale que

det(A) = 0.

P,: Se A' é a transposta de 4, vale que det(4%) = det(4).

r 11 iz A1n ]
ag-n1 A1-1)2 A1(i-1)n
P;:Se B =| kay ka;, ka;, é uma matriz obtida da matriz A
ag+11 A6+ Aii+1)1
- a’nl aTlZ e aTlTl nxn

ao multiplicarmos uma das linhas de A por um elemento k em R; entdo vale que

det(B) = k det(A4).

P,: Se B é obtida de A permutando duas de suas linhas; entdo vale que
det(B) = —det(A). Consequentemente, se A possui duas linhas iguais, vale que

det(A) = 0.
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r Aq1 as» Ain
ag-11  A1(i-1)2 "~ A1(i-1)n
Ps: Se A=|ki+1l; ky+1, - kn+1l,{ ; comk.el,em Re res
ag+v1  A@G+1)2 Ai+1D)n
L Apg an2 Ann nxn

variando em {1,2, :--,n}; entdo vale que det(4) = det(M) + det(N); onde as

rd11 a2 Ain 7
ai-1n1 A1-12 A1(i-1)n
matrizes sdo exatamente M=} kq k, k, e
Ai+11 A36+1)2 Ai+1)n
- anl anZ ot ann nxn
11 a2 A1n
ag-11  A1(i-1)2 " A13i-1)n
N = L L, L,
A+l A@+1)2 Ai+1)n
L Apq n2 Ann nxn

Pg: Vale que = det(AB) = det(A) det(B). Particularmente, “det” pode ser visto

como um homomorfismo de M,,(R) paraR; V1 <n € N.

- dng iz A1n
ai-1)1 a1(i-1)2 A1(i-1n
P,: Se B =|kay, +a;; kap, +a;;, - kap, tap;| ;ondek€Re heisdo
Agi+1)1 Agi+1)2 Ai+1)n
- a’nl anZ oo aTlTl nxn

indices que variam em {1, 2, ---,n} com h # i; entdo vale que det(B) = det(4).

Demonstragdo: Sao de imediata verificagdo! Note que em cada parcela da soma
definida em 1.5.2 aparece somente um elemento da linha i que estd multiplicado
por k. Isso justifica imediatamente a validade de P; e P;. Como na transposta de A
suas proprias linhas viram colunas, A e A® possuem o mesmo determinante. Ao
trocarmos a posicao entre duas linhas os indices de linha sofrem uma alteragao e
isso mexe uma vez no sinal de cada parcela da soma em 1.5.2. Isso prova P,. Veja
como os calculos se desenvolvem no caso das matrizes terem ordem 3 para
perceber a validade de P; e P,. Investigue como demonstrar a validade de Pg. Isso

pode ser visto em [07]; pag. 104 e 105.
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Reescrevendo o determinante de uma matriz A de ordem 3, vem que
det(A) = a;1a5,a33+ A12023031 + 13031035 — Q13022031 — (11023033 — Q12071033

= a11(az2033 — A3033) — A12(A1a33 — Ap3a31) + a3(az1a3; — az,asz;). Portanto,

_ _1\1+1 Azz Q23 aN1+2 Az Q3
det (A) = ay,(—1) det([azz o] ) tantnrde (2 2] )+

a,, a
_ 143 21 22
ay3(~1) det([a31 agz]m).

Isso mostra que os calculos podem ser reduzidos para calculos de

determinantes de matrizes de ordem 2.

Olhando com cuidado vocé podera perceber que esse determinante também
pode ser feito isolando os elementos da linha 2. Temos também que det(A4) =

11032033 + 41203031 + A13021A32 — 130220317 — Q11023032 — Q12021033 =

az1(a13a3; — a12a33) — az2(a13as, — ay1a33) + az3(as2a3; — ag1a3;).  Portanto,

) + ay(—1)**? det([a11 a“] )+
2x2

a a
det(A) = an(-1** det([g2 oV gl

as; a33]2x2

a a
243 11 12
a23(_1) det([a31 a32]2x2).

E, se olhar novamente, podemos perceber que esse determinante também

pode ser feito se isolarmos os elementos da linha 3 ou de qualquer coluna de A.

1 -1 1
1.5.5 Exemplo: O determinante da matriz M = [3 4 2| pode ser calculado
0 0 1l3g3

imediatamente se usarmos a 32 linha dessa matriz. Temos que det(M) =

1. (—1)3+3det([ ) =11.(14—(-1).3) = 7.

1 —1]
3 4 2x2
Claro que podemos calcular o determinante de M usando outra linha ou

coluna e verificariamos que det(M) = 7. Porém, demorariamos mais do que se

usassemos a 32 linha como fizemos.

Devido ao matematico francés Pierre Simon Laplace, temos o seguinte:

1.5.6 Teorema: Seja A uma Matriz de ordem 1 < n € N. Entdo, vale que:
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n

det(4) = Z a;;j(—1)"*/ det(A;;), para um qualquer i € {1,2,---,n}; onde 4;;

Jj=1
é a matriz obtida de 4 ao suprimirmos a linha i e a coluna j.

Ou

n
det(4) = z a;;j(—1)"*/ det(4;;), para um qualquer j € {1,2,-+,n}; onde 4;;

i=1
€ a matriz obtida de 4 ao suprimirmos a linha i e a coluna j.

Demonstragao: Se n = 2 oun = 3 a demonstracdo pode ser obtida de forma direta

por meio de pequenos calculos.

Faga alguns calculos nos casos em que n = 4 oun = 5, escolhendo matrizes

particulares. Depois faga uma consulta para obter uma prova para o caso geral.

Matrizes Multiplicativamente Inversiveis

Vamos considerar duas problematicas. A primeira é saber quando que
uma matriz é multiplicativamente inversivel. A outra é saber qual é a inversa dessa
matriz, caso ela seja inversivel.

Daqui em diante quando nos referirmos a uma matriz inversivel sera
sempre com relacao a operagdo de multiplicacdo. Isso porque, indiferentemente da
ordem, toda matriz sobre o corpo R possui inversa com relagdo a operacdo de

adicado.

1.5.7 Observagao: Seja S uma matriz de ordem n sobre um corpo R. Entao:

i) se S é inversivel, vale que det(S) # 0;

1
det(s)"

ii) se S é inversivel com inversa S71, vale que det(S™1) =

Demonstragdo: Decorre imediatamente da equacdo S™1S=S5S"1=1, e da
propriedade Pg.

Juntando a necessidade de que o determinante de S seja diferente de zero
para que S seja inversivel com a validade da propriedade P;, concluimos que

existem muitos elementos ndo inversiveis em M,, (R).
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Mesmo que A seja uma matriz quadrada de ordem pequena, digamos n = 2,

caso exista a matriz A™%, Ja ndo é imediata a determinacdo dessa matriz.

1.5.8 Exemplo: Admitindo que a matriz A =[ é inversivel em M,(R),

} 121‘] 2X2

podemos nos “aventurar” na direcdo de obtermos a sua inversa. Pondo

_ b _ 1 2 a b 1 0
A= ) temos AA™ =, = =

[C dloxz 2 1 4l [C d]2x2 [0 oz

a+2c=1
_ 2 -1
b+2d:0@a=2,b=—1,c=—led:l.Portanto, Al=[_1 1 .
a+4c=0 2 2 2 2 1o
X

b+4d =1

A palavra “aventurar” é porque, caso a matriz nao seja inversivel, todo o
esfor¢co no sentido de obter a sua inversa sera em vao. Pense no tanto de relacdes
que surgem quando a ordem da matriz aumenta paran = 3.

Ainda, para os casos em que a ordem da matriz é pequena, relacionamos a
seguir mais um método de obtencdo da inversa de uma matriz que depende

diretamente do seu determinante.

1.5.9 Defini¢6es: Consideremos o conjunto M,, (R); com1 <n € N.
a) Para cada par de indices i,j € {1,2,--,n}, o escalar cof(a;;) = (—1)""/det(4;);
onde 4;; é a matriz obtida de A ao suprimirmos a linha i e a coluna j, é chamado de

cofator do elemento a;;.

cof(ayy) cof(asz) - cof(agy)
b) A matriz cof(4;;) = C"f.(lel) C°f.(flzz) C°f§‘.’2n) é denominada de
cof(a,;) cof(a,;) - cof(a,,)

nxn

matriz cofatora (ou matriz dos cofatores de A).

cof(ay;) cof(ay;) - cof(a,;)
c) A matriz (cof(A))t = Adj(4) = COf,(,‘,llz) COf.(.C.lZZ) COf.(.‘.l"Z)
cof(ay,) cof(ay,) - cof(a,,)

nxn

transposta da matriz cofatora de A, é denominada de matriz adjunta de A.

1.5.10 Observagdo: Seja A uma matriz quadrada de ordem 2 <n € N. Entdo,

Vi, ke€{l,2-,n}comi # k, vale que:

a;;cof(ay,) + apcof(ay,) + -+ + ajcof(agy,) = 0.
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A soma dos produtos dos elementos de uma linha pelos cofatores dos

correspondentes elementos de outra linha de A é igual a zero.

Demonstragdo: A soma a;;cof(ay,) + a;zcof(ay,) + -+ + a;,cof(ay,) pode ser

r 11 Qg2 o Qip T
a1 a; o Qip
entendida como o determinante da matriz A =| - se, e
k1 Qg2 Akn
L Qp1 QApz - Ann din

somente se, a;; = ay;; Vj € {1,2,---,n}. Nesse caso, veja a propriedade P,, vale que

det(A) = a;cof(agq) + a;ycof(ay,) + -+ + a;pcof(ag,) = 0.

Como consequéncia desse resultado, temos mais um método de obtencao da

inversa de uma matriz. Vale a seguinte

1.5.11 Observagdo: Seja A uma matriz quadrada de ordem 1 < n € N. Entdo, se

1 o1 t .
det(A) # 0, vale que et ) Adj(A) = 3etd) (cof(A)) =A%
Demonstragdo: Temos que
11 Q2 0 Qin cof(a;1) cof(az) -+ cof(an,)
AAdj(4) = A1 Q2 =+ Qgp cof(a,;) cof(ay,) -+ cof(a,,) _

' An1 Anz * Apndpen |cof(ag,)  cof(az,) -+ cof(ann)l,,,
det(A4) 0 0

O deE(.A) O = det(A)I,. Portanto, vemos que AAdj(A) =

0 0 - det(4)

nxn

1
det(4)

1
det(4)

det(A) I, & A( Adj(A)) = I, e concluimos que Adj(A) é a inversa da

matriz A.

Voltemos ao exemplo em 1.5.8. O determinante da matriz A = } i é
2x2
igual a 2. Dai, temos A7 = L (cof(A))t =3[ 4 _1]t . Portanto, temos
det(A) 2l-2 11,

2 -1
A"l = l[ 4 _2] = l 1 1 l .
211 1 Iyy 2 2 Ly
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Observemos que por esse método a quantidade de calculos é enorme, ja
para obtermos a inversa de uma matriz de ordem n = 3. Além do determinante
temos que calcular 9 cofatores.

Agora, juntando os fatos em 1.4.6 e 1.5.7, podemos formular o seguinte:

1.5.12 Teorema: Seja A uma matriz quadrada de ordem 1 < n € N. Entdo, vale que

A é inversivel se, e somente se, det(4) # 0.

Todas essas consideracdes permitem que reconhecamos quando uma
matriz quadrada é inversivel ou ndo e, no caso em que a matriz é inversivel, ainda
fornecem um método para exibirmos a sua inversa, mesmo que, no caso em que a
ordem da matriz é “grande”, os calculos sejam demasiados. Por exemplo, ja no caso
em que a matriz quadrada tem ordem 4 e seu determinante é nao nulo, podemos
encontrar sua inversa calculando os cofatores dos 16 elementos dessa matriz,
sendo que cada cofator depende do calculo de um determinante de uma matriz de

ordem 3.

§6 PolinOmios

Os polindmios tém também uma significativa importancia dentro da
Matematica e demais areas. As abordagens que faremos sao introdutorias sobre as

operagdes com polindmios e suas propriedades.

1.6.1 Defini¢do: Uma sequéncia quase nula (a,) nen = (@g, @1, a3,*,a5,,0,0,++)
cujos termos sao numeros reais ndo necessariamente distintos, obtidos como imagens
de uma fungdo s: N = R, é denominada de polinémio f. A fungdo real f: R - R
definida pela lei f(x) = ag+a;x+a,x*+...+a,x™ é denominada funcdo polinomial real
de grau n. Dizemos, ainda, que f(x) = ao+ta;x+a,x*+...+a,x™ é a forma algébrica do
polindmio f = (a,) nen = (ag,a4,a5,+,a,,0,0,-:+).

Podemos e vamos nos referir muitas vezes a expressao
f(x) = apta;x+a,x%+..+a,x™ como sendo um polindmio, sem necessariamente
fazermos referéncia a sequéncia f = (ay) neny = (ag,a4,a3,:+,a,,0,0,--) ou a

funcdo real f: R = R definida por ela.
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Os numeros ag,aq,**,a, sao denominados coeficientes e as parcelas a,

a;x, a;x?, .., a,x™ sio chamados termos do polindémio f(x).

1.6.2 Defini¢do: Dadosr € Re f(x) = ag + a;x + ayx? + -+ + a,x™, chama-se valor
numérico de f em r, a imagem f(r) = ag+ a;7 + a;r? + -+ a,r", de r pela

funcao f.

1.6.3 Exemplos: Se h(x) =1+ 2x + x?, temos que h(2) =1+22+ 22=9 ¢é a

imagem de 2 pelo polinémio h.

1.6.4 Defini¢do: Dizemos que um polinémio f é nulo (ou identicamente nulo)
quando f assume o valor numérico zero para todo numero r. Simbolicamente,

temosf = 0 © f(x) = 0,Vx €R.

Claro que um polinémio f é nulo se, e somente se, todos os coeficientes de

f foremnulos: f =0 ay=a, =a, =--=a, =0.

1.6.5 Definigdo: Dizemos que dois polindbmios f e g sdo iguais (ou idénticos)
quando assumem valores numéricos iguais para todo ndmero r. Em simbolos,

indicamos: f = g & f(r) = g(r),VER.

Equivalentemente, temos que f e g sdo iguais se, e somente se, 0s
coeficientes de f e g forem ordenadamente iguais. Isso significa que temos
f(x) =ag + a;x + ax? +..4+ a,x™igual a g(x) = by + byx + byx? +..4+ b,x™ se, e

somente se,a; = b;,Vi€{0,1,2,..,n}

Escolhemos definir as operagcdes com polindmios olhando esses objetos
como sequéncias quase nulas. Isso economiza muito o espaco dos calculos que

iremos desenvolver.

1.6.6 Observagdo: Consideremos P = { (ay,ay,...,a,,0,0,...) /a, ERen €N}, o
conjunto de todas as sequéncias quase nulas, juntamente com a sequéncia nula.
Entdo, em P estdo bem definidas as seguintes operagoes: V (a,) nen, (bn) nen € P:
+: (@n)nen + (bn)nen = (Cnlnen, tal que ¢, = a, + by, Vn €N,

: (@n)nen Gadnen = (@)ne onde dy = " ayby,comk+j=n,yneN.

n=k+j
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1.6.7 Exemplo: Para (a,)ney = (—1,0,2,0,0, ---) e (bp)ney = (2,2,2,2,2,0,0, ...),
temos (an)nen + (bndnen = (Cdnen = (1,2,4,2,2,0,0,...) e  (an)nen " (bn)nen =
(dn)nen, onde

dy = agby = —2

dy = agby + a;by = —2

d, = agb, + a;by +ayby =2

d; = agbz +a.b, +ab; +azby=—-2+0+4+0=2

dy = agby +a1bs + ayb, +azb; +ayby=—-2+0+4+0+0=2¢

ds = agbs + a;by + aybs + azb, +asb; +asbg =0+0+4+0+0+0 = 4.
Continuando com esses calculos, vemos dg =ds =4 e d;, =dg == 0. Logo,

(dneny = (—2,-2,2,2,2,4,4,0,0, ...).

Considere as sequéncias

fiN——R
n— f(n) =(=1"+3

g N———R

e

_m(n—1D(n—-2);sen<3
n'_)g(n)_{o,sen>3 '
Temos

f+gN——R

D*"+34+nn—1)(n—-2);sen<3

e+ =+ g = {15 0

Esta “funcdo soma” determina a sequéncia (4,2,4,8,4,2,4,2,...), cujo 7°
termo é o numero 4. De outra forma: Tomando a sequéncia (4, 2,4, 2, ...) definida
por f e a sequiéncia (0,0,0,6,0,0, ...) definida por g, a soma (4, 2,4,8,4,2,4,2, ...)

é a sequéncia definida pela funcao f + g.

1.6.8 Observagdo: Para as operacdes de adicdo e multiplicacdo definidas em P,
V(@ )nen; bpnen; (€n)nen € P, valem as seguintes propriedades:

Ag:(@)nen + [(Bnen + (Cdnenl = [(@nen + (bn)nenl + (Clnen

Az (@)nen + (pdnen = (dnen + (@ndnew

A3:30=1(0,0,0,0,...) e Ptalque 0 + (@ )nen = (@)nen + 0 = (@ )nen

Ay:3 = (@nen € P talque (anen + [—(@nen] = —(@n)nen + (@dnen =0
My: (an)nen-[(bn)nen- (Cnen] = [(@)nen- (bpnenl- (cnen
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My: (an)neN- (bn)nEN = (bn)nEN- (an)nEN
M3:31=(1,0,0,0,..) € Ptalque 1. (@p)nen = (@dnen-1 = (@p)nen
D: (an)neN- [(bn)neN + (Cn)neN] = (an)neN- (bn)neN + (an)neN- (Cn)neN

Demonstragao: Essas propriedades sao de imediata verificacao.

1.6.9 Defini¢do: O conjunto P munido das operagdes de adicdo e multiplicacdo

definidas em 1.6.8 é chamado de conjunto dos polinémios.

Os elementos de P serdo representados por letras mindsculas de nosso
alfabeto. Além disto, para f = (ag aq,az, ..., am,0,0,...) = (@p)nen, onde
a, = 0 sen >m, temos:

i) Se a,, # 0, entdo a,, é o coeficiente dominante de f.

ii) Se a,, é o coeficiente dominante de f, dizemos que n é o grau do polinémio f.

iii) Por df = n denotamos o grau do polinémio £

iv) Nao se define o grau do polinémio nulo 0 = (0,0, 0, ...), ja que ndo existe a, # 0
para algumn € N.

Consideremos em P o elemento x =1(0,1,0,0,...). Este elemento é
denominado de identidade. Precisamente, a identidade x é um polinémio de grau
um, cujo coeficiente dominante é um e mais

x°=1=(1,0,0,..)

x'1=x=1(0,1,0,0,..)

x?=x.x=(0,1,0,0,..).(0,1,0,0,..) = (0,0,1,0,0, ...)

x®=x*x=1(00,1,0,0,..).(0,1,0,0,..) = (0,0,0,1,0,0,...)

x"=(0,0,..,0,1,0,0,...), onde 1 é o coeficiente dominante e aparece na

posig¢ao n.

1.6.10 Observagdo: No conjunto W = {f € P/f = (r,0,0,...) comr € Rou df = 0}
estdo bem definidas a adicdo e a multiplicacdo definidas em 1.6.4. Além disso,
definimos W como sendo o conjunto dos polinémios constantes, ja que podemos

identificar cada elemento de W como um elemento de R, isto ¢, (0,0,0,..) =0,

(1,0,0,..) =1,(2,0,0,..)=2,-,(,0,0,...) = .

Seja R o conjunto dos numeros reais e P o conjunto dos polinémios.

Podemos definir a multiplicagdo: Vt € ReV f = (aq, a4, ay, ...,a,,0,0,..) EP,
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vt f =t (ag,aq4,ay,...,a,,0,..) = (tay, tay, tay, ..., ta,, 0,...) € P.

1.6.11 Observagao: Para as operagdes de multiplicacdo por escalar definida acima
valem as seguintes propriedades: Vr,s E ReV f,g € P,
Pyr.(f.g)=0.f)g=1f.(r9);

Py:(r.s).f =r.(s.f);

P3(r+s).f=r.f+s.f;

Pyr.(f+g)=r.f+r.g.

Demonstragdo: E imediata!

Esta multiplicacdo (externa) de R para P ajuda a descrever melhor o

conjunto dos polinémios. Para todo f = (ay,a4,a,,...,a,,0,0,..) € P, podemos

escrever
f = (ag,a4,0ay,...,a,,00,...) =
= (a,0,0,...) + (0,a,0,0, ...) + - + (0,0, ..., @y, 0,0, ..)
= ay(1,0,0,...) + a,(0,1,0,0, ...) + - + a,,(0,0, ..., 1,0,0, ... )
= agx® + a;xt + - + a,x* que é a forma algébrica do polinémio f.
1.6.12 Exemplos:

1. O polinémiot = (2,0,1,3,-1,1,0,0,0,...) tem a forma algébrica:
2(1,0,0,...) + 0(0,1,0, ...) + 1(0,0,1,0, ...) + 3(0,0,0,1,0, ...) + (—1)(0,0,0,0,1,0, ... )+
1(0,0,0,0,0,1,0,...) =t = t(x) = 2x° + Ox + 1x% + 3x3 + (—1)x* + 1x5.

2. Consideremos os elementos [ =(2,1,0,0,..)e J = (0,1,0,4,0,0,...).
Temos que:

i) O polindémio (produto) é l.j = (2,1,0,0, ...).(0,1,0,4,0,0, ...) = (0,2,1,8,4,0, ...).
ii) A forma algébricade [ é [ = (2,1,0,0,...) = 2x° + 1x* = 2 + x e forma algébrica
dejéj =(0,1,04,0,0,..) = 0x° + 1x* + 0x? + 4x3 = x + 4x5.

Dai, temos [.j = (2 + x1). (0x% + x* + 0x? + 4x3)
= 0x° + 2x1 + 0x2? + 8x3 + 0x + 1x? + 0x3 + 4x*
= 0x° + 2x® + 1x? + 8x3 + 4x*
= 2x + x? + 8x3 + 4x*.

Comparando i) e ii), obtemos: l.j = (0,2,1,8,4,0, ...) = 2x + x? + 8x3 + 4x*.
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1.6.13 Observagdo: (Teorema do grau): Sejam f, g elementos quaisquer nao nulos
em P. Entdo, valem e sao de facil verificagdo que:

) a(f +g) < max{of,dg}

ii) 9(f.g) = df + dg

Demonstragio: E imediata!

1.6.14 Observagdo: Seja F = {f:R—— R /f é uma fun¢do polinomial de grau n},
o conjunto de todas as func¢des polinomiais reais de grau n. Consideremos o
conjunto P, de todos os polindmios de grau no maximo n, juntamente com o
polinémio nulo. Entdo, a funcdo pque a cada funcdo polinomial

fiR R em F associa um polindmio
x— f(x) =ag+axt + -+ ax™

g = agx’ + a;x* + a,x? + -+ a,x™ no conjunto P, é uma bijecdo que permite

que cada funcao polinomial f de grau n, seja identificada como um polindmio

g(x) = ag + a;xt + ax? + -+ a,x™ de grau n.

1.6.15 Exemplo: Dados os polindmios f =ag+ a;x +ax?+--+a,x™e

g = by + byx + byx? + -+ + b,,x™, temos que f + g é igual 3 soma

f+g=_(ag+bo)+ -+ (ay+b)x™+ 0+ byy)x™ + -+ (0 + bp)x™ sen < m.
Ou

f+9="(ao+by)+ -+ (am +b)x™+ (@pe1 + O)x™ + -+ (a, + 0)x™, se m < n.

Isso mostra que 0 d(f + g) < max{df,dg}.

§7 Nogoes de Fungdes

O conceito de fungdo é um dos mais importantes e ocupa lugar de destaque
em varios ramos da Matemética, bem como em outras areas do conhecimento. E
muito comum e conveniente expressarmos fend0menos fisicos, biolégicos e sociais
por meio de fungdes. No ensino médio ja é possivel desenvolvermos estudos
detalhados, a partir dos varios tipos de fungdes e propriedades que elas

apresentam.
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Neste pequeno paragrafo incluimos, essencialmente, a formalizacdo do

conceito e apresentamos alguns tipos especiais de funcao.

1.7.1 Defini¢des: Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Dizemos que f é uma fungdo de
A em B se, e somente se, f é uma regra que a cada elemento em A associa um Unico
elemento em B.

f:A—B

Escrevemos X~ £00)

para denotar que f é uma fungdo de A em B. Nesse

caso,

a) A é chamado de dominio da funcao f e é indicado por D(f).

b) B é chamado de contra dominiode f e é indicado por CD(f).

c) Im(f) = f(A) ={f(x) / x € A} é chamado de conjunto imagem (ou imagem
direta) de f.

Comumente, para cada x € A, dizemos que o elemento y = f(x) €B

chama-se imagem de x pela fungao f e temos: “y é igual a f de x”.

1.7.2 Exemplo: A fungdo

d:M, (R) — R
A o d(A) = ag1az; — G422

é tal que para M = [1 2 e N = [ , vale que d(M) = d(N) = —2. Além

1 O]ZXZ ; 421']2)(2

disso, Vr € R =C(CD(d), existe uma matriz R = [6 2] € M, (R) =D(d) tal
2X2

qued(R) =r.

1.7.3 Definigdes:
a) Uma funcdo f: A — B é sobrejetiva se, e somente se, 0 conjunto imagem de f
coincide com o seu contra dominio B. Isso significa que Im(f) = f(A) = B e

assim, V b € B, existe ao menosuma € A = D(f) tal que f (a) = b.

E importante notar que, se os conjuntos A e B sio finitos e f é sobrejetiva

o contradominio B nunca tem mais elementos que o dominio A.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Contradom%C3%ADnio
https://pt.wikipedia.org/wiki/Dom%C3%ADnio
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b) Uma funcdo f: A — B, é injetiva (ou injetora) se, e somente se, quaisquer que
sejam x,; e x, elementos em A = D(f), se x; é diferente de x,, implica que f(x;) é
diferente de f(x;). Equivalentemente, V x;,x, € A = D(f), se f(x1) = f(xy);
entdo, vale que x; =x,.

c¢) Umafun¢do é denominada bijetiva se, e somente se, € ao mesmo

tempo injetiva e sobrejetiva.

R—R
x ~»f(x)=ax’

1.7.4 Exemplo: A fungao I em que a € um namero real ndo nulo, é

denominada de fung¢io linear. Em particular, quando a = 1, essa fung¢ao é chamada

IRt R—R

de funcdo identidade em R que denotamos por
x ~ IR(x)= x.

Nesse caso, o “batismo” dessa func¢do faz mencao as operagdes de adicdo e
multiplicacdo definidas em R. Temos que f é linear devido ao fato de que:
Vx1,x5,A € R=D(f),valeque f(x;+x3)=f(x)+ f(x2)ef(Axy) = Af(xy).

Um exemplo presente em nosso cotidiano pode ser visto na seguinte
situacdo: Ao abastecer o veiculo no posto de combustiveis, onde o preco p, em
média, é R$4,00, o valor v a ser pago depende da quantidade [ de litros colocados
no tanque. Dessa forma, observamos que o preco a ser pago esta em funcao da

quantidade de litros. Entao, v = 4l reais, pagos pelo combustivel.

1.7.5 Exemplos:
1) A funcdo f: R— R definida por f(x) = x* ndo é injetiva, pois f(a) =
f(=a); VO #a€R.

R— R

g
2) A fungdo
YARNGEO | o= el

x, sex>0 ,recebe onome de funcdo modular.
—x, sex<0

Notemos que tanto f quanto g ndo sdo injetivas. Além disso, vale que
Im(f) = Im(g) = R*.

Comparando as fungdes f e g, em 1.7.5, vemos que D(f) = D(g) = R,
CD(f) = CD(g) = R e, como ja mencionamos, Im(f) = Im(g) = R*. Porém essas
funcdes ndo agem da mesma maneira ponto a ponto. Por exemplo, vale que

f(3) =9 # 3 = g(3).Isso motiva a definicdo a seguir.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_injectiva
https://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_sobrejectiva
https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_real
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1.7.6 Defini¢do: Dizemos que as fungdes f e g, sdo iguais se, e somente se, tivermos

D(f) =D(g),CD(f) = CD(g) e f(x) = g(x); ¥V x € D(f) = D(g).

Parte do estudo sobre as fun¢des recai sobre as qualidades ou propriedades
que elas apresentam. Mas podemos olhar as fun¢des como elementos de um
conjunto e, dentro desse conjunto, definir uma maneira de operacionalizar esses

objetos.

1.7.7 Defini¢do: Seja F(R) = {f: R — R/ f é uma fungdo} o conjunto de todas as

fungdes reais. Podemos definir, V f, g € F, as operacgdes:

. R—R
tf+g ., F+9))=f(x)+g(x)

f _]R—>]R
9% x e (£.9)00=F (). ().

f+g:R—R

Voltando ao exemplo 1.7.5, temos
% (@)=

x2+x, sexz0 €OMO
x2-x, sex<0

fg:R—R

sendo a funcao soma e
x~ (F9)(0)={

x3, sex=0 COomo sendo a fun¢do produto
—x3, sex<0

das funcoes f e g.
Nao é dificil perceber que essas operagdes sdo induzidas diretamente das

operacgdes de adicao e multiplicagdo no conjunto R dos nimeros.

1.7.8 Observagdo: Consideremos as operacoes de adicdo e multiplicagcdo definidas
em F.Entdo,V f,g,h € F,valem as seguintes propriedades:
A:f+(@+h)=(+g)+hef(gh) = (fg)h (associatividade).
C:f+g=g+hefg=gf (comutativa).

R—R T:R—R

. ~ o
N: Em F existem as func¢oes X ~0(x) = 0 e im=1

que sdo, respectivamente,

os elementos neutros da adi¢cdo e da multiplicagdo.

) ~ —fiR—R L . ~
I: A funcgao X~ (C)00= —fory & © INVerso aditivo da funcao f. E, se valer que
~ E:RHR 7 = = = = ~
0#b€ER, a funcio . ) ¢ o inverso multiplicativo da funcao
x e (F)@=3
fiR—R

x ~ f(x)=b.
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[sso significa a existéncia de elemento inverso para a adicdo e existéncia de
inverso para quase todas as fung¢des constantes.
D:f(g+h)=fg+ fh=gf+hf =(g+h)f (distributividade da multiplicacdo
em relacdo a adicao).
Demonstragao: Todas essas propriedades sdao de facil verificacdo. Para isso é

necessario considerar a defini¢do de igualdade de fungdes.

1.7.9 Definigdo: Dado qualquer elemento a € R e qualquer fung¢do f em F(R),

af:R— R

podemos a multiplicacdo (por) escalar % ~ (@)= af (o).

Essa definicao de multiplicagdo por escalar permite que realizemos
decomposi¢des de uma fung¢do como soma de fungdes que sdao produtos de uma

funcdo por um escalar. Faremos referéncia a isso no capitulo 2 deste trabalho.

1.7.10 Observagdo: V f,g,h € F(R) eV a, 8 € R, valem as seguintes propriedades:
Pyoa(f +9)= af +ag;

Py:(a+ B)f = af + Bf;

P3: (aB)f = a( Bf);

Pyulf=f;(—1)f =—fe0f =o.

Demonstragdo: Também é imediata e é necessario considerar a definicdo de

igualdade de funcoes.

Agora é mais facil imaginar uma definicdo mais geral de uma operagdo

definida sobre um conjunto de fungdes.

1.7.11 Definigdo: Seja A # ¢ um conjunto. Por F(A) = {f: A — A/f é uma fungio},

denotamos o conjunto de todas as fungoes de A em A.

Notemos que se * é uma operacdo definida em A; entao essa operacao induz

uma operacdo “*” em F(A). Se f, g € F(4), temos gj?f*g)(a)zf(a)*g(a).

Se a operacgdo *, definida no conjunto A, apresenta propriedades, entdo, a
operacdo “+” induzida no conjunto F(A) apresenta propriedades. Isso é bastante
natural como foi observado que as propriedades da adi¢cdo e da multiplicacdo em R

induzem propriedades em F(R).
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“w_n

Por exemplo, se * é comutativa; entdo, em F(A), a operagio “x” €
comutativa: V a € 4, temos (f * g)(a) = f(a) * g(a). Como * é comutativa, temos

a igualdade f(a) * g(a) = g(a) * f(a) = (g * f)(a). Isso mostraque f xg = g * f,

“w_n

ou seja, em F(A) a operagdo “+” é comutativa.

1.7.12 Defini¢do: Lembremos a definicdo em 1.1.7. Isso induz a definirmos que uma
funcdo f em F(A) é idempotente se, e somente se, tivermos que (f * f)(a) =
f@=f(a) = (f(@)*=f(a)VaEA

Assim, teremos em F(A) que f * f = f se, e somente se, todos os elementos

de f(A) = Im(f) sdo idempotentes.

Homomorfismos

1.7.13 Definigdo: Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Suponha que * é uma operac¢ao

bem definida emX e que O é uma operacdo bem definida em Y. Uma

Qp:X—>Y

X~ () é denominada de Aomomortfismo se, e somente se, Va,b € X,

funcao

valer que ¢(a * b) = p(a)op(b) emY.

Um homomorfismo injetivo é denominado monomorfismo. Se for

sobrejetivo € denominado endomorfismo. Se for bijetivo é denominado

isomorfismo.
1.7.14 Exemplos:
. ~ . . f=I]R: R—R -
1) Consideremos a funcdo (identidade) X~ f) =2 Essa funcdo é um

homomorfismo, ja que Vx,y €R, vale que f(x+y)=f(x)+f(y) e f(x.y) =
f(x).f(y). Além disso, a funcdo f é uma bijecdo. Portanto, ela é um isomorfismo.
2) As funcdes reais (do Calculo) In(x) e e* também sdo exemplos de
homomorfismos. Notemos que enquanto uma leva um produto em uma soma a
outra leva uma soma em um produto, respectivamente.

1.7.15 Observagao: Seja ¢ um isomorfismo de X em Y. Entdo, valem as seguintes

propriedades:
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a) Seja e € o elemento com relacdo a operacao * definida em X. Seja e’ o elemento
neutro com relacdo a operagao O definida em Y. Entdo, se em Y valem as leis do
cancelamento, temos que @(e) = e’.
b) Se x~1 é o inverso de um elemento x em X, entdo ¢(x™1) = (p(x)) "L
Demonstragdo: Primeiramente, temos que e * e = e. Portanto podemos escrever
a igualdade e’'Op(e) = ¢@(e) = p(e * e) = @(e)ap(e); ja que @ é um
homomorfismo. Cancelando ¢@(e) em ambos os membros da igualdade, fica
demonstrado o item a).

Agora, de x*x~! = e, obtemos @(x*x1) = ¢@(e). Como ¢ é um
homomorfismo e, pelo item a), @ (e) = €’, vem que ¢(x)Op(x~1) = €. Isso mostra

que p(x 1) = (p(x)) ~! eb) fica demonstrado também.

1.7.16 Exemplo: Consideremos o conjunto R> = R X R = {(a,b) /a,b € R}. Em R?
podemos definir as seguintes operacdes: V (a, b), (¢, d) € R?,

+:(a,b) + (c,d) = (a+c,b+qd).

.:(a,b).(c,d) = (ac — bd,ad + bc).

E facil ver que, para essa adi¢do e essa multiplicacio definidas em R?, valem
todas as propriedades listadas em 1.3.1. Além disto, a funcdo
6: C—RXR
a+ bi~6(a+bi) = (ab)
Va + bi,c +di € C= D(5) se §(a+ bi) = 6(c +di), vale que (a,b) = (¢, d) &

¢ um isomorfismo. Primeiramente, vale que:

a =ce b=d. Assim, obtemos que a + bi = c¢ + di. Isto mostra que § € injetiva.
Também temos que, para toda dupla (a,b) em R X R = CD(§), 3 um numero
complexo a + bi em C = D(9), tal que §(a + bi) = (a, b). Portanto, § é sobrejetiva.

Por fim, Va+bi,c+di€C=D(5), temos 6((a + bi) + (¢ + di)) =
S(la+c)++d)i)=(a+c,b+d) =(ab)+(cd) =8(a+bi)+8(c+di).E
também, &((a + bi)(c + di)) = §((ac + bd). (ad + bc)i) = (ac — bd, ad + bc) =
(a,b)(c,d) = §(a + bi)§(c + di). Isso mostra que C é isomorfo a R?.

A equivaléncia a=ce b=d < (a,b) = (¢,d), usada para mostrar a
injetividade da fungdo &, depende do conceito de igualdade entre pares ordenados,

o que consideramos entendido.
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Capitulo 2 - Fungdo Par e Fungio fmpar Generalizadas

Neste capitulo, vamos estender o conceito de func¢ao par e fung¢do impar
que, comumente, sdo vistos como funcdes definidas sobre o conjunto R dos
numeros. A riqueza de exemplos que podemos relacionar para outros conjuntos
como, por exemplo, o conjunto M, (R) das matrizes quadradas de ordem n sobre o
corpo R e PP, conjunto dos polindbmios de grau no maximo n sobre o corpo R dos
numeros reais; deixa um “alerta” de que esses conceitos sdo mais gerais do que os
que comumente aparecem nas literaturas.

Recordemos os conceitos de fung¢do par e fungdo impar que comumente sao

relacionados com o conjunto dos nimeros reais.

2.1 Definigbes: Observado que todo elemento x € R possui inverso aditivo —x € R,
se f: R = R é uma funcgao, definimos que:

i) f é uma fungdo parse, e so se, vale que f(x) = f(—x); Vx € R=D(f).
ii) f é uma funcdo impar se, e sé se, valer que f(x) = —f(—x); Vx € R=D(f).

2.2 Exemplos: O ]
\ /

. ~ f:R—>R ".‘ ' /
1) Vamos analisar a fungdo” " ° "\ . o s

Seu grafico é uma parabola cujo eixo de \

«—>
simetria coincide com o eixo Oy do sistema de \ o /.f

eixos cartesianos. Isso porque qualquer que

seja x pertencente ao dominio R de f, temos f(x) = f(— x); ou seja, f € uma
funcao par.

2) A funcio ' Hj :?{(x)zx?, é tal que para .‘

todo x pertencente ao dominio R de f, vale 4

que f(x) =—f(—x). Assim, f é uma funcdo

impar. f

Ja sabemos que toda matriz A em M,, (R) ‘,‘

pode ser escrita como soma de uma matriz

simétrica com uma matriz antissimétrica. Nesse caso, usamos a multiplicacdo por

escalar, definida no paragrafo 4 do capitulo 1, para escrever essa soma. Temos que
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A= %(A + AY) +% (A — AY; onde %(A + A') é uma matriz simétrica e % (A— AH
€ uma matriz antissimétrica.

Nessa direcdo, também é possivel, fazermos uma decomposi¢cdo do conjunto
F(R) como uma soma do conjunto das func¢des pares com o conjunto das funcoes

impares. Esse fato depende da definicao de produto por escalar que relacionamos

em 1.7.9.

2.3 Observagdo: Toda fungdo f: R —» R em F(R) pode ser escrita como uma soma
de uma fungdo par com uma func¢ao impar.

Demonstragdo: Primeiramente, se f é um elemento em F(R); entdo a func¢io p,
definida por p(x) = 12 (f(x) + f (—x)) é uma funcdo par e a fungio i, definida por
i(x) = % (f(x) — f(—x)) é uma fungdo impar.

Agora, toda fun¢do f em F(R), tem sua lei de formagdo dada por f(x) =

S (FO)+F(=0) + £ = f(=0) = (FO) + f(=0)) +5 (F@) = f(=x)), que ¢

a soma de uma func¢ao par com uma funcao impar.

A observacdo acima nos d4 uma boa estratégia para, a partir da lei de
formacdo de uma funcao real qualquer, obter a lei de formac¢do de uma funcao par
ou de uma func¢do impar. Noutro sentido, existem casos em que podemos perceber
que a lei de formacao de uma dada fungao ja é uma soma de uma fung¢ao par com
uma func¢io impar. E o que vemos no exemplo a seguir.

f:R—>R
x ~» f(x)=x2+x

2.4 Exemplo: A fungdo tem sua lei de forma¢do como uma

g:R—R h: R —>R

soma das leis de formacdo de %~ gO0)=x2 e % ~ h()=x

que sao,

respectivamente, uma funcao par e uma fung¢ao impar.

Seja §,, (R) o conjunto das matrizes simétricas e 7, (R) o conjunto das
matrizes antissimétricas. Temos entdo a soma §,, (R) + 7;, (R) = M,, (R). Mas, a
unido §, (R)U 7, (R) € M,, (R). Além disso, a unido §, (R) U7T;, (R) nio é
disjunta; ja que a matriz nula O é, ao mesmo tempo, uma matriz simétrica e uma
matriz antissimétrica.

Seja P(R) o conjunto das fungdes reais pares e J(IR) o conjunto das fungoes

reais impares. Vale que P(R) + 7(R) = F(R). Também, P(R) U 7(R) & F(R).
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A funcio °° E :;R(x)ﬂ) é, ao mesmo tempo, uma fung¢do par e uma funcao impar.
Vale que o(x) = o(—x) = —o(—x) = 0. Equivalentemente, se f: R— R é uma
funcdo tal que f(x) = f(—x) e, ao mesmo tempo, f(x) = —f(—x), entdo, temos

fx) =—f(x)e= 2f(x) =0 & f(x) = 0; VxER; ou seja, f =0 é a funcdo
nula. Isso mostra que o € P(R) N 7(R) # ¢.

2.5 Observacgio: Consideremos o conjunto F(R) de todas as fungdes reais. Entio
valem e sdo de facil verificacdo as seguintes afirmacoes:

a) Vale que P(R) UJ(R) < F(R); ou seja, existem funcdes reais que nio sio nem
pares nem impares.

b) Uma funcdo real impar definida na origem é nula na origem.

¢) A adigdo definida em F(R) também esta definida em P(R) e em J(R); ou seja, a
soma de duas fungdes reais pares é uma funcdo par e a soma de duas func¢des reais
impares é uma fungao real impar.

d) O produto definido em F(R) também esta definido em P(R); ou seja, o produto
de duas fungoes reais pares é uma fungao par.

e) O produto de duas fungdes reais impares é uma fungao real par.

f) O produto de uma fung¢do par por uma fung¢do impar, ou vice versa, é uma funcao
impar.

g) A derivada de uma funcdo real par é uma funcdo impar.

h) A derivada de uma fun¢do real impar é uma funcdo par.

Demonstragdao: Cada uma dessas relacdes é de facil verificagdo. Para justificar o

f:R—R

item a), por exemplo, temos que a fung¢do X~ FO)=x2+

., do exemplo 2.4 ndo é

par, pois f(x) =x?+x #x?—x = f(—x) e nem impar, pois f(x) =x%+x #
—(x?—x)=—x*+x =—f(—x).

Generalizagdo de Conceitos

2.6 Defini¢des: Sejam A e B conjuntos ndo vazios e f: A = B uma func¢do que a cada
elemento a € A associa um elemento b = f(a) € B.
i) Suponhamos que em A esteja definida uma operagdo * que admite elemento

neutro e. Dizemos que f é uma funcdo par com respeito a operagcdo * se, e somente


https://pt.wikipedia.org/wiki/Derivada
https://pt.wikipedia.org/wiki/Derivada
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se, f(a) = f(a™1); onde a™! é o inverso do elemento a com respeito a operacao *,
que deve existir, V a € A.

ii) Suponhamos que em B esteja definida uma operacdo O que admite elemento
neutro e’. Dizemos que f é uma funcdo /mpar com respeito as operacées * e O

1

-1
(nessa ordem) se, e somente se, f(a) = (f(a™')) ; onde a™! é o inverso do

G ~ —1\\"1
elemento a com respeito a operagdo *, que deve existi, Va € A e (f(a™?)) éo

inverso de f(a™!) com respeito a operacio O, que deve existir, para todo

fla™) € Im(f) c B.

2.7 Exemplos:

det: My (R) — R

a) Consideremos a fungao A ~ det(A).

Para toda matriz A em M, (R), existe

—A em M, (R). Além disso, det(—A) = det((—1)A) e pela propriedade 3 em 1.5.4,
temos que det(—A) = (—1)%det(A) = det(A). Logo, det, definida sobre M, (R), é
uma fungdo par, com respeito a operacdo de adicao usual de matrizes.

b) Consideremos, agora, a fungio ®¢“M: (Hi): iiRet(A). Temos que: VA € M; (R),

3 — A € Ms (R). Dai, det(—4) = det((—1)A) = (—1)3det(4) = —det(A); ou seja,
det(—A) = —det(A). Logo, det, definida sobre M; (R), € uma funcdao impar, com

respeito as operacdes de adicao usual de matrizes e a adicao dos nimeros.

Sempre que nao houver davidas, omitiremos as operacdes que impdem a

uma funcao f a qualidade de funcao par ou fung¢ao impar.
Os exemplos em 2.7 sdo casos particulares da observacao a seguir:

2.8 Observacdo: Seja M, (R), o conjunto das matrizes quadradas de ordem

det: M, (R) — R

A ~ det(A) € uma

2 <n € N sobre o corpo R dos niimeros reais. Entao,

funcao:

i) par se n € um niumero par.

ii) impar se n é um niimero impar.

Demonstragao: Pela propriedade 3 em 1.5.4, vale que para toda matriz A € M, (R),
com 2 <n €N, det(—A) = det((—1)A = (—1)"det(A). Logo, se n é par, temos
det(—A) = det(A). Isso significa que det é uma funcdo par e i) fica demonstrado.

Se n é impar, temos det(—A) = — det(A) e ii) esta demonstrado.
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Até aqui ja devemos perceber que nossas consideracdes sobre uma fungao
ou impar ja avancaram para um universo diferente de F(R). Na observagdo acima,
a adicdo em M,, (R), dominio da funcdo det é uma operacgao “diferente” da adicao

em R, que é o contra dominio de det.

2.9 Observacido: Seja M ={A € M, (R) /A éinversivel}. Entdo, a funcio

det: M — R

A~ detcay ©IMpar.

Demonstragdo: VA € M, existe A™1 € M e, por 1.5.7, itens i) e ii), vale que

1_1 = (det(A™)) 71, ou seja, det(4)

det(A)+# 0, det(A™H)# 0 e det(4) = m
e

= (det(A™1)) ~1. Isso mostra que essa fung¢do é impar.

Em 2.9 relacionamos um caso em que as operagdes consideradas sdo as
operacgdes de multiplicacdo de matrizes e de multiplicacdo dos nimeros. Portanto,
o conceito de func¢do impar ndo esta atrelado a adigao especifica dos elementos do
conjunto R.

9: Pp(x) > N
f ~a(f)

algébrica de f, que é f(x) =ag+ a;x + ax*>+...+ a,x"; com 0 #a, ER e

n € Nvale que d(f(x)) = d(—f(x)) = n.

2.10 Exemplo: A fungdo ¢ uma funcdo par, pois olhando na forma

tr: Mp(R)—>R
A A tT(A)z a11+a22+---+ann pega

2.11 Exemplo: Seja 1 <n € N. A fungdo
toda matriz quadrada de ordem n e transforma em um niimero que € a soma dos
elementos de sua diagonal principal.

Vale que VA€ M,(R),3—A € My(R) e tr(A) = a1 +ay + -+ ap, =

—(—ay; —azy — -+ — ayy) = —tr(—A).Isso mostra que tr é uma func¢io impar.

O numero tr(A) = a;; + ay; + -+ a,, é chamado de traco da matriz A. Se
usarmos o item b) de 1.2.3, podemos definir muitas fun¢ées impares de M, (R)

para o corpo R.

2.12 Exemplo: Lembremos as discussdes do paragrafo 7, especialmente o que

temos em 1.7.15. Os isomorfismos, em geral, ndo se encaixam no grupo das fungdes
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par. Pelo item b) de 1.7.5, temos que se ¢ é um isomorfismo de X em Y; entao vale

que @(x) = (p(x~1))71. Nesse caso, ¢ é uma fun¢io impar.

Encerramos as nossas discussdes estabelecendo um resultado analogo a
observacao em 2.3. Vamos considerar uma operac¢do * definida em um conjunto
A # ¢ eoconjunto F(A) ={f: A — A/ f é uma funcio}, de todas as fungdes de A

“

em A, munido da operagdo “*", induzida por *.
Nao é demais rever as discussdes e conceitos compreendidos no texto que

vaide 1.7.11 até 1.7.12.

2.13 Observacao: Seja A um conjunto nao vazio e * uma operacao definida em A.
Seja f € F(A). Se f é uma funcdo idempotente e = satisfaz todas as propriedades
listadas em 1.1.2, entdo f pode ser escrita na forma f =P * J; onde P é uma

funcdo par e 7 é uma fun¢do impar.

P:A— A
a ~P(a) =f(a) *f(a™1)

Pla ) =fl@a*f(@H ™D =flaH=fla)=f(a)*f(@')=Pa) e por
S @ =f @ (a
condicdo (17(61‘1))_1 =(f@M) «(f(aH™MH)H =@ *(f(@)™H) "=
(F@) )"+ (FlaD) " =f@*(f@?)) =7(a). Dai, a fungdo J é uma
fungdo fmpar. Por fim, para todo aem4, temos (P *7)(a) = P(a)*I(a) =
(f(@ * f@™) *(f@* F@HI ™D = f(@ * fla)+f(a) * (f@D)) =
(F@+f@) = (f@D+(F@™) ) = (f@+f (@) *e = f(@*f(a) = f(@).

Concluimos, entao, que f =P * J, onde P é uma funcao par e J é uma

Demonstragao: A funcao satisfaz a condicdo de que

isso P é uma funcdo par. Agora, a funcao ~1y)-1 satisfaz a

funcdo impar.

Os passos de nossas argumentacdes estao resguardados pelas propriedades

“«. . n

da operacido * em A e pelas propriedades da operacdo “x”, induzida por *, em F(A).
Notemos, ainda, que o caso particular em que A = R e *= + é a operacdo de
adicdo definida em R, a decomposicdo de uma funcao real como soma de uma

funcdo par com uma funcdo impar depende da “imposicdo” de um fator de
multiplicacao igual a % (conforme observac¢do em 2.3). No caso mais geral, em 2.13,

impomos a funcado f a condicdo dela ser idempotente. Isso elimina “mais um 2” que
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aparece em nossas argumentacdes. Precisamente, nas igualdades f(a)*f(a) =

(f(@))? = f(a).

P.A— A

2.14 Exemplo: Se f = ¢ é um isomorfismo; @ ~P(@) =p(@rpla-1)= p(@(p@) = e

JA— A

¢ uma funcao (par) constante e @~ 1) =p(@)+(p(a-1) = (p(a)*((qo(a))_l)_l: (0@ )2
é uma fun¢do impar, como mencionado no exemplo em 2.12. Assim, pela
construcdo feita mais uma vez em 2.13, temos que (P x7)(a) = e * (p(a) )? =
(p(a))? = p(a)*p(a). De qualquer modo, se ¢ nio for idempotente, nos vemos
impedidos de fazermos a decomposicdo ¢ =P * J, onde P é uma funcdo pare J é

uma fungao impar.

2.15 Exemplo: Se V(K) é um espaco vetorial sobre um corpo K, toda fun¢do no
conjunto F(V(K) ) pode ser escrita como soma de uma fung¢io par e uma func¢do
impar. Os argumentos sao os mesmos usados em 2.3.

Toda fungdo f:V(K) - V(K) em F(V(K)) pode ser escrita na forma
f = p +i; onde p, definida por p(v) =% (f(v) + f (—v)), é uma fungdo par e i,

definida pori(v) = % (f ) — f(—v)), é uma fungdo impar.

Os conjuntos idempotentes, nos quais estejam definidas operagcdes que
satisfacam todas as propriedades listadas em 1.1.2, sdo conjuntos “pequenos” e
esse caminho nos impede de darmos um exemplo da decomposi¢cdo analoga a que
relacionamos em 2.3. Deixamos para quem nos acompanhou nas discussdes que
fizemos até este momento a tarefa de pensar em um exemplo concreto para
ilustrar esse resultado. Esse exemplo existe?

Acreditamos que a abordagem feita sobre esse assunto findou por
estabelecer que os conceitos de funcdo par e funcao impar sdao mais gerais. Se for
assim, o olhar curioso que pusemos sobre o estudo das fung¢des reais, traduzido
pelas varias indagagdes que fizemos, ratifica a dedicagdo, o respeito e o sentimento

pela pesquisa que tivemos para com este trabalho.
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Consideragdes Finais

As discussdes sobre os conteudos das disciplinas que compdem a grade
curricular do nosso mestrado permitiram que pudéssemos perceber alguns
aspectos mais gerais e que sdo inerentes aos objetos matematicos que
relacionamos neste texto.

O ponto de partida e a escolha do tema deste TCC foi uma consequéncia das
investigacdes e analises que regularmente fazemos sobre o material didatico que é
disponibilizado para o ensino da Matematica.

Sem fugir do padrdo de escrita que comumente é exigido para os trabalhos
escritos em nossa area de estudo, comegamos relacionando alguns conceitos gerais
da teoria dos conjuntos para em seguida descrevermos minimamente a estrutura
dos conjuntos numéricos, do conjunto das matrizes e dos polindmios. Isso porque,
como fica claro no desenvolvimento deste texto, as propriedades das operagdes
definidas nesses conjuntos estdo diretamente ligadas com as propriedades das
fungdes que por ventura possam ser definidas sobre eles.

Acreditamos que, a partir do que estudamos e da leitura deste trabalho, é
necessario, sempre que falarmos de fun¢bes pares e fungdes impares,
especificarmos o dominio em que ela atua ou a operagdao que esta sendo
considerada nesse momento. E como no estudo das poténcias relativas a uma
operacao definida em um conjunto. Nao se deve afirmar que “todo niimero elevado
a zero é igual a 1” ou que "23 = 8", 0 que pode ser toleravel, se afirmado por
alguém que nao vive no mundo da Matematica.

As discussdes empregadas na elaboracao deste trabalho contribuiram para
nos aproximar um pouco mais dos debates sobre as fung¢des. Esse assunto muitas
vezes € deixado em segundo plano ou por falta de tempo ou pela aparente
abstracdo que possa ser dada a uma abordagem inicial. A discussdo que fizemos é
da Matematica para a Matematica. Apesar de o assunto permitir que o relacionasse
com a Geometria, observando os aspectos quando as fun¢des estao definidas sobre
0 conjunto dos ndmeros ou relacionemos com os varios problemas de nosso
cotidiano, nossa meta, essencialmente, foi observar os aspectos mais gerais que
merecem ser considerados para que se possa definir uma fun¢do par ou uma

funcdo impar.
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Os “velhos” e os novos conceitos relacionados neste trabalho foram discutidos pelo
prof. Marcos Venicios de Almeida Bezerra com os alunos do 32 ano do ensino
médio, na Escola Lourival Pinho, situada no 2¢ distrito da cidade de Rio Branco, no
Estado do Acre. O assunto foi passado em dois momentos. Inicialmente, foram
tratados os conceitos de fun¢des pares e impares definidas em R. No segundo,
foram mais exploradas as definicdes gerais e os exemplos relacionados com
operac¢des de multiplicacao.

A tabela abaixo mostra o desempenho na avaliagdo que propusemos para os
31 (trinta e um) alunos que, paralelamente aos seus estudos regulares, receberam
o “treinamento” nesse assunto das fung¢des. Vale ressaltar que por conta de
atualizacdo da grade curricular, os alunos que participaram do teste nao tinham

habilidades plenas com matrizes e polinémios.

Nimero de acertos | Nimero de erros | Sem resposta
Problema 01 23 08 00
Problema 02 25 06 00
Problema 03 20 11 00
Problema 04 19 12 00
Problema 05 21 10 00
Problema 06 20 10 01
Problema 07 19 12 00
Problema 08 16 15 00
Problema 09 16 15 00
Problema 10 17 14 00

0 que podemos perceber olhando os nimeros dessa tabela é que, além da
desenvoltura nos debates em sala de aula, os alunos demonstram que entenderam
razoavelmente bem os conceitos que foram introduzidos. Isso mostra que, dentro
de um tempo adequado, trabalhando a contextualizacdo desse tema, podemos

obter éxito no processo de ensino e aprendizagem desse assunto.
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Teste de Sondagem

O presente questionario tem por finalidade verificar as habilidades dos
alunos com relacao ao tema Fungdes Pares e fmpares, abrangendo, inclusive, o que

foi pensado na verificacdo da generalizagdo desses conceitos.

Identifica¢do do nivel do aluno: Série: 32 ano/Ensino Médio.

PROBLEMAS

f:R—>R
x ~ flx)=—x2:

01) Pelas definicoes estudadas podemos afirmar que a fun¢do
a) é par desde que a operacgdo considerada seja a multiplicagdo dos nimeros.
b) é impar desde que a operagdo considerada seja a adigdo dos nimeros.

c) é par desde que a operagdo considerada seja a adicdo dos ntimeros.

d) ndo é par e nem é impar, independentemente da operacao definida em R.

e) é impar desde que a operagdo considerada seja a multiplicagcdo dos niimeros.

02) Para definirmos uma func¢do par ou impar é necessario que:

a) no conjunto eleito como dominio dessa funcdo esteja definida uma operacao de
adicao.

b) no conjunto eleito como dominio dessa funcdo esteja definida uma operacao de
multiplicacao.

c) os conjuntos eleitos como dominio e contra dominio dessa funcao sejam iguais.
d) os conjuntos eleitos como dominio e contra dominio dessa fun¢do sejam iguais
ao conjunto R.

e) no conjunto eleito como dominio dessa funcao a operacao considerada admita a
existéncia de inversos.

f:R—>R
x ~ f(x)=xZ+x

03) Olhando para a fungao podemos afirmar que :

a) f € uma fungdo par.

b) f é uma fungao impar.

c) f é uma soma de duas funcoes pares.

d) f é uma soma de duas fun¢des impares.

e) f é uma soma de uma fung¢do par com uma fung¢ao impar.
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04) Seja f : R — R uma fungdo polinomial de grau igual a d(f) = 2. Entdo, vale
que:

a) f é par.

b) f é impar.

c) se f é uma funcdo par; entdo sempre temos f(1) = 1.

d) se f é uma funcdo par; entdo sempre temos f(1) = —1.

e) mesmo que f seja uma fungao par; pode ocorrer que f(0) # 0.

05) Identifique qual dos graficos abaixo representa uma fungao real par.

4

a) g ) ] b) C)
| | y‘
|I * | , S L 4
I I| 3\'\.
B | -3
2 Wemret=i2
d e : AN
) P 1 ", . ) ] +1
- o 3 i o
| T 1 b

o e
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07) Identifique qual das fungdes abaixo é par:

q) Mz (R
A ~ tr(A)= aj1+ass;.

b) det:]VZ:dRet(A); onde M = {A € M, (R) / A é inversivel}.

f:R—->R
C) x ~ f(x)=x2+x.

g: R — R
d) x ~ g(x)=x3.

h: R —>R
e) x ~ h(x)=x.

08) Identifique qual das fung¢des abaixo é impar:

2) det:ﬂﬁ:‘itm); onde M = {A € M; (R) / A é inversivel}.

f :R— R
b) x ~ f(x)=2x2%-6.

gR—R

c)

x, sex=0

x v g(0)= |x|={—x se x<0

d)f:[R—>]R

x ~ f(x)=x6.

e) a:PZ(x}:aN(f)_ onde P,(x) = {ay, + a;x + ax*/a; e R Vi€ {0,1,2}}

09) De acordo com o que vocé estudou sobre as fung¢des reais, temos que uma

~ f:R—>R
fungao real” " " " "o

a) f(x) = —f ().
b) f(x) = =f(=x).
) f(x) = f(=x).
d) fG) =f() ™
e) f(x) =fx™).

é impar se, e somente se,

10) De acordo com o que vocé estudou sobre as fun¢des, dependendo da estrutura

f:A—A
a~ f(a)

do conjunto A4, temos que uma funcdo
a) f(a) = f(a™).

b) f(—a) = f(a) .

O —f(@) = f(a™.

d) f(-a) = —f(a™).

e) f(a) = f(=a™).

é par se, e somente se,



