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Resumo

Este trabalho aborda o problema isoperimétrico adaptando-o especialmente
para Ensino Basico e, de certa forma, para o mundo académico. Para tal, foram
realizados os seguintes procedimentos: um apanhado histérico deste problema,
algumas de suas demonstracbes classicas de teoremas baseados na
geometria euclidiana e uma experiéncia em uma escola publica. O estudo
possibilita um caminho mais simples e didatico de solucionar o problema
isoperimétrico do que o modelo tradicional, isto €, resolugbes com o0 uso de

funcdes, sobretudo a respeito da fung¢éo quadratica.

Palavras-chave: A lenda de Dido, Maximizacdo de &reas, Problema
isoperimétrico, Atividade Extraclasse, Geometria Euclidiana, Geogebra.



Abstract

This paper addresses the isoperimetric problem adapting it especially for basic
education and, in a way, to the academic world. To this end, the following
procedures were performed: a historical overview of this problem, some of his
classic demonstrations of theorems based on Euclidean geometry and
experience in a public school. The study provides a simpler way and teaching to
solve the isoperimetric problem than the traditional model, are resolutions with

the use of functions, especially regarding the quadratic function.

Keywords: The legend of Dido , areas Maximization , isoperimetric problem,
extracurricular activity, Euclidean geometry , Geogebra.
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INTRODUCAO

Este estudo tem como objetivo tomar o problema isoperimétrico, desdobra-lo e
aplica-lo, didaticamente, para o ensino basico brasileiro. E, de certa forma, servirh como
fonte de estudo para a esfera académica.

Este trabalho é resultado de aplicacdes e demonstracdes classicas em Geometria
Euclidiana, especificamente, tratando-se de problemas isoperimétricos. Mas, afinal de
contas, o0 que seria um problema isoperimétrico?

Isoperimétrico (iso + perimetro + ico) significa mesmo perimetro, ou pelo menos,
situacdes que estdo ligadas ao mesmo perimetro. Percebemos isso quando, em
determinada condi¢do, comparamos figuras planas com mesmo perimetro, objetivando a
maior area. O interessante é que, problemas isoperimétricos deu-se, a principio, com um
fato curioso ocorrido muitos séculos antes de Cristo e que dentro das histérias mitolégicas
do periodo, que era de costume, ficou mundialmente conhecido como a Lenda de Dido, da
obra Eneida de Virgilio.™ A obra conta a Histéria da Princesa Elisa quando esteve a frente
de resolver um problema de demarcacdo de terra, para construir seu reinado.
Matematicamente, o problema de Dido pode ser posto da seguinte maneira: Dada uma
curva com um determinado perimetro fixo, qual a forma geométrica que ela deve ter para
gue envolva a maxima area possivel?

Sendo apresentado assim nas escolas ou em livros didaticos, certamente alguém
falaria que ndo ouviu comentéarios a respeito, porém é um assunto até bastante comum no
ensino médio.

A ligacdo da Lenda de Dido aos problemas isoperimétricos Classicos €, a nosso
ver, de extrema importancia para justificar situacdes problema e até estimular o raciocinio,
tendo como exemplos aplicados durante a histéria. Infelizmente, na realidade atual do Brasil,
muitas escolas sendo elas publicas ou privadas, ndo costumam proporcionar um espaco
para que o professor possa desenvolver algumas praticas extraclasse com argumento que,
para matematica, isso ndo seja necessario. No entanto, o resgate da histéria da matemética
em sala de aula, em geral, torna o0 assunto muito mais interessante e deixam os alunos mais

confiantes em suas conclusdes.

*pablio Virgilio Maro ou Mardo (em latim: Publius Vergilius Maro; Andes, 15 de outubro de 70 a.C. —
Brundisio, 21 de setembro de 19 a.C.) foi um poeta romano classico, autor de trés grandes obras da
literatura latina, as Eclogas (ou Bucodlicas), as Geoérgicas, e a Eneida.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Latim
https://pt.wikipedia.org/wiki/Virgilio
https://pt.wikipedia.org/wiki/15_de_outubro
https://pt.wikipedia.org/wiki/70_a.C.
https://pt.wikipedia.org/wiki/Brund%C3%ADsio
https://pt.wikipedia.org/wiki/21_de_setembro
https://pt.wikipedia.org/wiki/19_a.C.
https://pt.wikipedia.org/wiki/Poesia
https://pt.wikipedia.org/wiki/Imp%C3%A9rio_Romano
https://pt.wikipedia.org/wiki/Literatura_latina
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89clogas
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ge%C3%B3rgicas
https://pt.wikipedia.org/wiki/Eneida
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E comum escutar de alunos frases como: “Entender eu entendi, mas como eu iria
ter ideia”, “Como alguém pensou nisso” ou “Até aqui entendi, mas ndo saberia terminar a

questdo”. Apesar de estarmos na “era digital’, e muitos recursos sendo utilizados para
facilitar o aprendizado, entendemos que o professor ainda € o elemento principal para o
aprendizado. Mesmo que o aluno utilize a velocidade das informacdes através da internet, o
profissional em matematica pode ter um papel extremamente importante neste processo.
Para tal, o professor necessita estar acompanhando as mudancas, orientando como essa
informacédo pode ser melhor aproveitada, de modo que venha complementar eficazmente o
conhecimento do estudante. Sem, porém, abandonar 0 rigor matematico em seus
respectivos niveis.

Neste trabalho sera utilizada como motivacdo a lenda de Dido, a respeito do
problema isoperimétrico classico que é conhecido do seguinte modo: Dentre as figuras com
0 mesmo perimetro, qual delas tem a maior area?

A Histéria da Matematica mostra que ela foi construida como resposta a perguntas
provenientes de diferentes origens e contextos, motivadas por problemas de ordem pratica
(divisdo de terras, calculo de créditos), por problemas vinculados a outras ciéncias (Fisica,
Astronomia), bem como por problemas relacionados a investigacfes internas a propria
Matematica.

Todavia, tradicionalmente, os problemas ndo tém desempenhado seu verdadeiro
papel no ensino brasileiro, pois, na melhor das hip6teses, séo utilizados apenas como forma
de aplicacédo de conhecimentos adquiridos anteriormente pelos alunos.

Este trabalho esta organizado em capitulos. No primeiro capitulo é apresentado o
historico do problema isoperimétrico. Sera narrado como surgiu, como foi desenvolvido e
gual seu resultado. Para tal, toma-se como exemplo o caso da princesa Dido, que é
considerado o primeiro caso de problema isoperimétrico.

No segundo capitulo sdo apresentados exemplos praticos do problema
isoperimétrico — sem necessitar empregar o célculo diferencial — utilizando nocdes da
geometria Euclidiana, como area de poligonos e perimetros. Para tal, iremos utilizar o
recurso do Software Geogebra, alcangando maior clareza no que se refere as mudancas de
area.

No terceiro capitulo, sdo apresentados demonstracdes sobre a desigualdade
isoperimétrica, desta vez utilizando recursos de variagbes em curvas. Mas nao
abandonando os conceitos da geometria Euclidiana que auxiliam para obter o teorema da
desigualdade isoperimétrica.

No quarto capitulo, é aplicada uma experiéncia extraclasse com alunos do ensino
basico, sobre problemas isoperimétricos classicos, dentro do contexto da geometria

euclidiana.
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CAPITULO 1.

Um pouco de historia: A lenda de Dido.

Desde os tempos mais remotos da humanidade, tem-se procurado solucdes
para problemas mais intrigantes que nos aflige, isso acontece principalmente pelo
fato quando nos deparamos com situacdes que nos desafiam e provocam reacdes
criativas e inteligentes. Nas sociedades mais primitivas ou mesmo entre 0s animais,
a busca para solugbes de entraves e embaragcos sempre foi tentada. E nesse
contexto que temos consciéncia de que a histéria ou mesmo ficcdes ou lendas nos
ajudam a consolidarmos o aprendizado presente com as relacées e conclusdes do
passado nos levando muitas vezes a projetarmos ensaios e praticas futuras.

A lenda da princesa Elisa (Dido) da antiga cidade Tiro (cidade Fenicia) as
margens do Mediterraneo, localizada onde hoje é o Libano, foi relatada sem uma
ordem cronolégica e fantasiada pelo autor Virgilio no livro Eneida.

Uma parte muito interessante desta obra, diz respeito a um problema
complicado que aparentemente néo teria solugdo com bases nos conhecimentos
matematicos da época. Trata-se da seguinte situacdo: Com uma corda de
comprimento fixo, qual a figura geométrica que delimita a maior area possivel? Este
foi o problema que a princesa Dido teve que solucionar para que assim, pudesse
comprar as terras e construir a cidade de Cartago, no norte da africa. Provavelmente
este foi o primeiro relato escrito sobre problemas isoperimétricos, sendo que a partir
disso surgiram estudos sistematizados em outros contextos historicos mais
concretos, com embasamento cientifico e académico.

Composta por 12 livros, num total de 9826 versos, a Eneida, a maior obra do
poeta Virgilio é considerada, simultaneamente, uma obra de tom mitolégico e
historico: mitologico porque narra a historia do heréi Eneias, utilizando-se de lendas

tradicionais do povo romano. E Histérico porque utiliza este argumento para exaltar
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Roma e Augusto, procurando valorizar tanto os feitos do imperador quanto os feitos
mais remotos do seu povo.

Figura 1.1: Livro Eneida de Virgilio/ acervo pessoal.

Figura 1.2: Busto de Virgilio, na entrada
de sua tumba, em Napoles.

Conforme escritos baseados na mitologia Romana, a Princesa Dido era
filha de Mattan |, rei de Tiro (cidade fenicia) e mulher de Siqueu (Acerbas). Apés a
morte de seu marido princesa Dido, foi para Africa, precisamente a Costa do
Mediterraneo, ao norte do continente.

A princesa Dido ao saber que o seu marido fora morto por seu irmao
Pigmaledo que foi motivado pela cobica das riquezas que o seu marido tinha, haja

visto que ele era considerado o mais rico de Tiro e depois do rei 0 mais influente.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Mattan_I
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Figura 1.3: Princesa Dido.

A morte do marido da princesa Dido foi planejada e aconteceu da seguinte
forma: o rei Pigmaledo atraiu o marido da princesa Dido para o templo de Eracles

gue na traducéo latina significa Hércules e la no templo ocorreu o seu assassinato.

Conta a lenda que a princesa tomou conhecimento do plano sérdido e
execucdo do mesmo através do aparecimento do seu marido em sonho, o qual
alertou sua esposa que seu irmédo também estava decidido a mata-la para tomar
posse de toda rigueza deixada por ele. Como conhecia o local onde ficavam essas
riquezas e que 0 seu irmao com toda certeza iria confisca-la, resolve sair em fuga

reunida com pessoas nobres de Tiro que eram fiéis ao casal.

O lado interessante foi a asticia da princesa que, para ganhar tempo na
fuga, encheu sacos com areia e jogou ao mar dizendo que ali estava parte do
tesouro destinado ao marido assassinado. Provavelmente, se realmente foi verdade,
tal atitude teria como objetivo atrasar a possivel perseguicéo, ja que, teriam que

resgatar o suposto tesouro no fundo do mar.
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Figura 1.4: Norte da Africa.

Ao chegar ao norte da Africa, Dido resolveu negociar com o Rei Jarbas e
ofereceu certa quantia do tesouro que havia trazido consigo na fuga para comprar
terras. Mas um problema surgiu: Dido poderia fechar o negocio desde que as terras
que ela quisesse deveriam ser contornadas com o couro de 1 (um) Unico touro.
Jarbas e Dido aceitaram as respectivas ofertas, entdo Dido mandou cortar o couro
em varias tiras, ligando-as ponta a ponta utilizando o comprimento do fio obtido
como perimetro, cercando vasta area de forma circular onde construiu a cidade
nome de Birsa (couro) e esta impulsionou a criacdo do estado Cartago que hoje se

chama Tunisia, a qual se tornara rival de Roma por volta de 850 a.C.

Figura 1.5: llustracéo da princesa Dido e seu povo

cortando o couro de um touro.

Inteligentemente escolheu a terra ao longo do mar para ndo usar fitas ao
decurso da costa maritima e formando com as tiras um semicirculo obtendo o

terreno com maior area de terra possivel.

1.1.Algumas cidades medievais com relacdo isoperimétrica.

ZMADEIRA, Telma Morais. O Problema Isoperimétrico Classico. Dissertacdo (Mestrado em
Matematica) — Departamento de Matematica, Universidade de Coimbra, 2005.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Birsa

22

Ha indicios que situacfGes isoperimétricas anteriores, influenciaram na
urbanizacdo de cidades, pelo menos € o que observamos em varias imagens de
mapas. E no minimo interessante acreditar que a formacéo de cidades esteja ligada

aos problemas isoperimétricos. Vejamos alguns exemplos mais conhecidos.

Map 9

City oF PARrIS

Figura 1.6: Mapa medieval de Paris — Franca.

Perceba que o formato da cidade a beira de um rio, dos dois lados

assemelham-se a semicirculos.

7z

Paris € a capital econbmica e comercial da Franga, onde 0os negocios

da Bolsa e das finangas se concentram.

Entretanto as referéncias histéricas para a solugdo do problema ndo se
restringem apenas a literatura. Durante a idade média era comum a
construcdo de muros de protecdo para as cidades. Ao consultar alguns
mapas disponiveis na época, ndo por acaso, encontramos muros no formato
circular, ou semicircular. Como 0s muros eram feitos de pedras, sua
construcdo era cara e trabalhosa. Utilizar o resultado do problema
isoperimétrico, ja conhecido na época, maximizava a area cercada, para

uma quantidade fixa de material.”!

A cidade de Colbnia, na Alemanha também se assemelha a um semicirculo.

N&o tinham comprovacdes matematicas de que a organizacdo urbana horizontal de

3LIMBERGER, Roberto, Abordagens do problema isoperimétrico. 2011, p. 6.


https://pt.wikipedia.org/wiki/NYSE_Euronext
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algumas cidades estivesse diretamente ligada ao problema isoperimétrico classico
de Dido. No entanto, muitas constru¢cées possuem formato, que aproveita melhor

uma determinada area cercada.

Figura 1.8: Mapa medieval Braga — Portugal.
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CAPITULO 2.

Desigualdade isoperimétrica do ponto de vista da

Geometria Euclidiana.

Este capitulo trata da aplicabilidade béasica do problema isoperimétrico,
utilizando as nogbes da geometria Euclidiana em algumas situagcdes mais comuns,
como triangulos, quadrilateros, poligonos de modo geral.

Considerando o problema isoperimétrico classico, iremos mostrar situacdes
em que, modificando a figura, mas preservando o perimetro, obtemos a mudanca de
sua area. Para facilitar a exposi¢do do problema, utilizaremos o software Geogebra
para mostrar os resultados, principalmente quando tratamos de poligonos e a
mudanca do numero de lados.

Vamos para o desenvolvimento dos exemplos, onde podemos constatar
apresentar de forma clara e simples a coeréncia do problema.

Utilizando uma corda de comprimento finito fixo, poderiamos construir

poligonos como nos exemplos a seguir:

Perimetro = 18 Perimetro = 18

Figura 2.1: Triangulo de Figura 2.2: quadrilatero de
Perimetro 18/ acervo pessoal. perimetro 18/ acervo pessoal.
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Aumentando o numero de lados, cada vez mais o poligono aproxima-se do

formato do circulo. Perceba na figura 2.3 que, temos os exemplos do triangulo,

quadrado, pentagono, hexagono, heptagono, octdbgono e possuem mesmo
perimetro.

€ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

[R ] AL~ O O] ) N laec 222 )

fiCv

Entrar.

Perimetro de pol2 =12 °' Perimetro de pol§ =12

L \ U
pol3 R T e
™ s Area de pol5 = 10.68
0

Perimetro de pol6 =12

Perimetro de pol1 =12 frea do °°.'2 s

Area de pol3 = 9.91
Area de pol1 = 6.93 " Area de pol4 = 10.39
®

Perimetro de pold =12

Area de pol6=10.99
L ]

Figura 2.3: Mudancgas de areas com diferentes poligonos regulares/ acervo pessoal.

Mas se a figura plana ndo fosse necessariamente um poligono, sendo ainda
fechado, poderiamos alcancar melhores resultados quanto sua area. Veja a figura
2.4 que representa uma determinada area cercada por um fio.

Area delimitada

Figura 2.4: Curva fechada simples/ acervo pessoal.

Podemos observar que, utilizando o mesmo fio, poderiamos criar outras
regides cercadas com areas maiores, até que chegassemos ao circulo, que teria a

area maxima e isto foi um problema por muitos anos. Saber de um resultado apenas
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em observagdes, mas nao comprovar iSso rigorosamente, tornou-se um trabalho

arduo para muitos estudiosos em matematica.

Utilizando o Geogebra, mostrar entre os triangulos possiveis de se construir

com perimetro de 18 unidades, aguele que possui a maior area.

2 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

.Av/'; j(v b‘v @v @U d‘;v Nv ABC| 232 ‘%.v

TLEN#f e~
7

CA=6 co=e

Areade ABC =15.59

Perimetro de ABC=18

AB=6

Figura 2.5: Tridngulo equilatero/ acervo pessoal.

Neste caso observamos o triangulo equilatero de perimetro 18 e area 15,59.

€2 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

‘ 'Av/:ur’, Z>', @73] @7‘ df‘le" ABC 232 éov

% fCv

Area de ABC = 11.87

Perimetro de ABC=18

AB=8

Figura 2.6: Tridangulo escaleno/ acervo pessoal.

Tridngulo escaleno de perimetro 18 e area 11,87



€2 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Femamentas Janela Ajuda

DB &S0 FRANTER

TH> v vy |J

CA=5 Ca =8

Figura 2.7: Triangulo isésceles/ acervo pessoal.

Tridngulo isosceles de perimetro 18 e area 12.

€2 GeoGebra

AB=8

|
5
&1
|
|
&

Figura 2.8: Tridngulo retangulo/ acervo pessoal.

Tridngulo retdngulo de perimetro 18 e area 7,2

27
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CAPITULO 3.

Uma justificativa mais rigorosa: O Teorema da

Desigualdade Isoperimétrica.

Neste capitulo, apresentaremos a desigualdade isoperimétrica para
triangulos, quadrilateros, poligonos em geral e finalmente a generalizagdo para o
circulo. Para justificar nossas afirmacoes, dividimos em partes para que, ao final,
possamos encontrar um resultado plausivel.

N&o podemos deixar de notar que o problema isoperimétrico classico de
Dido, possui um enunciado muito simples, como ja foi mencionado no Capitulo 2.
Porém é complexo, principalmente para época do fato. Apesar de terem resolvidos
com intuicbes geométricas, apenas séculos depois foi rigorosamente demonstrado.

Em nossa pesquisa, relatamos a contribuicdo da dissertacdo de mestrado de
Telma Morais Madeira, que faz um apanhado histérico sobre problemas

isoperimétricos classicos, enfatizando a lenda de Dido.

O estudo do problema isoperimétrico classico permite estabelecer uma
propriedade da circunferéncia usualmente designada por propriedade
isoperimétrica da circunferéncia. A primeira demonstracdo desta
propriedade aparece num comentéario de Tedo (335-405) a obra Almagesto
de Ptolemeu (85-165) e nos trabalhos de Pappo (290-350), mas o seu autor
€ Zenodoro (200a.C.-140a.C.). Apesar de, nessa época, 0S gregos terem
conhecimento de que a circunferéncia era a solucdo do problema
isoperimétrico, s6 a partir de 1880 foi conhecida uma demonstracao
completa e rigorosa da propriedade isoperimétrica da circunferéncia,
apresentada por Weierstrass(1815-1897) nos seus seminarios na
Universidade de Berlim."

4MADEIRA, Telma Morais. O Problema Isoperimétrico Classico. Dissertacdo (Mestrado em
Matematica) — Departamento de Matematica, Universidade de Coimbra, 2005, p. 4.
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Teorema isoperimétrico: Toda curva fechada de comprimento ¢ ,n&o nulo,

2

cerca uma area menor ou igual a . considerando que este valor s6 € alcancado
T

. . .o, ! L. o ~ .
para o circulo, cujo raio é o Vérias sdo as demonstracées a respeito deste fato e
T

neste trabalho, iremos exibir uma demonstracdo simples deste teorema. Para isto,
vamos primeiramente demonstrar um resultado para poligonos: considerando todos
os poligonos de n lados com perimetro fixo, 0 de maior &rea € o regular. Com este
resultado, fica mais facil demonstrar a desigualdade isoperimétrica.

Para facilitar em nossa demonstracdo, iremos considerar algumas
afirmacdes, divididas em subtopicos deste capitulo com base na geometria
euclidiana classica. Utilizaremos como parte de nossa pesquisa, a contribuicdo da

obra de Carlos Gustavo T. de A. Moreira™ e Nicolau Corcdo Saldanha.!®
3.1 Desigualdades isoperimétricas envolvendo triangulos.

As demonstracdes dos teoremas 1 a 5 abaixo fazem parte da obra a
Desigualdade Isoperimétrica, de Carlos Gustavo T. de A. Moreira e Nicolau Cor¢éo
Saldanha.

Teorema 1: Dentre todos os triangulos ABC de base fixa AB e perimetro

dado, aquele de maior area € isésceles.

Além disso, dados dois triangulos ABC e ABC’ com mesmo perimetro e

‘A_C—ﬁ‘ < ‘E—ﬁ‘ a area de ABC é maior que a area de ABC’.

Podemos observar alguns exemplos de triangulos, convenientemente
esbocados em mesma escala. Utilizamos aqui para facilitar o recurso do Geogebra,

exibindo os valores dos perimetros e areas.

> MOREIRA, Carlos Gustavo T. de A. Doutor pesquisador IMPA, 1993. A desigualdade

Isoperimétrica, revista universitaria, N° 15, 1993.

6 SALDANHA, Nicolau Corcédo, Foi o primeiro brasileiro a ganhar medalha de ouro na Olimpiada
Internacional de Matematica, em 1981. Phd em Princeton, professor da Puc — Rio de Janeiro.
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AC=6.2
cB=38

Perimetro= 16 C1B1 =265
Areade ABCX\11.01

Perimetro= 16 3
Areade A B,C, =746

Perimetro= 16 |

Areade A,B,C, =964 Perimetro= 16

A;B; =6

Figura 3.1: Exemplos da primeira afirmagéo/ acervo pessoal.

Esta afirmacédo é consequéncia facil da férmula de Herdo: a area de um

triangulo de lados a, b e ¢ é dada por:

a+b+c

S:\/p.(p—a)(p—b)(p—c), onde p = >

3.2. Desigualdades isoperimétricas envolvendo quadrilateros.

Teorema 2: Dentre todos os quadrilateros com lados dados, aquele de

maior area € o inscritivel. Mas, se considerarmos dois quadrilateros ABCD e A'B’'C'D’
com lados correspondentes iguais, se ‘A +C- n‘ < ‘A +C'— n‘ , entdo a area de ABCD
€ maior do que a area de A’'B’'C'D’.

Estas afirmacdes seguem da formula abaixo: a area S de um quadrilatero de

lados AB=a, BC=b,CD=ceDA=deangulos A, B, C e D é dada por

S:\/(p—a)(p—b)(p—d)—%abcd(1+cos(A+é)) , onde p :%(a+b+c+d).

Esta formula pode ser obtida elevando ao quadrado o valor de S dado por

S :%a.d.senA+%b.c.sené (este valor é obtido somando as areas de DAB e BCD)

usando a identidade a®+d?—2.ad.cosA =b? +c?—2b.c.cosC (os dois membros da

igualdade resultam no quadrado da diagonal BD pela lei dos cossenos).
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3.3. Caso particular: Desigualdades isoperimétricas envolvendo

retangulos.

Entre os quadrilateros, destacamos em especial, o caso particular para
retdngulos. Neste contexto, apresentamos uma aplicacdo para o retangulo, com
base nos conhecimentos de quadrilateros.

Considere o retangulo com medidas a e b:

a

Figura 3.2: Desigualdade isoperimétrica no retangulo.

Entre os elementos a e b, aplicaremos as desigualdades aritmética e geométrica:

a+b2\/%

2

Sabendo que a + b é o semiperimetro do retangulo é igual a p; ab € a area desse
retangulo igual A, temos:

2
zﬁ:%zA:p224A O

N O

Teorema 3: Dado um poligono ndo convexo, temos outro poligono com
namero de lados menor, perimetro menor e area maior.

Queremos obter dois vértices ndo consecutivos tais que a reta determinada
por eles tem o poligono inteiramente contido em um dos semiplanos por ela
determinados. Obteremos o novo poligono substituindo a parte interior da poligonal
ligando estes dois pontos pelo segmento que os liga.
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Figura 3.3: Comparacéo entre as areas dos poligonos.

Teorema 4. Dado qualquer poligono ndo regular, existe um poligono regular

com numero de lados menor ou igual, perimetro menor ou igual, e area maior.

Teorema 5: Se n <m a area de um poligono regular n lados € menor que a
area de um poligono regular de m lados de mesmo perimetro. Além disso, a area do

circulo é maior que a area de qualquer poligono regular de mesmo perimetro.

Suponha que tenhamos uma curva de comprimento fixo ¢ delimitando uma
determinada area A. Agora, iremos escolher um nimero inteiro positivo N e tomar N
pontos ao longo da curva, igualmente espacados em termos do comprimento do
arco de curva entre eles. Vamos ligar estes pontos por linhas retas para obter um
poligono de N lados e perimetro menor que ¢. Tomemos um fecho convexo deste

7

poligono: seu perimetro é menor que ¢ donde, pelas afirmacdes anteriores, sua

2

. . ( . . .
area B € menor que et Consideremos o conjunto dos pontos que ou estdo dentro
T

deste fecho convexo ou ndo ou até, estando fora dele, distam menos de % de

algum dos N pontos originais: a curva original esta totalmente contida nesta regiéo,

pois qualquer ponto desta curva dista menos que % de algum destes N pontos.

2
Por outro lado, a area desta regido serd menor ou igual B+NT{%) , pois esta

: o , ) V4
contida na unido do fecho convexo com N circulos de raio N e centros nos N
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2 2 2
pontos. Assim, A<B+Nn £ sﬂ—+i, e como esta estimativa vale para
2N 41 4N
qualquer N,
2
Asg—. [
4

Finalmente, consideremos uma curva de comprimento ¢ englobando area
KZ
. e vamos provar que ela é um circulo. Primeiramente, ( obervemos que ela é
convexa. De fato, para uma curva ndo convexa, sempre existe um segmento de reta
ligando dois pontos da curva e contido inteiramente no exterior da mesma,
excluindo-se os extremos do segmento. Este segmento divide a parte do plano fora
da curva em duas regides, uma limitada e outra ndo. Tomando a porcédo da curva
gue toca a regido ilimitada mais o segmento de reta, temos uma nova curva fechada

de perimetro menor e area maior.

Figura 3.4: Curva fechada nao convexa transformando-se em outra
figura ndo convexa fechada de perimetro menor e area maior.

Agora, para uma curva convexa distinta do circulo, tome quatro pontos nao
cocirculares. Se deformarmos o quadrilatero com estes quatro vértices mantendo
rigidos os arcos de curva entre dois pontos até o quadrilatero tornar-se inscritivel

estaremos aumentando a &rea sem mudar o perimetro

a2\
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Figura 3.5: Deformacéo do quadrilatero até se tornar inscritivel em um
circulo.

Para tanto, observaremos que, dentre os triangulos que possuem dois lados
de medidas fixas, o triangulo retangulo é o que possui maior area. Deste resultado,
mostraremos que a semicircunferéncia € a curva plana “aberta”, com extremos em
dois pontos de uma reta, a qual o segmento limitado por estes extremos € 0
diametro, engloba a maior area e, a partir de entdo, concluiremos que a
circunferéncia é a curva plana fechada que engloba a maior area.

Os corolarios e as preposicdes a seguir, sdo alguns resultados da obra de O
Problema Isoperimétrico e Aplicacbes para o Ensino Médio de Fabiana Adala

Moreto.

Definicdo: Uma curva plana € funcdo continua definida em um intervalo
|c R com valores em R*. Seja P:[a,b]— R?uma curva. Os pontos P(a) e P(b) s&o

chamados extremos da curva.

Nas figuras abaixo, apresentamos algumas curvas. Na primeira, 0S extremos
sao distintos (P(a) # P(b)) denominaremos aberta e ela se autointersecta, isto €, dois
valores distintos de t originam o mesmo ponto (parte (a)). Na segunda curva, como
P(a) = P(b), chamaremos de fechada, embora ela também se autointersecte num
ponto diferente dos extremos (parte (b)). Quando uma curva nao possui
autointerseccfes (além dos extremos, eventualmente), dizemos que a curva é

simples (parte (c)).
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P(t)

¥ P(a) = P(b)

>
>

X

(b)

(c)

Figura 3.6: Curvas simples e ndo simples

Proposicéo 1: Seja F, uma figura plana limitada n&o convexa, cuja fronteira
seja uma curva plana simples e fechada C,. E possivel encontrar uma figura plana
convexa, F,', de area maior do que a de F,, tal que sua fronteira C,', seja uma curva

plana simples e fechada, de comprimento igual ao de C,.

Demonstracao:

Como F, ndo é convexa, existem pontos P e Q em F, tais que o segmento
% néo esteja contido em F,. Sendo A e B os pontos de intersec¢do do segmento
PQ com C, tal que ABNC,={AB}, refletimos uma das partes de C, com

extremos em A e B em relacdo a reta que contem PQ, obtendo uma nova figura,

F.', com fronteira C,', de mesmo comprimento que o de C,, porem com area maior

do que ade F,.
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Observe a figura a seguir:

Figura 3.7: Reflexdo de parte do poligono.

Se F 'ainda n&o for convexa, repetimos o raciocinio até encontrarmos uma
figura F,convexa. E importante resaltar que estamos representando ilustragdes da

Figura 3.7, de modo a facilitar em nossa demonstragdo, pois dependendo da

escolha dos pontos P e Q em cada nova figura construida, pode ser que F, seja
encontrada por um “processo limite” de figuras obtidas a partir de F,. No entanto,

escolhas convenientes de P e Q conduzem a um numero finito de figuras.
Com base na proposicdo anterior, podemos concluir que figuras
isoperimétricas sdo sempre convexas.

Além disso, a proposi¢cdo anterior nos conduz ao seguinte corolario, cuja

demonstracao € semelhante, uma vez que o segmento AB permanece inalterado na

sequéncia de figuras obtidas de F,.

Corolario 1: Seja C, uma curva plana, simples e aberta, situada de um
mesmo lado de uma reta r e com extremos A e B nessa reta. Suponhamos que a
curva fechada C, UAB seja fronteira de uma figura limitada, F,, ndo convexa. Entéo

existe uma curva C,, plana, simples e aberta, de mesmo perimetro que o de C,,

com 0s mesmos extremos A e B emr, tal que C, UAB seja fronteira de uma curva

convexa com area maior do que a de F,.
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Proposicéo 2: Dentre todos os triangulos com dois lados de comprimentos

fixos, o de maior area € o triangulo retangulo que possui esses lados como catetos.

Demonstracao:

Considere BC e AC dois segmentos de medidas fixas a e b,
respectivamente.
Sejam a a medida do angulo ACB e h a medida da altura do triangulo ABC

relativa ao vértice A, como na figura:
A area S desse triangulo pode ser calculada por:

_ah _absena
2 2

S

Observando que h=b.sena independentemente de o ser agudo, reto ou
obtuso, lembrando que para angulos obtusos, o seno € equivalente ao seno de seu

suplemento, ou seja, Sen(n—oc) =sena.

Como O0<sena <1 para O0<a<m, concluimos que S assume maior valor

, . T
possivel quando sena =1, ou seja, para o = ok

Figura 3.8: Area do triangulo em fungdo do seno do angulo a.

Proposicdao 3: Seja F, uma figura plana convexa cuja fronteira seja

composta por uma curva C, plana, simples, aberta, de extremos A e B e de

comprimento p, unida com o segmento AB. Suponhamos que, nessas condi¢oes, F,

tenha area maxima. Entdo F, € um semicirculo.
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Demonstracao:

Suponha que F, n&o seja um semicirculo. Entdo existe um ponto C e C, tal
que ABC ndo é um triangulo retdngulo, uma vez que, se ABC fosse retangulo para
todo C e C,, F, seria um semicirculo.

Como F, e convexa, os segmentos AC e BC estéo contidos em F, isto &, 0

triangulo ABC esté contido em F,. Sejam F, e F, as figuras sobre AC e BC, de tal
modo que F, =F, UAABCUF,.

Consideremos agora o triangulo A'B'C', retangulo em C', de tal modo que
A'C'=AC e B'C'=BC. Pela Proposicdo 2, a area de A'B'C'é maior do que a area
de ABC. Vamos considerar agora a figura F', =F',UAA'B'C'UF,, denominando sua

fronteira por C, UA'B'. Assim, F, tem fronteira composta por uma curva C, plana,

simples e aberta, de extremos A'e B' comprimento p, unida com o segmento A'B’.

No entanto, a area de F', € maior do que a de F,, contrariando a hipotese.

Figura 3.9: Comparagéo entre areas limitadas.

Caso F', ndo seja convexa, pelo Corolario 3., € possivel tomar F" convexa,

com fronteira C;, UA'B' e area maior do que a de F';, contrariando as condi¢des da

hipotese, que diz que F, tem area maxima. Concluimos que F, € um semicirculo.

3.4. O problema isoperimétrico para poligonos.
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Pelo problema isoperimétrico de Dido, temos para poligonos as seguintes
consideracgoes:

Seja 2p=a+b+c o perimetro do tridngulo e seja a sua éarea

A:\/p(p—a)(p—b)(p—c), aplicando a desigualdade das médias (aritmética e

geomeétrica), temos:

(p—a)+(p;b)+(p—0) >3f(p-a).(p-b).(p—c)

P> (p-a)(p-b)-(p~c)

p*>27.A%.

: 2
A igualdade ocorre se, e somente se, a=b=c = ?p

Considerando as proposi¢cdes a seguir mostraremos que para um dado
poligono ndo convexo existe um poligono regular com nimeros de lados menor que
ou igual, perimetro menor ou igual e area maior. E, além disso, tem-se que, dentre
os poligonos regulares de mesmo perimetro, o de maior nimero de lados tem a
maior area, e este, possui menor area que um circulo de comprimento igual ao seu
perimetro.

Se A e B sdo dois pontos distintos fora de uma reta, entdo existe per tal
que d(A,P)+d(P,B) é minima.

Dado um poligono ndo convexo P com n, lados, perimetro 2p, e area A, é
possivel determinar um poligono convexo Q com n, lados, perimetro 2p, e
area A, de modo que n,<n;, 2p,<2p, e A, >A,.

Entre todos os poligonos convexos de n lados e de mesmo perimetro, o que
tem maior area é o poligono regular.

Se A(n) denota a area de um poligono regular de n lados e perimetro L,

entao tem-se que:
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Dados dois poligonos regulares de mesmo perimetro L, aquele que tem
maior area é o que tem um maior numero de lados.
A area do circulo de raio r € maior que a area de qualquer poligono regular
de perimetro 27r.

Toda curva fechada de comprimento L engloba uma area menor ou igual a
L2 L ] L
e Além disso, este valor s6 é alcancado para o circulo de raio o
T T

Seja f uma funcdo de classe C!, a qual possui derivada de 12 ordem e é

continua, periodica de periodo 2m, e tal que

[ (1t > [ (t) ot

0

e a igualdade vale se, e somente se, existirem a e b tais que f(t) =a.cost+b.sent

Demonstracdo. Seja

f(t)~ a_20 + g(a" cos(nt)+b,sen(nt))

a expansdo de f em série de Fourier. Como f & uma funcdo de classe C*, entdo f’ é

uma funcgéo continua. Dali,

o0

f'(t)~ > (nb, cos(nt)-na sen(nt))

n=1

Agora calcularemos o valor da integral joznf (t)dt

n=1

J‘;“% dt + jjﬁ(gan cos(nt)+bnsen(nt)j dt

I;nf(t)dt=j;n(a_20+i(an cos(nt)+bnse”<”‘))jd‘

segue que,

j;na?‘)dt + L)?“(Zan cos(nt)+ bnsen(nt)jdt

0




2n 8y

0 > dt =na,

Por hipétese, joznf (t)dt=0=a, =0, logo

2n
, dt=a,

Dai, concluimos que a, =0. Sendo assim a funcéo f se reduz a:
f(t)~ i(an cos(nt)+b,sen(nt))
n=1

%joz”f (t)zdt = i(af + bﬁ) (1)

n=1
0

%J'Oznf'(t)zdt =3n? (af + bﬁ) ()

n=1
Ajustando (1) e (2), temos que

2

j;“f(t) dt = in(af +b§) (1)

Entao,

6 (1) dt - j;nf(t)zdtzgn n*(n”-1)(aj +b?)>0

2

. ~ , , . (
Utiliza-se na demonstracao da desigualdade isoperimétrica A < "
I
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CAPITULO 4.

Da lenda de Dido a uma atividade Extraclasse.

Mostraremos neste capitulo as aplicagbes mais comuns, quando tratamos
de calculo de area maxima de poligonos, em especial triangulos e quadrilateros.
Desta vez, nossa proposta sera voltada para o ensino basico, em particular, turmas
de 2° ano do ensino médio. Casos classicos serdo modelados através de funcdes
quadraticas. No entanto, mostraremos resultados de uma atividade extraclasse

através de medicdes feitas pelos préprios alunos.

O problema isoperimétrico ndo é um assunto muito conhecido no ensino
meédio quando € apresentado desta forma, mas € frequentemente aplicado quando o
professor resolve questdes de geometria plana com intuito de maximizar a area de
um poligono. Geralmente, alunos que se deparam com situacfes isoperimétricas,
recorrem a aplicacdo da funcdo quadrética, obtendo uma relacdo entre a area da

figura em questdo com o valor maximo de uma parabola.

E claro que podemos obter a maximizacdo da area, sem necessariamente
utilizar uma parabola e isso ja foi mencionado neste trabalho. De acordo com autor
Gilberto Geraldo Garbi, dentre todos os poligonos de mesmo perimetro e mesmo
namero de lados, o poligono regular € o de maior area e ainda, dentre todos 0s
poligonos regulares de mesmo perimetro, quanto maior o nimero de lados, maior

sua area.l”

Uma situagao pratica do que estamos tratando, foi a solugcéo que a princesa
Dido apresentou e que é mencionado na pagina 20 deste trabalho. Com uma curva
de comprimento fixo, a maior area é obtida através de um circulo, porém a princesa

Dido, utilizou um “fio” unindo as tiras finas do couro de um touro e determinou, com

7GARBI,GiIberto Geraldo. C.Q.D: Explicacdes e demonstracdes sobre conceitos, teoremas e formulas
essenciais da geometria.12 Ed. Sdo Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2010, p. 379.
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astlcia, uma area, que aproveitasse a parte da praia, como se fosse o diametro de

uma circunferéncia. Deste modo, ndo ha necessidade de cercar com o fio a parte do
mar, ou seja, a parte de terra voltada para o mar ja esta delimitada pela agua que

banha a praia, fazendo assim “sobrar” mais fio para determinar uma regiao maior.

Observe a diferenca entre o circulo e semicirculo, de formado pelo fio de
mesmo comprimento. O circulo possui area 31,82 e o semicirculo possui area igual a
63, 645, considerando apenas o contorno do arco e 0 segmento que representa o

didmetro ndo “cerca” a regiao interna.

€ GeolGebra (1)

Aequivo Editer Eubir OpgBes Femamentis Janela kuda

. . 4 - -
[R] A~ Ol O] N e = )
o fCv

Comprimento de Arcode d = 20
" Circunferénclade ¢ = 20

. Area de ¢ =31.82

, Area semiciculo = 63,645

AB=20

Figura 4.1: Resolucao de Dido/ acervo pessoal.

Suponha que a princesa Dido, tivesse decidido demarcar uma regido em
formato retangular, fazendo algo semelhante (utilizar a praia como parte nao
cercada), mas com o objetivo de determinar a maior area. Se uma curva de

perimetro fixo € utilizada para obter um retangulo, entre todos retangulos, aquele

gue possui a maior area sera o regular, ou seja, o quadrado.

Deste modo, podemos fazer uma breve analise do problema isoperimétrico
classico. A princesa Dido, com um fio de comprimento c, deveria escolher
primeiramente uma regido em formato de quadrado de perimetro 2c, mas como ela

teria disponivel apenas um fio de comprimento ¢ e a parte da praia banhada pelo
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mar nao seria cercada, teria uma regido retangular utilizando apenas o comprimento

¢, com trés lados apenas cercados de dimensdes c/2 e c/4.

Por outro lado, o quadrilatero poderia ndo ser necessariamente um retangulo
e sim um trapézio. Poderiamos encontrar uma regido maior, considerando uma parte
ndo cercada, pois caso contrario, o quadrildtero de maior area e mesmo perimetro
continua sendo o quadrado. Este trapézio poderia ser determinado pela metade de

um hexagono regular.

Area de pol1 = 64.95
Area de pol2 = 56.25

Parte nao cercada

Perimetro de pol1 = 30
Perimetro de pol2 = 30

Figura 4.2: Quadrilateros com areas diferentes/ acervo pessoal.

Observe que no poligono 1, a diagonal tracejada divide o hexagono regular
em duas regibes de mesma area, formando assim dois trapézios isdsceles, sendo
cada trapézio com uma das partes ndo cercada, com perimetro igual a 30:2 =15 e
area igual 64,95:2 = 32,475. No poligono 2, o quadrado € divido pela linha tracejada,
formando duas regides retangulares, sendo cada retangulo possui uma parte nao
cercada, com perimetro igual 30:2 = 15 e area igual a 56,25:2 = 28,125.

Percebemos que, para o ensino da matematica, a histéria contribui de modo
expressivo para justificar e melhorar a compreensdo dos assuntos abordados em

sala, principalmente com tépicos mais recorrentes como problemas isoperimétricos.

Segundo o matematico Ubiratan D’Ambrosio, um dos maiores erros que se
pratica em educagdo matematica é desvincular a Matematica de outras atividades
humanas, tratando-a como apenas uma disciplina. De acordo com D’Ambrosio, a

historia das civiliza¢gdes possui alguma forma matemética, aparecendo em diversos
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sentidos, presente na evolugdo humana. Viver com a matematica € muito mais que
uma simples aula escolar e ajuda nas decisdes para lidar com o ambiente natural,
criando estratégias para este fim e proporciona solu¢cdes, que muitas das vezes, se

resumem a um curriculo.

[...] nunca vocé diria uma fronteira geografica para a histéria, mas nessa
transicao do suporte para o0 mundo é que se instala a histéria, € que comeca
a se instalar a cultura, a linguagem, a invengdo da linguagem, o
pensamento que ndo apenas se atenta no objeto que estd sendo pensado,

mas que ja se enriquece da possibilidade de comunicar e comunicar-se. (8]
Na ilustracdo da figura 4.3, o leitor pode perceber que um quadrado de
perimetro sendo o dobro do perimetro fixo dado, possui maior area e a “metade”

dele, determina uma regido retangular cercada com o perimetro dado.

2 GeoGebra - o X

Arquivo Eaitar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar

parte ndo cercada

Figura 4.3: Retangulo de area maxima/ acervo pessoal.

Em varios livros didaticos, provas de concurso e exames de acesso como

Profmat, nos deparamos com questbes de maximizacéo da area.

Vamos apresentar dois exemplos que a funcdo quadratica € utilizada como

recurso para obtencdo area maxima.

Exemplo 1:

8D'AMBROSIO, Ubiratan. A Histéria da Matematica: Questdes historiograficas e politicas e reflexos
na educacéao matematica. Disponivel em:
http://cattai.mat.br/site/files/ensino/uneb/pfreire/docs/HistoriaDaMatematica/Ubiratan_DAmbrosio_dois
Textos.pdf. Acesso: 25 de jan. de 2016.


http://cattai.mat.br/site/files/ensino/uneb/pfreire/docs/HistoriaDaMatematica/Ubiratan_DAmbrosio_doisTextos.pdf
http://cattai.mat.br/site/files/ensino/uneb/pfreire/docs/HistoriaDaMatematica/Ubiratan_DAmbrosio_doisTextos.pdf
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Questdo de acesso a UPE (Universidade de Pernambuco), processo seletivo
de 2014.

Num terreno, na forma de triangulo retangulo, com catetos de medidas 60
metros e 80 metros, Sr. Pedro construiu uma casa retangular com a maior area

possivel, como na figura a seguir:

Casa

80m

60 m

Figura 4.4: Upe.

Qual é a medida da area do terreno destinado a construcdo da casa em metros
quadrados?

Este problema € comumente resolvido, utilizando semelhanca entre
triangulos e funcéo quadrética.

Considere a figura, em que AC=80m e AB =60 m.
c

A F B

Figura 4.5: Aplicando a semelhanca de triangulos/ acervo pessoal.

Tomando AD=y e AF =x, da semelhanca dos triangulos ABC e DEC, obtemos

CA AB 80 60
4x

<y=80-—.

y 3

CD DE 80-y X
—_—==
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Logo, a medida da area do terreno destinado a construcéo da casa é dada por.

(Aaper) = AF - AD
= x-(SO—ﬂ)
3
4 2
= —2.(x? -60x
3 ( )
= —%[(x— 30)? —900]
~1200- %(x— 30)2.
Como o objetivo do problema é determinar a area maxima e (x—30)2 >0,

logo, a area do retangulo (A ... ) serd maxima, quando (x —30)2 =0.

Portanto, a area maxima é igual a 1200 m?, quando x =30m.

Observe o esboco do grafico, fora da escala. O comportamento de uma

pardbola, da area em funcdo da medida x.

A Area (m?)

1200} ------

X (metros)

>

0 30 60

Figura 4.6: Parabola do exemplo 1/ acervo pessoal.

Exemplo 2:

“O problema do galinheiro”
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Figura 4.7: Acervo pessoal, produzido por Luiz Oliveira.

Em uma fazenda, um trabalhador deve construir um galinheiro de forma retangular.
Dispondo apenas de 80 metros de tela, o homem decide aproveitar um velho muro
como uma das laterais do galinheiro (conforma a figura). Qual sera a area maxima
desse cercado, sabendo que o muro tem extensdo suficiente para ser lateral de

qualquer galinheiro construido com essa tela?

Figura 4.8: Acervo pessoal.

O objetivo é determinar a area do galinheiro. Podemos observar que nesta
situagdo, o muro “ajuda” a cercar o galinheiro, fazendo que seja desnecessario
cercar uma das partes do retangulo. Podemos construir varios retangulos com esta
tela, objetivando a area maxima. Chamramemos de x e y as medidas do retangulo,

considerando y como medida do maior lado e x a medida do menor.
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MURO

L] A
TELA AREA DO GALINHEIRO

Figura 4.9: Acervo pessoal. °

X+y+x=80m
y =80 —-2x

Area =y.x =(80-2x).

f(x)=a(x—x,)(x-x,)=ax*+bx+c

Utilizando a forma , Segue que:

Area =y.x =(80-2x).x

Area =-2(x-40).(x-0)
Esbocando o gréfico da area em funcédo da medida x, temos:
A Area (m?)

800 |-------

X (metros)

»

0 20 40

Figura 4.10: Parabola do exemplo 2/ Acervo pessoal.

Assim, a rea maxima é igual a 800 m?, para x = 20.

9 Disponivel em: http://fedumatecno.blogspot.com.br/2013/04/desenvolvendo-uma-atividade-de.html.
Acesso: 30 de jan. de 2016.


http://edumatecno.blogspot.com.br/2013/04/desenvolvendo-uma-atividade-de.html
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Note que nesta situacao, bastava pensar em um retangulo cuja medida de
um lado fosse o dobro da medida do outro, pois desta maneira, seria a metade de

um quadrilatero regular (quadrado).

No Brasil, muitos profissionais da educacdo tem dificuldade de executar
experiéncias extraclasse acerca do que é ministrado em sala de aula por inUmeras
situacbes, entre as mais comuns, falta de estrutura ou recursos didaticos que
beneficiem as atividades. Embora uma escola possa oferecer condi¢cdes suficientes
para o desempenho destas experiéncias, algumas vezes o trabalho que o corpo
docente ira enfrentar torna-se um motivo para que tal atividade seja deixada de lado.
E com isso, o aprendizado que poderia ganhar forca e melhorar o desempenho,
despertando o0 entusiasmo e curiosidade, fica prejudicado. Sair de sala de aula,
complementar o ensino tedérico com novos meétodos ou até mesmo, utilizar fatos
antigos da prépria histéria das ciéncias para inovar em apresentacées e melhorar o

argumento, nem sempre é facil.

Pode até ser compreensivel o fato de um professor utilizar métodos que vem
dando certo e ndo querer arriscar em outras atividades. Esta realidade ndo é
nenhuma novidade! E fato notorio, no entanto, que a trajetria na educacgio no Brasil
esta sofrendo uma revolucdo na aquisicdo de informacdes, principalmente com o

auxilio do mundo digital, que é uma realidade global.

No caso do ensino da matematica, que € colocado em foco, isso se agrava.
Dificilmente uma escola possui um local como “laboratério de matematica” ou até
mesmo de informatica (que ja& ajudaria bastante). Este fato contribui para que os
professores improvisem com materiais alternativos, que na maioria das vezes,

prejudica o aprendizado.

Nés, Adolfo Macedo e Jacob Jonhison, decidimos fazer uma experiéncia,
utilizando poucos recursos didaticos e sem o auxilio da internet. Naquele momento,
gueriamos verificar se uma turma ficaria interessada em participar de uma
experiéncia de Geometria Plana com o objetivo de concluir as melhores solugtes
isoperimétricas, sendo que a turma teria apenas aulas de calculo de area e uma
introducé@o historica da Lenda de Dido, sem fornecer a solugdo encontrada pela
princesa Dido, ou seja, os alunos ficariam em uma situacdo semelhante a que

ocorreu com a personagem da lenda.
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A principio 0o que sugerimos aos alunos era um desafio que deveriam
resolver, utilizando poucos recursos didaticos. Mas nosso objetivo principal era
observar o comportamento diante a atividade, pois se eles conseguissem resultados
proximos da solugcédo correta, seriam respostas de seus pontos de vista. Isto seria
muito Util, pois 0 conhecimento adquirido dificilmente seria esquecido e quem sabe,
serviria como um incentivo para investigar outras situagdes. De acordo com a autora
Isabel Sanches, a investigacao proporciona melhor aprendizado e isso € ampliado a

medida que teorias sao colocadas em pratica.

A investigagédo, tradicionalmente, é categorizada em dois tipos:

- fundamental - visa aumentar o nosso conhecimento geral;

- aplicada - visa produzir “resultados que possam ser diretamente utilizados
na tomada de decisdes praticas ou na melhoria de programas e sua
implementagao” (Schein, 1987, citado por Bogdan e Biklen, 1994:264).

As duas modalidades séo utilizadas no campo educativo, podendo uma
complementar a outra, com o objetivo final de melhorar a vida das pessoas,
através das mudancas a realizar.

Uma das modalidades da investigagcéo aplicada é a investigacdo-acao, cujo
objetivo é promover a mudanca social, enfocada, aqui, no campo
educativo.™

Os alunos que participaram desta experiéncia sao do ensino médio de uma
escola Publica localizada no municipio de Ananindeua — Para. Realizada em
fevereiro de 2016, envolveu uma turma de 2° ano. A tarefa, aparentemente era
simples e foi dividida em trés atividades.

No contetdo programatico da escola, geometria plana faz parte da grade de
assuntos da 22 série do ensino médio a serem ministrados durante o ano. Sendo
assim, vimos naquela ocasido uma boa oportunidade de colocar em pratica o
problema isoperimétrico classico de Dido. Entretanto, os alunos so teriam aula de
calculo de é&reas de figuras planas mais comuns, como: triangulo, retangulo,
pentagono, hexagono, circulo, ou seja, trabalhamos a parte tedrica em sala, sem
mencionar em nenhum momento a lenda de Dido e sua bela solu¢cdo. Pode parecer
complicado esperar que o aluno, em fase de aprendizado, obtenha resultados de
Dido, mas sabemos que com base teodrica, aumenta o poder de encontrar respostas

para os problemas inseridos na sociedade.

4.1 Da atividade.

10 SANCHES, Isabel, Da investigacdo-acao & educacao inclusiva. Revista Luséfona de Educacéo,
2005, p. 127.
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4.1.1. Objetivos gerais.

Desenvolver nos alunos, em sala de aula ou no ambiente extraclasse, a
capacidade de compreender a geometria plana fornecendo ferramentas e subsidios
para que possam aumentar sua motivacdo no estudo e na aplicacdo desta e em

particular em problemas isoperimétricos utilizando para isso experiéncias praticas.

4.1.2. Objetivos especificos.

Apos o término da atividade o aluno deverd compreender o conceito de

poligono e seu contorno (perimetro);

Identificar os diversos poligonos ou figuras planas em geral, determinar a
maximizacdo de areas do triangulo, quadrilatero e apos algumas consideracfes
sobre o aumento do numero de lados para mesmo perimetro, concluir que a figura

plana de maior area tendo comprimento determinado para seu perimetro € o circulo.

4.1.3. Da metodologia.

Serd ministrado inicialmente aos alunos aulas de perimetros e areas das
principais figuras planas para sedimentar esses conceitos, pois é pré-requisito para o
assunto de problemas isoperimétricos, deixando bem claro ao leitor que em nenhum
momento, € comentado a lenda de Dido e sua famosa solucdo, nem tdo pouco é
dada alguma referéncia sobre maximizacao de areas, com intuito de nao facilitar na
resolucdo dos alunos e sim, deixa-los pensar no problema e procurar solucionar de
forma “semelhante” a situacdo que Dido teve que enfrentar com a negociacdo com
Rei Jarbas, como ja foi mencionado anteriormente.

O professor fara uma “explanagéo” sobre o uso do material (corda de nylon e
trenas) e logo apds sera proposto aos alunos que utilizem esses materiais para
medi¢cbes e os calculos das areas dos poligonos propostos pelo professor para se
trabalhar os problemas isoperimétricos, com no maximo trés tentativas para o

mesmo proposito.

4.1.4. Da origem da cidade de Cartago a um trabalho de ensino
medio.
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A atividade foi colocada em pratica na escola estadual de ensino
fundamental e médio do Instituto Bom Pastor, na sala de artes com a turma 2° A,
série 2°ano do turno da tarde as 15 horas, em 11 de fevereiro de 2016 durando duas

horas com objetivo de verificar a aplicacdo de problemas isoperimétricos no ensino

basico.

MATERIAL UTILIZADO

CARACTERISTICAS

Trenas (mesmo modelo)

Trenas de 9 m

Cordas de nylon

Cordas de 9 m (muito utilizada em varais para

roupas)

Papel

Blocos de papel A4

Calculadoras

Duas calculadoras, com padrdo nao cientifico.

Caneta, lapis e borracha.

Tabela 4.1: Materiais e caracteristicas/Acervo pessoal.

4.2. Etapas da atividade.

4.2.1. Primeira etapa: Divisdo dos grupos.

Critérios para formacao dos grupos foi através de sorteio;

Orientamos os alunos a forma do sorteio que deveriam envolver todos da sala,
sem discriminacdo. Eles realizaram o0 sorteio e como o0s grupos divididos,
escolheram 0s respectivos nomes, pois assim se denominaram: O primeiro grupo
contou com 13 alunos e foi denominado “Sem Embagamento” e o segundo grupo
com 12 alunos denominado “Baile de Favela”. Esclarecemos que os préprios alunos
gue autodominaram desta forma. Nosso papel naquele momento era fiscalizar o
trabalho e orientar, sem interferir em suas conclusdes. A principio, foi complicado,
pois o comportamento de alguns alunos, de forma desorganizada, atrasou um pouco
o desenvolvimento da atividade, mas logo compreenderam o0 que realmente

deveriam fazer e os dois grupos ficaram mais concentrados.

4.2.2. Segunda etapa: Apresentacao da atividade para os alunos.
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Nesta etapa, apresentamos a proposta da atividade aos grupos, apoés eles

terem formados. Foi interessante, pois ninguém sabia até entdo o que estava por vir.
Os dois grupos ouviram, com atencdo a proposta do trabalho, que resumidamente
para eles, seria o problema propriamente dito, porém a nosso ver, era mais que um
problema e sim uma experiéncia de verificagdo do comportamento diante uma

situagdo matematica, sem nosso envolvimento direto.

Atividades Descricao da atividade.

Encontrar o triangulo de maior area fixando uma

1% atividade base (6m) e o comprimento da corda em 9m
para obter os outros dois lados
Encontrar o quadrilatero de maior area fixando
2% atividade uma base (6m) e o comprimento da corda em
9m para obter os outros trés lados
Através dos itens (A) e (B), estimulados pelo
32 atividade

professor a pensar em figuras planas com maior

numero de lados, qual a figura teria maior area

com mesmo perimetro de 9 m?

Tabela 4.2: Etapas das atividades/ Acervo pessoal.

Apbs a apresentacao das atividades, alguns alunos questionaram a respeito,
esperando que a atividade fosse dada de forma tradicional através de questfes,
comandos para serem interpretados. Mas logo perceberam que a atividade seria
realizada com a producdo deles, criando estratégias, com 0s conhecimentos
adquiridos previamente. Neste contexto, a atividade n&o tinha iniciado, mas
despertou interesses em outros alunos para determinar os resultados.

Observamos que os alunos, ambos os grupos, se mobilizaram de modo a
fazerem uma breve reunido que durou em torno de um minuto e dai comecgou as
medicdes. Foi proibido o uso do celular ou qualquer meio de acesso a internet.

Entretanto, puderam usar calculadoras convencionais nao cientificas.

4.2.3. Terceira etapa: Execucao da atividade pelos alunos.

Primeiro grupo: Sem Embacamento.
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Na 12 Atividade

Fez as medicOes pedidas para estabelecimento da base e do comprimento
do fio para construcao dos triangulos;

Obtiveram medidas para trés triangulos;

O primeiro triangulo obtido foi retangulo com altura medindo 3,96 m;

Fizeram o célculo da area e obtiveram 11,38 mz;

O segundo triangulo foi obtusangulo cuja altura medindo 1,64 m;

Fizeram célculo da &rea e obtiveram 3,28 mz;

O terceiro triangulo foi isésceles cuja altura mediu 4,05 m, o qual eles
consideraram que € o triangulo que possui a maior area, conforme as condicfes
dadas.

No terceiro triangulo, os alunos concluiram que a maior altura seria formada
passando pelo ponto médio da base. Assim alguns alunos comentaram:

- Professor, com o tridngulo com altura mais para “esquerda” tem area maior
que o triangulo com altura mais para “direita”, entdo se gente conseguir a altura que
passa pelo meio da base, serd a maior altura possivel!

Em outras palavras, usaram sem perceber, o conceito de simetria que
justifica o objetivo de maximizacdo da éarea. O interessante, que apds esta
conclusdo, acharam desnecessério calcular a area, alegando que seria o triangulo

que determinaria a maior area, que no caso €é o triangulo isésceles.
Na 22 Atividade

Obtiveram dois quadrilateros, sendo que um deles era o trapézio retangulo

de altura 2,30 m, base menor de 1,30m e base maior de 6 m, e o lado

obliquo 5,20 m, cuja area calculada pelo grupo de 10,35 m?. E o segundo

guadrilatero de base 6 m e altura aproximada 2,3 m.

Apoés as medicdes, um aluno do grupo disse que ideia era a mesma da 12
atividade, s6 que agora era um trapézio. Pela fala do aluno:

- E s6 desenhar os lados inclinados “certinho”!

Na 32 Atividade
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Consideraram a figura plana que tem maior area, com mesmo perimetro, € o

hexagono regular.

Segundo grupo: Baile de Favela

Na 12 Atividade

O segundo grupo fez as medicdes pedidas para estabelecimento da base e
do comprimento do fio para construcao dos triangulos

Obtiveram medidas para trés triangulos;

O primeiro triangulo obtido teve altura medindo 3,90m

Fizeram o célculo da &rea e obtiveram 7,8m2.

O segundo triangulo, escaleno de lados 3,5 m; 55 m e 4 m cuja area
calculada foi de 7,0 m2,

Fizeram célculo da area e obtiveram 6,56 m?2

O terceiro triangulo, cuja altura é a maior, de aproximadamente 3,4 m,
isésceles de lados congruentes, medindo 4,5 m, cuja area calculada foi de
aproximadamente 10,2 m2, o qual eles consideraram que € o triangulo que possui a
maior area, pois possui a maior altura conforme as condi¢des dadas.

Assim alguns alunos comentaram:

- Professor, basta ter um triangulo de dois lados iguais... qual € mesmo o
nome?

Noés respondemos que seria o isésceles. Porém, a resposta foi dada ao final
das atividades.

Na 22 Atividade

Obtiveram inicialmente um trapézio retangulo cuja altura 2,30 m; base menor
1,5 m e base maior 6,0 m cuja area calculada foi de 10,35 m?.

O segundo quadrilatero foi retangulo cuja base de 6,0 m; largura 1,5 m e
area de 9,0 m?%.
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O terceiro quadrilatero foi um trapézio is6sceles, com lados iguais a 3,0 m
cuja area calculada foi de 11,38 m?, o qual foi concluido que a figura de maior area

possivel.

Na 32 Atividade

O grupo considerou que a figura plana de maior area, conforme as

condi¢cbes dadas é a do quadrado.

4.2.4. Quarta etapa: Consulta sobre nivel de dificuldade para os
grupos:

Para o grupo Sem Embacamento.

Na 12 Atividade
Dez alunos optaram por baixa dificuldade, Trés alunos optaram por média

dificuldade e nenhum aluno optou por alta dificuldade.

Na 22 Atividade
5 alunos optaram por média dificuldade, 8 alunos optaram por alta

dificuldade e nenhum aluno optou por baixa dificuldade.

Na 32 Atividade
Seis alunos optaram por alta dificuldade, sete alunos optaram por média

dificuldade e nenhum por baixa dificuldade.

Para grupo Baile de Favela

Na 12 Atividade
Oito alunos optaram por baixa dificuldade, quatro alunos optaram por média
dificuldade e nenhum aluno optou por alta dificuldade.

Na 22 Atividade
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Dois alunos optaram por média dificuldade, dez alunos optaram por alta
dificuldade e nenhum aluno optou por baixa dificuldade.

Na 32 Atividade

Quatro alunos optaram por alta dificuldade, oito alunos optaram por média

dificuldade e nenhum por baixa dificuldade.

4.2.5. Quinta etapa: Representacdo grafica sobre os niveis de

dificuldades, do ponto de vista dos alunos.

Para o grupo Sem Embacamento.
Na 12 Atividade
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Gréfico 4.1: 1# Atividade grupo Sem Embagamento/ Acervo pessoal.

Na 22 Atividade
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Graéfico 4.2: 22 Atividade grupo Sem Embacamento/ Acervo pessoal.

Na 32 Atividade

0%

53,84%

0 2 # [

Baixa

Média

46,16%

20

Alta

Grafico 4.3: 32 Atividade grupo Sem Embacamento/ Acervo pessoal.

Para o grupo Baile de Favela.
Na 12 Atividade
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Gréfico 4.4: 12 Atividade grupo Baile de Favela/ Acervo pessoal.

Na 22 Atividade
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Gréfico 4.5: 22 Atividade grupo Baile de Favela/ Acervo pessoal.

Na 32 Atividade
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Grafico 4.6: 32 Atividade grupo Baile de Favela/ Acervo pessoal.

Pelos resultados obtidos nas etapas da atividade, percebemos maior
interesse na execucao realizada pelos alunos, constatando que, 0S mMesmos,
acharam resultados satisfatorios através das investigacdes das medidas e as
mudancas entres cada medicao. Percebemos também a principal dificuldade deu-se
pela falta de pratica em manusear o material utilizado. Concluimos que, através da
atividade, torno-se possivel trabalhar com nocdes de geometria plana, em especial,
problemas isoperimétricos, sem que os alunos conhecessem o resultado que a
princesa Dido encontrou. Notamos que a atividade extraclasse complementa de

forma positiva 0 embasamento tedrico feito em sala de aula.
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CONCLUSAO.

7

O problema isoperimétrico ndo é muito popular tanto no ensino basico
quanto no académico. Porém, este trabalho mostrou sua grande importancia e
utilidade para o professor e para o aluno.

No modelo tradicional, em especial para geometria euclidiana, a
maximizagdo de area é geralmente resolvida com o uso da fungdo quadrética. Este
modelo, no entanto, consome mais tempo de resolugéo, por efetuar mais calculos.

Este estudo comprovou algumas vantagens do uso do modelo que
apresentei. aquele baseado nos aspectos da histéria da geometria euclidiana
classica. Ele ofereceu uma alternativa de obter resultados sem necessitar resolucfes
impregnadas de calculos, que tornam abstratas e inacessiveis a visualizacdo do
problema como um todo. Observei que, através da solucédo do problema de Dido,
torna-se simples o entendimento de maximizacao de areas.

Fatos histéricos como este, deveriam ser mais explorados nas escolas
brasileiras. Uma forma de colocar em pratica este modelo seria valorizar a histéria
da matematica em livros didaticos e ndo apenas em paradidaticos.

Outra forma de colaborar para este empreendimento seria realizar novos
trabalhos como este. A possibilidade existe, afinal de contas, este estudo né&o
esgotou o tema.
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