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Resumo

A presente dissertacao apresentard um estudo acerca do Triangulo Aritmético
quanto a sua funcionalidade como artificio facilitador do estudo de outros conteudos.
Com a analise historica do surgimento do Triangulo desde as sociedades mais antigas até
a época de Pascal, sera mostrado um pouco da sua construcao e o porqué do Triangulo
Aritmético ser geralmente conhecido como Tridangulo de Pascal. O objetivo principal
desse trabalho é, através de uma sintese tedrica, demonstrar a relacao intrinseca entre
o Triangulo de Pascal, a Andlise Combinatéria e o Binomio de Newton, proporcionando
a utilizacao do triangulo em outros conteudos do Ensino Médio, a exemplo da Trigo-
nometria, das Progressoes Aritméticas e das Poténcias de 11. Além disso, a utilizagcao
do Triangulo serd mostrada também no Ensino Fundamental na busca de regularida-
des e padroes matematicos. Dessa forma, serd possivel o desenvolvimento de estratégias
didéaticas e de novas praticas de ensino-aprendizagem da matemaética no que diz respeito
aos supraditos contetudos.

Palavras-chave: Triangulo de Pascal, Binomio de Newton, Analise Combinatoria,

Aplicagoes.



Abstract

This thesis will present a study on the Arithmetic Triangle as to its functionality as
a facilitator artifice of other content studies. With the historical analysis of the emergence
of the Triangle from the earliest societies until Pascal’s time, we present some of its
construction and why the Arithmetic Triangle is generally known as Pascal’s triangle. The
main objective of this work is, through a theoretical synthesis, demonstrate the intrinsic
relationship between Pascal’s Triangle, Combinatorial Analysis and Newton’s Binomial,
facilitating the use of the triangle in other high school contents, such as trigonometry,
Arithmetic progressions and powers of 11. Furthermore, use of the Triangle will also be
shown in elementary school in the search of regularities and mathematical patterns. Thus,
the development of teaching strategies and new mathematics teaching-learning practices
will be possible, with regard to the aforementioned contents.

Keywords: Pascal triangle, Binomial of Newton, Combinatorial Analysis, Applica-

tions.
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Introducao

Em ambito institucional, ou nao, muito sao discutidas as formas de ensino da Ma-
tematica. Constata-se que os alunos se deparam com a dificuldade em memorizar métodos
e, em alguns casos, com o prejuizo trazido quando os contetidos sao ensinados de maneira
separada, sem que haja uma associacao entre eles. Decorar formulas, acreditar que quanto
mais contetido melhor e ter a matematica como absoluta, que nao pode ser questionada,
sao alguns dos problemas que atrapalham o processo de ensino-aprendizagem.

Cabe ao professor encontrar técnicas, meios de tornar o conteido matematico mais
acessivel e atraente para o educando. Trabalhar com jogos, material concreto, resolucao
de problemas e utilizar a Histéria da Matematica em sala sao algumas opgoes que podem
colaborar com sua aprendizagem.

A utilizacao da Historia da Matematica como recurso metodolégico para a apren-
dizagem dos conteudos matematicos, por exemplo, é pertinente na medida em que o aluno
verifica que tudo foi uma construcao humana, nada caiu do céu ou apareceu num passe

de mégica. Segundo [Portanova, 2004],

o aluno reconhecerd a Matemética como uma criacao humana, que surgiu a
partir da busca de solucoes para resolver problemas do cotidiano, conhecera as
preocupagoes dos varios povos em diferentes momentos histéricos, identificando a
utilizacao da Matematica em cada um deles e estabelecerd comparagoes entre os

conceitos e processos matematicos do passado e do presente.

Assim, é importante que o docente trabalhe em sala de aula com a histéria do surgimento
do conteudo, justificando assim a sua necessidade, pois o professor tem que ter em vista
que um maior aproveitamento dos assuntos pelos alunos deve ser seu principal objetivo.

Outro aspecto relevante é a nao dissociacao dos conteidos. O professor deve tra-
balhar em sala de aula buscando a ligacao entre os assuntos, aprimorando a capacidade
de reflexao e generalizacao, excluindo nos alunos a impressao de que a Matematica é
misteriosa e dificil.

Dessa forma, esta dissertagao apresentara uma sintese tedrica sobre a Anélise Com-

binatoéria e o Binomio de Newton e estudarda o Triangulo de Pascal, suas propriedades,



histéria e curiosidades como um instrumento para melhorar o ensino desses conteudos.
No primeiro capitulo sera apresentado um pouco da histéria do surgimento do triangulo,
sua definicao e propriedades, bem como alguns conceitos necessarios como pré-requisitos
para o proximo capitulo. A relacao entre os conteidos citados sera abordada nos capitulos
seguintes em trés secoes, mostrando a ligacao intrinseca entre eles e como um pode ser
utilizado para facilitar o estudo do outro. As propriedades justificadas do Triangulo
de Pascal constarao no terceiro capitulo, no quarto serao apresentadas algumas de suas
aplicagoes no Ensino Fundamental e Ensino Médio e, por fim, curiosidades aparecerao no
ultimo capitulo.

Diante do exposto, a proposta ¢ mostrar como o estudo do Triangulo de Pascal abre
caminho para a andlise dos contetdos citados. E possivel a exemplificacao de algumas
propriedades de combinatéria no corpo do triangulo, a observacao das poténcias de 11,

além da trigonometria ser facilitada com o seu uso.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

1.1 O Triangulo de Pascal

1.1.1 Um pouco de historia

O Triangulo Aritmético é também chamado de Triangulo de Pascal pelos fran-
ceses, Triangulo de Tartaglia pelos italianos, Tartaglia-Pascal em outras localidades ou
simplesmente Triangulo Combinatério. Nao podemos falar em descoberta, mas sim em
redescobertas e insercao, imensuraveis vezes, em todas as localidades onde se estuda ma-
tematica.

Existem indicios da utilizagao de métodos similares de organizagao na fndia, 200
a.C., quase 2000 anos antes de Pascal. Pingala, matemético indiano, no seu trabalho
intitulado Chandas Shartra, ja apresentava uma tabulagao similar ao Triangulo de Pascal
quando estudou os calculos combinatérios. Seu desenvolvimento se deu através do estudo
de métricas musicais na versificacao. Com efeito, ele observou que a expansao de métricas
de uma, duas, trés, etc. silabas poderia ser organizada sob a forma de um padrao numérico
triangular denominado como Meruprastara, para homenagear o sagrado Monte Meru.

Segundo [Silveira, 2001], a regra para construgao descrita por Pingala era a se-

guinte:

Desenhe um quadradinho; abaixo dele desenhe dois outros, de modo que
juntem-se no ponto médio da base dele; abaixo desses dois, desenhe outros
trés e assim por diante. A seguir, escreva 1 no primeiro quadradinho e nos
da segunda linha. Na terceira linha escreva 1 nos quadradinhos dos extremos,
e no do meio escreva a soma dos numeros acima dele. Prossiga fazendo o
mesmo nas demais linhas. Nessas linhas, a segunda da as combinac¢oes com

uma silaba; a terceira da as combinagoes com duas silabas e assim por diante.



O Meruprastara e a regra de Pingala ainda podem ser encontrados em outras obras anos
depois da Chandas Shartra.

Na China seu aparecimento se deu através do estudo das aproximagoes das raizes
quadradas, cubicas etc., e foi denominado sistema de tabulacao para descobrir coeficientes
binomiais. Uma das obras chinesas mais importantes é o Precioso Espelho dos Quatro
Elementos (1303) de Chu Shih-chieh (viveu de 1280-1303), ultimo e maior matemadtico
chinés. Para Chu, o Triangulo Aritmético era um diagrama do velho método para achar
poténcias oitavas e menores. Na sua arrumacao aparecem os coeficientes das expansoes
binomiais até a oitava poténcia em numerais em barra e um simbolo redondo para o zero.

Além dele podemos citar o mais famoso chinés associado ao Triangulo Aritmético,
o matematico Yang Hui, que apresentou um arranjo semelhante até a sexta poténcia.
Como as obras chinesas apresentam mais de 1000 referéncias as tabulagoes de coefici-
entes binomiais, através do Traité du triangle arithmétique (“Tratado sobre o Triangulo

Aritmético” ), em 1653, atribui-se sua origem erroneamente a China.

-
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S

Figura 1.1: Triangulo Aritmético de Yang Hui
Imagem retirada: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Yanghui_triangle.gif



Outras localidades também possuiram mateméaticos que desenvolveram e estuda-
ram tabulacoes parecidas com a de Pascal. Islamicos como o persa Umar al-Khayyami,
1150 d.C., em seu Tratado de demonstragoes de problemas de Algebra; alemaes como
Apianus, que em 1527 publicou um livro intitulado Rechnung; e o italiano Tartaglia, com

seu livro General Tratato di numeri et misure de 1556.
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Figura 1.2: Triangulo de Pascal no Japao

Imagem retirada de [Boyer, 1906]

Sé aproximadamente 500 anos depois de ser apresentado por Yang Hui, suas pro-
priedades foram estudadas por Blaise Pascal. Ele ligou o estudo das probabilidades com o
Triangulo Aritmético e, como suas descobertas e discussoes sobre o tema foram mais longe,

o arranjo triangular ficou conhecido como Triangulo de Pascal, onde um dos avancos foi

a descoberta de propriedades como:

Em todo triangulo aritmético, se duas células sao contiguas na mesma base,
a superior esta para a inferior como o nimero de células desde a superior até
o topo da base estd para o numero de células da inferior, até o ponto mais

baixo inclusive. (PASCAL, apud, BOYER, 1974, p.265)

Pascal chamava as células na mesma diagonal apontando para cima de “células

da mesma base”. Tal propriedade pode ser demonstrada usando o método da inducao
matematica.
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Figura 1.3: Células do Triangulo de Pascal
Imagem retirada de [Boyer, 1906]

Desde essa época o triangulo ja era relacionado com outros contetidos matematicos
com o fim de facilitar seu entendimento ou sua demonstracao. Exemplo disso foi a relacao
encontrada por Pascal para obter uma férmula de soma das poténcias m-ésimas dos pri-
meiros n inteiros consecutivos.

Segundo o Traité du Triangle Arithmétique de Pascal, escrito em 1653 e publicado
em 1665, o Triangulo Aritmético era construido da seguinte maneira: “Obtém-se qual-
quer elemento (da segunda linha em diante) como soma de todos os elementos da linha

precedente situados exatamente acima ou a esquerda do elemento desejado.” (EVES, 2008)

Observe a figura 1.4:

10

0 20 35

T #5eBn 300

Figura 1.4: Triangulo aritmético

Imagem retirada:http://www.matematica.br/historia/pascal.html

Assim, na quarta linha teremos 35 = 14346410415, o que serd mostrado mais

tarde como o Teorema das Colunas.
A sua utilizacao por Pascal incluia observar os coeficientes dos Binomios de Newton

do tipo (a + b)™ e no calculo das probabilidades ao determinar o nimero de combinagoes

de n objetos tomados p de cada vez.
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Figura 1.5: Traité du Triangle Arithmétique de Pascal
Imagem retirada: http://matematica-na-veia.blogspot.com.br/2010/01

1.1.2 Definicao

O Triangulo Aritmético, de Tartaglia-Pascal ou simplesmente Triangulo de Pascal,

¢ uma composi¢ao geométrica triangular formada por niimeros que observam as seguintes
regras:

e o triangulo é formado por linhas e colunas: numerando as linhas e as colunas a

partir do zero, o elemento que se encontra na linha n (n =0, 1,2,...) e na coluna p

(p=0,1,...,n) denotaremos por T, , .

0
0 | Teo 1
1 |(Two Tia 2
5
2 |Tao Taa Ta2 3 =3
=
: ]
Linhas 3 . . “
4 -
. " op
n Tn,p

Figura 1.6: Estrutura do Triangulo Aritmético



e 0 primeiro e o ultimo elementos de cada linha sao iguais a 1;

e a linha 0 tem um elemento, a linha 1 tem dois elementos, a linha 2 tem trés elemen-

tos, e assim por diante. Isto é, cada linha n tem n+1 elementos;

e a partir da linha 2, cada elemento é a soma de dois elementos da linha anterior: o

imediatamente acima e o seu anterior. Ou seja, sendon,p € Nyn>0e0 < p <n—1,
Tovip+1r = Top + Topir.

Desta forma, temos:
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Figura 1.7: Definicao do Triangulo Aritmético

Imagem retirada: http://www.somatematica.com.br/emedio/binomio/binomio3.php

Vale ressaltar que o Triangulo de Pascal pode ser apresentado de outras maneiras:

Figura 1.8: Representagao do Triangulo(1)

Imagem retirada: www.pt.wikipedia.org/wiki/Triangulo_de_Pascal



1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 it 10 10 5 1

1 7 21 35 35 21 7 1

Figura 1.9: Representagao do Triangulo(2)

Imagem retirada: www.waldexifba.wordpress.com/material-de-apoio/ensino-medio

1 4 10 | 20 | 35 | 56 | 84

1 5 15 | 35 | 70 | 126

1 =} 21 | E6 | 126

1 7 28 | 84

Figura 1.10: Representagao do Triangulo(3)

Imagem retirada: http://www.librosmaravillosos.com/triangulopascal/capitulo03.html

1.2 Analise combinatoria

Para melhor entender esse estudo é necessario saber alguns conceitos da analise

combinatéria:

Definigao 1.2.1 (Permutacdo). Permutacao simples é uma maneira de ordenar n ele-
mentos distintos. Representamos o niumero de permutacoes simples de n objetos distintos

por P,.

Sendo n a quantidade de elementos distintos de um determinado conjunto, ao or-
dené-los teremos n possibilidades de escolha do elemento para ocupar a primeira posicao,

n — 1 possibilidades de escolha do elemento para ocupar a segunda posigao, - - -, 1 possibi-
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lidade de escolha do elemento para ocupar a ltima posicao. Portanto, pelo principio mul-
tiplicativo, o nimero de maneiras de ordenar n elementos distintos é n-(n—1)-----1 =nl.

Assim, P, = n! e definimos Py = 1.

FExemplo. Para os elementos 4, 5 e 6 hd 6 ordenacoes: 456, 465, 546, 564, 645, 654. Isto
é, Ps;=31=3-2-1=6.

Definigao 1.2.2 (Arranjo). Sendo A = {aj,as, -+ ,a,} um conjunto com n elementos
distintos, chamamos de arranjos dos n elementos tomados p a p (1 < p <n) a qualquer
sequéncia de p elementos formado pelos elementos de A, importando a sua ordem, ou

seja, uma sequéncia do tipo (ay,aq,a3) € diferente de um subconjunto do tipo (as,as,ay).

Ao determinar a quantidade de sequéncias com p elementos distintos de A, impor-
tando a ordem, teremos n possibilidades para sequéncias com 1 elemento; para sequéncias
com 2 elementos teremos n possibilidades para a escolha de um dos elementos e, escolhido

este, teremos n — 1 elementos para a escolha do segundo. De modo anélogo, pelo principio

multiplicativo, teremos n.(n — 1) - ... - (n — p + 1) sequéncias possiveis com p elementos.
Quantidade de elementos na sequéncia Possibilidades de sequéncias
1 n
2 n(n —1)
3 n(n—1)(n —2)
p nn—1)n-2)-..-(n—p+1)
Logo, o ntimero de arranjos de n elementos tomados p a p, denotado por A,, ,, serd
dado por |
n!
A, = —1)n-=-2)-...-n—p+1)=——.
Definicao 1.2.3 (Combinagao). Sendo A = {ai,as,- - ,a,} um conjunto com n ele-

mentos distintos, chamamos de combinacao simples dos n elementos tomados p a p
(1 < p < n) a qualquer subconjunto de p elementos formado com elementos de A sem
importar a sua ordem, ou seja, um subconjunto do tipo {ay,as,as} € o mesmo que um
subconjunto do tipo {as,as,ai}. O nimero de combinagoes simples de classe p de n obje-
tos € representado por C? ou (Z), e chamado Coeficiente Binomial, Numero Combinatorio
ou Numero Binomial.

Considerando o conjunto A, de quantas maneiras diferentes poderemos escolher p
elementos (p < n) deste conjunto para formar subconjuntos sem que importe a ordem

dos seus elementos? Primeiramente, vamos determinar a quantidade de arranjos possiveis
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com os elementos de A. Em seguida, j4 que queremos subconjuntos onde a ordem dos
elementos nao importa, e em cada subconjunto os elementos podem ser ordenados de p!

vezes, devemos dividir a quantidade de arranjos por p!. Dali,

ngn.(n—l) ..... (n—p+1): n! ‘
p! (n —p)!p!
Logo, o nimero de combir}ag:ées simples de n elementos em subconjuntos com p
n!
objetos sera dada por Cff = ————.
(n—p)lp!

1.2.1 Combinacao simples e Conjuntos

Vale ressaltar a relacao do conceito de Combinacao Simples com os conjuntos: a
quantidade de subconjuntos de um conjunto com n elementos pode ser calculada utilizando

os numeros binomiais:
e Para subconjuntos com zero elementos, basta calcular C?

e Para subconjuntos com um elemento, basta calcular C}

e Para subconjuntos com p elementos, basta calcular C?

Logo, cada combinacao de n elementos tomados p a p corresponde a quantidade

de subconjuntos com p elementos de um conjunto com n elementos.

1.3 Polinémios

Definicao 1.3.1. Chamamos expressao polinomial ou polindomio na varidvel x toda ex-

pressao da forma
n n—1 n—2 2
anx" + Qp_1T + Qp_oX + ...+ ax” + a1x + ao,

onde ag, 1,02, ,0p_2,0n_1,0, SA0 constantes que denominamos coeficientes, n € um
numero inteiro positivo ou nulo e o maior expoente de x, com coeficiente nao nulo, € o

grau do polinomio.

Ao apresentar a multiplicagao entre polinémios, podemos utilizar uma disposicao
tabular para a sua resolucao. Vale lembrar que ao multiplicar dois polinomios de graus
n e m € N, respectivamente, o polinomio resultante possuira grau n + m. Dessa forma,

podemos organizar a multiplicagao entre os polinomios

f(@) = a2 + an 12"+ o a2+ L+ ayT + ag
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9(x) = bpa™ + by 2™+ A by ™ 4 4 by + by

em uma tabela onde na primeira linha estao os termos de um dos polinomios e na primeira

coluna os termos do outro, respeitando a ordem decrescente dos expoentes. Observe:

an®™ | apqz™ | | aya Y ax | ap

byx™

bmilxm—l

bmfj ™I

bll'
bo

Basta multiplicar cada elemento da 1* linha por todos os elementos da 1* coluna.
Observando os resultados das multiplicacoes, verificamos que em cada diagonal os termos

encontrados terao o mesmo grau:

a,r" Apq ™! Q"7 - | aqx | ag
— — N
.m 47 _—nFm—1 Sn+m—
brn a ___f_u-bﬂ'r# | __g.zr"Thm €T p —“_;'_éjn-l"? J
bm 1 e 1 _g_ub'vn"—"l_:fﬂ;': m—1 - T
Sm—17 __f-"'fﬁj—m— ]
bm—j" / ,g m—j‘t J
b] I
b[}

Assim, ao somar os termos semelhantes, ou seja, os termos de uma mesma diagonal,

obteremos os termos do polindmio resultante. Vejamos os exemplos:

a) Multiplicagao do polindémio 3x? + 4z — 2 pelo polindomio z* + 2z + 4.

Primeiro montaremos a tabela onde na primeira linha estao os termos de um dos
polinomios e na primeira coluna os termos do outro, respeitando a ordem decrescente
dos expoentes. Observe que o zero na primeira linha corresponde ao coeficiente do 22 no

segundo polindémio.
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123 | 022 | 22 | 4

3x?
4x
-2

Basta multiplicar cada elemento da 1? linha por todos os elementos da 1* coluna:

123 | 022 | 2z 4
322 | 3257 0| 627 | 12477
dr | 4a® |07 | 822 164

2 | 22 | 027 | AF

7

Observando os resultados das multiplicacoes, basta somar os elementos de uma

mesma diagonal para obter os termos do polinomio resultante:

32° 4+ (4+0)z* + (=24 0+6)2® + (04+ 8+ 12)2* + (—4 + 16)x + (—8) =
3a® + 4a* + 423 + 2022 + 122 — 8

b) Multiplicagao entre (z* + 5z% +4) e (z* + 3x).
Essa multiplicacao pode ser feita através dessa mesma tabela simplificada. Primei-

ramente, montamos a tabela sé com os coeficientes dos polinémios que serao multiplicados.

115104

Em seguida, multiplicamos cada elemento da 1* linha por todos os elementos da

12 coluna.
11510
11115 (0
311510112
00 |0] O

Por fim, soma-se os termos de cada diagonal. Comecando da esquerda para di-
reita teremos os coeficientes do produto em ordem decrescente do expoente. Neste caso,

comecaremos com o termo de grau 5 = 3+2:

1254 (34+5)2* + (0+15+0)23 + (04+0+4) 22+ (0+12)2+0 = 12° +8x* + 152% + 422 + 122
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1.3.1 Binomio de Newton

Binémio de Newton! é toda poténcia do tipo (z+a)", com x,a € C e n € N. Para
obter a sua férmula, basta fazer a multiplicagdo do termo (z + a) n vezes utilizando a

propriedade distributiva:
(x+a) - (x4a) - (x+a) .- (x+a)

e De cada fator (x + a) selecionamos exatamente um termo, que poderd ser z ou a,

multiplicando-os em seguida;

e Continuamos o processo até esgotar todas as selecoes possiveis de um termo de cada
fator. Observe que a medida que o expoente do x cresce uma unidade comegando

do 0, o expoente de a decresce uma unidade comecando do n.

e Depois que reduzirmos os termos semelhantes na multiplicagao, teremos uma soma
de termos da forma B, ,2Pa""? onde B,,, ¢ o coeficiente do termo xzPa"~? no desen-

volvimento.

e O desenvolvimento de (z + a)" possui n + 1 monémios.

Desta forma, podemos expressar a sua formula como:

n
(x+a)" = E B, pzPa™™?
p=0
_ 0. n 1 n—1 2 n—2 P n—p n 0
= Bpor a" + B,z a" " + Bypax®a” "+ ...+ By pafa" P + ...+ By a"a.

Em particular, fazendo a = 1, o polinomio de grau n B, 02" + B, j2' + B2z + ... +

B, 2P + ...+ By 2™ é o desenvolvimento do bindmio (z + 1)", ou seja,

(x+1)" = Boz° + Bpiaz' + Bpoa® + ... + By pa? + ... + By, 1"

Newton, Isaac (1642-1727), matemdtico e fisico inglés



Capitulo 2

Relacoes entre Triangulo de Pascal,
Binoémio de Newton e Analise

Combinatoria

2.1 Relacao entre Triangulo de Pascal e Binémio de

Newton

Utilizando os produtos notaveis estudados no ensino fundamental, temos:
(x+a)0=1

(r+a) =1z + la

(r+a)* = (z +a).(x+a) = 12* + 2za + 1a*

(x+a)® = (z+a).(zv+a)?=12° + 322%a + 3za® + 1a®

Observando os coeficientes dos desenvolvimentos, percebemos que eles formam as

primeiras linhas do Triangulo de Pascal.

0

(x+a)’ =1 By =1

(x+a) =1z+1a Biy=1 Bj;1=1

(x +a)* = 12° + 2za + 1la® Bog=1 By =2 DByy=1

(z 4 a)® = 12° + 32°a + 3za® + 1d® Bsg=1 Bs1=3 B3y=3 Bsz=1

Vamos mostrar que é possivel escrever qualquer desenvolvimento do binomio

(x 4+ a)™ observando seus coeficientes nas linhas do Triangulo Aritmético.

Proposigao 1. Qualquer coeficiente do desenvolvimento do Binémio de Newton (z+a)™*

do tipo By 141 pode ser determinado através da soma By pq + B, p, ou seja,

Bn+1,p+1 = Bn,p+1 + Bn,p'

15
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1 sem perda de

Demonstra¢ao. Ao determinar o desenvolvimento do binémio (z + a)
generalidade, usaremos a = 1. Pela propriedade distributiva, temos (x + 1)"™ = (z +
1).(x + 1)". Utilizando a disposi¢ao em tabela para a multiplica¢do, como visto na se¢ao

1.3, teremos:

n n—1 +1
B, 2" | By oo | Bppp12? B, P
+1
lz B, pa?

1 Bn,p—‘rlxpJrl

Como a soma de cada diagonal nos oferece um coeficiente do binémio, temos que

n+1

a soma de B, , e B, 11 serd o coeficiente de zP*! no binoémio (z+1)""!, ou seja, By i1 p11

por definicao. Logo, temos que:

Bn+1,p+1 = Bn,pﬂ + Bn,p'
]

Como consequéncia, podemos determinar a relagao entre os elementos do Triangulo

de Pascal e os coeficientes do desenvolvimento do Binomio de Newton.
Proposicao 2. Sendon,peNep<n, B,,="1T,,.

Demonstracao. Por indugao, temos:

Paran = 0, Ty = 1 pela definigao do tridngulo e Byo = 1 pois (z+1)° = 1. Logo,
To,0 = Bop-

Suponha valido B,, , = T}, , para algum n € N e Vp € N com p < n. Vamos mostrar
que ¢é valido para n + 1, ou seja, By11p =Th41p VP ENep <n+ 1.

Pela proposicao 1, By41, = By, + By p—1. Por outro lado, por hipdtese,
B,,+ Bnp-1 =Ty, +Thp—1. Como, pela lei de formagao do triangulo, 15, , + 1}, ,—1 =
Tot1p, temos que Byi1y, = Bpp + Bppo1 = Thp +Thp1 = Thg1p. Logo, Bpyi, =
Tog1p- O

2.2 Relacao entre Binomio de Newton e Analise Com-
binatdria

A relacao entre a Analise Combinatoéria e o Binomio de Newton se da através dos
coeficientes do desenvolvimento do binoémio, denotados por B, .
O termo genérico By, ,2Pa™ P do Bindomio de Newton (z + a)", é obtido tomando

em p dos fatores (p = 0,1, ...,n) a primeira parcela e tomando nos restantes n — p fatores
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a segunda parcela. Como isso pode ser feito de (Z) = CP maneiras, logo podemos concluir
que
B,,=CP!.

n

Assim podemos reescrever o desenvolvimento do binémio (x + a)™ utilizando os

numeros binomiais:

(x+a)" = C% a" + Clata™ ' + C22%a" 2 + ... + CPaPa™ P + ... + C"z"d’.

2.3 Relacao entre Triangulo de Pascal e Analise Com-
binatéria

Agora que identificamos os coeficientes do Binomio de Newton, B, ,, como a com-
binacdo de n elementos tomados p a p (B,, = CF), podemos ver o Triangulo de Pascal

como um arranjo geométrico triangular formado pelos numeros C?, ja que

T,, = B,, = C".

n

Na linha n e na coluna p (0 < p < n) é colocado o coeficiente binomial (’;) =CP.

(8) 1
0
1 3
(2
0 3 2 1
3 ou
(3) 1 3.3 a

1 5 10 10 5 1

Figura 2.1: Triangulo de Pascal e Andalise Combinatoria

Imagem retirada e editada: http://fatosmatematicos.blogspot.com/



Capitulo 3
Propriedades do Triangulo de Pascal

O Triangulo de Pascal tem muitas propriedades interessantes. Neste capitulo ire-

mos explorar algumas delas.

3.1 Teorema das Combinacoes Complementares

Esse teorema nos garante que numa linha do triangulo os elementos equidistantes

em relacao ao termo central sao iguais.

Teorema 1 (Teorema das Combinagoes Complementares).
ct=0Crr

Demonstracao. Utilizando o conceito de combinacao podemos demonstrar esse fato de
forma simples: formar subconjuntos com p objetos dentre n elementos (C?) é o mesmo que
procurar quantos subconjuntos com 7 — p elementos irao sobrar ao formar os subconjuntos

com p elementos (C~P). Logo, C? = C'P. O
No triangulo, podemos notar claramente a simetria existente em suas linhas.

Ezemplo. Observe que na linha n =6, 6 = C§ = Cg, assim como 15 = C§ = Cf.

1

1

1 2 1

1 3 3 1

1 6 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

18
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Ezemplo. (PUCRS-2000) Se o terceiro termo do desenvolvimento (a + b)" é 21a°b?, entao
o sexto termo é:

a)35a’b®  b)7ab® ¢)21a®b*  d)7a*h®  e)21a%V®

Solucao: Como o terceiro termo é 21ab?, podemos concluir que n = 7. Dai, pelo
teoremas das combinacoes complementares, o sexto termo terda o mesmo coeficiente do

terceiro termo. Logo, o sexto termo serd 21a%b°.

3.2 Relacao de Stifel

Teorema 2 (Relacao de Stifel). ! Para todo n=0,1,2... e p=0,1,...,n-1 vale:

+1
Ch+ C'ﬁ“ = Cp+1

n

Esse teorema nos diz que a soma de um elemento de uma linha do triangulo com
o préoximo elemento da mesma linha é igual ao elemento que esta imediatamente abaixo
do segundo elemento somado. Geralmente, recorreremos a Anéalise Combinatéria para

demonstrar essa relagao.

Demonstracao.

n! n!
(n —p)'p! " (p+Dn—p—1)
(p+ Dn!+ (n —p)n!

(p+ l(n —p)!

(n+ 1)n!
(p+ Dli(n—p)!

(n+1)!
(p+ Dli(n —p)!

p+1
n+1

Ch+ Cr =

]

Entretanto, podemos utilizar a relagao entre a Analise Combinatéria e o Triangulo

de Pascal para mostrar ao aluno a validade da Relagao de Stifel de maneira mais facil.

Demonstracao. Ja sabemos que cada termo do triangulo corresponde a um nimero bino-

mial T}, , = (Z) = C? e que, pela defini¢ao do triangulo, temos

Tn+17p+1 = Tn7p + Tn,erl.

1Stifel, Michael (14877-1567), algebrista alemao
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Dai,
p+1 _ _ +1
Cn+1 - Tn+1,p+1 - Tn,p + Tn,pH - Cg + Cg

mostrando a validade da Relagao de Stifel. m

Observe o exemplo na linha n = 5 do triangulo.

Ezemplo. C} + C2 = CZ, ou seja, 5 + 10 = 15.

Interpretando em termos de subconjuntos, determinar a quantidade de subcon-
juntos com 2 elementos num grupo com 6 objetos é o mesmo que determinar o total de
subconjuntos com 1 e 2 elementos num grupo com 5 objetos, pois separando 1 elemento
dos 6 sobram 5 elementos e, em seguida, escolher 2 elementos dos 6 significa escolher 1

dos 5 restantes (C3) ou escolher 2 dos 5 restantes (C2).

10 10 5 ik

T e T e
™
i
Lo g
e
'—I.
T

——
S
o
[
H""—"’"
——
Lo T
\‘""—"’”
'—I.
[an ]

15 20 15k & 1

Figura 3.1: Relacao de Stifel

Imagem retirada: http://www.matematicadidatica.com.br/TrianguloDePascal.aspx

Ezxemplo. (PUCSP-2002) No saguao de um teatro, hd um lustre com 10 lampadas, todas
de cores distintas entre si. Como medida de economia de energia elétrica, o gerente desse
teatro estabeleceu que s6 deveriam ser acesas, simultaneamente, de 4 a 7 lampadas, de
acordo com a necessidade. Nessas condicoes, de quantos modos distintos podem ser acesas
as lampadas desse lustre?

a) 664 b) 792 ¢) 852 d) 912 e) 1044
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Solucao: Como s6 devem ser acesas de 4 a 7 lampadas simultaneamente, teremos
Cl+Co+C8+CTy. Dai pela Relagao de Stifel, temos que C{,+C5,+CS+CT, = CP,+C7,.

Por outro lado, pelo teoremas das combinacoes complementares, CT, = CY,. Logo,

Cilo + Cir)o + 0160 + 0,170 - Oir)l + 0’171 - Cir)l + Cill - CfQ - 792

3.3 Teorema das Linhas

Teorema 3 (Teorema das Linhas). A soma dos elementos da linha n vale 2". Ou seja,
O+ C+C2+ ... +CF =2

Observando a figura abaixo, para n = 3, por exemplo, temos que 1 +3+ 3+ 1 =

8 = 23 assim como na linha n = 6, temos a soma dos termos sendo igual a 64 = 25.

1
M
)

[y N R i i
+
Lo ol O

1
2
3
4
5
3
T
8

+ B -5:=2
4 1
10 10 5 1 4
+ +15 +20 +15 + 6 + 1264 =2
A R ) S S =
28 Bg 7O B6 28 B

128 =2’
1

Figura 3.2: Teorema das Linhas

Imagem retirada: http://www.matematicadidatica.com.br/TrianguloDePascal.aspx

Essa propriedade é de facil demonstracao utilizando o Binomio de Newton.
Demonstragao. Tome o desenvolvimento do binémio (z 4 1)". Dai, teremos:
(z+1)"=CY- 2 1"+ CL ot 1 C2 1M O O "
=C04+Con+C2 P O g O
Fazendo x = 1, temos:
2" =(14+1)"
=C04+CL 14+ C2 1P+ 4Oy or 1
=C04+C+C24 ...+ CP O

Logo, 2" =C0+ C! + C? + ...+ C" ' + C", como querfamos demonstrar.
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Ezxemplo. (ESPM-2005) A média aritmética dos coeficientes numéricos do desenvolvi-
mento do binémio (z + y)*!' é igual a:
a) 8 Db) 43 )4 d) 8 e) 2%

Solugao: Ja sabemos que a soma dos coeficientes numéricos do binomio citado
estao representados na linha n = 31 do triangulo e que, pelo Teorema das Linhas, a sua
soma é dada por 2" = 23!, Dai, como teremos n + 1 = 31 + 1 = 32 coeficientes, temos

31 231
que sua média aritmética de serd dada por oo 2315 — 926 — 413,
Além disso, vale destacar a importancia desse teorema para a Teoria dos Conjuntos.

Em um conjunto com n elementos,

cY = quantidade de subconjuntos com 0 elementos
cl = quantidade de subconjuntos com 1 elemento
c? = quantidade de subconjuntos com 2 elementos
C"1 = quantidade de subconjuntos com n — 1 elementos
cr = quantidade de subconjuntos com n elementos

Dai, CO+C! 4+ C?+ ...+ C~t + C" é a quantidade total de subconjuntos de um
conjunto com n elementos.
Logo, pelo Teorema das Linhas, C) 4+ C} +C2+...+ C 1+ C = 2" é quantidade

total de subconjuntos de um conjunto com n elementos.

3.4 Teorema das Colunas

Esse teorema nos diz que a soma dos primeiros elementos de uma coluna do
triangulo ¢ igual ao elemento que estda avangando uma linha e uma coluna sobre a ltima

parcela da soma.

FExemplo. No triangulo, somando os seis primeiros nimeros da terceira coluna obtemos

exatamente o quarto termo da proxima linha.

Teorema 4 (Teorema das Colunas).

P P P _ o+l
Cp+ pt1 T O = Cpinn

Demonstra¢ao. Usaremos inducao em n para demonstrar.

Para n = 0, é valido pois C? =1 = C’Zfill.

Suponha vélido C? +CV,, + ... + Cpyp, = C’gj}wl para algum n € N. Vamos

4 4 ; P P P P —_ o+l
mostrar que ¢ valido para n + 1, ou seja, CL +C)  + ...+ C,, + Oy = Cplys.
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é+1
6. 4 1

10 10 ] 1

15: 20 15 8 1

217 35 3w 217 1

28 =56 YO B 28 B 1

e il ol S e el
= I L T L

Figura 3.3: Teorema das Colunas

Imagem retirada: http://www.matematicadidatica.com.br/TrianguloDePascal.aspx

De fato,
Cp + Cp + + Cp — p+1
p p+l o ptn ptn+l
1
CoOH Oyt o+ O+ Cplys = Ol +Ch

Pela Relagao de Stifel,

p+1 P _ o+l
Cp+n+1 + Cp+n+1 - Yptn+2-
Logo,
P P P P _ (w1
C& T Cppr oo p+n'+'c%+n+1‘_ ptn+2:

]

Ezxemplo. (UERJ-2006) Em uma barraca de frutas, as laranjas sao arrumadas em camadas
retangulares, obedecendo a seguinte disposi¢ao: uma camada de duas laranjas encaixa-se
sobre uma camada de seis; essa camada de seis encaixa-se sobre outra de doze; e assim por
diante, conforme a ilustragao a seguir. Com base nessas informacoes, calcule o niimero

total de laranjas que compoem quinze camadas.

Figura 3.4: Disposicao das Laranjas

Imagem retirada: professorwaltertadeu.mat.br/GABNumerosBinomiais2014.doc
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Solucao: Observe que cada camada forma um retangulo de nxm laranjas, comecando
com 2 x 1, sendo que a cada nova camada n e m aumentam uma unidade. Assim, o total

de laranjas ¢ 2-1+3-2+4-3+5-4+ ...+ 16 - 15. Dai, multiplicando e dividindo essa

expressao por 2, temos:

2-1+3-2+4-3+5-4+...+16-15)
2
2-1 3-2 4-3 5-4 16 - 15

=2 o —
(2+2+2+2++2)

2.143-244-345-44...416-15=2-(

Reescrevendo os termos da soma entre parénteses como numeros binomiais, note que

obteremos a soma dos termos de uma das colunas (p=2) do Triangulo de Pascal. Dai,

2-1+3-2+4-3+5~4+...+16~15)
2
2-1 3-2 4-3 5-4 16 - 15

=2
(2+2+2+2++2)

=2-(C3+C5+Ci+ -+ Cy)

2:-14+3-24+4-3+5-44+..4+16-15=2-(

Pelo teorema das colunas, temos:
2-(C3+C5+Ci+---+CF) =2-C}r =2-680 = 1360.

Logo, o total de laranjas que compoem quinze camadas ¢ 1360.

3.5 Teorema das Diagonais

A soma dos primeiros elementos de uma diagonal do triangulo, isto é uma paralela

a hipotenusa, ¢é igual ao elemento que esta imediatamente abaixo da tltima parcela.

FEzxemplo. Observando a segunda diagonal da direita pra esquerda, ao somar os seus cinco

primeiros termos, obteremos o quinto termo da linha n = 6.

1010 5 1

15 20 =158 & 1

21 3 3 21 7 1

28 BB YO B 28 3 1

1

1+

1 1

1 S 1
1 6 e |
1

1

1

(=" L L B S R

Figura 3.5: Teorema da Diagonal

Imagem retirada: http://www.matematicadidatica.com.br/TrianguloDePascal.aspx
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De fato, pela lei de formacao do triangulo, temos 15 =T 4 = T53 + 154 = 10 4 5.
Por sua vez, 10 =T53 = Tyo +Ty3 = 6 + 4. Dai, temos que

15=104+5=(6+4) +5.
De forma analoga, concluimos que:

15=10+5
=(6+4)+5
=B+3)+4+5
=(1+2)+3+4+5
=14+24+3+445

Logo qualquer um dos elementos do triangulo pode ser escrito como a soma dos
termos de uma diagonal que comeca no termo posicionado na casa imediatamente superior

a ele até o 1. Isso é o que veremos no teorema a seguir.

Teorema 5 (Teorema das Diagonais).

0
CotCrpnt. . +CL,=Clpn

Demonstracao. Por inducao teremos:
Para p = 0, é valido pois C) =1 =CY,,

Suponha vélido C) + Cp y + ...+ C},,, = C£+n+1 para algum p € N. Vamos
mostrar que é valido para p + 1, ou seja, C’n +Cla 4+ . +C L+ C’gi,llﬂ Cgi,llw

0 1
Cot Crint o+ O = Gl

0 1 P p+1 p+1
On + C(n—o—l +. Cp+n Op+n+1 - O p+n+1 + Op+n+1

Pela Relagao de Stifel,
+1 +1
Corns1 + Cping1 = Cpinga:
Logo,

0 1 P p+1 p+1
Cn + CnJrl +. Cp—f—n Cp+n+1 Cp+n+2

]

Observe que podemos demonstrar mais facilmente o Teorema das Diagonais utili-

zando o Teorema das Colunas e o Teorema das Combinagoes Complementares.
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Demonstrac¢ao. Do Teorema das Colunas, sabemos que
CP+CP o +...+CP, =CV
P p+l T - pt+n p+n+1-

Por outro lado, pelo Teorema das Combnagoes Complementares, temos que C7 = Cg,
+1 ,
Cro=Cr ..., Ch,=CheCyl, | =CP Dai,
0 S S |
Co,+Cl+.. . +C=CC+C) +... +C),=Cr = C
Logo, trocando p por n, temos que

0 n n _ ,mn+l
CO4+Cy+... +Cp=CrH,

como queriamos demonstrar.



Capitulo 4

Aplicacoes do Triangulo de Pascal no

Ensino Fundamental e Médio

Ao analisar o Triangulo de Pascal e suas propriedades, podemos perceber sua
aplicabilidade em outros contetidos do Ensino Fundamental e Médio como, por exemplo,
na busca de padroes, na trigonometria, nas progressoes aritméticas e nos polinomios.

Veremos esses exemplos a seguir.

4.1 Ensino Fundamental
De acordo com os PCNs [Brasil, 1988],

pela exploracao de situagoes-problema, o aluno reconhecera diferentes fungoes
da Algebra (generalizar padroes aritméticos, estabelecer relagao entre duas

grandezas, modelizar, resolver problemas aritmeticamente dificeis).

Dessa forma, no Ensino Fundamental II, podemos trabalhar com o Triangulo de Pascal
investigando padroes e regularidades em seus elementos buscando, assim, algum nivel de
sistematizacao que possam ser usadas pelos discentes em novos problemas, por exemplo.

A proposta, apresentada no Apéndice A, é, primeiramente, exibir o triangulo da
maneira mais simples deixando a cargo do professor contar um pouco da sua historia.
Nesse momento nao se faz necessario falar sobre os nimeros binomiais. No segundo
momento, os alunos poderao analisar o triangulo e especular possiveis padroes e, por
ultimo, sera pedido que eles escrevam a proxima linha do triangulo seguindo o que foi
discutido anteriormente.

Essa atividade foi aplicada numa turma de 7° ano do Ensino Fundamental II da

Escola Municipal Ana Licia Magalhaes localizada no municipio de Lauro de Freitas. Nesse

27
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momento estavam presentes 24 alunos que foram arrumados em duplas para a realizacao
da referida tarefa.

Inicialmente foi explicado aos alunos o que sao padroes e regularidades para que
eles pudessem entender a proposta que viria em seguida. Dali, cada dupla recebeu uma
folha com a atividade e foi feito um breve resumo acerca do surgimento do Triangulo de

Pascal, o porqué dele ter recebido esse nome e como os seus elementos estao organizados.

Figura 4.1: Atividade Buscando Padroes

Ao analisarem o triangulo, algumas das regularidades apontadas foram que todas as
linhas comegam e terminam com 1, que uma coluna e uma diagonal apresentam nimeros
consecutivos e que os elementos se repetem nas linhas. Além disso, foi possivel, através
da discussao, apresentar superficialmente: o teorema das linhas quando foi dito por um
dos alunos que o resultado da soma dos elementos de cada linha gera um multiplo de
dois; o teorema das colunas a partir da terceira questao; e a equivaléncia do teorema das
colunas e o teorema das diagonais pela fala de um deles que dizia que “somar os elementos
das colunas dava no mesmo que somar os elementos das diagonais”. Como consequéncia
disso, a quarta questao foi de facil resolucao ja que eles ja tinham descoberto a lei de
formacao do triangulo.

No final da atividade, foi pedido a eles que escrevessem o que tinham achado da ati-
vidade. Dai, foi obtido alocugoes como: “Gostei da aula, bastante divertida. As opinices
dos alunos foram bastante diversificadas. Nao parece sequer com um assunto de segundo
ano. Me surpreendeu! Era tanta coisa que eu via que era dificil de colocar no papel”;
“Achamos interessante e pensamos que iria ser mais dificil. O dificil mesmo é escrever o

que entendemos e o que achamos no triangulo, mas gostamos”; “Foi diferenciada. Teve
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coisas mais dificeis e outras nao”; “Foi bom. Nos sabemos explicar mas nao sabemos

escrever”; “Foi facil, mas tudo foi questao de observacao”.

L

Figura 4.2: Respondendo a atividade Buscando Padroes

Durante o processo, foi possivel constatar a dificuldade que eles tem em trabalhar
com questoes que envolvem raciocinio l6gico e como eles nao conseguem escrever o que
estavam pensando e falando. Atividades como essa podem ser aplicada em qualquer ano
do Ensino Fundamental II com o objetivo de proporcionar aos alunos o contato com
contetudos que geralmente sé sao ensinados no Ensino Médio e, principalmente, trabalhar
neles o raciocinio logico, a observacao e a capacidade de transcrever para o papel aquilo

que estd pensando.

4.2 Ensino Médio

4.2.1 Construcao das linhas do Triangulo de Pascal

E possivel determinar os termos das linhas do Triangulo de Pascal sem o desenvol-
vimento dos ntimeros binomiais que os formam e sem conhecer as linhas anteriores.

Para isso vamos encontrar um fator F' tal que (pil) =F. (’;) Dai, temos

(ﬂl) - (Z) = <p+1>!<§!—p— - F(n_"_]'w

(n —p)'p! _
(p+Dln—p-—1)! = b
(n—p)n—p—1lp! _n—p
(mn—p—Dlp+1)p! p+1

— F =
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n J—
Logo, basta multiplicar o termo anterior da linha por ]19 para obter o préximo

termo. A relagao ( Z 1) _n-p (n) ¢ chamada de Relacao de Fermat.
p p

Cop4 1
FExemplo. Sabemos que cada linha n do Triangulo Aritmético comeca pelo nimero 1
seguido do nimero n. A linha n = 8 comega pelo niimero 1 e seu segundo termo, que

denotarei por p = 1, é o niimero 8.

Para obtermos o préximo termo (p + 1 = 2) da linha, basta multiplicar o termo
n—p 8—1 7 )

= = —, ou seja, 8.— = 28.
p+1 141 2 2

anterior (p = 1) por

1 8 28

Para obtermos o quarto termo, p + 1 = 3, vamos multiplicar o terceiro termo (28)

6 6
= ja, 28.— = 56.
por 3 ou seja, 5

1 8 28 56

5
Analogamente para o quinto termo (p = 4), teremos 56.1 = 70. Observe que no fa-
tor que é multiplicado a medida que diminuimos uma unidade no numerador aumentamos

uma unidade no denominador.

1 8 28 56 70

Como sabemos que cada linha tem n + 1 elementos e que existe uma simetria
nos termos, os préximos so serao repetidos na ordem decrescente obtendo assim todos os

termos da linha n = 8 do triangulo.

1 8 28 56 70 56 28 8 1

FExemplo. Tremos fazer o mesmo para obter a linha n = 9 do triangulo. Sabendo que o

primeiro termo (p = 0) é igual a 1, vamos multiplica-lo por 1 para encontar o segundo
8
termo, que sera multiplicado por 5 para encontrar o terceiro termo, que sera multiplicado

por 3 para achar o quarto termo, e esse processo sera repetido até o denominador da
fracao ficar maior ou igual ao denominador. Nesse momento, basta repetir os termos
encontrados anteriormente na ordem decrescente que aparecem. Dai, paran = 9, teremos

a linha

1 9 36 8 126 126 84 36 9 1
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Essa sistematizacao pode auxiliar os alunos no desenvolvimento do Binomio de
Newton (z+a)™, no Ensino Médio, j& que nos apresenta um método prético para encontrar

os coeficientes dos seus termos.

Ezemplo. (UFSM-2005) Desenvolvendo o binomio (2z — 1)%, o quociente entre o quarto e
o terceiro termos é:
—1
a4 b)—z c)x d) — e)dx
x
Solucao: Geralmente, esse tipo de questao € resolvida no ensino médio utilizando

a féormula do termo geral do binomio de Newton: 7},1; = (;) a™ PP, Dal teriamos:

8
T3 ="T541 = <2) - (22)% - (—1)?
8! p
8.7
= — . 642"
5 x
= 17922°
De forma andloga, temos que Ty = —17922°. Dai, o quociente entre o quarto e o
¢ o t ¢ dad 179225 B
erceiro termos é dado por — o~ =

Entretanto, podemos resolver essa questao utilizando a construcao das linhas do
Triangulo de Pascal. Como n = 8, temos que os coeficientes do terceiro termo e do quarto

6
termo serao, respectivamente, 8 - 5= 28 e 28 - 3 = 56. Dal temos:

Ty 56-(22)°

Ty —28-(22)6

4.2.2 Algumas identidades do Seno e Cosseno

Inicialmente, é ensinado ao aluno no segundo ano do Ensino Médio a desenvolver
expressoes do tipo cosnx ou sennzx através da férmula do seno da soma ou cosseno da

soma.

Exemplo. Sen3x

Como

sen 2z = sen (z + x)
= senx cos T + sen x cos T

= 28enx cosx



cos 2x = cos (z + x)

= COST COST —Ssenxsenx

= cos® x — sen’ z,

temos que

sen3z = sen (22 + x)

= sen 2z cos T + sen  cos 2x
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= 2senx cos ¥ cos & + sen z(cos® z — sen” x)

= 2senz cos’ x + sen z cos® r — sen

= 3senz cos’ r — sen

3

T

Sa

Entretanto, ao tentar desenvolver essas expressoes no terceiro ano do Ensino Médio,

podemos determinar os coeficientes dos termos através do Triangulo de Pascal. Como,

pela férmula de De Moivre, cosnx + isennz = (cosx + isenz)”, nos deparamos com o

desenvolvimento do Binémio de Newton (cosz + isenx)™, com n € N, cujos coeficientes

estao determinados na linha n do triangulo.

A expressao cos 3z +isen 3z = (cosx +isenz)?, por exemplo, tem como desenvol-

vimento:

cos 3z +isen3x = (cosz +isenx)?

3

=1-cos®x + 3icos’x-senx +i’3cosz - sen’ z + 13° sen®

3

=1-cos®x+3icos’z-senx — 3cosx -sen’x — lisen® x

= (cos®

x — 3cosx - sen’ x) + (3 cos’ x - senx — sen

3I)

Tomando o Triangulo de Pascal determinado como abaixo, os coeficientes do de-

senvolvimento cos 3x + 7 sen 3z encontram-se na sua linha de nimero n = 3.

p

0121|314
n
0 1
1 1]1
2 1121
3 113 1
4 11416 |41
) 1151010 5
6 116152015
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Logo, ao separar a parte real e a parte imaginéaria no desenvolvimento do cos 3z 4+ sen 3z,

3

teremos que sen 3x = 3 cos® xsenz — sen® x como foi visto no exemplo anterior.

FExemplo. Observando a linha de n = 6 do triangulo, podemos determinar o desenvolvi-

mento do bindmio cos 6z + i sen 6x = (cos x + i sen z)°:

Plol1l2]3 4|56
n

0 |1

1 1)1

2 [1]2]1

3 [1]3]3

4 |1lale] a1

5 [1]5]10]10]5 |1
6 |1]6]15|20|15]6]1

(cosz +isenz)® =

3

= 1cos® z + 6i cos® xsen x + 15i% cos? x sen? x + 20:3 cos® x sen®  + 15i cos® z sen z +

+ 64° cos z sen® z + 1i%sen® z

2

= 1cos® z + 6i cos® xsenx — 15 cos* z sen? x — 20i cos® x sen® x + 15 cos? xsen* = +

+ 6icosxsen® z — 1sen®x
= (1. cos® x—15 cos? x sen® x+15 cos® x sen? x—1 sen® x)+1(6 cos® x sen x—20 cos® z sen® z+
6 cos  sen® )
Para obter a expressao do cos 62 ou do sen 6z, por exemplo, basta separar a parte
real da parte imaginéria:
_ 6 4 2 2 4 6
cos 6x = 1.cos” x — 15 cos” xsen”x + 15 cos” xsen” x — 1sen’ x

sen 62 = 6 cos® rsenx — 20 cos® z sen® x + 6 cos z sen® x

Fazendo isso, podemos notar que s6 de observar o Triangulo de Pascal ja podemos
determinar qualquer sennx ou cosnx, n € N. Para o exemplo anterior, pegamos a linha
n = 6. Os termos de colunas pares da linha (1, 15, 15, 1) serao os coeficientes dos termos
do cos6x e os termos de colunas impares (6, 20, 6) serdo os coeficientes dos termos de
sen 6z. Além disso, para o cos6x tomamos os termos cos® P xsen? z com p par e para o
sen 6x 0s termos com p impar, com sinais intercalados comecando pelo positivo, devido
as poténcias de i no desenvolvimento de (cosz + i sen z)°.

Vamos a outro exemplo:
FExemplo. Para cos4x e sendx, pegaremos a linha de n = 4. Logo, os coeficientes de
cos4x serao 1, -6 e 1 e os coeficientes de sen 4z serao 4 e -4. Basta agora tomar os termos

cos?* P zsen” x com p par para um e com p impar para o outro, nessa ordem:
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Plol1l2]3 4|56
n

0 |1

1 1)1

2 [1]2]1

3 [1]3 1

4 [1lale a1

5 [1]5/10]10]5 [1
6 |1/6]1520|15]6]1

4

cosdr = 1cos*xz — 6cos? xsen?x + 1sent x

sendx = 4 cos® rsenx — 4 cos xsen®

4.2.3 Progressao Aritmética (PA)

E possivel trabalhar no primeiro ano do Ensino Médio com o Triangulo de Pas-
cal mostrando exemplos de Progressoes Aritméticas em suas colunas. Primeiramente,

definiremos as Progressoes Aritméticas:

PA de primeira ordem

Uma progressao aritmética de primeira ordem ¢é toda sequéncia numérica cuja
diferenca entre dois termos consecutivos seja constante. A essa diferenca denominaremos
por razao da PA e a representaremos pela letra r.

Ex.: As sequéncias (10,13,16,19...) e (13, 11, 9, 7...) s@o progressoes aritméticas

cujas razoes valem 3 e -2, respectivamente.

PA de ordem superior

Uma progressao aritmética de segunda ordem é uma sequéncia (a,) na qual as
diferengas Aa, = a,.11 — a,, entre cada termo e o termo anterior, formam uma PA nao
constante. Isto é, a diferenca entre termos consecutivos da sequéncia geral, na ordem em
que aparecem, gera uma PA de primeira ordem.

Generalizando, um progressao aritmética de ordem [ (I € N, > 2) é uma sequéncia

na qual as diferencas entre termos consecutivos formam uma PA de ordem [ — 1.

Feito isso, passaremos a mostrar exemplos no corpo do triangulo. Observando suas

colunas, notamos, por exemplo, que:
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1

11

1 2 1

1 3 3 1

14 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

a coluna 0 determina uma PA constante de razdo r =0

a coluna 1 determina uma PA de primeira ordem com razao r = 1

a coluna 2 determina uma PA de segunda ordem. A diferenca entre um termo e o
termo anterior gera a PA de primeira ordem descrita na coluna 1, obedecendo a lei
de formagao do Triangulo de Pascal (7511541 — Thpi1 = Tnyp): (1—0,3—1,6—3,
10—-6, ...) =(1,2,3,4, ...).

e a coluna 3 determina uma PA de terceira ordem. A diferenca entre um termo e o
termo anterior gera a PA de segunda ordem descrita na coluna 2: (1 — 0, 4 — 1,
10 — 4, 20 — 10,...) = (1, 3, 6, 10,...).

e ctc.

Dessa forma, o Teorema das Colunas ilustra, no Triangulo de Pascal, uma propri-

edade geral das PAs de ordem superior:

Proposigao 3. A soma dos k primeiros termos de uma PA de ordem n gera os elementos

de uma outra PA de ordem n+1.

Demonstracao. Seja (ay,as,ag,- -+ ,ag,---) uma PA de ordem n e Sy a soma dos k pri-
meiros termos dessa PA. Basta observar que a diferenca entre os termos de .S, fornece
ASk = Ski1— Sk = (a1 +as+ -+ ar+ary1) — (a1 +ag + - -+ + ax) = agy1. Logo, cada

S sera um termo de uma PA de ordem n + 1. O

Além disso, o teorema a seguir, cuja demostracao pode ser encontrada em [Castro, 2010],
nos garante que cada coluna p do Triangulo de Pascal pode ser determinada por um

polinomio de grau p na variavel n, ou seja, um polinomio do tipo
f(n) =ayn? +a, 0Pt + ...+ an+ap
onde, ay € R, com k=0,1,...,p , sdo os coeficientes dos termos do polinémio f(n).

Teorema 6. A sequéncia {b,}5°, € uma P.A. de ordem p se, e somente se, b, € dado

por um polinomio de grau p na varidvel n.
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De fato,

e Para a coluna zero (p = 0) temos o polinomio de grau p = 0, f(n) = 1, ja que é

uma PA constante de razao r = 0.

e Para a coluna um (p = 1) temos o polinémio f(n) =n de grau p = 1, ja que temos

uma PA de primeira ordem de razao r = 1.

e Na coluna dois (p = 2) aparece uma PA de segunda ordem determinada pelo po-

linémio f(n) =% — 3

E assim por diante.

Como, pelo teorema 6, cada coluna do Triangulo de Pascal pode ser descrita através
de um polinémio, é possivel determinar qualquer termo da coluna variando o valor da linha
n:

J& vimos que todos os termos do triangulo sao determinados através do desenvol-
vimento dos nuimeros binomiais (Z) Dai, como numa coluna o p é fixo, a variavel do

polindmio sera o n e os polinomios terao essa forma:

<n) B n!
p)  pln—Dp)
n-(n—1-(n—-2)-...-(n—p)!
pl(n —p)!
n-m—1)-n—2)-...-(n—p+1)
p-(p—1)-...-3-2-1
Como s6 tem a variavel n no numerador, teremos um polinomio de incégnita n de

grau p.
.. n® n?r o n
Ezemplo. Para a coluna 3 (p = 3), teremos o polindémio ) + 3 :
n\ n!
<3) ~ 3l(n —3)!
n.(n—1)(n—2)
B 3.2
n* n’ o on
6 2 3

Tomando o exemplo acima, no Ensino Médio, podemos utilizar tal polinomio pra
determinar, por exemplo, a quantidade de subconjuntos com 3 elementos de qualquer

conjunto com n elementos.

FExemplo. Para um conjunto com n = 6 elementos, teremos

6> 62 6 216 36 6
6 2 +3 6 2 +3 *

subconjuntos com 3 elementos.



Capitulo 5

Curiosidades

5.1 Poténcias de 11

Podemos relacionar as poténcias de 11 com o Triangulo de Pascal apds ensinar
Binomio de Newton no segundo ano do Ensino Médio. Ao decompor as poténcias de
11 no sistema decimal, aparecerao como coeficientes das poténcias de 10 os termos do

triangulo. Isto é, ao escrever a poténcia 11" como o binémio (10 + 1), teremos:

11" = (10+1)" = (7).10" + (}).20" " 4+ .+ (") .10" + (7).10°.

Dessa forma, podemos encontrar qualquer poténcia de 11:

11°=1.10° =1
111 = 1.10' +1.10° = 11
112 =1.10> + 2.10" 4+ 1.10° = 121
11% = 1.10° + 3.10% 4 3.10* + 1.10° = 1331
11* = 1.10* + 4.10° + 6.10% 4+ 4.10" + 1.10° = 14641

Deve-se tomar cuidado ao calcular as poténcias de 11 a partir do n = 5, pois, como
alguns termos do triangulo serao maiores do que 10, devemos fazer a passagem para a

proxima casa do sistema decimal. Por exemplo,

11° = 1.10° + 5.10* + 10.10% 4+ 10.10% + 5.10" 4+ 1.10° =
= 100000 + 50000 + 10000 + 1000 + 5 + 1 = 161051

5.2 Como usar as linhas n e m para obter a linha n+m

Como (z 4+ a)"™™ = (x + a)".(z + a)™, basta multiplicar os coeficientes dos de-
senvolvimentos dos Binémios de Newton, (z + a)" e (x + a)™, utilizando a tabela de

multiplicacao descrita na segao 1.3.
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FEzxemplo. Obtendo a linha 7 do Triangulo de Pascal a partir das linhas 3 e 4.
Tomemos a linha 3 (1-3-3-1) e a linha 4 (1-4-6-4-1) do triangulo.

113131

N e N N

Apés a multiplicacao, obteremos:

1
b%
)/

LEdES

Para determinar cada termo da linha 7, basta somar as diagonais na tabela: a

] o | Oy | =

soma em cada diagonal corresponde a um dos 8 termos da linha 7.

e 1° termo: 1

o 2° termo: 443 =7

e 3° termo: 641243 = 21

e 4° termo : 441841241 = 35
e 5° termo : 4418+124+1 = 35
e (° termo: 641243 = 21

o 7° termo: 443 =7

e 8° termo: 1

Logo, a linha 7 tem termos iguais a 1, 7, 21, 35, 35, 21, 7 e 1 nessa ordem.
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5.3 Piramide de Pascal

A titulo de curiosidade, ao analisar o desenvolvimento do trinémio (a 4+ b + ¢)”,
a,b,c € Ren € N, podemos associd-lo com a Piramide de Pascal que é uma generalizacao
do Triangulo Aritmético, onde cada se¢ao da piramide corresponderia a uma linha do
triangulo. O aprofundamento do assunto, disponivel em [Staib, 1978|, deixo a cargo do

leitor.

I

|

= i - bl

Figura 5.1: Piramide de Pascal
Imagem retirada: http://www.jstor.org/stable/279613257seq=1#fndtn-page_scan_tab_contents



Capitulo 6
Consideracoes Finais

A concretizacao dessa dissertacao alcangou, como um dos propdsitos almejados, o
desenvolvimento de estratégias didaticas e de novas praticas de ensino-aprendizagem da
Matematica no que diz respeito a Anélise Combinatéria e ao Binomio de Newton. Elas
contribuiram na significacao e compreensao dos contetidos trabalhados e na construcao de
novos conceitos metodologicos através da utilizagao do Triangulo de Pascal como artificio.

Iniciar com a histéria do surgimento do Triangulo de Pascal possibilita entender
com qual proposito ele foi criado e como pode ser utilizado em outros contetidos. Pensando
dessa forma, a interligagao entre a Andlise Combinatoéria e o Binomio de Newton com o
Triangulo Aritmético pode ser feita de uma maneira mais clara e simples para viabilizar
a aprendizagem do aluno. No quesito propriedades, suas demonstracoes foram feitas da
maneira mais simples encontrada.

Tradicionalmente, o Triangulo de Pascal é definido em termos dos coeficientes bi-
nomiais e a relacao de Stifel é demonstrada utilizando a manipulacao de fatoriais, o que
nao é nada intuitivo para um aluno de Ensino médio. Dali, observa-se que o triangulo
pode ser construido somando termos 2 a 2 e que os coeficientes do Binomio de Newton
correspondem aos nimeros binomiais definidos anteriormente. Com a nova abordagem
apresentada na dissertacao, o Triangulo de Pascal foi definido por sua propriedade cons-
trutiva e, em seguida, os coeficientes do Binomio de Newton foram relacionados com
seus elementos mostrando, por multiplicacdo de polinomios, que ele satisfaz a mesma
propriedade construtiva do triangulo. Dessa forma, apds relacionar o binomio com os
coeficientes binomiais por argumento combinatorio, foi possivel obter de imediato que o
Triangulo Aritmético é formado pelos niimeros binomiais e a demonstracao da relagao de
Stifel é automaticamente obtida de forma mais facil e intuitiva.

No decorrer da pesquisa, surgiram algumas curiosidades e aplicacoes do Triangulo
de Pascal em outras teméaticas. No Ensino Médio, foi possivel mostrar que o Triangulo de

Pascal nao precisa ser citado somente ao estudar Anélise Combinatoria e Binomio de New-

40



41

ton. Ele poder ser ligado com outros assuntos como, por exemplo, PAs e trigonometria.
O maior desafio deste trabalho foi encontrar uma maneira de utilizar o triangulo no En-
sino Fundamental, sendo a solucao para essa questao a procura por padroes matematicos.
Apresenté-lo no Ensino Fundamental II, como na atividade em apéndice, possibilitara
o desenvolvimento de habilidades matematicas que permitirao ao aluno “compreender,
descrever e representar, de forma organizada, o mundo em que vive” ([Brasil, 1988]).
Espera-se que o uso do Triangulo de Pascal proporcione beneficios no aperfeicoamento

e aplicagao dos conteidos propostos. E bom salientar que é imprescindivel que o profes-
sor de matematica tenha como habito a reflexao sobre os conteiidos matematicos e sobre
as maneiras de ensina-los e entendé-los em seu ambito mais amplo, buscando sempre a

melhoria de suas aulas.



Apeéendice A
Atividade - Buscando Padroes

A figura abaixo apresenta as primeiras linhas de um arranjo geométrico formado
por ntimeros dispostos em linhas e colunas conhecido como Triangulo Aritmético, Triangulo

de Tartaglia-Pascal ou simplesmente Triangulo de Pascal. Observe:

e e e e
U = W N =
w
—

Agora que vocé ja conhece o Triangulo de Pascal, responda:

1. Que regularidade vocé observou na construgao das linhas do Triangulo?
2. Algum outro padrao pode ser encontrado no corpo do Triangulo? Cite-os.

3. Some os dois primeiros elementos da segunda coluna. Em seguida, some os
trés primeiros elementos da mesma coluna. Faca isso novamente com os quatro primeiros
elementos dessa coluna. Observando os resultados, o que vocé pode concluir? E possivel
determinar um elemento de uma linha s6 observando a soma dos elementos da coluna

anterior a que ele pertence?

4. Quais serao os numeros presentes na proxima linha do Triangulo? Complete a

figura do inicio da atividade.

Sucesso na atividade!
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Apendice B
Respostas da atividade

Nas paginas seguintes dessa se¢ao, serao apresentadas algumas atividades respon-
didas pelos alunos, onde sera possivel observar quais regularidades foram detectadas por

eles.
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Y
Escola: \ho ’!‘A.O;, “ t.I\\ Data: aﬂﬂ/A@
AlunOS:;E no_ o, ngg\) Ydio A fisno.

Professora: Tdmara Paiva Disciplina: Matematica  Ano: j “Turma: &

Atividade - Buscando Padroes

A figura abaixo apresenta as primeiras linhas de um arranjo geométrico formado
por nimeros dispostos em linhas e colunas comhecido como Tridngulo Aritmético,
_ Trifingulo de Tartaglia-Pascal ou simplesmente Tridngulo de Pascal. Observe:

1

e ‘1\
1 2= 3
P Aadr e g,

1 it PO Y
LG R

Agora que vocé j& conhece o Tridngulo de Pascal, responda:

D ASH Moopmaenl

0 T

2. Algum oufro padrio pode ser encontrado no corpo do Trigngulo? Cite-os.
O- TW0ue A0, e unmn. S WA $anis

3. Some os dois primeiros elementos da segunda coluna. Em seguida, some os trés
primeiros elementos da mesma coluna. Faga isso novamente com os quatro primeiros
elementos dessa coluna. Observando os resultados, o que vocé pode concluir? B
possivel determinar um elemento de uma linha s6 observando 2 soma dos elementos da

oluna anterior a que ele pertence? i N ;
jmux_ DIMNO ALS }g‘\&m YarhomeuNSs S{&xvmm_-
Teh T 00 ONunn s ACAUON OB YeMcai S
NG Ao CsNuiona . saudvaadg

4. Quais serfio os nlimeros presentes na préxima linha do Trifngulo? Complete a figura
do inicio da atividade.

Sucesso na atividade!
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Atividade - Buscando Padrdes

A figura abaixo apresenta as primeiras linhas de um arranjo geométrico formado
por nimeros dispostos em linhas e colunas conhecido como Trigngulo Aritmético,
Trifingulo de Tartaglia-Pascal ou simplesmente Tridngulo de Pascal. Observe:

Agora que vocé ja conhece o Trisngulo de Pascal, responda:

1. Que regularidade vocé observou na construgfo das linhas do Tridngulo?
& muimene A GalMbeg p0lo, Pow o, omesmisias
oMWY 98 ¢ SR,

o)

2. Algum outro padrio pode ser encontrado no corpo do Tridngnlo? Cite-os.

Sumn . M ey no O iibmons A soenn Dy ¢
Jos sheb ol ¢ 5 Yot Srem enluy . " Mmoe
endoed edie o e me m\aﬁ'«‘:fﬁ W

3. Some os dois primeiros elementos da segunda coluna. Em seguida, some os trés
primeiros elementos da mesma coluna. Faga isso novamente com os quatro primeiros
elementos dessa coluna. Observando os resultados, o que vocd pode concluir? E
possivel determinar um elemento de uma linha s6 observando a soma dos elementos da
coluna anterior a que ele pertence?

f=1}

MAL0% e 6 S
et AW

Winle  oNimise. oy

4. Quais serfio os nimeros presentes na proxima linha do Tringulo? Complete z figura
do inicio da atividade.

200 QL0 e vy, S [T RILNINANES
Q) o s

Sucesso na atividade!
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Atividade - Buscando Padres

A figura abaixo apresenta as primeiras linhas de um arranjo geométrico formado
por numeros dispostos em linhas e colunas conhecido como Tridngulo Aritmético,
- Tridngulo de Tartaglia-Pascal ou simplesmente Tringulo de Pascal. Observe:

Foct

b 5o &80

Agora que vocé j& conhece o Tridngulo de Pascal, responda:

1. Que regularidade vocé observou na construggo das linhas do Tridngulo?
ﬁé I o 9} .l/ a Arnne t:ja/mj«lﬂ-lo

=S Dt

2. Algum outro padréd pode ser encontrado no corpo do Tridngulo? Cite-os.
Lisnacllla FA ;

3. Some os dois primeiros elementos da segunda coluna. Em seguida, some os trés
primeiros elementos da mesma coluna. Faga isso novamente com os quatro primeiros
elementos dessa coluna. Observando os resultados, o que vocé pode concluir? E
possivel determinar um elemente de uma linha s6 observando a soma dos elementos da
coluna anterior a que ele pertence?

&J*I o INossoncdrio e e = dﬂcﬂ,&l\r\o‘:} i:\
e b :

4. Quais serfio os nlimeros presentes na proxima linha do Tridngulo? Complete a figura
do inicio da atividade. .
Sucesso na atividade!
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