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Resumo

A Informatica vem adquirindo cada vez mais relevancia no cenario educacional. Sua uti-
lizacao como instrumento de aprendizagem e sua acao no meio social vem aumentando de
forma rapida entre nés. Nesse sentido, a Educacao vem passando por mudancas estrutu-
rais e funcionais frente a essa nova tecnologia. No cenario atual temos intimeros softwares,
gratuitos ou pagos, que visam auxiliar no processo de ensino-aprendizagem. O aprendi-
zado através de softwares matemdticos se torna interessante desde que seja inserido num
contexto de atividades que desafiem os alunos a crescerem, construindo seu conhecimento
na relagdo com o outro, além de simplesmente utilizar o computador. Dentre os softwares
matematicos existentes no mercado utilizaremos para o desenvolvimento das atividades
referentes a Niimeros Complexos o Scratch e o Geogebra que sao gratuitos e se destacam

dentre os usuérios.

Palavras-chave: Informatica Educativa, Software matematico, Numeros complexos,

Scratch, Geogebra



Agradecimentos

Primeiramente a Deus por todo seu amor e sua infinita bondade.

A minha mae, que sempre me incentivou a nao desistir nunca.

Aos meus amados filhos, que s@o minha fonte de energia.

A minha amada esposa, que sempre me apoiou incondicionalmente, nio me deixando
nunca desistir, mesmo nos momentos mais dificeis.

A minha tia, que em momentos adversos sempre esteve ao meu lado.

Ao meus amigos e familiares, que sempre me incentivaram.

Aos amigos Salvatore e Rodrigo, companheiros de turma, de estudo e incentivo.

Ao meu orientador Michel, pelo apoio, amizade, disponibilidade e paciéncia.

Aos mestres, que de um modo geral, contribuiram de maneira significativa com minha
vida académica.

Aos meus alunos, que me fazem, cada vez mais, acreditar que vale a pena ser educador.



Inove em suas atitudes, acoes e pensa-
mentos dia apos dia, € necessdrio inovar

para se motivar e crescer na vida!



Sumario

(1 Introducao|

2 Tnf ‘Gica Bd . Brasil

3 A Educacao na Era Digitall

[4 Scratch x Geogebra e os Numeros Complexos|

4.1 Uma breve historia - O surgimento...| . . . . .. .. ... ... ... ....

4.2 Operacoes elementaresem C|. . . . . . . .. ... ... ... ... ..

4.3 Representacao Geométrical . . . . . . . . . ...

[4.3.1 Atividade 1: Geogebra x Numeroof . . . . . . .. .. ... ... ..

[4.3.2 Atividade 2: Scratch x Plano de Argand-Gauss.|. . . . .. ... ..

4.4 Modulo de um numero complexol . . . . ... ... 0oL

4.4.1 Atividade 3: Scratch x Moduloem Cf . . . . . .. ... .. . ...

[4.4.2  Atividade 4: Scratch x Adicaoem C.|. . . . . . . . .. .. ... ..

[4.4.3 Atividade 5: Geogebra X Desigualdade triangular.. . . . . . . . ..

[4.5 Forma trigonométrica dos numeros complexos.| . . . . . . . ... ... ..

4.6 Notacaode BEuler| . . . . . . . . . . ...

[4.6.1 Atividade 6: Geogebra X Formas de um numero complexo| . . . . .

4.7  Multiplicacao entre nimeros complexos| . . . . . . . . ... ... ..

[4.7.1  Atividade 7: Scratch x Multiplicacao entre complexos . . . . . ..

11

12

14

15

18

23

29

29

31



[4.7.2 Atividade 8: Geogebra x Multiplicacao entre complexos| . . . . . .

4.8 Conjugado de um numero complexo|. . . . . . . . . . . . . ... ... ...

[4.9 Interpretacao geométrica do conjugado| . . . . . . . ...

[4.9.1 Atividade 9: Geogebra x Multiplicacao de conjugados| . . . . . . .

[4.10 Curiosidade geomeétrica sobreaf. . . . . . . . . . ... ... L.

[6 Consideracoes Finais|

[6 Apendice]

[Reterencias Bibliograficas|

41

43

46



1 Introducao

No mundo atual, observa-se uma necessidade crescente da utilizacao do computador. Este,
por sua vez, vem adquirindo uma importancia cada vez maior dentro das unidades es-
colares auxiliando no processo ensino-aprendizagem. Diversos estudiosos como Eduardo
Wagnerfl] e Maria Alice Gravinaf| afirmam que a inser¢do de tecnologia informética contri-
bui para a expansao das formas habituais de utilizacao de recursos materiais no trabalho
dos professores em sala de aula. Mesmo que para alguns, o computador seja inicialmente
uma atividade a mais a ser desempenhada, ele acaba criando novas possibilidades para o
seu desenvolvimento como profissional. Além disso, o bom uso deste recurso em sala de

aula tem trazido, em alguns casos, uma motivagao a mais para os alunos.

No contexto da Matematica, a aprendizagem nesta perspectiva depende
de agoes que caracterizam o ‘fazer Matemadtica’: experimentar, inter-
pretar, visualizar, induzir, conjecturar, abstrair, generalizar e demons-
trar. E o aluno agindo, diferentemente de seu papel passivo frente a
uma apresentacao formal do conhecimento, baseada essencialmente na
transmissao ordenada de ‘fatos’, geralmente na forma de definicoes e
propriedades. Numa tal apresentagao formal e discursiva, os alunos nao
se engajam em acgoes que desafiem suas capacidades cognitivas, sendo-
lhes exigido no maximo memorizagao e repeti¢do, e consequentemente
nao sao autores das construcoes que dao sentido ao conhecimento ma-
temético. (GRAVINA e SANTAROSA, 1998, p. 2)

Este trabalho tem como objetivo explorar alguns dos recursos tecnolégicos
existentes no mercado que sao voltados para a area da Educacao, através de atividades
que explorem a interagao entre o aluno e professor, buscando uma melhoria no processo

ensino-aprendizagem.

No primeiro capitulo, apresentamos um resumo da Histéria da Informética
Educativa no Brasil citando projetos pioneiros das principais universidades de nosso pais.
Também fazemos uma andlise da situacao atual das escolas ptublicas no que tange a

implantacao de projetos que privilegiem a Informética Educativa.

!Palestra sobre a “Utilizacio do computador em sala de aula” proferida por Eduardo Wagner, no

auditério da UNIGRANRIO em setembro de 2010.
2Palestra sobre “Os softwares Dinamicos e o ensino da geometria: Novas ferramentas e velhas pratica”

proferida por Maria Alice Gravina, Minas Gerais em 1998.
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No segundo capitulo discutimos a Educagao na era digital, as possibilidades

de se trabalhar com tais recursos e a perspectiva desafiadora de Santos e Gravina.

No terceiro, tratamos dos softwares Scratch e Geogebra, escolhidos dentre os

varios existentes no mercado, apresentando suas descrigoes e caracteristicas.

No quarto e tltimo capitulo mostramos uma possibilidade de trabalho de
campo a ser explorada utilizando os softwares supracitados no ensino-aprendizagem de

Numeros Complexos.



2 Informatica Educativa no Brasil

A Informatica Educativa é um assunto que vem sendo abordado frequentemente em se-
minarios e congressos na area da FEducacao. Tal assunto vem sendo analisado durante
décadas buscando a melhoria na Educacao para educandos e educadores do Brasil e do

mundo.

O Brasil iniciou a busca de um caminho para informatizar a Educacao
em 1971, quando pela primeira vez se discutiu o uso de computadores
no ensino de Fisica (USP/ Sao Carlos). Em 1973, algumas experiéncias
comecaram a ser desenvolvidas em outras universidades, usando compu-
tadores de grande porte como recurso auxiliar do professor para ensino e
avaliagdo em Quimica (UFRJ) e desenvolvimento de software educativo
na (UFRGS).

Destacam-se, ainda nos anos 70, as experiéncias do Laboratoério de Es-
tudos Cognitivos do Instituto de Psicologia - LEC, da UFRGS, apoiadas
nas teorias de Piaget e Papert, com publico-alvo de criangas com difi-
culdades de aprendizagem de leitura, escrita e calculo.

A Universidade Estadual de Campinas - UNICAMP, em 1975, iniciou
cooperagao técnica - ainda existente - com o Media Lab LAB do Mas-
sachussets Institute of Technology - MIT, criando um grupo interdisci-
plinar para pesquisar o uso de computadores com linguagem LOGO na
Educagao de criancas. (ANDRADE e LIMA, 1993)

No Brasil, apés a participacao em dois semindarios internacionais, ficou cons-
tatado que deveria inserir o computador em sua cultura como ferramenta auxiliar no
processo de ensino-aprendizagem. Foi entao que, em 1984 o CNPQ (Conselho Nacio-
nal de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico) juntamente com o MEC (Ministério da
Educagao) implantou o projeto EDUCOM nas universidades. Alguns anos apds o pro-
cesso se solidificou e o MEC instituiu o Programa Nacional de Informatica na Educagao -
PRONINFE, com o objetivo de desenvolver a informética educativa no Brasil, através de
atividades e projetos articulados e convergentes, apoiados em fundamentacao pedagogica.

Apoiado em dispositivos constitucionais relativos a Educacao, ciéncia e
tecnologia, o PRONINFE visava: promover o desenvolvimento da in-
formética educativa e seu uso nos sistemas publicos de ensino Educacao
Basica e Especial; fomentar o surgimento de infra-estrutura de suporte
nas escolas, apoiando a criagao de centros, subcentros e laboratério; ca-
pacitar continua e permanentemente os professores. O Programa previa

crescimento gradual da competéncia tecnoldgica referenciada e contro-
lada por objetivos educacionais, amparado num modelo de planejamento
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participativo que envolvia as comunidades interessadas. Os objetivos
e metas do PRONINFE foram formulados em sintonia com a politica
nacional de ciéncia e tecnologia da época. O PRONINFE, apesar de
dificuldades orcamentarias, gerou, em dez anos, uma cultura nacional
de informética educativa centrada na realidade da escola ptblica. Este
constituiu o principal referencial das agoes atualmente planejadas pelo
MEC: correspondeu, praticamente a uma fase piloto que durou mais de
uma década. (ANDRADE e LIMA, 1993)

A realidade das escolas publicas, no que tange a Informéatica Educativa, mudou
muito desde 1993 (ano em que foi escrito o artigo acima). Houve, da parte do governo, uma
real iniciativa em criar nicleos de informatica nas escolas e de capacitar os professores.
Hoje estamos colhendo os frutos da continuidade de uma politica que entendeu que a
Educacao estaria, irremediavelmente, atrelada a um modelo em que a Informéatica teria

de ser aprendida pelos docentes e pelos discentes.

No Estado do Rio de Janeiro, a SEEDUC - Secretaria Estadual de Educacao do
Estado do Rio de Janeiro criou varios projetos de incentivo a Informatica Educativa, tais
como: implementar Salas de Informatica em todas as escolas do Estado, distribuir laptops
e, mais recentemente, tablets aos alunos mais bem colocados nas avaliagoes diagnésticas,
e a criacao, em 1997, pela Portaria n°® 522 de 9 de abril do Ambiente Colaborativo de
Aprendizagem (e-Proinfo) que é um ambiente virtual colaborativo de aprendizagem que
permite a concepcao, administracao e desenvolvimento de diversos tipos de agoes, como
cursos a distancia, complemento a cursos presenciais, projetos de pesquisa, projetos cola-
borativos e diversas outras formas de apoio a distancia e ao processo ensino-aprendizagem.
Recentemente o e-Proinfo criou um curso de extensao chamado “Midias na Educagao”, re-
alizado na modalidade EAD (ensino a distancia). Tem como objetivo capacitar o docente
a trabalhar com as diversas midias, entre elas o computador em suas miltiplas funcoes.
Também foram criados o Portal do Aluno e o Portal do Professor, incluidos no programa

Conexao Educacao, o grande portal de Informéatica do governo.

Mesmo que alguns profissionais de educagao nao facam a utilizagao das tec-
nologias, a Informéatica veio para ficar, e o profissional que nao se adaptar aos “novos”
tempos poderd ser visto como alguém resistente ao novo e alijado da linguagem falada

pelos discentes.
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3 A Educacao na Era Digital

A forma como os recursos tecnoldgicos serao utilizados na escola que ird determinar ou
nao, se o seu uso se da realmente de forma educacional. A presenca de um laboratorio
de informatica na escola ou a simples presenca de computadores em sala de aula, nao

garantem a esta instituicao de ensino, a realizagao da informatica com fins educacionais.

O professor continua sendo o agente que deve decidir o momento e a abordagem
adequados na utilizacao da tecnologia como auxiliar no processo de ensino-aprendizagem
através do seu conhecimento pedagodgico-disciplinar, que deve ser refletido, analisado e

aperfeicoado continuamente.

Apesar de o computador ser apenas mais um dos recursos tecnolégicos
que podem ser utilizados em sala de aula, este se diferencia devido ao
poder de interacao que proporciona aos usuarios, e pela possibilidade de
simulagbes que enriquecem o trabalho docente (SANTOS, 2008).

A informatica educativa, quando usada de maneira coerente, pode ajudar nas
aulas de Matematica de forma criativa, experimental e consequentemente autéonoma, au-
xiliando na formagao de alunos investigadores, curiosos e comprometidos com seu apren-
dizado, onde o papel do educador passa de simples transmissor do conhecimento para um

estimulador, facilitador e mediador no processo de ensino e aprendizagem.

As investigagbes geométricas contribuem para perceber aspectos essen-
ciais da atividade Matematica, tais como a formulacao e teste de con-
jecturas e a procura e demonstracdo de generalizacoes. A exploracdo
de diferentes tipos de investigacao geométrica pode também contribuir
para concretizar a relacao entre situacoes da realidade e situacoes Ma-
tematicas, desenvolver capacidades, tais como a visualizacao espacial e
o uso de diferentes formas de representagao, evidenciar conexoes Ma-
tematicas e ilustrar aspectos interessantes da histéria e da evolucao da
Matematica. (PONTE ET AL, 2006, p.71).

O termo Geometria Dinamica (GD), foi usado por Nick Jakiw e Steve Rasmus-
sen da Key Curriculum Press, Inc. com o objetivo de diferenciar softwares que permitem
uma interacao com o usudrio. E necessério ressaltar que “eles nao fazem magica”. O
professor deve mostrar que eles sao importantes para “auxiliar” no processo como fer-
ramentas tecnoldgicas a ser integrada ao processo de ensino-aprendizagem, alterando o

curriculo, a didatica e a avaliagao.



3.1 Softwares e suas funcionalidades 12

De um modo geral, temos intimeros softwares livres (freewares e sharewares)
destinados ao auxilio do ensino da Matematica em seus diversos campos de atuagao como
o Winplot, Geogebra, Tabulae, Scratch, Régua e Compasso, Cabri, Poly, Maxima dentre

outros. Porém, nos restringiremos a trabalhar com os softwares Scratch e Geogebra.

3.1 Softwares e suas funcionalidades

As dificuldades encontradas por alunos e professores no processo ensino-aprendizagem
da Matematica sao muitas e conhecidas, sendo que a que causa mais problemas é uma
resisténcia de grande parte dos discentes, que considera“a priori” a matéria como “dificil”
e “complicada”. Tanto é que foi criado até um termo para definir a aversao a matematica

— a matofobiall

Para o processo cognitivo ocorrer de forma eficiente, o professor nao pode ter
a visao inatistaﬂ ao elaborar suas atividades, sejam elas utilizando recursos tecnolégicos,

ou nao.

Atualmente no mercado temos diversos tipos de softwares matematicos que
se distribuem em: software proprietério (shareware) cuja cépia, redistribui¢ao ou modi-
ficacao sao em alguma medida restritos pelo seu criador ou distribuidor e software livre

(freeware) que pode ser usado, copiado, estudado e redistribuido sem restri¢oes.

Analisando o contexto social e economico de nosso pais, utilizaremos apenas
os softwares Scratch e Geogebra que sao livres e de facil acesso no ambiente virtual.
Por outro lado, estes programas sao de excelente qualidade e facilmente acessiveis. Seu
desenvolvimento é feito com base em uma rede de voluntarios que permite que novas
funcionalidades sejam agregadas a esses dois programas de maneira mais rapida e ampla,
com base nas demandas da prépria comunidade dentre professores e pesquisadores que

utilizam essas ferramentas.

A nossa proposta de atividade é intercalar o ensino de ntimeros complexos
com recursos tecnolégicos que viabilizem o aprendizado do aluno. Desta forma, buscamos
através de atividades diversificadas e softwares que permitem uma interagao com o usuério

algumas atividades que possuem uma parte introdutéria enquanto outras buscam um

Laversdo & Matemética.

2acredita que o cérebro da crianca é igual ao de um adulto.
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questionamento final.
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3.2 Geogebra

Criado em 2001, na Austria, por Markus Hohenwarter, o Geogebra vem ao longo dos anos
ocupando uma lacuna devido a suas inimeras funcionalidades, que antes era preenchida
pelo Cabri—geométreﬂ. O software é gratuito e de manuseio intuitivo e funciona numa
multiplataforma que da a todos a oportunidade de participar de um processo intuitivo e
experimental da Matematica. Uma de suas vantagens é permitir o trabalho da geometria
de maneira dinamica com a abordagem de varios conteidos matematicos, oferecendo a
possibilidade de fazer o seu uso em varios niveis de ensino, pois combina geometria,
algebra, tabela, graficos, estatistica e cdlculo em um tnico sistema, permitindo realizar
construcoes tanto com pontos, vetores, segmentos, retas, secgoes conicas como com fungoes

que podem modificar-se dinamicamente.

O Geogebra é um software utilizado no cotidiano de muitos educadores e edu-
candos em diversas partes do mundo, por isso acreditamos que o mesmo dispensa uma
apresentacao minuciosa. Através do site http://tube.geogebra.org é possivel compartilhar-
mos duvidas e trabalhos na plataforma. Ele também é utilizado em cursos que abordam
novas tecnologias no ensino da Matematica como também ja foi explorado em diversos

trabalhos de conclusao de curso.

Atualmente, o Geogebra encontra-se na versao 5.0.158.0 e esta disponivel para

download em https://www.geogebra.org/download e sua interface é dividida em sete partes.

3software shareware francés para se trabalhar geometria euclidiana.
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3.3 Scratch

O Scratch é uma linguagem grafica de programacao, inspirada no LOGO, que possibilita
a criagao de histérias interativas, animagoes, simulagoes, jogos e musicas, e a partilha

dessas criagoes na Web.

O trabalho continuado de investigacao e aperfeicoamento das linguagens e am-
bientes de programagao para jovens (LOGO, nos anos 80), desenvolvido no Massachusetts
Institute of Technology (MIT), produziu a ferramenta Scratch — ambiente gréfico de pro-
gramacao inovador, que permite trabalhar cooperativamente e utiliza meios diversificados
foi criado em 2004 (mas somente divulgado publicamente em maio de 2007). O Scratch
(cujo slogan é imagina, programa, partilha) foi concebido e desenvolvido como resposta ao
problema do crescente distanciamento entre a evolugao tecnolégica no mundo e a fluéncia
tecnolodgica dos cidadaos e pensado, igualmente, para promover um contexto construci-
onista propicio ao desenvolvimento da fluéncia tecnolégica nos jovens. O Scratch ajuda
os jovens a aprender a pensar de maneira criativa, refletir de maneira sistematica e tra-
balhar de forma colaborativa que sao habilidades essenciais para a vida no século XXI e
foi desenvolvida pela equipe Lifelong Kindergarten do MIT Media Lab e coordenada por
Mitchel Resnick.

Atualmente, o Scratch encontra-se na versao 2.0 sendo possivel acessa-la em
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https://scratch.mit.edu/ e sua interface é divida em quatro partes.
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A primeira parte é o palco, nela é possivel ver o que cada bloco ou conjunto de
blocos faz com o personagem. Ao realizar o projeto, podemos expandir para tela cheia,
clicando no botao que aparece na parte superior, a esquerda e visualizar apenas o persona-
gem realizando os comandos, mas para isso todos os algoritmos devem poder ser ativados
com auxilio do teclado e do mouse. Nela podemos ver também uma bandeira verde que
pode ser utilizada como botao que comegara o algoritmo e um octégono vermelho que

interrompera qualquer processo que esteja sendo realizado.

A segunda parte sao os blocos que formarao o algoritmo. Os blocos devem ser
montados na terceira parte, que e a area de script e a quarta parte que é a lista de sprite,
serve para organiza os personagens e planos de fundo utilizados de forma que, quando
selecionada, o algoritmo criado atuara sobre aquele objeto. Os blocos sao codificados com

cores como veremos abaixo.
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4 Scratch x Geogebra e os Numeros
Complexos

Quando o aluno chega numa sala de aula e fica sabendo que estudara nimeros complexos,
pensa logo em algo totalmente “complexo” e diferente da matematica vista até entdo. Ao
tomar ciéncia da existéncia de nimeros imaginarios este se questiona como isto pode ser

possivel?

Cabe ao professor, buscar através de um breve bate-papo percorrer a historia e
fazer alusdo aos conceitos aprendidos durante toda sua vida académica. Abaixo, veremos
atividades que foram ‘conectadas’ buscando inserir o contetido de forma gradativa na vida
do aluno, mas também possibilitam o professor de usar somente uma ou varias de acordo

com a necessidade escolar.

Disponibilizamos no final do texto, no Apéndice, uma lista com os scripts das
atividades feitas no Scratch. No texto estd apenas o da Atividade 2, porque faz parte da

proposta da atividade o uso dos blocos.

4.1 Uma breve historia - O surgimento...

Resolver equacoes sempre foi um assunto que fascinou matematicos ao longo da historia.
Para sistematizar a sua relacdo com o mundo e com os seus semelhantes, o homem foi
criando os conceitos de forma e medida desde a remota antiguidade e teorias para o

entendimento desses conceitos.

Essas teorias foram desenvolvidas conjuntamente, com certo grau de inde-
pendéncia entre si (pois tinhamos matematicos estudando assuntos que se interligavam
sem nunca terem se visto ou se comunicado), mas ao mesmo tempo intimamente relacio-

nadas, com uma teoria ajudando a desenvolver a outra.

Ao longo da historia, a necessidade de se introduzir os niimeros complexos foi

sendo detectada na medida em que se tentava resolver equagoes algébricas de grau 3, pois
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quando a de grau 2 como

?+1=0

resultava numa raiz quadrada negativa
V-1

acreditava-se que a equagao nao teria solucao. Mas ai habitava o seguinte problema: “qual

é o tipo de nimero que quando multiplicado por si préprio resulta em nimero negativo?”.

A real motivacao para a introdugao dos nimeros complexos surgiu no Século
XVI, quando Cardan descobriu que algumas equacoes do terceiro grau, chamadas por ele
de caso irredutivel e declarou em 1545 que pensar sobre isto havia lhe causado “torturas
mentais” e afirmou que sua solucao era “tao refinada quanto inutil”. Essa dificuldade
motivou Bombelli a criar novos niimeros, vistos com desconfian¢a por algumas geracoes
de matematicos e posteriormente batizados por Gauss de niimeros complexos. No inicio
do Século XIX, com a representacao geométrica dada aos niimeros complexos e as suas
operagoes e com o seu emprego por Gauss para deduzir propriedades dos ntimeros inteiros,

é que foram conquistando legitimidade.

Finalmente, com o estudo das fungoes de variavel complexa pioneiramente rea-
lizado por Abel, Jacobi, Cauchy, Riemann e Weierstrass, os niimeros complexos impuseram-
se plenamente com inimeras aplicagoes em quase todos os ramos da Matematica e na

tecnologia.

Leonhard Euler (Suica, 1707-1783), em 1777, denotou o “ntimero”
V=i

e determinou varias propriedades dos nimeros introduzidos por Bombelli, sendo dele a
sua representacao polar e realizou a parte decisiva sobre estes nimeros. O fato de chama-
lo de ¢ ja ajuda a desfazer sofismas. Um exemplo de sofisma ¢é a seguinte prova de que
—1=1:

—1=V-IV-1=V(-D)(-) = Vi=1

A desconfianca dos matematicos sobre esses nimeros foi se desfazendo a partir
do surgimento, com os trabalhos de Caspar Wessel (Noruega, 1745-1818), de 1797 e de
Jean Robert Argand (Suiga, 1768-1822), de 1806, da sua representacao geométrica e
de suas operagoes. Carl Friedrich Gauss (Alemanha,1777-1855), em 1831, batizou esses
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nimeros de nimeros complexos e contribuiu para a sua plena aceitagao por meio dos seus
trabalhos realizados entre 1828 e 1832, onde os utilizou para provar novos e profundos

resultados em Teoria dos Numeros.

Daqui por diante, denotaremos o conjunto dos nimeros complexos por C, com
os quais operaremos aditivamente e multiplicativamente com as regras usuais da aritmética

real, acrescidas da regra:

4.2 Operacgoes elementares em C

Utilizando os nimeros complexos em sua forma algébrica, as operacoes de adicao, sub-
tragao e multiplicagdo sao intuitivas. Na adigao e/ou subtragao realizamos as operagoes
entre as partes reais e as partes imagindarias usualmente aplicadas no conjunto dos niimeros
reais. Por outro lado, na multiplicagao, basta aplicarmos a mesma propriedade distribu-

2

tiva usada na multiplicacao de bindémios, porém observando que ¢* é um numero real e

vale —1.

4.3 Representacao Geométrica

A representacao geométrica dos nimeros complexos, que hoje conhecemos, é devida ao
matematico amador Franco-Sui¢o Jean-Robert Argand, que numa monografia publicada
de forma anonima, em Paris em 1806, baseado numa engenhosa extensao da teoria das
proporcoes, introduz a ideia de representar um nimero complexo como um ente provido
de grandeza absoluta e de direcao no plano, em suma, um vetor no plano e interpreta a

multiplicagao por i como sendo uma rotagao por um angulo de 90°.

Em linguagem mais atual, o que ha de essencial em um numero complexo
z = a + bi é o par ordenado (a,b) de nimeros reais. Portanto, seguindo Argand, vamos

representar geometricamente os elementos de C como pontos de R2.
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Yi
o S — *
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=Y

4.3.1 Atividade 1: Geogebra x Numero i

Esta atividade foi elaborada no Geogebra com o objetivo do aluno construir conceitos
iniciais referentes aos nimeros complexos. Juntamente com a atividade o aluno é instigado
a conjecturar determinadas propriedades e operacoes matematicas presentes através de

um questionario possibilitando o docente de trabalhar as operacoes bésicas de uma forma

dinamica.
¥ numero i.ggb = [
Arquivo  Editar  Exibit Opges Femamertas Janela Ajuda
A Yl PN s )l
NDRErEEENEEE e
Entrada, ]
TLE

Mostrar pontos imaginarios

a=-2

Figura 4.1: Disponivel em:http://tube.geogebra.org/m /1908139

Sugestao de roteiro para explorar a atividade:

1. Anote os valores de A e B, para diferentes valores do controle deslizante a.


http://tube.geogebra.org/m/1908139
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2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Para quais valores de A se tem B = 2? E exato ou aproximado? (use o zoom)
Para qual valor de A se tem B = —17

Quais os valores minimo e maximo de A? E de B?

Qual a relacao entre os valores de A e B?

Marque a caixa de selecao.

Quais os valores de A, B,C e D quando a = —17

Quais os valores de A, B,C e D quando a = —47

Quais os valores de A, B,C' e D quando a = —97?

Quais os valores de A, B,C' e D quando a = —27

Qual a relacao entre A, B,C e D?

Vocé é capaz de provar, usando conceitos de Geometria Euclidiana Plana, as relacoes

que voce encontrou no item anterior?

Podemos pensar o eixo vertical como um novo eixo numérico que chamaremos de
eixo imagindrio. Para diferenciar esses niimeros dos que estao no eixo horizontal,
colocaremos uma letra acompanhando cada niimero. Sendo assim, os nimeros desse

eixo imaginario representaremos da forma onde é um nimero real.

Na construcao acima, os pontos C' e D sao imaginarios e os pontos A e B sao reais.
Por exemplo, quando C' estiver no 2 , escrevemos C' = 2i , quando o D estiver no

—4 , escrevemos D = —4i, e assim por diante.

Reescreva as relagoes que vocé obteve no item 11 com essa nova notagao. Quanto

vale (37)27 E (3)3?
Determine os valores de i* para k = 2,3,4,5,6,7,8,9, 10.

Como fazer para calcular uma poténcia qualquer de i? Calcule 2016,
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4.3.2 Atividade 2: Scratch x Plano de Argand-Gauss.

Visando sanar dificuldades que se tem na linguagem matematica como a construgao, in-
terpretagao e entendimento do plano cartesiano desde o ensino fundamental, fizemos uma
atividade no software Scratch buscando auxiliar o aluno na identificagao e entendimento
do plano. Nossa escolha foi realizada na possibilidade da linguagem de programacao,
onde pudemos inserir, de forma interativa, a definicao de niimeros complexos também
como orientacoes na utilizagao e exemplos. Apds a utilizacao desta atividade pelos alunos
espera-se que os mesmos nao tenham mais dificuldades quanto a localizacao de um ponto
no plano assim como, nao confundam as abscissas por ordenadas que é muito comum no

primeiro contato com o assunto.

¥ numero i.ggh =L
Arguive Editar Exbir Opges Femamentas Janela Ajuda
| A 1. ) .{L‘L \ ascll] o-2 | D7
.: /(V = 67, ) bV ILAY) | e ‘%‘7: D
Entrada: =
i om

o -

1-I' .

Im(z) y [(x:0,v:180)

Esse plano se
chama plano de
Argand-Gauss

(%:-240,¥:0) & 0,Y:0) {(¥:240,¥:0)
b

ﬁe(zﬁi

Figura 4.2: Disponivel em https://scratch.mit.edu/projects/85037752/

Abaixo, na figura abaixo temos um roteiro com alguns comandos logicos envol-
vidos na construcao de nossa atividade e os Scripts onde eles se encontram. Nosso objetivo
é instigar a curiosidade para o modo em que foi a construgao das demais atividades. Desta
forma, em nossa tabela, nao disponibilizamos a parte introdutéria da atividade, mas sim,

a abordagem matematica presente nela.


https://scratch.mit.edu/projects/85037752/
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quandoclicarem
apague tuda

muda para o pana de funde

mude o tamanha para @

LIEE] o

espere sté tecla

por@ segundas

X4
Vi -2

&0 o

chamamas d

2 wnidade magndra.

pergin bRl R
ilide & BAME Pesposts

use & caneta

deslize porl@) seg até x: 2 p @

pergun e R
mude 0 pard  respesta
)

Uze § chhets

deslize porl seg até xi 2 v

mude para 4 fantasia

levante a caneta

mude para 4 fantasia

 deslize por@ seg até eyv0

Movimento I Eventos

IAparéncia
I Som

I Caneta

I Variaveis

Figura 4.3: Roteiro da Atividade

# BEpens d resposts

€ espere & resposta

I Controle
I Sensores

I Operador

Ih.ﬂais Blocos

|
por@ segundes |
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Tabela 4.1: Script utilizado na atividade 2

Blocos

Descricao

Localizado na aba Controle serve
para que o processo sempre se re-
pita. Os demais blocos menciona-
dos abaixo estarao contidos den-

tro deste bloco.

O bloco situa-se na aba Movi-
mento e tem a funcao de mo-
vimentar o objeto. Como o
Scratch se movimenta através de
coordenadas cartesianas, é impor-
tante que ele inicie na coordenada

(0,0).

Este bloco encontra-se na aba
Sensores e foi utilizado para ori-
entar o usuario e, em seguida, ar-
mazenar uma resposta que serd

utilizada a seguir.

rude 3 para resposta

Nas orientacoes introdutoérias, o
Complexapo definiu (a,b) como
par ordenado. Desta forma, cri-
amos uma variavel a através da
aba Variaveis, onde esta armaze-
nara o valor digitado no campo

anterior.

Continua
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Tabela 4.1 — Script utilizado na atividade 2

Blocos Descricao

use a caneta
Localizado na aba Caneta, serve

para deixar um rastro pelo cami-

nho a ser perseguido pelo objeto.

deslize por @) seq até x: (a yv: (D

O bloco encontra-se na aba Mo-
vimento e foi utilizado para que o
objeto percorresse no tempo pro-
gramado de 2 segundos. Observe
que a variavel a criada foi utili-

zada neste passo.

De maneira andloga, utilizamos
este processo para a coordenada b

e assim, obtermos o par ordenado

(a,b)

muda b para racpocta

use a caneta

deslize pﬂl‘ﬂ seg até x: ' & y: | h

mude para a fantasia szapo2
Localizado na aba Aparéncia foi

utilizado para mudar a aparéncia

do objeto.

g I
B

Este bloco encontra-se na aba Ca-
neta e serviu para carimbar a ima-
gem do objeto (que foi trocada no

passo anterior).

Continua
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Tabela 4.1 — Script utilizado na atividade 2

Blocos Descricao

Localizado na aba Controle tem
a funcao de pausar quaisquer

funcao do objeto.

lewante a caneta
Encontrado na aba Caneta e serve

para que o objeto percorra quais-

quer trajeto sem deixar rastro.

mude para a fantasia =:po!

deslize por ﬂseg abé x: v: ﬂ

Serve para que o objeto volte para
a posigao inicial (0, 0) antes de re-

petir o processo.

4.4 Mobdulo de um nimero complexo

Geometricamente, o médulo de um ntimero complexo é a distancia da origem O do sistema

de coordenadas ao afixo de z.

Ly
________________ Pl(a, b) ou
:aﬁxcdez-—— a + bi
I
A g
|
[+ x
0 a ",_.I

O médulo tem a seguinte propriedade, chamada de desigualdade triangular:

|21] + |22] > |21 + 22|
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Esta desigualdade é geometricamente 6bvia, como se pode verificar na figura
abaixo, pois o comprimento de um lado de um triangulo é menor do que a soma dos
comprimentos dos outro dois lados. Mais ainda, a igualdade ocorre na desigualdade
acima se, e somente se, o triangulo de vértices O, A e C se degenera, ou seja, quando um

dos nuimeros é multiplo escalar real nao negativo do outro.

YA
bt |- z+z' =(a+a’)+{b+b)i
'C
|
bl - - Agrt=a b |
| |
| % |
| |
Ll i = —aitbil
I |
| | | -
(@) a’ a a+a’ X

4.4.1 Atividade 3: Scratch x Mdédulo em C.

Nesta atividade, o aluno pode verificar geometricamente a representagao de médulo, assim
como, ampliar seus conhecimentos referentes ao médulo no conjunto dos reais. Esta
atividade busca ampliar de maneira geométrica o conceito de médulo de um numero
(distancia até a origem), pois até entdao, os alunos enxergavam como a distancia até a

origem sobre o eixo real.

- °
|I‘T1(Z) v [(x:0,¥:180)

O modulo de z é 50

{(%:-240,¥:0) \ | (#er¥:0) {(x:240,Y:0)
3 oy q

Re(z)

| ¢x:0,¥:-180)

Figura 4.4: Disponivel em:https://scratch.mit.edu/projects/85039682/


https://scratch.mit.edu/projects/85039682/
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4.4.2 Atividade 4: Scratch x Adicao em C.

Quando abordamos a adicao entre ntmeros complexos, os alunos nao costumam apre-
sentar muitas dificuldades algébricas. Porém, ao solicitar a representacao geométrica o
quadro muda. Desta forma criamos uma atividade, utilizando os blocos légicos abaixo,
em que o aluno pudesse verificar interpretagoes geométricas e cada vez mais se familiarizar
com o plano complexo. O aluno indica as parte real e imaginaria de dois niimeros com-
plexos 21 e z5. E o Scratch exibe o resultado algébrico e geométrico de z3 = 21 + z5. Esta
atividade permite o aluno comparar seus resultados algébricos e geométricos referentes a
adicao de niumeros complexos.

ImM(2) ™| 21+ 226 -10+(106)i

0,Y:0)

(%:-240,Y:0) %:0,¥:0) [§

YR‘e(z’)‘i‘

{%:0,¥:-180)

Figura 4.5: Disponivel em:https://scratch.mit.edu/projects/85040336/

4.4.3 Atividade 5: Geogebra x Desigualdade triangular.

Com esta atividade buscamos interligar os contetidos abordados anteriormente de uma
forma diferente do Scratch. Nesta atividade, o aluno manuseia e analisa os nimeros
complexos envolvidos sendo instigado a conjecturar sobre o contetido através de um de-
safio proposto na tela. Espera-se que o discente tenha condicoes de verificar a regra do

paralelogramo, assim como, relembrar propriedades envolvendo moédulo.


https://scratch.mit.edu/projects/85040336/
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% geogebra_ativ_ad sub_pralelogramo.ggtr

Arquivo  Editar Evibir Opgfies Feramentas Janela Ajuda

IR REERENEE R .

T | Mover Janela de Visualizagio
Arraste a janela de visualizagdo ou um el (Shitt+ Arrastar)

Adicao de Numeros Complexos

@

[V] rosoarssoms o] moseas s MOVEL OF PONLOS 21 € 25
s A soma de dois nimeros complexos se obtér
separadamente, suas partes reais e imagindr
g Isto é, se

z1=(2.39) 4+ (1.01)i e 25 = (0.25) + (2.36)i,
entao a soma deles sera

21+ 22 = [(2.39) + (0.25)] + [(1.01) + (2.36)]

5 @ Geometricamente, o niimero complexo zg
‘ que corresponde a soma z + 29 ¢ 0 vértice
o/ (‘_,,,«é oposto & origem no paralelogramo determin:
/“'// pelos pontos O, z1 e za.
2 : T ; ; ) : ; T
Vamos observar o que acontece com 0s mod
| || =26 e |z =237
4 Por um lado temos : |z| -+ |z| = 4.97
E por outro, |z + 2| = |z3| = 4.28
= Note que |21 + 22| < |z1] + |22].
Entrada ) ) i 7EI

Figura 4.6: Disponivel em:http://tube.geogebra.org/m/1908173

1. Mova z; tal que z; = 3 + 4.

2. Mova 2 tal que zo = 3 + 1.

3. Calcule z; + 2.

4. Calcule |z .

5. Calcule |z].

6. Calcule |z1| + |2a].

7. Marque a caixa de selecao “mostrar a soma’”.

8. Marque a caixa de selecao “mostrar paraleleogramo”.

9. Movimente 2 e 23 indefinidamente. O que podemos observar sobre |z3| = |21|+|22].?

10. Sabemos que |z1| + |22] > |21 + 22|. Em que caso eles s@o iguais?


http://tube.geogebra.org/m/1908173
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4.5 Forma trigonométrica dos niimeros complexos.

O angulo 0 formado entre o segmento OZ e o eixo OX no sentido anti-horario, ¢ denomi-
nado o argumento do nimero complexo z. Pelas defini¢oes aprendidas referentes a seno,

cosseno e tangente temos:

y
z =g +bi
R 8 R O 1 ou
| Plab)
i
Zi=p ]
i
)
i
L] i X
| I
0 a
a b
cosf = —;senf) = —
2] 2]

Das duas primeiras relagoes apresentadas podemos escrever:
z=a+bi=|z|cosf +i|z|senf = |z|(cosf + isend),

sendo a ultima conhecida como forma trigonométrica ou polar de um nimero complexo.

4.6 Notacao de Euler

Os numeros complexos podem ser apresentados em outra forma bastante util, decorrente
da féormula de Euler. Basta expandirmos a fungao exponencial e* numa série de Taylor,

substituindo x por 6.

Como o unico propésito é apresentar uma outra nomenclatura para um nimero

complexo, apresentaremos apenas o resultado final.

|z|(cos 0 + isen ) = |z]e
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4.6.1 Atividade 6: Geogebra x Formas de um niimero complexo

Com esta atividade, buscamos através de uma forma dinamica, mostrar para o educando
varias maneiras de se escrever o mesmo nuimero complexo contribuindo para a inter-
pretacao de um numero escrito em suas variadas formas. Neste momento, o docente tem
uma excelente oportunidade para realizar um ‘feedback’ com seus alunos, pois 0os mesmos,
terao a oportunidade de utilizar conteidos aprendidos ao longo de sua vida escolar como

por exemplo: angulos, teorema de Pitagoras e trigonometria.

77 geogebra_ativ_forma_complexo.ggb el

Arquivo  Editar  Exibir  Opgfies Femamentas Janela Ajuda

5
TLHE

O nmimero complexo z = 2.12 + 1.85(

o tem modulo igual a 2.82,

e argumento 41.13° = 0.237 rad

Assim, ele pode ser representado da forma

z = 2.82[cos(0.237) + i sen (0.237)] = 2.82¢0257

|7 Num complexo ,7 explicagio

Dado um nimero complexo z = a + bi
ele pode ser identificado com o ponto (a,b) do plano cartesiano 4

(também chamado, neste caso, de plano de Argand-Gauss)

Podemos caleular sen médulo, via Teorema de Pitagoras, obtendo
po :
|2] = Va2 + b2

Definimos o argumento do niimero complexo z como
sendo o angulo o formado entre o eixo Ox e o vetor T = (a,b)
medido no sentido anti-hordrio. Sendo assim, temos
a b
cosa = El e seng= m -
O niimero z fica determinado, entdo por seu médulo e seu argumento :

e z=a+bi=|z| < £ + 2 i) = |z|(cos e + i sen a) = |z]e.

Obs. A parte (cosa 4+ i sen @) também pode ser escrita como €',
= pois ambas tém as mesmas propriedades algébricas. Este fato foi

Entrada (]

Figura 4.7: Disponivel em: http://tube.geogebra.org/m/1908215

Sugestao de roteiro para explorar a atividade:

1. Mova z tal que z = 2 + 2i.

2. Calcule |z|.

3. Determine o argumento de z e reescreva-o na sua forma trigonométrica.
4. Como ficaria z reescrito pela notacao de Euler?

5. Marque a caixa de selecao “Num complexo”.

6. Marque a caixa de selecao “explicagao”.


http://tube.geogebra.org/m/1908215
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7. Escreva i e —i na notagao de Euler.

8. Mova z para outros valores e observe as mudancas.

4.7 Multiplicacao entre niimeros complexos

Uma aplicacao importante da multiplicacao de niimeros complexos na forma trigonométrica
¢ possibilitar a rotacao de coordenadas no plano. E de suma importancia saber operar
com numeros complexos em sua forma trigonométrica, pois na multiplicacao de dois com-
plexos multiplicam-se os mddulos e somam-se os argumentos. Estas propriedades sao

bastante aplicadas tanto a Geometria quanto a Computacao Grafica.

Consideremos os ntiimeros complexos z = |z|(cosf +isenf) e w = |w|(cos o +
isena). Realizando o produto z.w e utilizando os procedimentos de adigdo de arcos

temos:

zaw = |z|(cosf+ isenf) - |w|(cosa + isen )
= |z| - |w|[cos @ cos o — sen @ sen a + i(sen O cos a + sen v cos 0)]
= |z| - |w|[cos(0 + ) + isen(f + «)]
= |Z| . |w| . e’i(e-f—a)

Esta propriedade entao sugere que para multiplicar dois niimeros complexos,

basta multiplicarmos seus modulos e somarmos seus argumentos.

4.7.1 Atividade 7: Scratch x Multiplicacao entre complexos

Nesta atividade, o educando realiza produto entre complexos da forma algébrica e obtém

o resultado como a notacao de Euler.

Ap6s a utilizacao e revisao do docente proporcionada pela proposta da ativi-
dade 6, temos a oportunidade de utilizéd-la na multiplicacao entre complexos. Espera-se
que neste momento os alunos consigam reescrever quaisquer complexo em sua forma tri-

gonométrica.
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i
- - @
=

rO produto entre z1 |m(2) Yy | (%:0,¥:180)
e z2 é 600e”155

1
- [X:0,Y:0) {(X:240,¥:0)

Re(zj‘

{%:0,¥:-180)

Figura 4.8: Disponivel em: https://scratch.mit.edu/projects/85040590/
4.7.2 Atividade 8: Geogebra x Multiplicacao entre complexos

Diferentemente da atividade anterior, buscamos que o educando realizasse o produto
entre niimeros complexos obtendo-os nas mais variadas formas possibilitando uma analise
mais detalhada de cada ntmero. Desta forma, o professor pode verificar e corrigir de
forma dinamica possiveis erros quanto a moédulos, argumentos ou até mesmo operacoes

trigonométricas de adi¢ao de arcos.
Sugestao de roteiro para explorar a atividade:
1. Mova z; e 29 indefinidamente.
2. Calcule a forma trigonométrica de z; e 2s.
3. Calcule z3 tal que 23 = z1 + 2o
4. Como ficariam estes niimeros reescritos utilizando a notacao de Euler?
5. Marque a caixa de selecao z3.

6. Repita o passo 1 e observe.
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©J geogebra_ativ_forma_polar.ggh

Arquive Eeftar  Exibir Oppfies Feramentas Janela Ajuda

FORMA POLAR Seja z = |z1|(cosa + isena) = \zl|f:i’"‘

e 22 = |22|(cosp + isen) = |22/l
temos que z3 = zy * 2 = | z1||22|[cosf + isend) = \lezQ\r{M"nmlrf(? =a+/.
Observem os argumentos de 21, 2 € 23

@ = 63.8° = 0.357 radianos .
28 3= 53.24° = 0.37 radianos

73
\ 7 = 117.04° = 0.657 radianos
, ]
9 ba
15 =

28 {2 s 1 o ] as i 18 H 28 2 ag 3 48 H B & o 7

Ve

z; = 1.92(c0s63.8° 4 i sen63.8°) = 1.92¢lx 0381

zg =.1:92 % 1.37[cos(63.8° + 53.24") + isen(63.8° + 53.24°)|

58 = 2.63[cos117.04° + isen117.04%) = 2.63¢"™0%

Entrada, )

Figura 4.9: Disponivel em: http://tube.geogebra.org/m/1908241

4.8 Conjugado de um nimero complexo

O conjugado de um nimero complexo z = a+bi é o complexo Z =a—bi , coma e b € R.

Note que, ao calcularmos o produto 2.z = (a+ bi)(a — bi), obtemos a® + b* que
é um nimero real e é exatamente igual a |z|?. Desta forma, quando queremos o quociente

entre dois nimeros complexos z e w, com w # 0 podemos reescrever assim:

2W
jw]*

gl &l

Z z
w w

A vantagem é que assim, deixamos no denominador um numero real.

Nao é dificil se convencer que, |z| = |Z| e que arg(Z) = —arg(z) (veja inter-

pretacdo geométrica a seguir). Portanto, se z = re?, entdo z = re=¥. Dai, se z = re? e

w = pe' entao
z 20 re' . peie

22U _ TP ito-a) _ 1l ito-a)
w o |wf? P P |w|

Em palavras, para dividir dois nimeros complexos, dividimos os médulos e

subtraimos os argumentos.
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4.9 Interpretacao geométrica do conjugado

Geometricamente, o conjugado é representado pelo simétrico de z em relagao ao eixo x.

Ay Z={(a,b)=a+ bi

¥ x

Z=(a,—b)=a— bi

4.9.1 Atividade 9: Geogebra x Multiplicacao de conjugados

Apés a construgao do conhecimento do aluno na realizacao das atividades anteriores
estruturadas em um raciocinio légico através do Scratch, sentimos a necessidade de utilizar
o software Geogebra que atende a um nivel de complexidade matematica mais elevado. Na
realizacao desta atividade, o aluno possui dois controles deslizantes a e b, sendo a = Re(z)
e b = Im(z) que pode manusear e analisar os resultados obtidos, concluindo que o produto
de quaisquer complexo sempre resulta num nimero real.

ot e - e

Arguivo Ed-\lav i Opgi Femamentas Janela Ajuda

N o w N E Ee
E Al eolofalidede] +] e
Tlw

| MULTIPLICAGAO DE CONJUGADOS

Seja z; = a+ bi coma,b € R. Seu conjugado é dado por z; = a — bi,
O que podemos observar de zy * zo 7

V= V=

Figura 4.10: Disponivel em: http://tube.geogebra.org/m /1908315
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Sugestao de roteiro para explorar a atividade:

1. Mova os controles deslizantes a e b, sendo eles parte Re(z) e I'm(z) respectivamente

do ntimero complexo z; = a + bi.
2. Calcule z9 = Z7.
3. Calcule z;25.
4. Marque a caixa de selecao zs.
5. Marque a caixa de selecao z3.
6. Mova os controles deslizantes a e b indefinidamente.

7. O que podemos concluir sobre 23?7

4.10 Curiosidade geométrica sobre i

Ao pensar um numero complexo z = a + bi como um vetor z = (a,b) no plano, a
multiplicagao pela unidade imaginaria ¢ , resulta em outro niimero complexo w = —b+ az

que forma um angulo reto com o nimero complexo z = a + b dado.

4.10.1 Atividade 10: Geogebra x Curiosidade sobre ¢

Com esta atividade buscamos mostrar ao aluno o resultado geométrico de um produto pela
unidade imaginaria. Ressaltamos, que também é uma 6tima oportunidade para o professor
analisar tal resultado com a turma geometricamente e algebricamente, abordando também

o produto de matrizes e suas transformacoes. Porém, para o niimero ¢ a matriz de rotacao

cosg —senZ 0 -1

sen Z cosZ 1 0

Sugestao de roteiro para explorar a atividade:

1. Mova z; tal que z; = 3 + 4.

2. Calcule z; tal que 29 = 21 - .
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7 geogebra_ativ_prod_por_i.ggh

Arquivo Edtar  Exibit Oppées Feramentas Janela Ajuda

MULTIPLICAGAO POR i
,7 N* complexa z, |7 Engulo

Seja z; =a+ bi coma.b € R.
O que signi iplicar um lexo por i?
Mova z e analise o resultado em .

Entrada; (K1)

Figura 4.11: Disponivel em: http://tube.geogebra.org/m /1908349

3. Compare as partes reais e imaginarias de zy e 2.

3
4. Considere z; como o vetor . Utilizando o produto de matrizes calcule

4
s s
Cos 3 sen 3 ' 3
s s
seng  Cos g 4

5. Marque a caixa de selecao“zy”.
6. Marque a caixa de selecao “angulo”.

Y

7. Movimente “z;” indefinidamente.

8. O que podemos observar?

4.11 Raizes enésimas em C

Dado um ntimero complexo z e um ntmero natural n, n > 1 definimos em C:

Raiz enésima de z é um ntimero complexo w tal que w™ = z . Precisamos estar

atentos que no conjunto dos ntimeros reais (obedecendo aos critérios e suas definigoes),


http://tube.geogebra.org/m/1908349
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o simbolo {/z possui um significado definido e, no maximo, um tnico valor! Porém, ao
trabalharmos no conjunto dos niimeros complexos este mesmo simbolo representa todas

as m raizes possiveis.

Sejam z = |z|(cosf + isenf) e w = |w|(cosa + isena) tal que w™ = z, isto é

w = ¥z. Entao,

|w|"[cos(na) + isen(na)] = |z|(cos @ + isend)

w| = /12|

O+ 2kn VREL

n

«

4.11.1 Atividade 11: Geogebra x Raizes em C

Apoés a realizacao de diversas atividades envolvendo os nimeros complexos chegamos a
radiciacao. Nesta atividade, buscamos envolver todos os conteidos aprendidos anterior-

mente, sejam eles de forma algébrica ou geométrica.

Concomitantemente aos nimeros complexos, esta atividade permite ao pro-
fessor trabalhar todos os conteidos anteriores e paralelamente contetidos geométricos
aprendidos no ensino fundamental como: elementos da circunferéncia, poligonos inscritos

e angulo central.

Sugestao de roteiro para explorar a atividade:

1. Mova o controle deslizante n para a raiz n-ésima a ser trabalhada.

2. Escolha um ntimero complexo z quaisquer e represente-o, no seu caderno, em sua

forma algébrica e trigonométrica.
3. Mova z de forma que seja o nimero escolhido no item 2.
4. Compare o resultado do seu caderno (item 2) com o que aparece na “parte verde”.

5. Calcule a raiz n-ésima (item 1) do |z| (item 2), ou seja, /x = |z|,, com k =

0,1,2,3,...,(n— 1)

6. Que relagao existe entre os médulos obtidos no item anterior?
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©J geogebra radiciacao.ggb

Arquive Eeltar  Exibir Oppfies Feramertas Janela Ajuda

P
1) Que relagdo existe entre os modulos de Z e Zk‘? g
RADICIACAO 12 sigesido —e——
4 2) Em que situagées temos |Z|=|Zk|’? E |Z|<|Zk|?
7 dica |Z| = 3.46
| dn ceetenn 3) Existe algumarelagdo entre os argumentos de 1Z,]=1.36
Z !
e | ZeZ ?Qual?
S S e 3 v E
=Y argumentos-... |
| O niimero complexo z = —1.59 4 3.07
: tem médulo igual 4-3.46 e argumento = 117.44° = 0.65x rad
| ] Assim, ele pode ser representado da forma
! U e
| z = 3.46[cos(0.65m) + 7 sén (0.657)] = 3.46¢"
: [¥ Revelanda a 2° Férmula de Moivre | .
I - 68 dow 8
wpre s ol AT Y o Sy oYl L
: Yz =z = YT2] [cus(};r = )+) son (ﬂ+ ~ H,ks(n,ma, el f)
| ; Avalie 0s casos em que Z tem midulo 16 ou 81,
| sendo n=4, Experimente, ainda, 0s casos em
| que Ztem médulo 125 ou 27, quando n=3.
IH i 4
35 3 25 2 15! 2 2 3 s 4 45 5 55 [ (3 7 75 B o's
2
. |
Entrada; i@

Figura 4.12: Disponivel em: https://tube.geogebra.org/m/1935391

7. Marque a caixa de selecao “sugestao”.
. Em que casos os médulos comparados no item 6 sao iguais’ uando sao diferentes?
8. E dul d tem 6 7 E d diferentes?
9. Marque a caixa de selecao “sugestao”.
10. Existe alguma relagao entre os argumentos de z e z;?
11. Movimente z indefinidamente e analise os argumentos.
12. Movimente o controle deslizante n indefinidamente e analise os argumentos
13. O que podemos concluir sobre o poligono de lado n e a circunferéncia de raio {/|z|?
14. Marque a caixa de sele¢ao “revelando a 22...”.
15. Calcule, em seu caderno, as n raizes complexas de z.
. z
16. Compare o argumento de zy com o angulo de —.
n

17. O que podemos concluir quando n = 27

18. E quando n > 27


https://tube.geogebra.org/m/1935391
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5 Consideracoes Finais

No cendrio atual da Educacao, percebemos que muitos de nossos alunos tém aversao a
Matematica. Inclusive um termo foi criado para definir esse fato: a “matofobia”. Essa
resisténcia que os discentes tem em relacao ao aprendizado da matéria é, infelizmente,
reforcada por colegas que para 'valorizar o passe’ perpetuam essa mistica, o que, a longo
prazo criou um problema que agora estamos nos esforcando, enquanto profissionais da

area, para sanar: muitos alunos sofrem de “matofobia”.

Para tentar reverter este quadro, medidas conjuntas devem ser tomadas: o
professor deve estar muito bem preparado para elaborar seu planejamento e consequente-
mente suas atividades, respeitando a realidade de sua turma e também deve estar aberto
para explorar solugoes novas, quando as “tradicionais” nao surtirem efeito. Entre as me-
didas que podem vir a colaborar, surgem as novas tecnologias, e entre elas a utilizacao

dos softwares educativos.

O professor, por sua vez, deve ser muito criterioso ao utilizar recursos tec-
nolégicos em sala de aula bem como com os seus objetivos e metas. Temos tido essa
preocupacao ao elaborar as atividades deste trabalho. Como o trabalho é feito pensando
nas Instituicoes de Ensino com caracteristicas diversas, o cuidado na elaboragao das aulas

para cada realidade foi uma preocupacao recorrente.

O medo da disciplina torna até mesmo os alunos com maior facilidade para
o entendimento dos conteudos, timidos e vacilantes em expressar as suas ideias, e é ai
que o professor ’bem preparado’ faz a diferenca, sabendo ter a perspicacia, aliada ao
conhecimento tedrico, para incentivar o discente relutante a expressar a sua criatividade.
O uso dos recursos tecnolégicos sao colaboradores nesse incentivo, pois a forma ludica
inerente aos programas educativos é atraente para um jovem que lida diariamente com a

informatica.

Ressaltamos que quando o educador resolver alguma atividade com os alunos
utilizando um software matematico, o mesmo nao pode ficar limitado a ’construir modelos’
e 'ficar movimentando’. O professor deve utilizar o software como um facilitador para a

visualizacao e compreensao de propriedades matematicas pertinentes ao conhecimento do
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aluno.

Lembramos também que quando nos dispomos a interagir com os nossos alunos,
sendo um participante ativo no processo ensino/aprendizagem e nao um mero apresen-
tador de conteudos, entendemos que, curiosamente, a nossa visao de mundo se amplia,

conjuntamente com a dos discentes, e que somos os mais beneficiados com essa troca.



6 Apéndice
Este apéndice contém os roteiros das atividades desenvolvidas no Scratch.

Atividade 3: Scratch x Mdédulo em C

quando clicar em

apague tudo @
mude para o pano de fundo Br

mude o tamanho para 'ﬂﬂ

diga por & sequndos

diga por & sequndos

diga

‘espare até tecla pressionada?

LR Yimos, anteriormente, que todo ndmero compleso £ & da forma & + Bui; onde A=Re(Z) e B=Im(Z

diga por @ sequndos |GG
LER Definimos por madulo de 2, a distincia desze parordenada [hw a origem do plano (0,00, Fidd
diga por 6 sequndos

diga por & segundos

mude para o pano de fundo Brgj ]

diga - por 0 segundos

L ER S6ourninstante vou rmudar 3 tela,,, Fetald 9 sequndos

mude para o pano de fundo

va para x: mw (o]

»

ES Pronto! Vamos calcular | 2], porasegundos
b

mude o tamanho para m .
s

levante a caneta

»

pergunte & espere a resposta
(3

mude 3 para resposta
3

mova | pesposta  passos
carimbe
b

use a caneta

3
deslize porgseg até x ﬂy:
»

diga ' junte EeRNTHNENPEEE conn

Figura 6.1: blocos légicos da Atividade 3
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Atividade 4: Scratch x Adicao em C

i e @

apague tudo

w4 para x: D y: O v 0
A P, S T

muda o tamanho para

diga por @) segundos

o e

i

espere. até tecla - pressionada?

diga por ) sequndos

s L

diga por € segundos

o o s
PP Wejarnos geometricaments Como 1550 funcions, . e 3l Gel ]

mude para o pano de fundo wy_gau

sempre
mude para a fantasia sapol
"vi para x: @ y: @
" diga jow @) 2equndos
Pmudz o tamanho para
¢

apague tudo

levante a caneta

e W arare: ' RaspRAL @
i

v e R e el
I

deslize por @ seg até x: [ resposta y: @ b8
| T s
.aponte para a direcio (@B graus

t

o R e

rz‘s‘u‘ere (1] seg-

mova | resposta passos

e nard e rantees

I carimbe

|,

'usE a caneta

.deslize por @) seg até x: @ v: @

.levante a caneta

| Y
:

IS .

F

deslize por @) seg até x: | resposta y: @
| e,
’aponte para a direcio @R graus

;i

TS -

:E.S.p.t;re o seg.

mova | resposta  passos

e iy

i carimbe

e & Fante

.use a caneta

.deslize por &) seq até

'usE a caneta

deslize por € segq até

carimbe

a | junte FFEEFE com + ¢ com junte [ com junte [flcom junte

=

Figura 6.2: blocos légicos da Atividade 4
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Atividade 7: Scratch x Multiplicacao entre Complexos

il &

apague tudo
=z w

va para x: @ yv: @

mude para o pano de fundo Erej

mude o tamanho para @0 ¢

diga EEIEE L por 8 sequndos
B Gostaria de te ensinar um pouco mais sobre nimeros complesos ! R 5 PR
BN Preparado? Entfo, vames comecarl Pressione a barra de espacos..

espere até  tecla pressionada?

s o ) i
diga por @ sequndos
diga por @ segundos
iga por € segundos
a por €@ sequndos

mude para o pano de fundo

sempre
apague tude
aponte para a direcio EBR graus
:n1ude para a fantasia sapol
va para x: 0,0
mude o tamanho para ED
yapague tudo
levante a caneta

8
pergunte EITTMTEAMEREN c espere a resposta
v

mude ang_ 1 para resposta
3

¥
pergunte IR « espere a resposta
|t —

o ang_ 1 < ou E] entio
e

PRI Por favor, pequs um arce céngru pertencente a 10 volta foaal 3 I L
sendo

gire ¥) (ang_2 graus

mude para resposta

"

|se raio_z < [i] entio

mude para a fantasia P

Face i ) cagunias
| senka

mova [ raio_2 passos

¥
mude para a fantasia
b

carmbe

\

mude para a fantasia

)

use a caneta

—

daslize por §P seg até x: @ y: @)
1

mude a cor da caneta para

b
aponte para a direcio ER graus
»

gire F) 'ang_ 1 + ang 2 graus
b

mova | raio_1 * paio_2 passos

8

carimbe

diga  junte CERTIEFTTTEINEELN com junte  raio 1 * raio 2 com junte B co
£ a=Qa

Figura 6.3: blocos logicos da Atividade 7
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