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Resumo

Este trabalho trata de duas das mais importantes desigualdades da Matematica: a desi-
gualdade entre as médias geométrica e aritmética e a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Apresentamos inicialmente diversas demonstragoes para o caso n = 2, ap6s as quais se-
guem muitas demonstracoes para o caso geral. Nessas demonstragoes utilizamos algebra
elementar, geometria euclidiana, construgoes geométricas, geometria analitica, inducao
matematica, convexidade de fungoes, multiplicadores de Lagrange entre outros assun-
tos. Além disso foram selecionados vinte problemas que visam dar ao leitor uma melhor
compreensao de como estas desigualdades podem ser aplicadas em diversos assuntos e
de diversas formas, estimulando a criatividade dos alunos na resolucao de problemas.

Palavras-chave: Algebra Basica, Aplicacoes, Demonstracoes, Desigualdades Elementa-
res, Olimpiadas de Matematica.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Justificativa e objetivos

Apos alguns anos dedicados ao ensino de Matematica quer no ensino médio, quer no en-
sino superior, pude constatar o quanto os estudantes apresentam dificuldades em trabalhar
com desigualdades, levando-me a acreditar que tal assunto é pouco abordado durante o
ensino médio.

O livro Ezame de Textos: Andlise de Livros de Matemdtica para o Ensino Médio publi-
cado pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) em 2001 relata diversos problemas
dos livros didaticos utilizados no ensino médio no Brasil. Ainda hoje, a maior parte des-
ses livros limitam-se a abordarem alguns tipos de inequagoes, apresentando métodos de
resolucao repetitivos e que nao requerem qualquer engenhosidade. Aliado a isso temos a
mé formacao de professores, muitos dos quais tem no livro didatico adotado nas escolas
a sua unica fonte de estudo.

Por outro lado h& muito tempo as desigualdades sao bastante trabalhadas com os es-
tudantes de olimpiadas e nao sao raros os problemas que envolvem desigualdades nessas
competicoes. Problemas esses que nao requerem conhecimentos avangados de Matema-
tica, apenas o estudo de algumas desigualdades e muita criatividade nas suas utilizacgoes.

Essa situacao nos motivou a escrever este trabalho sobre a desigualdade entre as mé-
dias aritmética e geométrica e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, consideradas duas das
mais importantes desigualdades, quer pelas suas frequentes utilizacées na resolucao de
problemas, quer pelo niimero de demonstracoes existentes para elas.

Pretendemos com este trabalho

(a) apresentar diversas demonstragoes dessas duas desigualdades;

(b) mostrar que as desigualdades podem ser ensinadas no ensino médio, jA que nao
requerem conhecimentos matematicos mais avancados;

(c) disponibilizar um material que sirva de apresentacdo dessas desigualdades para os
iniciantes em preparacoes olimpicas e para os estudantes de licenciatura em Mate-
matica ou de aprofundamento para os estudantes do ensino médio;
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(d) divulgar diversas aplicagoes dessas desigualdades;

(e) estimular o ensino de desigualdades no ensino médio.

1.2 Metodologia

Este trabalho resultou de pesquisa em livros e artigos sobre desigualdades, alguns dos
quais voltados especificamente para olimpiadas de Matematica. Durante a anélise de
cada material, interessava a busca por demonstragoes distintas para as desigualdades es-
colhidas, bem como diversas aplicacoes delas.

A obtencao dessas fontes nao foi rapida e se deu de diversas formas: encontrados em
formato digital na internet, acessados em bibliotecas, adquiridos em livrarias, obtidos com
professores. Durante a triagem, notamos a repeticao de diversas informagoes fazendo com
que descartassemos alguns materiais.

1.3 Apresentacao

Além deste capitulo introdutério ha outros quatro que compoem nosso texto.

No segundo capitulo ¢ abordada a desigualdade entre as médias geométrica e aritmeé-
tica, onde sao apresentadas inicialmente cinco demonstracoes para o caso n = 2 e seis
demonstragoes para o caso geral.

O terceiro capitulo trata da desigualdade de Cauchy-Schwarz através de trés demons-
tragoes do caso n = 2 e cinco demonstracgoes do caso geral.

As aplicacoes destas duas desigualdades encontram-se no quarto capitulo, sendo sem-
pre que possivel mostrado mais de uma forma de utilizacao das desigualdades numa certa
aplicagao; acreditamos também que as aplicacoes estao dispostas em ordem de dificuldade
sem que haja qualquer separacao ou indicacao de qual a melhor desigualdade a usar.

Finalmente, apresentamos nossas consideragoes finais no iltimo capitulo deste traba-
lho.

Ressaltamos que buscamos ao longo do texto detalhar ao méximo todas as passa-
gens de modo que o material seja autossuficente na maior parte para um estudante que
terminou o ensino médio. Entretanto, tentando mostrar um pouco da diversidade de de-
monstragoes, utilizamos convexidade de funcoes e multiplicadores de Lagrange.



Capitulo 2

Desigualdade entre as médias
geométrica e aritmética

Dada uma sequéncia de numeros reais, podemos definir como média deles um ndmero
real que, ao substituir cada um dos termos da sequéncia, mantenha uma determinada
propriedade. A seguir definimos duas médias.

Definicao 2.1. Dados n > 1 niimeros reais x1, o, ..., T, , a média aritmética deles é o
. $1+l’2++1}n
namero real A(xy,...,x,) = .
n
Definicao 2.2. Dados n > 1 ntimeros reais positivos zy, s, ..., %, , a média geométrica
deles é o numero real G(z1,...,x,) = Vr122. .. Tp.

A meédia aritmética conserva a soma e a média geométrica o produto dos nimeros.
Além disso, essas médias estao relacionadas através de uma desigualdade que possui di-
versas aplicagoes na Matematica, sendo por isso considerada uma das mais importantes.

Proposicao 2.1. Para quaisquer n > 1 ntimeros reais positivos xi, s, ..., x, temos
G(r1, T2y ... 1) < A(xy, 20, ..., Tp)

ocorrendo a igualdade se, e somente se, 1 = x9 = ... = x,.

2.1 Desigualdade MG - MA: caso n =2

Inicialmente provamos a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética de dois
nimeros reais positivos. Apresentamos cinco demonstracoes, sendo as duas primeiras
algébricas e as demais geométricas.

Demonstracgao 1.
Sendo 7 e x5 nimeros reais positivos, temos /x7 e /T2 bem definidos nos reais e
portanto temos
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(w/l’g — w/.131)2 >0 <= x9—2 /9 /r1+21 >0
< Ty + T > 24/Tox1

ZL‘Q—I—Jfl

> \/Taxq
< A(CB1, ZEQ) > G(Qﬁ,l’g)

A igualdade ocorre se, e somente se,
(\/ZEQ — \/ZL'1>2 =0<= /1o =21 = 12 =21
O

Demonstracao 2.
Sejaa = 8322 e d = L2285 temos 1 = a—d e Ty = a+d e portanto 1z, = a®*—d?. Ora

>0 «— —-d*<0
— a? — d? < a?

= iz, < (252)°

<— /1129 < %

A igualdade ocorre se, e somente se, d = 0, ou seja, r; = T
O

Demonstragao 3.

Marcamos sobre uma reta r os segmentos adjacentes AB = x1 e BC = x5. A seguir
tracamos o circulo de diametro AC' e a perpendicular a r» por B até instersectar o circulo
em D.

T T2

Figura 2.1: Prova por construcao geométrica
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O angulo ADC & reto e sendo DB = h a altura do AADC relativa a hipotenusa temos

h = A/ L1T2.

Sendo O o centro do circulo, se x1 = x5 temos O = B e portanto BD = OD <
1+ X9

1Ty = 5 < G(x1,19) = A(x1,79). Caso z7 # w9, temos que o AOBD é
T+
retangulo em B e portanto temos BD < OD <= \/xi115 < L 5 2 e G(z1, 1) <

A(Z’l, 513'2).
[l

Demonstracao 4.

Construimos um quadrado ABCD de lado /x; + x5 e, sobre cada lado deste, um
triangulo de outros lados \/z; e /72, conforme a figura. Estes sao congruentes e, pela
reciproca do teorema de Pitagoras, sao retangulos.

Vi, + a9

Figura 2.2: Prova por area

Como a &rea do quadrado ABC'D sera maior do que ou igual a soma das areas dos
quatro triangulos, temos

(\/.1'1 + 1'2)2 > 4@ < 11+ 22 > 2/7129

< leﬂ > \/T1T9
< A(z1,72) > G(x1, 79)

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, o quadrado central se reduz a um ponto o que
ocorre se, e somente se, | \/To — /71 |= 0, ou seja, xr; = s.
O

Demonstracgao 5.
Considere um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas e os pontos O = (0,0),

A= (VT yT1),B = (VT2.\/Ta), C = (/T2 VA7), D = (y/72,0) e E = (0, /7).
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Figura 2.3: Sistema de coordenadas

Como a area do retangulo ODC'E nao excede a soma das areas dos triangulos OBD
e OAFE, temos

VI1y/Ts < ST + S(VT2)? = Jam, < B2

< G(l’l,fL’Q) S A(l’l,xg)

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, a area do AABC' for nula, o que ocorre se, e
somente se, r1 = Ts.

O

2.2 Desigualdade MG - MA: caso geral

Nessa secao provamos a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética de n > 1
nimeros reais positivos i, xs, ..., Ty.

Antes de iniciarmos a primeira demonstracao, provaremos o seguinte lema.

Lema 1. Se z1,29,...,2x, sao n > 1 reais positivos tais que z1xy...x, = 1, entao x; +
To+ ...+ x, > n, ocorrendo a igualdade se, e somente se, 1 = x5 = ... = T,.

Demonstracao. Faremos a prova por indugao sobre n.

Se r1xo = 1, entdo v1 = 2o = 1 ou x1 # 1 e x93 # 1. No primeiro caso, temos
1 + 9 = 2. Ja no segundo caso, temos um deles menor do 1 e o outro maior do que 1,
caso contrario o produto seria maior do que 1 (se ;7 > 1 e 29 > 1) ou menor do que 1
(sex; < 1lexy < 1). Considere sem perda de generalidade 27 < 1 e x5 > 1. Assim teremos
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(1—131)($2—1)>0 — —14+z1+29— 2129 >0
= r1+r2—2>0

=11+ a9 > 2

Concluimos entao que se x1xy = 1, entao x, + x9 > 2, ocorrendo a igualdade se, e
somente se, r1 = x5 = 1.

Suponha como hipdtese de inducao que o lema seja valido para n = k com k£ > 2.
Mostremos entao que a proposicao continua valida para n = k + 1.

Se r1x9... 2541 = 1, entdo x; = x9 = ... = x11 = 1 ou teremos termos menores do
que 1 e termos maiores do que 1.

No primeiro caso, temos x1+xs+. ..+ 21 = k+1. Ja no segundo caso, consideremos
sem perda de generalidade ;1 < 1 e x541 > 1. Fazendo y; = x12441, temos y125 ... 25 = 1

e pela hipotese de inducao y; + 29+ ... + 2 > k.

Por outro lado,
T4+ T+ . Fxpr = F T2+ X)) F T F T — 0

> k+ T+ a1 — 0
=k+1—-14+ap41+21— W
=k+1—-14+ o441 + 21 — 217441
=k+1+zpp1(l—x)— (1 —x1)
=k+1+ (zp1 — (1 —29)

>k+1

Logo se x1xs ... x, = 1, entao x1+x2+...+x, > n para todo inteiro n > 1, ocorrendo
a igualdade se, e somente se, 11 =23 = ... =1z, = L.

Demonstracao 1.

Considere g = /125 ... x,, entao
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/T1Xo ...Tp 1Ty ... Ty
R e = |
g g"
JET T
g g g
itz ey
g g g
Pelo lema 1 temos
1T Tn T T
g o2y
g g g g g

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, i

r1+ 2o+ ...+ T,
0 =z

=Ty =g

Demonstracao 2.
Dividiremos a nossa demonstracao em duas etapas.

Etapa 1: Provamos a desigualdade para n = 2, com m inteiro positivo.

14

1, ou seja, r1 = x5 =

O

Utilizamos inducao sobre m, sendo que para m = 1 ja apresentamos algumas provas
no inicio do capitulo. Suponha agora a desigualdade véalida para m = k e mostremos que
também sera valida para m = k + 1.

A(.CIZ’I,SCQ, Ce ,.T2k+1) =

v

X1

$1+J/’2+...+$2k+1
2k+1

+ 2o+ ...+ Xok + Tokyg + Tokyo + ..+ Toktr

1(1’1"‘1’2"’..."‘&721@ +x2k+1+x2k+2+...+x2k+l
2

2k+1

2k 2k

/

$1+x2+...+x2k $2k+1+$2k+2+...+x2k+1

2k 2k

k k
Z \/ 2\/1'11‘2 ..o Tok . 2\/$2k+1x2k+2 <o Lok+1

)
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k
= M2y Toern
= G(x1, T, ..., Topt1)

Logo A(x1,xa, ..., Tor1) > G2, To,

..., Tor+1) para todo n que seja uma poténcia de
base 2 com expoente inteiro positivo.

A igualdade ocorre se, e somente se,

1 x1+$2+...+x2k_x2k+1+x2k+2+...+x2k+1
) ok - ok

2. X1 =Tg = ... = Tgk € Xoky 1 = Tokyg = ... = Tok+1

2k . g 2k . g
De 1 e 2 temos 2 _ 28

Qk 2]‘3 < Lok = Tgk+1

logo z1 = 29 = ... = Tort1

Etapa 2: Provamos a desigualdade para todo inteiro n > 1

Considere g = /x175 ... 1,. Da primeira etapa temos a desigualdade sobre as médias
dos nimeros x1, T, ..., x, € 2™ —n nimeros iguais a g

> Ty 2m—n __ n . 42Mm—-n —
2m — \/171 T g g g _g

Assim temos

r1t+aet ...+, + (2" —n)g>2"g <= xr1+x3+...+x, >ng

T+ To+ ...+ 2Ty

29
n
= Az, ..., x0) > G2, ..., 1)
Ocorrendo a igualdade se, e somente se, t1 =29 = ... =x, =g
O
Demonstracao 3.
Sendo concava a funcao logaritmo natural, entdao para todo zi,z9,...,2, > 0 e

ti,t,...,t, > 0comt; +t+ ...+ %, =1, temos

In(tyzq + toxg + ... + tyxy) >ty In(xq) + toIn(zs) + ... + ¢, In(z,)

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, x1 = 5 = ... = x,,. (Desigualdade de Jensen)
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Utilizando as propriedades dos logaritmos, temos
tyIn(xy) +toIn(ze) + ...+t In(z,) =In(z1") +1In(292) + ...+ In(z,/") =

= In (z" a2 ... 2,')

Deste modo a desigualdade inicial é equivalente a
In(tiz1 + too + ... + tyzy) > In (222" . 2, ")
Como a fungao exponencial na base e é crescente, temos
ezt ttnn) > en(eant) by + ..ty >t

Tomando t; =ty =...=1t, = %, temos

1 +To+ ...+ T,
n

> Yr1To ... Ty A(.?Zl,xg, e ,l’n> > G(.?Zl,xg, .. ])n)

A ocorréncia da igualdade tem como condicao necessaria e suficiente a mesma condicao
da desigualdade inicial, ou seja, r1 = x5 = ... = T,,.
O

Demonstracgao 4.
Podemos definir o In(a) como sendo a area da regido limitada pela curva y = % e pelas
retasx =1,z =aey=0,sea>1; ouooposto dessa area, se 0 < a < 1.

0.5

Figura 2.4: Logaritmo natural como area
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Esta regido esta contida no retangulo de base | @ — 1 | e altura 1, de onde concluimos

que In(a) < a — 1, valendo a igualdade se, e somente se, a = 1. Como a fungdo y = e* é

crescente temos a < e® 1.

Desta tltima igualdade temos,
x; _1 ;Ez
>

nld

e

|

para todo inteiro 1 <i <n, onde A = A(zy,...,x,).

Nas desigualdades ao multiplicarmos membro a membro, temos

z14+...+xn nA
" -n r122...T 2= —n r122...T
AT > s e @ > Hliia

<— A" > 1129... 7,

<~ A > Yrix9... 2,

< A(z1,29,...,2,) > G(x1,29,...,7)

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, ocorre a igualdade em todas as n desigualdades

(%zlparatodo z'),ou seja, r1 =T9 = ... =x, = A.
O

Demonstracgao 5.
Ordenemos os n numeros reais de modo que x; < 2o < ... < x, e sejam a € g as

médias aritméticas e geométricas deles respectivamente.

Se todos os nimeros forem iguais, temos a = ¢g. Suponha entao que nem todos sejam

iguais.

Substituindo z; e x, respectivamente por g e %, mantendo os demais numeros
inalterados, a média geométrica dos novos niimeros continua g, pois g - % = x11,, CON-
servando assim o produto dos nimeros. Como z; < g < z,,, segue que

o+ 2, — (g + 822 =

T1Tn
g

=x1—g+xn(g‘%>
—(@—g)(1-2) =0

Deste modo a média aritmética a; dos novos nimeros é menor do que ou igual a a,
ocorrendo a igualdade se, e somente se, r; = g ou x,, = g, 0 que em ambos 0s casos &
equivalente a z; =2, = ... =z, = g.

=1 —4dg + T, —
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Reordende os novos nimeros de modo que xp; < xpo < ... < Tp,. Substituindo xy
€ Tkn POr g € %, teremos da mesma forma a média geométrica inalterada e a média

aritmética ao dos novos nimeros menor do que ou igual a a;.

Apos n procedimentos destes, teremos necessariamente n termos iguais a g, ocorrendo
g=a, <a,1 <...<a,ousea, G(x1,...,x,) < A(z1,...,2,), ocorrendo a igualdade

se, e somente se, a, = a,_1 = ... = a, ou de modo equivalente, r; =x, = ... =2, =g.
O

Demonstracgao 6.
Considere a funcao f : A C R* — R, onde A é o conjunto das n-uplas de ni-

meros reais positivos, definida por f(xy,z2,...,2,) = /ZT12s...x,, sujeita & condigdo
g(r1,x9, ..., 2,) =1+ T2+ ...+ x, = S. Utilizaremos multiplicadores de Lagrange para
determinarmos o valor maximo de f sujeita a condicao dada.

Perceba que

af __ 1 19 _ 1. .n..n
azi_ﬁ'(xlx2”‘xn>"' (T T Ty Ty) = TP TY XXy

para todo inteiro 1 <17 < n.

Além disso, % = 1 para todo inteiro 1 < i < n.

Resolvendo a equagao vetorial Vf = AVyg, temos (z125. . .xn)% = nAx;, para todo
inteiro 1 <17 < n; ou seja, nAry = nAry = ... =nAr,, ou ainda, r1 =1, =... =z, = %

Sabemos portanto que a funcao f apresenta valor maximo sob as condicoes dadas

quando 1 = ... =z, = %, logo
2SS S

flog, .o xy) </ — ... —
nn n

S
— Yr120... 7, < —
n

— G(x1, 19, .., 7)) < A(x1, 29, ..., Tp).



Capitulo 3

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Quanto ao nimero de aplicagoes, surge ao lado da desigualdade entre as médias arit-
mética e geométrica, a desigualdade de Cauchy-Schwarz que abordaremos nesse capitulo
apresentando algumas de suas demonstragoes.

Proposicao 3.1. Dados 2n ntimeros reais x1, s, ..., T, € Y1, Y2, . . ., Yn, t€Mos

| Z1y1 + Toy2 + ... F 2pYn | < \/x12+1322+-~-+5€n2'\/y12+922+---+yn2

ocorrendo a igualdade se, e somente se, existir um nimero real A tal que x; = \y; para
todo inteiro 1 < ¢ < n.

3.1 Desigualdade de Cauchy-Schwarz: caso n = 2

Ocorrendo na desigualdade uma identidade no caso n = 1, demonstramos a desigualdade
de Cauchy-Schwarz para o caso em que n = 2, por meio de uma prova algébrica e outras
duas geométricas, permitindo uma interpretacao geométrica da desigualdade.

Demonstragao 1.
($12 + $22)(3/12 + y22) = 2297 + 22y + 112y + 1%y
= (21y1)? + 2(z191) (T2ya) + (22y0)” + (2142)*

—2(z192) (wa11) + (2231)

= (z1y1 + T2y2)? + (21Y2 — 22y1)°

v

(x1y1 + x2y2)2
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Logo
(2191 + 2232)* < (21 + 22%) (11® + 12°)
|z + voy2 | < V2 + 22?2+ yo?

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, x1ys = x2y1, ou de modo equivalente x; = Ay,
e To = \Ys.
O

Demonstracao 2.
Considere os pontos O = (0,0), A = (x1,22) e B = (y1,¥2). Se os pontos O, A e B
sao colineares, temos 1 = A\y; € £9 = Ayy e assim

| T1y1 + 222 | =] Ay1? + Ayo? ‘

=M (11® + y2?)

=|>\|\/y12+y22-\/y12+y22

= \/ >‘y1 )\y2 VU2 + y?

=V Z + 2% \y? + ys?

Se os pontos O, A e B nao sao colineares, podemos aplicar a lei dos cossenos no
AOAB, obtendo

AB? = 0A? 4+ 0B*—-2-0A-0B - cosf
onde 6 é o angulo AOB.

Aplicando a formula da distancia entre dois pontos e algumas manipulagoes, obtemos

| z1y1 + 22y |

| cosO |=
Va2 +x? - \/yl2 + yo?

Como | cosf |< 1, temos

| 21y1 + 2oye |< \/5512 + 292 - \/yl2 + o2

Demonstracgao 3.
Essa prova utilizard areas de duas figuras cuja construcao indicamos a seguir.

Construimos o retangulo ABCD de lados | z1 | + | y2 | € | y1 | + | z2 |, e a partir dele
o paralelogramo EFGH conforme a figura a seguir.
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| 1

E ¢
|’!/:>‘ Es

0 M F lnl C

Figura 3.1: Paralelogramo

Em seguida construimos o retangulo A’B'C’ D’ de dimensdes v x1% + 22 € /112 + 122,

e sobre cada os seus lados construimos os tridngulos retangulos indicados na figura abaixo.

A D
il L]
-
o
. vy + p? »

Figura 3.2: Retangulo

Note que a area de um paralelogramo é sempre menor do que ou igual a area de um
retangulo de mesmos lados, temos

S(EFGH) < S(A'B'C'D')

S (o [+l Dy [+ 22 ]) S Vo + 2%y + y2+ | iz [+ 192 |
<:>\3713/1’+|l‘23/2’+|131$2\+|y1y2\§\/m'\/m‘f‘U?lxz\—i‘mlyz\
Slay |+ | zoye | < Va2 + 27 - Vi + y2°

=| 21y + Doy | < VEIZF 227 - /1% + yo?
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Ocorrendo a igualdade se, e somente se, o paralelogramo EFGH for um retangulo e
valer a igualdade na desigualdade triangular utilizada na implicagao, o que ocorre se, e
somente se, os triangulos AEH e BEF forem semelhantes, z1y; > 0 e 2oy > 0, ou seja,
I = )\yl € To = )\yg

0

3.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz: caso geral

Nesta secao sdo realizadas algumas demonstracoes da desigualdade de Cauchy-Schwarz
para qualquer inteiro positivo n.

Demonstragao 1.
Considere a funcao f : R — R definida por

fu) = (@ — )" + (220 — 12)" + .+ (20w — y)”

Desenvolvendo a expressao, obtemos

fu) = (1’12 +rl 4.+ an)UQ —2(x1y1 + oyo + ... F Tpyn)u + (y12 +y 4.+ ynQ)

Como cada uma das parcelas (z;u — y;)* é nao negativa, temos f(u) > 0 para todo u real
0 que ocorre se, e somente se, A < 0, ou seja,

4(x1y1+"'+xnyn)2_4($12+-'~+xn2>'(y12+~-+yn2)SO

(it o) < (4 ) ()

<:’|5131y1++$n?/n|§\/ﬂ€12++xn2\/y12—|—+yn2

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, A = 0 o que significa que a funcao apresenta
um tnico zero real v'. Ora, f(u') = 0 se, e somente se, cada uma das parcelas (z;u’ — y;)?
for nula, ou de modo equivalente z; = %yi para todo inteiro 1 <17 < n.

O

Demonstracgao 2.
Considere os ntimeros A = /212 + ...+ 1,2, B = \/y12 + ...+ y,2 e a partir deles

T; =% ey, = % com o inteiro 7 variando de 1 a n.

Perceba que T12 + T2 + ...+ T, =1 e @12+@22+...+§n2= 1

Além disso, da desigualdade entre as médias geométrica e aritmética, temos

=2 =2
|77 | < %
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Somando membro a membro as n desigualdades obtidas quando fazemos ¢ variar de 1
a n, temos
T ST L o 7 M R B T e
2

T
[ TGy |+ A [T, [ <

| 2191 | | Z0Yn |
< — — 2 <1
A T Tap S

Sy |+ T [ S VI 2?2

Ora | z1p1 + ...+ xp¥n | <| 191 | +. ..+ | Toyn |, logo

| Z1y1 + Toya + ... F 2 | < \/x12+$22+-~-+$n2'\/yl2+3/22+---+yn2

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, 71 =%, , ..., T, =7, OU seja, T = %yl, ey
A
Tn = BYn-

Demonstracgao 3.
Da desigualdade entre as médias geométrica e aritmética, temos para todo A real nao

nulo
l’iQ

by

l'iz

Ay;2
A,y)

T2 1 [
e <o S+ A
M= ( N Y )

1 [ x;?
|y < 2 [ S+ My
|z |< 5 ( A )

n
D>’
=1 . .
+ == ¢ somando membro a membro as n desigualdades obtidas

Z?Jz’z
V =t

quando fazemos ¢ variar de 1 a n, temos

Tomando A =
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=1 =1 3

=1 i=1

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, ocorrer a igualdade na desigualdade das médias

e na desigualdade triangular, ou de modo equivalente, xj\Z = \y;2 e 2y, > 0, logo x; = \y;
para todo inteiro 1 <17 < n.
O
Demonstracgao 4.
Considere os vetores u = (21, Z2,...,%,) € V= (Y1,Y2, - -, Yn)-

Podemos reescrever a desigualdade de Cauchy-Schwarz como | uw - v |< ||ul] - ||v]|.
Seu=0o0uv=0,temos u-v=0e|ul-|v|] =0, sendo portanto valida a igualdade.
Suponha entao que u e v sejam vetores nao nulos. Se u e v sao unitarios, temos
O0<|utv|=(utv) (utwv)

=u-vEt2u-v+v-v

=1+2u-v+1

=2(1+wu-v)

logo l+u-v>0<= Fu-v<1<=|u-v|<1,ocorrendo a igualdade se, e somente
se, u £v=0.

Se u e v nao sao vetores unitarios, tome os vetores unitarios mu e HTIHU’ pelo resultado
anterior temos
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‘LU-LU‘Sl

[l = ol

= e juev <1
lll-I

|- < ull - [l

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, m ”u + — ” v = 0, ou seja, u = i”“”v ou de
modo equivalente, 1 = Ay, ..., Tp = A\yYp.

0

Demonstragao 5.
Considere a funcao definida por f(u,v) = (u, v> em que u = (xl,xg,...,xn) e

v = (Y1,Y2,---,Yn); sujeita as condi¢des g(u,v) Zx 1 e h(u,v) Zyz

Utilizaremos os multiplicadores de Lagrange para determmar o valor maximo de f sujeita
as condicoes dadas.

Perceba que

(a) ngl =y, e g; = x;, para todo inteiro 1 < i < n.

(b) g—i =2z, e 65 = 0, para todo inteiro 1 < i < n.

(c) g—:@_ =0e g—;‘i = 2y;, para todo inteiro 1 <17 < n.

Da igualdade Vf = AVg + uVh, temos
(Y15 Y25 -+ s Yny T1, T2y - o, Tp) = (2Ax1, 200, . .., 2020, 2001, 2082, - - -, 214Yy)
< y; =2 \x; e x; =2uy; para todo inteiro 1 <17 < n.

Das condicoes temos

Zx—1:>24u —1:>4,u2iyi2:1:>4,u2:1:>u::|:%.

i=1

(&

n n n 1
2 2,.2 2 2 2
=1 = ANz =1 = 4\ ;=1 =4 =1 = A==+_.

Calculando o valor da funcao para cada caso

(a) Para A = p =1, temos x; = y; e portanto f(u,v) => 1 2? =1
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(b) Para A = p = —3, temos x; = —y; e portanto f(u,v) => 1  (—a?)=—1
(c) Para os dois outros casos, temos x; = 0 e y; = 0, ou seja, f(u,v) = 0.
Portanto o valor maximo de f sujeita as condi¢oes dadas é 1 e o minimo —1, ocorrendo

o primeiro quando z; = y; e o segundo quando x; = —y; para todo inteiro 1 <7 < n.

Considere agora os vetores a = (ay,as,...,a,) € b = (by,bs,...,b,). Tomemos x; =

a; bz
T ¢ Y= V=
Vi G Vit b
Z LilYi

=1

com isso retomamos as condicoes iniciais, e portanto

> (et ) <
i=1 \/Zizl ai'\/zz':1 b;

n n
< Z a? - Z b?
=1 i=1

—1§Zx,~yi§1<:> <1

i=1

<~

n
E a;b;
i=1

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, |z;| = |y;|, ou de modo equivalente, a; = \'b;.
[l



Capitulo 4
Aplicacoes

1. (Caso particular da Desigualdade Isoperimétrica) Prove que:

(a) Dentre todos os retangulos de perimetro dado P, o de maior area é o quadrado.

(b) Dentre todos os retangulos de area dada S, o de menor perimetro é o quadrado.

Resolucgao

(a) Considere que as dimensées de um retangulo de perimetro P sdo x e y, entdo
P =2(x+y) e sua area é S = zy.

Pela desigualdade MG - MA, temos

Glay) < Alwy) & iy <2

2
oay< (:U—l—y)

2

P\ ?2

< | =

@S_(4)
P2

Logo a &area de um retangulo de perimetro P é menor do que ou igual a (Z) ,
ocorrendo a igualdade se, e somente se, x = y, ou seja, quando o retangulo for um

quadrado.

(b) Considere que as dimensdes de um retangulo de area S sao z e y, entdao S = xy
e o seu perimetro ¢ P = 2(x + y).

Pela desigualdade MG - MA temos
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Glz,y) < A(w,y) & Jag< —2 y

S 4Ty <2(x +y)

s4/5<P

Logo o perimetro de um retangulo de area S é maior do que ou igual a 4v/S,
ocorrendo a igualdade se, e somente se, x = y, ou seja, quando o retangulo for um
quadrado.

2. Prove que para quaisquer reais positivos x e y temos

z+y 2<m2+y2
2 - 2

ocorrendo a igualdade se, e somente se, z = .

Resolucgao

Pela desigualdade MG - MA temos

@<x2+y2
2 = 4
2 2 2 2 2
@flf +y xy_I +y I +y
4 2 4 4
2 2
T Ty Y +y
o (Z) 49227 <-) <
(2) * 227L 2/ = 2

2 2 2
Tty 'ty
= <

i 2 2 .
Ocorrendo a igualdade se, e somente se, & = %-, ou seja, x = y.
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3. Sejam a e b reais positivos tais que a + b = 1, prove que
+ 1y’ + | b+ 1)’ > 2

a p— — JE—

a b) — 2

Resolucgao

1 1
Usaremos o resultado do problema anterior, tomando z =a+ — ey =b+ —.
a

b
(a+1%+ (b+ 1) >(a+§+b+%>2
2 = 2

)

Ora, pela desigualdade MG - MA temos que

Gla,b) < A(a,b) < Vab < a;b

De (I) e (IT) temos
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4. Sejam a, b e ¢ reais positivos, prove que

a n b n c >3
b+c¢c c+a a+db " 2

Resolucgao 1

Considere os niimeros

a b c
T = + +
b+c c+a a+bd
B b n c N a
y_b+c c+a a-+b
c a b
z = + +
b+c c+a a+b
Perceba que
i b+c c+a a+bd 3
Z = g
4 b+c¢c c¢c+a a-+b
Além disso
a+b b+c cHa
Tty = - -
b+c c+a a+bd
at+c b+a c+bdb
rT+z=

b+c+c+a+a+b

Pela desigualdade MG - MA temos

<1<

a+b b+c c+a a+b b+c c+a
) M S A ) b
b+c'c+a' a+b b+c'c+a' a+b

a+?b+%c+b <A a+?b+ﬂc+b e1<
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

Somando os membros dessas desigualdades temos

DO W

2r+y+2>26 & 2r >3 & x>
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N a N b n c >3
b+c c¢c+a a+b7 2
[ |
Resolucao 2
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
at+b+c at+b+c a+b+c
\/(b+c)+(c+a)+(a+b)-\/;j 4 e et > 3vVa+ b+ ¢
at+b+c at+b+c at+b+c
S ((b+0)+(c+a)+ (a+b)) - (e 4 atbic 4 atbie) > 9(q + b+ ¢)
a b c
& 2a+b+c)- + + +3)>9a+b+c)
b+c c+a a+d
PSS
b+c c+a a+bd -2
N a N b n c >3
b+c c+a a+b 2
[ |

5. Sejam a, b e ¢ reais positivos, prove que (a + b)(b + ¢)(c + a) > 8abc, ocorrendo a
igualdade se, e somente se, a = b = c.

Resolucgao

Pela desigualdade MG - MA temos
b
Ala,b) > G(a,b) % > Vab

Aa,b) > G(b,c) < % > Ve

c+
2

A(c,a) > G(c,a) & ¢ > \/ca

Multiplicando membro a membro, temos

(a+b)(bgC)(C+a) > abe < (a+b)(b+c)(c+a) > Sabe

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, ocorrer a igualdade em cada uma das
desigualdades do tipo MG - MA, ou seja, a = b = c.
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6. Sejam n > 1 nimeros reais positivos pi, pa, ..., p, de soma unitaria. Mostre que

. 1\* _ 1
D {pit—) =n®+2m+—
pi n

i=1 ?

Resolucgao

n termos

—
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz nas sequéncias (1,1, ...,1) e (p1,p2, - -, Pn)
temos

|p1'1+p2~1+...+pn‘1|§\/p%+p%+~--+pi~\/12+12+~-+12

<=>p1+pz+---+pn§\/p%+p%+---+p%-\/ﬁ

<:>1§\/p%+p§+...+p%-\/ﬁ

1 2, 2 2
<:>5§M+p2+~-+pn

1 n
— - < 2 (1
n_;pz (I)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz nas sequéncias (\/p1,/D2;---,+/Pn) ©

11 1
(\/—pfl, T \/77) temos

1 1 1 1
VD1 —= 4 P <Vt oAy
Vi VD1 \/Dn D1 Pn

1 1 1
<:>\1+1+...+1|§\/T-\/—+—+...+—
pP1 P2

DPn
\/1 1 1
—nlyy—+—+...+—
y4i P2 DPn
, 1 1
—n<—+—4+...+—
p1 P2 Pn
—=n*<y — (I
o1 Pi
n termos
—
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz nas sequéncias (1,1,...,1)e (pil, p%, . pin)

temos
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1 1 1 11 1
1-—4+1-—4. +1- —[<VI+1+. .+l [5+5+...+5
D1 D2 Dn S ] b

1 1 1 1 1 1
— — 4+ —4+ ...+ —<AV1I+...+1: —2+—2+...+—2
pr Y25} Pn

Usando a propriedade tansitiva em relacao a desigualdade (II) temos

1 1 1
=n<Vn|5+5+...+=5
P P 2

4 1 1 1
—~—n <n- —2—|——2+...+—2
pl p2 pn

Z" 1
=1 1

Somando membro a membro as desigualdades (I) e (III) temos

I & "1
n3+ﬁ§2p?+zﬁ
=1 =1 7

1 n n 1
3 2
— 2 < . 2
n+n+n Epl—i—g 2+n

i=1 i=1 "1

<:>n3+2n+%§2pf+zz%+22(p§.z%)
i=1 i=1 % i=1 i

1< 1\?
<:>n3+2n+—§2<pi+—)
- pi

7

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, ocorre a igualdade nas trés vezes que usamos
a desigualdade de Cauchy-Schwarz, ou de modo equivalente, p; = p, = ... = p,, =

;.

[ |

7. Prove que dentre todos os triangulos de perimetro dado 2p, o de maior area é o
equilatero.

Resolucgao

Seja S a area do triangulo ABC de perimetro dado 2p, cujas medidas dos lados

b
indicaremos por a, b e c. Temos p = % e S = \/p(p —a)(p—0b)(p— o).
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Pela desigualdade MG - MA temos

Glp—ap—bp—c)<Ap—ap—>bp—c)

3p—(a+b+c)

y

4

e Vp-a)lp-bp-o<

& p-ap-bp-d < (

w3

Splp—a)p—>b)(p—rc) <

Ml’@
J

p2

P

& \Vplp—a)p—b)(p—c) <

P*V3
9

9

= 5<

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, p—a =p—b=p—c, ou ainda, a = b = ¢,
ou seja, quando o triangulo equilatero.

8. Determine o valor maximo da fungao f(z) = z(1 — z)?, sendo = € (0,1).
Resolucgao
No dominio da funcao, 3x e 1 — x sao ntimeros reais positivos.
Pela desigualdade MG - MA temos

GBz,1—z,1—2,1—2) < AQBz,1 —2,1 —x,1 —x)

S3:}0—1—(1—x)—l—(l—x)—I—(l—x)

& /3z(1—2)3
o(1—7) y

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, 3r = 1 —x, ou seja, r = }1. Como % € D(f),
27

entao o valor maximo da fungao é .
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9. Dados n > 1 ntmeros reais nao nulos x1,xs,...,x,, a média harmonica deles ¢ o

nimero real n

H(xy,x9,...,2,) = TR
1 To Tn

Sejam H e GG as médias harmonica e geométrica de n reais positivos x1, s, ..., Tp,
mostre que H < G e que a igualdade ocorre se, e somente se, 11 = 9 = ... = T,
Resolucgao

Pela desigualdade MG - MA temos

nf — = < 1 xr2 n
T1 To Tn n

1
S < - HLZG

G
Ocorrendo a igualdade se, e somente se, i = x—12 =...= 9%7 ou de modo equivalente,

n
T1 =Ty = ... =Tp.
[ |
10. Mostre que para quaisquer reais positivos x1, Zs, ..., T,, temos

11 1 )
(x14+220+...+x) | —+—+...+— | >n
4o T2 L,

Resolucgao 1
Pela desigualdade MG - MA e pela obtida no problema anterior temos

A(xy, 29, xn) > G (21,29, ..., 2,) > H (21,29,...,2,)

T+ xo+ ...+ Ty n
n l—Fi—i—..‘%@]ﬁL
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Resolucao 2

Basta aplicarmos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para as sequéncias (\/Z1, /T2, - . .

e(l 1 ;)

Assim,

1 1 1
Veirtaoo+ ... +x, ) —+—+. .+ —>[14+14+...1

T T2 T,

1 1 1
SvVri+r+.. T, 4 —F+F—+...+—>n

I ) Tn

11 1 )
S@+aet+...+x) | —+—+...+— | >n

T i) Tn

11. De um quadrado de lado 2a, retira-se a partir dos vértices pequenos quadrados de
lados b, com o intuito de formar uma caixa conforme a figura a seguir. Determine
o valor de b que fara a caixa ter volume méaximo.

,,,,,

__________

Figura 4.1: Construcao de caixa

Resolugao
O volume V da caixa é dado por V = b(2a — 2b)* = 4b(a — b)?* com 0 < b < a.

Pela desigualdade MG - MA temos
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12.

4b+2(a — b) +2(a —b)

V4b-2(a —b) - 2(a —b) <

4 64a3
e vy <2 4 gy <28
3 27
164
ey <2
= o7

Ocorrendo o méximo volume se, e somente se, ocorrer a igualdade, ou de modo
. - . o
equivalente, 4b = 2(a — b), ou ainda, b = §.

[ |

Dados n > 1 ntimeros reais x1, xs, . . ., T, a média quadratica deles é o nimero real
I+ as 4. +ad
Q(.I’l,fﬂg, e ,xn) =
n
Sejam A e () as médias aritmética e quadratica de n ntmeros reais i, xg, ..., Tp,
mostre que A < @) e que a igualdade ocorre se, e somente se, 1 = T3 = ... = T,,.
Resolucgao
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para as sequéncias (x1,2a,...,2,) €
N termos

———
(1,1,...,1) temos

1+ o+ a| SVl 4 a4 a2 VI 124 12

<:>|ZL‘1+1’2+...+1’”|<\/$12+ZL‘22+...+1’”2

n n

Ora x1 + 2o+ ...+, <|r1+ 22+ ...+ x,], logo

& A<Q

$1+x2—|—...—|—$n<\/x12+a:22—|—...+:1:n2

n n

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, existe nimero real A tal que x; = \- 1 para
todo inteiro 1 <7 < n, ou seja, r1 = a9 = ... = Ty,.

13. Se a, b e ¢ sdo ntimeros reais positivos, prove que

(a*b+ b*c + c*a)(a’c + b*a + ¢*b) > 9a*b*c?
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14.

Resolucgao 1
Pela desigualdade MG - MA temos

A(a®b, V¢, cta) > G(a’b,b%c,c’a) < a*b+ b*c+ c*a > 3abe
e
A(a’c,b%a, *b) > G(a’c,b%a,c®b) < a’c+ b*a+ c*b > 3abe

Multiplicando membro a membro, temos

(a®b + b*c + cta)(a’c + b*a + c*b) > 9a’b*c?

Resolucao 2

Usando a desigualdade de Cauhy-Schwarz para as sequéncias (a\/B, by/c,c\/a) e
(eV'b, av/c, by/a) temos

[(aV)(cvb) + (bv/e)(av/e) + (ev/a) (bv/a)| < Va?h + Ve + Pa - Vb + a’c + Ba

& 3abe < Va2b+ b2c + 2a - Vb + a2c + b%a
& 9a*b’c® < (a’b+ bPc + c*a)(a’c + b%a + c*b)

Sejam hg, hy e h. as alturas do AABC relativas aos lados a, b e ¢ respectivamente.
Prove que AABC' é equilatero se, e somente se, ahy, 4+ bh. + ch, € igual a seis vezes
a sua area.

Resolucao
Pela desigualdade MG - MA temos

A(ahy, bh,, chy) > G(ahy, bh,, ch,)

ahy + bh. + ch,
3

Z e/(ahb) (bhc> (Cha>
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ahy + bh, + chy > 3V/8S3
ahy + bh. + ch, > 65
Ocorrendo a igualdade se, e somente se, ah, = bh. = ch, = 25, ou de modo
equivalente, a = b = c.
[ |
15. Prove que se a + 8+ v = 7, entao
o s gl
i (§) o (2) - (3) 21
93 +tg 5 +tg 5) =
Resolucgao
Se a + 8+ v = m, entao O‘Tw = 51 e portanto
o(#52) e
a+p 7y
sty ) g (1) =1
J(7E0)
tg(5) +t9(3) (2) -1
a 3y g 5 -
1—tg(5) g (5)
o gl 5 gl o B
t9(35)10(3)+to(5) 10 (3) +19(3) 1 (3) -1
TW\g) )T 3) W g) Tl3) 5
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para as sequéncias
(tg (5) 19 (3) .19 (5)) e (ta (3) 19 (5) .19 (5)) temos
tg? (5) +19° (5) +19° (3) =19 (5) 19 (3) +19 () - ta (3) +19(5) 19 (3)
e tg’ (5) +19° (3) +19° (3) 2 1
[ |
16. Mostre que para quaisquer duas sequéncias de reais (aq,as, ..., a,) e (b1, ba, ..., by)

para b; > 0,Vi € {1,2,...,n}, temos

a2 ay? an2 ar+as + ...+ ay)?
IR S U )
b1 by by, by +ba+ ...+ b,
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Resolugao
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para as sequéncias (xé/t_li? ;—g? cee \j—gﬁ)
e (Vb1, Vb, ..., v/by,) temos

al an a12 anQ

—\Vbi+ ...+ by IS A/—4+...+— - Vb1 +...4+b,
Vot '—\/m A

a4+ as+ ...+ a, a2 as? an?

[+ gz I

Vb +by+ ...+ b, by by b,

a1+ a +...—i—an2 a,> as> anz

(@ + ar Foal o, o

b1 +by+...4+ b, by by by

[ |

17. (Desigualdade de Weitzenbock) Se um triangulo de lados a, b e ¢ tem area S, prove
que a® + b? + % > 44/38.

Resolucgao

Usando a desigualdade do problema anterior para (a, b, c¢) temos

(a+b+c)?

a?+ v+ > 3

b 3
& (a®+ b+ %) > \/3(a+b+c) (%)

& (a®+ 0>+ %) >4 /6p (%)3 (1)

Por outro lado, da desigualdade MG - MA temos

G(2p — 2a,2p — 2b,2p — 2¢) < A(2p — 2a,2p — 2b,2p — 2¢)

e 8(p—a)p—>b)(p—rc) < 6]9—2(@34-19—1-0)

&8 —a)p—b)p—c) < (%p)
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18.

= 15— )~ Dl - < 00 (7))

& 4v3/plp—a)(p—b)(p — ) < {/6p (@)

3
& 4V35 <y [6p (%)3 (11)

De (I) e (II) conclui-se que (a® 4 b + ¢%) > 4/3 S.

(Teorema de Cauchy-Schwarz)

(a-+b)?
T+y

(a) Prove que % + % > para todo a, b, x e y reais (z,y > 0).
(b) Utilize inducao finita para provar a desigualdade da aplicagao 16.

(¢) Use o resultado 18b para provar o teorema de Cauchy-Schwarz.

Resolucao

(a) Considere o nimero ya — b, temos

(ya — xb)* >0

& y2a® — 2xyab + 2%0* > 0

& y2a® + 22b? > 2zyab

& xya® + y*a® + 220 + zyb® > zya® + 2ryab + ryb

& (z+y)ya® + (z + y)zb® > xy(a + b)?

2 2 2
o ya + b > (a+0)

Ty rT+y

2 2 2
(:)a_+b_2(a—|—b)
T Y r+vy
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(b) Para n = 2 foi provado no item anterior. Suponha entao que a desigualdade seja
valida para n = k, ou seja,

a_12+a_22+ +a_’“2 (a1 +ag+ ... + )’
by b, 7 b T by+by+...+ b
para quaisquer duas sequéncias de reais (a1, ag,...,ax) e (b, ba, ..., bg).
Considere agora as sequéncias de reais (a1, ag,...,a5+1) € (b1, b2, ..., bg1). Da hi-

potese de inducao temos

a,’ ar?  apy (e + .ot an)? i, (e + .+ ag)?

— .t > =

b1 bk bk+1 bl + . e + bk bk+1 bl + . e + bk+1
(c)Tome z; = % e 1; = v/b;. Substituindo na desigualdade anterior temos

Ty + Tols + o+ Tpyn)?
x%+x%+...+xiz(ly12 23/22 2y)
Yty +...+y,

<:)(x%+x§—l—...+:pi)-(y%+y§+...+yi)>(x1y1—|—x2y2—|—...+xnyn)2

<:>\/x%+x§+...+x% . \/yf+y§+...+y,%2|x1y1+x2y2+...+xnyn|

19. (Teorema de Cauchy-Schwarz)

1 1
(a) (Desigualdade de Young) Sejam p e g reais positivos tais que — + — = 1. Prove
p q

que para quaisquer reais positivos = e y temos
1 1

vy < —af + —y?
p q

1 1
(b) (Desigualdade de Holder) Sejam p e ¢ reais positivos tais que — 4 — = 1. Prove

que para quaisquer sequéncias de reais positivos (1, o, ..., Zn) € (Y1, Y2, - - -, Yn),
temos

S |
Qe

$1yl+$292+-~-+$nyn§(Jf1p+$2p+~..+xnp) (y1q+y2q+...+ynq)

(c) Mostre que a desigualdade de Holder fornece a desigualdade de Cauchy-Schwarz
para reais positivos.
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Resolugao

(a) Como a funcao logaritmo natural é concava, temos
In(txy + (1 —t)zo) > tln(zy) + (1 —t) In(xs)

para todo reais positivos 1 e 1o, com 0 <t < 1.

Sendo a funcao exponencial de base e é crescente, segue que

eln(ta:1+(1—t)x2) > et In(z1)+(1—¢) In(z2)

S trp+ (1 —t)zy > (21)" - (22)' "

Além disso . )
zy = (2¥)? (y?)e

Tomando t = =, x1 = aP e x5 = y?, ao aplicarmos a desigualdade obtemos

1
p

SE
—~~
<

sy

N—
Q|

IA

ry = (o)

(b) Considere

Q|

S =
4

|
—~
<
=i
+
<
)

+

u= (2 +ab+... +ab) ot yd)

Aplicando a desigualdade de Young

nv Ly, Ly
u v p\u q\v

para todo inteiro 1 <17 < n.
Somando membro a membro, temos
1 — 1 & 1
— $z’i<— ——up —P =1

Portanto

Q=

Ty + oy + o+ Ty < (P a4+ 2y, )%(yl +y? + .+ yn?)

(c) Usando a desigualdade de Holder para p = g = % temos

[T1y1 + Tay2 + ..+ TnYal S\/x%+x§+...+x% : \/y%+y§+...+yg

43
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20. (Teorema de Laguerre) Se todas as raizes do polinémio z" + Ap_ 12" 4. . +ay sdo
nimeros reais entao elas pertencem ao intervalo de extremidades

ap—1  n—1 2n
- + a?_, — Ay
n n \/ el
Resolucgao
Seja y1, Y2, - - -, Yn as raizes do polinémio, deste modo o polindémio pode ser fatorado

assim (z — y1)(z — y2) ... (¥ — y,) e pelas relacoes Girrad temos

n1=—W1+Y2a+ ...+ Yn) € Go=Yu(y1 +y2+ ...+ yn1)+ E YilY;
1<j#n
E a partir destas, obtemos

n—1
2 2 2
Uy 1 — 20p_2 — Y, = § Y;
i=1

Por outro lado, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz a (y1,99,...,Yn_1) €

n—1 termos
——
(1,1,...,1), temos
n—1

Wtmt A v)’ <=1y

i=1

~ (an—l + yn)2 < (n - 1)(“121—1 — 20p_2 — yi)

-~ ai_l + 2an—1yn + yi S (Tl - 1)(137,—1 - 2(” - 1>an—2 - (7’L - 1)3/721
pEN nyi + 26, 1Yn +2(n — Day_o — (n — 2)ai_1 <0

2a,_1 2(n — 1)a,_o — (n—2)a?_

Sy, + Yn + <0
n n
Deste modo qualquer raiz y, do polinomio deve estar no intervalo de extremos
ap—1 . n—1 2n
- + a’_, — Uy
n n \/ n=l Ty 2



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos diversas demonstragoes para as desigualdades entre as mé-
dias geométrica e aritmética e de Cauchy-Schwarz, muitas delas utilizando apenas conhe-
cimentos elementares. Acreditamos com isso que torna-se perfeitamente viavel o ensino
destas desigualdades, demonstrando-as em turmas do ensino médio.

Além disso pudemos mostrar que o uso dessas desigualdades nos permite resolver di-
versos problemas interessantes sem os quais a solucao se tornaria bem mais dificil ou
mesmo impossivel a nivel elementar. Deste modo justifica-se a importancia de ensinar
essas desigualdades ainda no ensino médio, bem como para alunos que participarao de
competicoes olimpicas de Matemaética.

A mudanca no ensino de Matemaética na educacao basica passa por uma reformula-
¢ao da formacao do professor, sendo imprescindivel que os estudantes de licenciatura em
Matematica estudem essas desigualdades e vejam sua importancia. Neste sentido esse
material pode fornecer uma boa contribuicao, servindo como material para um estudo
inicial sobre desigualdades ou mesmo como fonte para um trabalho de conclusao de curso.

Encerro este trabalho, certo de que disponibilizo um material para aqueles que querem
conhecer um pouco mais sobre essas desigualdades, suas demonstragoes e aplicacoes.
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