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RESUMO

A Geometria de Distancias é o estudo da geometria Euclidiana ba-
seada nas distancias entre determinados objetos. Esse ramo da ma-
tematica tem apresentado diversas aplicagbes que abrangem as areas
da robdtica, geometria molecular, redes de comunicagoes, entre ou-
tras. O problema de Geometria de Distancia consiste em determinar
o posicionamento dos objetos no espaco euclidiano conhecidas somente
algumas distancias entre pares de objetos. Neste trabalho estudamos
conceitos essenciais nesta area, como grafos, matriz de distancias e o
determinante de Cayley-Menger. Resolvemos alguns problemas simples
por construcao geométrica e apresentamos o teorema que determina as
condigoes necessarias e suficientes para a realizacdo de um conjunto
completo de distancias. O principal objetivo desse trabalho é demons-
trar este teorema de forma detalhada.

Palavras-chave: Geometria de distancias. Determinante. Cayley-
Menger.






ABSTRACT

Distance Geometry is the study of Euclidean geometry based on the
distances between certain objects. This branch of mathematics has pre-
sented several applications covering some areas like robotics, molecular
geometry, communication networks and many others. The fundamen-
tal problem in distance geometry is the one of determining the position
of some objects at the Euclidean space knowing only a few pairwise
distances. We study essential concepts in this area, such as graphs,
distance matrix and the Cayley-Menger’s determinant. We conducted
experiments of embenddings by geometric construction and present the
theorem that states the necessary and sufficient conditions for the re-
alization of a complete set of distances. The aim of this work is to
present a detailed proof of such theorem.

Keywords: Distance geometry. Determinant. Cayley-Menger.
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1 INTRODUCAO

A Geometria de Distancias (GD) é o ramo da matemédtica que
estuda a geometria euclidiana tendo como foco principal as distancias
ao invés de pontos, linhas e superficies. Os gregos j4 iniciavam estudos
nessa area quando Heron de Alexandria deduziu o calculo da érea de
um triangulo a partir das medidas de seus lados.

Arthur Cayley deu uma importante contribuicao para a GD ao
publicar em 1841 a relagao das distancias entre cinco pontos no espago.
(LIBERTI; LAVOR, 2015)

Em 1928, Karl Menger propés uma axiomdatica para espagos
métricos usando conceitos de distancias e, através dos estudos de Cay-
ley, generalizou o resultado de Heron para calcular o volume de um
k-simplex arbitrario conhecendo a medida de suas arestas. Mas foi so-
mente em 1953 que a GD se tornou uma nova area de conhecimento
através dos resultados de Leonard Blumenthal (BLUMENTHAL, 1953).

Desde entao muitas aplicacoes utilizam-se da GD, dentre elas, a
determinacao da posicdo das estrelas na Astronomia, a determinacao
das estruturas de moléculas de proteinas utilizando dados da ressonancia
magnética nuclear na Bioquimica, o dimensionamento e posicionamento
de bragos de robos na Robética, entre muitos outros (LAVOR; LIBERTI,
2014).

Todas essas ciéncias se confrontam com o mesmo tipo de pro-
blema quando se trata de GD. O problema fundamental da GD é de-
terminar as coordenadas de um conjunto de pontos em um dado espago
Euclidiano conhecendo-se apenas as distancias entre alguns pares de
pontos. (LAVOR; LIBERTI, 2014)

Este trabalho tem como foco estudar as condigoes para existéncia
de solucoes do problema de geometria de distancias, onde todas as
distancias entre pares de pontos sao conhecidas.

O capitulo 2 trard as definigoes de alguns conceitos bésicos a
respeito de grafos, definicao de simplex, o determinante de Cayley-
Menger (o principal conceito a ser estudado neste trabalho) e a de-
finicdo formal do problema de geometria de distdncias. No capitulo 3
estudaremos algumas realizagoes de um (k + 1)-clique através do de-
terminante de Cayley-Menger, trazendo alguns exemplos para auxiliar
na compreensao destes casos. A formalizagdo do teorema que fornece
condigoes necessarias e suficientes para a existéncia da solucao de um
problema de geometria de distancias segue no capitulo 4, assim como
a sua demonstragao e alguns exemplos de aplicacao. Por fim, fazemos
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as consideragoes finais no dltimo capitulo, enfatizando as contribuicoes
deste trabalho para sociedade académica.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Ao longo deste trabalho serao utilizadas as nogoes basicas da
Teoria de Conjuntos e Matrizes (principalmente determinante de uma
matriz e suas propriedades). Outros conceitos que também serdo ne-
cesséarios para enunciar o problema de geometria de distancias, como
grafos e k-simplex, serdo apresentados no final neste capitulo.

2.1 DETERMINANTE E PROPRIEDADES
As definigbes que seguem nesta se¢ao tem como referéncia (BOL-

DRINT et al., 1980).

Definigcao 2.1. Dada uma permutacao dos inteiros 1,2,....n, eziste
uma tnversao quando um inteiro precede outro menor que ele.

Para exemplificar, considere as permutagoes dos nimeros 1, 2 e
3 e a quantidade de inversoes para cada permutagao possivel.

Tabela 1 — Inversoes dos ntimeros 1, 2 e 3.

’ Permutagao \ Ntmero de inversoes

1 2 3) 0
1 3 2 1
2 1 3) 1
2 3 1) 2
3 1 2 2
3 2 1) 3

Definicao 2.2. Seja A = [ai;], wma matriz quadrada de ordem n. O
determinante de A é definido por

det(A) = det[aij]n = Z(—l)Ja1jla,2j2 B T )

P
em que J = J(j1,...,4n) € o ndmero de inversées da permutagdo
(J1,---,Jn) € p indica que a soma € estendida a todas as n! permutagoes

de (1,2,...,n).
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Também podemos denotar det(A) por |A|.
As propriedades do determinante relevantes ao trabalho sao apre-
sentadas a seguir.

Proposicao 2.3. Seja AT a matriz transposta da matriz quadrada A.
Entao |AT| = |Al.

Demonstragio. Conidere A = [a;;], temos AT = [b;;], onde b;; = aj;.
Entao, pela definicdo de determinante, temos

det([bi]) = X,(=1)7b1j,baj, - bnj,
= Y, (=D7aj1a59.. a5,
= det([ai;]).
Portanto |AT| = det([bi;]) = det([a;;]) = |A|. O

Proposigao 2.4. Sejam A e B matrizes quadradas de mesma ordem.
Entio |AB| = |A||B].

Demonstracdo. Em um primeiro caso consideramos que A ou B sao
singulares. Com isso AB também é uma matriz singular. Neste caso
|AB| =0 e, como |A| = 0 ou |B| = 0, a igualdade se verifica.

No segundo caso considere A e B nao singulares. De (BOLDRINI
et al., 1980) retiramos dois conceitos importantes para esta parte da
demonstracao: toda matriz A quadrada nao singular é possivel de se
obter através da multiplicacao da matriz de identidade I por matrizes
elementares E' de mesma ordem (para maiores detalhes sobre matrizes
de operagoes elementares consulte a referéncia (BOLDRINI et al., 1980));
e |[EA| = |E||A| tendo estas matrizes as mesma caracteristicas citadas
anteriormente. Desse modo,

|AB| |E\E, ... EB|

= |E\||BEs... BB

— |B|B|... BB
— |BB|... B E|B]

|E\Ey ... Ey||B|
= |A|lB|.

Portanto |AB| = |A||B|. O
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Proposicao 2.5. Se uma linha (ou coluna) de uma matriz quadrada
A for multiplicada por um escalar X\, entdo seu determinante também
serd multiplicado por .

Demonstra¢ao. Inicialmente perceba que no somatério da definicao de
determinante de uma matriz, em cada termo existe um e apenas um
elemento de cada linha; e um e apenas um elemento de cada coluna.
Chamemos de A a matriz original e de B a matriz cuja uma linha foi
multiplicada por A. Entao ao calcular |B|, em cada termo do somatério
aparecerd um termo de B daquela linha que foi multiplicada por A.
Colocando A em evidéncia obtemos exatamente o somatério para o
célculo de |A|. Portanto |B| = A|A].

O

Proposigao 2.6. Seja A uma matriz quadrada de ordem n e A um
escalar qualquer. Entdo |[NA| = A"|A|.

Demonstracdo. Como visto na demonstragao da Proposicao 2.5, cada
termo do somatério possui um (e apenas um) elemento de cada linha e
coluna, assim

|/\A| = Zp(—l)‘]/\aljl)\agjz ...)\an]‘n
= A3 (=) arj a2, .. anj,
= A"A|.
Portanto |AA| = A\"|A|. O

Proposigao 2.7. Seja A uma matriz quadrada. A permutagdo de duas
linhas (ou colunas) altera o sinal do determinante da matriz.

Demonstracdo. Observando a definicao de determinante de uma ma-
triz, vemos que se realizarmos a permutacao de duas linhas (ou colunas)
da matriz, alteramos a paridade do ntimero de inversoes dos indices e,
portanto trocamos o sinal dos termos. O

Proposicao 2.8. Substituir uma linha (ou coluna) pela soma da mesma
com outra linha (ou coluna) previamente multiplicada por um escalar
nao altera o valor do determinante da matriz original.

Demonstracdo. Usando a definicao de determinante e a distributivi-
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dade podemos mostrar que

a1 a1n
bi1 + ¢ bin + Cin
an1 Ann

an
=] ba

apl

A1n
bin

a’ILTL

Supondo ¢;; = Aagj onde A € R, j =1,2,

k # i temos

a1

bi1 + Aag

Gn1

A1n aii
bin + Aagn | = | bi1
Anpn an1

a1l

Qpl

A1n

ann

on k=12 ....ne

Q1n
bin

ann

a1

+| Aap1

an1

A1n
)\a;m

ann

Note que a segunda matriz da soma possui uma linha a qual é
multipla de outra linha, portanto seu determinante sera nulo. Com isso

a11

bi1 + Aagy

Gnl

Q1n

bin + Xagn | =

a/nn

a11
bi1

an1

A1n
bin

ann

ou seja, substituir uma linha (ou coluna) pela soma da mesma com
outra linha (ou coluna) previamente multiplicada por um escalar nao
altera o valor do determinante da matriz original.

2.2 NOCOES DE GRAFOS

O

As definigoes que seguem nesta subsecao tém como referéncia
(LAVOR; LIBERTI, 2014).

Definicao 2.9. Grafo € um par de conjuntos V e E, onde V € ndo vazio
e E € um conjunto formado por pares nao-ordenados dos elementos de
V. Um grafo G é denotado por G(V, E).
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Os elementos de V' sdo chamados de vértices. Por exemplo, seja
um conjunto V = {a, b, c}.

Figura 1 — Exemplo de grafo com trés vértices.

Os elementos de E sao chamados de arestas. O conjunto E
pode ser formado de diversas maneiras, inclusive pode ser representado
pelo conjunto vazio. Denotaremos cada aresta por {v,w}, onde v e w
sao vértices do grafo.

Figura 2 — Exemplos de grafos com vértices e arestas.

a a a
(]
(i)

(ii) (iii)

Nos exemplos de grafos da Figura 2, em que o conjunto dos
vértices é dado por V = {a, b, ¢}, temos que o grafo () possui o conjunto
de arestas dado por E = {{a,b}}, no grafo (ii) por E = {{a, b}, {b,c}}
e no grafo (iii) por E = {{a,b}, {b,c},{a,c}}.

Note que em nenhum momento foi definido que v # w para
formar uma aresta. Uma aresta formada por apenas um vértice v,
denotada por {v,v}, é chamada de lago, ou ainda, loop.

Figura 3 — Exemplo de grafo com um lago.

®
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Defini¢ao 2.10. Um grafo é dito simples se ndao possuir lagos, ou
seja, 0s vértices de uma aresta sao elementos distintos de V.

Exemplos de grafos simples estao ilustrados na Figura 2. No
contexto de geometria de distancias considera-se apenas grafos simples,
por razoes que ficarao evidentes mais adiante.

Definicao 2.11. Um grafo é nao-orientado quando, dados a,b €V,
temos que (a,b) = (b,a).

Definicao 2.12. Um grafo G = (V, E) € dito conectado, se nao é
possivel separar um conjunto de seus vértices V' em dois subconjuntos
AeB,com ANB =0 eV = AU B, de tal maneira que nao exista
nenhuma aresta {a,b} € E, ondea € A eb € B.

Na Figura 2 apenas o grafo (i) é ndo conectado e os demais s@o
conectados.

Definicao 2.13. Um grafo G = (V, E) € dito ponderado, quando é
associado um numero real a cada aresta deste grafo, ou seja, existe uma
fungdo d : E — R. Denota-se G = (V, E,d).

Figura 4 — Exemplo de grafo ponderado.

Definicao 2.14. Um grafo € dito completo se for um grafo simples e
todo par de vértices distintos for ligado (conectado) por uma aresta.

O exemplo (i7i) da Figura 2 mostra um grafo completo. Os
principais problemas em geometria de distdncias nao necessariamente
sao formados por grafos completos. Inclusive grande parte dos estu-
dos de aplicagoes da geometria de distancias consiste em métodos que
buscam completar as distancias faltantes. Contudo este trabalho fo-
card no desenvolvimento de resultados sobre grafos completos, onde
sao conhecidas todas as distancias.
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2.3 O PROBLEMA DE GEOMETRIA DE DISTANCIAS

Defini¢ao 2.15. O problema de geometria de distincias (PGD)
consiste em, dado k € Z e um grafo simples, conectado, nao-orientado
e ponderado G(V, E,d) em que d : E — R, encontrar uma fun¢do que
associa cada vértice a uma posicdo no espaco RF, ou seja, x : V — RF,
tal que

||$l - xj||2 = dlzj7 V{Zvj} € E.

Uma solugao = para o PGD é chamada realizagao. Trans-
formagoes rigidas sobre uma realizagao, ou seja, translacoes e rotagoes,
preservam todas as distancias.

E importante observar que de acordo com essa definicao, nao ha
necessidade de que se conhegam todas as distancias e que dg, € Ry é o
peso da aresta entre dois vértices a e b.

Definicao 2.16. Um clique de um grafo G = (V, E) é um subgrafo
G'=(V',E"), onde V' CV, E' CE e G é completo.

Um grafo completo com k vértices é chamado de k-clique. O
exemplo (i7i) da Figura 2 ilustra um 3-clique.

2.4 COMBINACAO AFIM E COMBINACAO CONVEXA

Definicao 2.17. Uma combinag¢ao afim ¢ uma combinacao linear
na qual a soma dos coeficientes € 1, ou seja,

k k

Zaipi em que a; € R, p; € R* e Zai =1.
i=0 =0

Como exemplo podemos tomar os pontos (1,0), (0,1) e (2,—1)
em R?. Note que o ponto (2,—1) é uma combinacao afim de (1,0) e
(0,1), pois 2(1,0) + (—1)(0,1) = (2,—1) cuja soma desses coeficientes
é1.
Definigao 2.18. Uma combinag¢ao convexa é uma combina¢do afim

tal que os coeficientes sao ndo negativos, ou seja, a; € Ry.

De forma anéloga ao exemplo anterior vemos que o ponto (0.5, 0.5)
é uma combinagao convexa de (1,0) e (0, 1), pois 0.5(1,0) +0.5(0,1) =
(0.5,0.5) em que os coeficientes somam 1 e sdo positivos.
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Definicdo 2.19. Seja B C R*. Dizemos que B é um conjunto con-
Vexo se, para quaisquer pi,p2 € B, temos que p; = A\ip1 + Aeps € B,
onde A\ e Ao ERy e A+ A =1.

Um exemplo de simples visualizacao de conjunto convexo é uma
bola em R2. Qualquer segmento de reta que tenha como extremidades
pontos na bola estd inteiramente contido na mesma.

Definicao 2.20. O enwoltério convexo de um conjunto de pontos é
0 menor conjunto convexo que contém tais pontos.

Figura 5 — Exemplo de envoltério convexo em R2.

Definigao 2.21. Um conjunto finito de pontos {pq,...,pr} € dito afi-
mente independente se Y% a;p; = 0 com Y1_ a; = 0 implica em
a; =0, Vie{o,... k}.

Os pontos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) sdo exemplos de pontos
afimente independentes em R3.

Proposicao 2.22. Se {vg,v1,...,v,} € um conjunto de vetores afi-
mente independente entao {vi —vg, vy — Vg, ...,V —Vo} € um conjunto
linearmente independente.

Demonstragao. Sendo {vg,v1,...,v,} um conjunto de vetores afimente
independente, temos que

Zaivi =0, com Zai = 0 implica em a; = 0, para todo .
i i

Considere o conjunto {v; — vy, v3 — Vg, ..., Uy — Vo }.

Se Yo bi(v; —vg) =0, entao Yy biv; — (Y1, bi)vg = 0.
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Chame a; = b; parai=1,2,...,neag = —(>_, b;).

Claramente, ag + Y., a; = 0, e como {vo, v1,...,v,} é afimente inde-
pendente, entdo a; = b; = 0, para i = 1,..,n e, portanto, {vy — vy, v3 —
Vo, ..., Un — Yo} é um conjunto linearmente independente. O

2.5 K-SIMPLEX

Algumas estruturas em espacos de dimensoes menores sao bas-
tante conhecidas, como por exemplo ponto, reta, triangulo e tetraedro.
Estes sao alguns exemplos de simplex. Um simplex em um espaco de
dimensao k é a estrutura contendo k + 1 vértices com algumas carac-
teristicas especiais.

Dadas as caracteristicas anteriores, segue a definicao formal de
um k-simplex (MUNKRES, 1984).

Definicao 2.23. Um k-stmplex é o envoltério convezo de k+1 pontos
afimente independentes num espaco euclidiano de dimensdo k.

Figura 6 — Exemplos de k-simplex.

Pela Figura 6 nota-se que um 0-simplex corresponde a um ponto,
um 1-simplex em R é um segmento de reta, um 2-simplex em R? é um
triangulo e um 3-simplex em R? é um tetraedro.

Note que um k-simplex é uma realizacao de um (k + 1)-clique.

Chamando as formas obtidas pelos simplex de faces, ou seja, 0-
face o ponto, 1-face o segmento de reta, 2-face o tridangulo e assim por
diante, tem-se a seguinte tabela.

Pela Tabela 2 podemos perceber que a quantidade de k-faces
de um k-simplex seguem um padrao similar ao do triangulo de Pascal
se retirarmos deste a primeira coluna de uns. Desta tabela percebemos
que ha muitas relagoes existentes em um k-simplex.

Veja ainda que um 3-simplex pode estar inteiramente contido em
um plano por exemplo. Na realidade pode acontecer de um k-simplex
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Tabela 2 — k-simplex e seus elementos.

’ R™ ‘ Nome ‘ 0-face ‘ 1-face ‘ 2-face ‘ 3-face ‘ 4-face ‘ 5-face ‘ by
RY | 0-simplex 1 1
RT | 1-simplex 2 1 3
R? | 2-simplex 3 3 1 7
R3 | 3-simplex 4 6 1 15
R* | 4-simplex 5 10 10 5 1 31
R® | 5-simplex 6 15 20 15 6 1 63

estar inteiramente contido em um espaco de dimensido menor que R¥.
Quando isto ocorre, dizemos que é um caso degenerado do k-simplex.

Observaremos mais adiante que um k-simplex é um objeto es-
sencial na anélise do problema de geometria de distancias.

2.6 MATRIZ DE DISTANCIAS E DETERMINANTE DE CAYLEY-
MENGER

Os conceitos a seguir estdo de acordo com (LAVOR; LIBERTI,
2014) e sdo fundamentais para o estudo do PGD.

Definicao 2.24. Chama-se matriz de distdancias uma matriz

D(po, - --,pn) = [d}}]

onde i,j € {0,...,n} em que cada entrada dessa matriz corresponde
ao quadrado da distancia entre os pontos i e j.

Assim, segue que

[0 43, di, diy ... d3,
dyy 0 di, dis ... di,
d, 43, 0 di; ... d,
D(po,--spn) = | @2, d2, d3, O ... d3,
| b, di, d3, d3, ... 0]

Note que a distancia de um ponto a ele mesmo é nula, logo



31

di; =0,V::0,1,...,n. Como a distancia de z; a =; é igual a distancia
de z; a x;, temos que d;; = d;;. Logo temos que D é uma matriz
simétrica.

Definicao 2.25. O determinante de Cayley-Menger é gerado a
partir da matriz formada pela dltima linha e coluna contendo entradas
iguais a 1 exceto a dltima entrada que serd 0 e as demais entradas sao
formadas pela matriz de distancias D(po,...,pn), ou seja,

Dpo,....pn) 1
CM(pOa-”vpn): (pOJlT p) 0

)

em que 1 € um vetor coluna de uns.

Este determinante é a principal ferramenta que utilizaremos para
determinar a existéncia de uma solucao para o PGD.

No préoximo capitulo verificamos, por experimentacao, a relagao
que ha entre as realizagoes de 2,3 e 4-clique e seus respectivos deter-
minantes de Cayley-Menger.
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3 REALIZACOES DE UM (K + 1)-CLIQUE

Neste capitulo sera feito um estudo sobre as realizagoes de um
(k+1)-clique em dimensdes pequenas, ou seja, em R para k = 1,2 e 3.
Em geral, quando existe, a realizacdo de um (k + 1)-clique gera um
k-simplex.

3.1 2-CLIQUE

Dada somente a distancia, é trivial concluir que havera infinitas
solugoes para o PGD, pois existem infinitas possibilidades de posicio-
namento de uma distancia sobre uma reta. Porém, se fixado um dos
pontos, o outro deverd obdecer a igualdade ||xg—z1||? = d3,, pondendo
haver ai apenas duas solugoes distintas.

Por exemplo, seja do; = 5 e zg = 2. Entdo ||zg — 21|]> = d3; =
12— 21| =5%= 21 =Touxz; = —3.

Figura 7 — Exemplo de duas realizagoes de 1l-simplex dada uma
distancia.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tomando ainda a distancia dg; = 5, o determinante de Cayley-
Menger é dado por

D )1 0 5% 1
CM(po,pn—‘ i O‘— 520 1 |=50.
1 1 0

Perceba que CM (pg,p1) > 0. Naturalmente esse resultado ja
poderia ser esperado pois

0 d? 1
2, 0 1|=2d3.
1 1 0

Como dp; € Ry (pois é uma distancia) entao CM (po,p1) > 0.

Note ainda que se dyp; = 0 temos o caso degenerado em que a
realizagao terd os dois pontos com as mesmas coordenadas e, ainda,
CM (pg,p1) = 0. Portanto temos que CM (pg, p1) > 0.
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3.2 3-CLIQUE

Ao contrario do que foi visto para um 2-clique, nem sempre ha-
verd uma realizacdo para um 3-clique em R?. Por exemplo, sejam as
trés distancias dap = 4, dac = 2 e dpc = 1. A Figura 8 mostra que,
fixada a aresta {A, B}, as circunferéncias cujos raios tem medidas dac
e dpc nao se interceptam e, com isso, nao ha um ponto C localizado
nesse espaco dadas tais condigoes.

Figura 8 — PGD sem solugao.

Neste caso as distancias dadas nao satisfazem a desigualdade
triangular.

Proposicao 3.1. Dadas trés distancias dgp, dpe € dgqe, haverd uma
realizacdo de um 3-clique entre os vértices a, b e ¢ em R¥ se, e somente
se, forem satisfeitas as desigualdades triangulares

dab < dbc + dac>

dbc S dab + dacv
dac < dab + dbc~

Alterando os valores das distdncias do exemplo anterior para
dap = 3,dac = 2edpc = 2, pela Proposicao 3.1 existe uma realizagao
para um 3-clique. Novamente, fixando a aresta {4, B} e tracando as
circunferéncias centradas em A e B de raios d4¢ e dgc, obtemos dois
pontos de interseccao C’ e C”, como mostra a Figura 9. Para cada
escolha de um ponto C' teremos um conjunto de pontos que serd uma
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realizagao deste 3-clique.

Figura 9 — PGD com duas solugoes.

Outra situacao particular ocorre quando a soma de duas distancias
é igual a terceira, caso que ainda satisfaz normalmente as desigualda-
des triangulares. Por exemplo, tome as distancias dap =4, dac =2 ¢
dpc = 2. Neste caso a Figura 10 mostra que a tnica solugao (a menos
de transformagoes rigidas) serd o ponto C localizado sobre a prépria
aresta {A, B}.

Figura 10 — PGD com solugao tnica.

~ ~ ~ ~

Ve N\ 7/ AN
/ 4 \
/ v \
l ® - ° [
\ /\ /
AN / AN /

\\ s \\ Ve

Para este caso em que uma das desigualdades triangulares é satis-
feita através da prépria relagao de igualdade, tem-se nao s6 a realizagao
de um 3-clique em R?, mas também na reta.

Outra forma de abordar o PGD é utilizar as relagoes ||z;—z;||* =
d?j para determinar se um conjunto de distancias levara ou nao a uma
realizagdo em um espago dado. Desta forma, conhecendo todas as
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distancias e fixando dois dos trés vértices, é possivel montar um sis-
tema de equagoes onde as coordenadas do terceiro vértice desconhecido
serao as incognitas do sistema.

Tome como exemplo um conjunto de vértices V = {a, b, c} em R?
e seu devido conjunto de arestas E = {{a, b}, {a,c},{b,c}} com pesos
dap = 1, dge = 1 € dyp. = /2. Fixando X, = (0,0) e X; = (0,1) temos
o sistema

| Xe — Xul| = dac (3.1)
||Xc_XbH = dbc~

Elevando as duas igualdades ao quadrado obtemos um sitema
nao linear

||X6H2 —2X. - Xo+ ||Xa||2 = d

ac (3-2)
1Xell? = 2Xc - X + |1 X[ die, (3-3)

onde X; - X; denota o produto escalar.
Subtraindo (3.3) de (3.2) temos

2Xc - (Xy — Xa) + || Xal® = ||X|[* = d5, — di,
2(Xp — Xo) - Xe = dge — di + [|X0]* — || Xal .
Considerando X, = (z,y) segue que
2(0,1) - (z,y)=1—-24+1-0=0,
isto é, y = 0.
Utilizando o valor de y encontrado em (3.1), temos
[| X — Xal|| = dae, Ou seja,
VEOET 007 =1,
Va? =1,

|z| = 1.

Portanto, podemos observar duas solugoes para este PGD: a pri-
meira em que X, = (1,0) e a segunda X. = (—1,0).
Todavia, o foco deste trabalho é determinar se existe uma rea-
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lizacao, conhecidas somente as distancias, sem prévias condigoes sobre
os vértices.

Dadas as distancias dgpy, dos e di2, podemos analisar o PGD
através do determinante de Cayley-Menger. Temos inicialmente que a
matriz das distancias sera dada como

0 diy dy
D(pOaplva) = d§1 g d%Q
d02 d12 0

Com isto, o determinante de Cayley-Menger serd dado por

(; d?, d§2 1
_|dyn 0 dip 1|
CM(pO»PhPQ) - d%2 d%2 0 1 -
1 1 1 0
= dy, + dgy + diy — 2[dg, diy + di diy + dGyd],)] (3.4)

Retomando os dados dos trés casos anteriores, é possivel observar
algumas caracteristicas com relacao ao determinante de Cayley-Menger.

Para o exemplo em que dap = 4, dac = 2 e dpc = 1 segue o
determinante

0 42 22 1

42 0 12 1
CM(po;p1,p2) = | 52 12 0 1 |=105>0.

1 1 1 0

No outro exemplo em que dap = 3, dac = 2 e dpc = 2 segue o
determinante

0 32 22 1
32 0 221

CM (po,p1,p2) = 2 92 o 1|~ —63 < 0.
1 1 1 0

Por fim, o exemplo em que dap = 4, dac = 2 e dgc = 2 segue
o determinante
0 42 22
42 0 22
1 1 1

O ==
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Analisando os resultados podemos conjecturar que, em R2, o
PGD tem solugao quando C'M (po, p1,p2) < 0 e CM(p;,pj) > 0 para
i,7 € {0,1,2} e i # j (conforme observado ao fim da se¢ao 3.1), caso
contrario nao haverd solugao.

Para provar a afirmacao anterior, serd utilizada a Férmula de
Heron. Esta férmula relaciona a drea de um triangulo com as medidas
de seus lados e seu semiperimetro.

Teorema 3.2 (Férmula de Heron). Seja um trigngulo de drea A > 0
cujas medidas dos lados valem a, b e c. Entao

A=/plp—a)(p—-b)(p—o),

a+b+c
—

onde p € o semiperimetro, ou seja, p =

A Férmula de Heron toma como hipétese a existéncia de um
triangulo de drea A > 0, logo existe uma realizacdo de um 3-clique, em
R? caso A > 0, ou ainda em R caso A = 0.

Admitindo a existéncia de um tridngulo de vértices 0, 1 e 2 e
suas distancias como dpi, dg2 € dio tem-se pela férmula de Heron

VPP — dor)(p — doz)(p — d12) > 0.

Ou seja
p(p — do1)(p — do2)(p — di2) > 0.

do1 + doz + di2

Como p = 5

, segue que

1
Y (do1 +do2+di2)(—do1 +do2 +d12)(do1 — do2 +d12) (do1 +do2 —d12) > 0
(do1 + do2 + d12)(—do1 + doz + d12) (do1 — do2 + d12)(do1 +doz — di2) > 0
(—dgy + doy + dia + 2dozdi2)(dg, — dgy — diy + 2do2di2) > 0
—dgy, — dgg — diy + 2d5, dgy + 2d5, T, + 2dgd3, > 0,
ou ainda,
doy + dog + diy — 2[dg,dy + dy d3y + diadis] < 0.
Utilizando a Equagéao (3.4) na desigualdade acima tem-se que

CM(pOaplaPQ) < 0.
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Concluimos que se ha alguma solucdo para o PGD em R?, entdo
o determinante de Cayley-Menger formado pelas trés distancias da-
das deve ser um valor real nao positivo, enquanto que CM (pg,p1),
CM (po,p2) € CM(p1,p2) devem ser positivos.

3.3 4-CLIQUE

O PGD neste caso consiste em, dadas 6 distancias, encontrar
posicoes dos 4 vértices no espago de modo que as distancias Euclidianas
entre eles coincidam com as distancias dadas.

Para entender melhor o problema e suas solugoes, serd feita a
seguir a construcao da ideia geométrica passo-a-passo.

Suponha que sejam conhecidas as distancias dg1, do2, dos, di2,
dy3, da3.

Inicialmente fixe uma aresta no espaco que possua a distancia
do1- Logo suas extremidades serao os vértices 0 e 1. Como se trata
de apenas uma distancia, isto é, um 1-clique, h4 uma infinidade de
possibilidades de seu posicionamento no espaco.

Dos vértices 0 e 1 tragamos as esferas de centros nestes vértices e
raios dys e di5 respectivamente. Analogamente & realizagao do 3-clique
temos trés casos:

(a) As esferas nao se interceptam em nenhum ponto.

(b) As esferas se interceptam em um unico ponto, ou seja, sdao tan-
gentes.

(c) As esferas se cruzam tendo uma circunferéncia como intersec¢ao.

Figura 11 — Determinacao do vértice 2.

N o / |
- - B - - -
- - | -

(@) (b) (c)

Note que, na Figura 11, o caso (a) ndo serd interessante por
falhar na desigualdade triangular, logo ele nao gera uma realizacao
para o 4-clique que estamos construindo.
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No caso (b), temos os vértices 0, 1 e 2 alinhados sobre a aresta
{0,1}. Tracemos novas esferas de centros nestes vértices e raios dps,
dy3 e dag.

Sera possivel localizar o vértice 3 somente quando estas trés es-
feras se intersectarem num tinico ponto ou em infinitos pontos de uma
circunferéncia como mostra a Figura 12.

Figura 12 — Determinagao do vértice 3.

(d) (e)

Portanto, na Figura 12, tomando o ponto de interseccao do
caso (d) e escolhendo um ponto qualquer da circunferéncia gerada no
caso (e), terfamos como realizagao do 4-clique as seguintes estruturas,
respectivamente:

Figura 13 — Possiveis realizagoes de um 4-clique.

2
O\‘\‘
3 9 0

1 3

No caso (c), representado na Figura 11, tomando o vértice 2
como um ponto qualquer da circunferéncia da interseccao das duas
esferas, temos que os vértices 0, 1 e 2 estao nao alinhados e, portanto,
formam um triangulo.

Novamente, tracemos as esferas de centro 0, 1 e 2 e raios dgp3, d13 €
da3 respectivamente. Haverd posicionamento para o vértice 3 somente
quando as esferas se cruzarem num tnico ponto ou em dois pontos
distintos. Perceba pela Figura 14 que para que as esferas se cruzem
num unico ponto é preciso que duas destas esferas sejam tangentes e a
terceira esfera contenha o ponto de tangéncia: caso (f). E ainda, para
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que as esferas se cruzem em dois pontos distintos, as trés esferas devem
se cruzar nao sendo tangentes duas a duas: caso (g).

Figura 14 — Determinacao do vértice 4.

()] (9)

Da Figura 14, tomando os pontos gerado no caso (f) e esco-
lhendo um dos dois pontos da interseccao das trés esferas do caso (g),
temos outras novas estruturas como realizacao do 4-clique, que podem
ser visualizados, respectivamente, na Figura 15.

Figura 15 — Possiveis realizagoes de um 4-clique.

3
0 ? 5 0
3

1 1

Perceba que somente no caso (g) obtivemos um 3-simplex nao
degenerado como a realizacao do 4-clique.

E importante ressaltar que para que a construgao desse 3-simplex
seja possivel, as distancias devem obedecer a desigualdade triangular,
isto é, todas as faces (2-simplex) que compoem este 3-simplex devem
satisfazer a condicdo vista anteriormente, CM (p;, p;,p1) < 0.

Note que todas essas condigoes nao sao suficientes para determi-
nar se a realizacao de um 4-clique serd um 3-simplex nao-degenerado.
Por exemplo, na primeira estrutura da Figura 15 temos os pontos satis-
fazendo as desigualdades triangulares, isto é, todas as faces satisfazem
a condi¢do C'M (p;, p;, i) < 0, mas néo foi possivel obter um 3-simplex
nao degenerado sob estas condigoes.
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Contudo, de acordo com (LIBERTL LAVOR, 2015), Tartaglia de-
duziu uma férmula para o calculo do volume de um tetraedro qualquer.

Teorema 3.3 (Férmula de Tartaglia). Considere um tetraedro qual-
quer de volume V2 > 0 de vértices 0, 1, 2 e 3 e arestas de medidas dy,,
doz, dos, di2, di3, d23. Entao

0 dgy df, dgs

Ll 0 a,
VQZ@ de d%2 0 d%s
dgs dis d3z 0

1 1 1 1

O =

Perceba que esta férmula ja considera o determinante de Cayley-
Menger em sua esséncia. Pela expressio temos que, como V2 > 0,

0 dgy dfy dis
dy 0 diy di
dgy di; 0 di
diy diy d3y 0
1 1 1 1

> 0.

O =

= CM (po,...,p3) > 0.

Note que se YV = 0, ou seja, quando se trata de um poliedro “acha-
tado” em um plano, tem-se C M (pg, . ..,ps) = 0. Assim, podemos dizer
que se a realiza¢do de um 4-clique for um 3-simplex nao-degenerado (te-
traedro) entdo C M (po,...,ps) > 0.

Para exemplificar o resultado acima, tomemos o tetraedro regu-
lar de arestas 1. Assim

0 12 12 12 1

12 0 12 1% 1
CM(po,...,ps) =] 1> 12 0 1* 1 |[=4>0.

12 12 12 0 1

1 1 1 1 0

Modificando uma das distancias para 3 é facil perceber que a
desigualdade triangular falhara para algumas das faces. Em termos de
determinante de Cayley-Menger temos que
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0 12 1% 32 1

12 0 12 12 1
CM(po,...,p3) =12 12 0 12 1 |=-108<0.

32 12 12 0 1

1 1 1 1 0

Como ja comentado neste capitulo, nao basta apenas que
CM(po,...,pg) >0

para que se obtenha um 3-simplex. Todas as faces deste tetraedro
também devem satisfazer a condi¢do C'M (p;,p;,p1) < 0.

Exemplo 3.1 (REZENDE, 2014) Considere o conjunto de seis
distancias entre os pontos 0, 1,2 e 3 listadas abaixo:

dop = 1 dop = 1,78 dos = 2, 67582
dis =0,5  di3=1,06066  das = 0,25.

Temos que CM (po, . ..,p3) = 3,20375 > 0. Contudo, tomando
apenas os pontos 0,1 e 2 temos que CM (pg,p1,p2) = 2,68026 > 0.
Perceba que estes trés pontos nao satisfazem a desigualdade triangular,
pois dg1 +di12 =1+0,5=1,5 < 1,78 = dos.

No préximo capitulo mostraremos que é possivel calcular o vo-
lume de um k-simplex qualquer utilizando o determinante de Cayley-
Menger e, a partir deste resultado, podemos obter condigoes necessarias
e suficientes para a existéncia de uma solugdo para o PGD sobre um
(k + 1)-clique qualquer.
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4 CONDIQAO~ NECESSARIA E SUFICIENTE PARA A
REALIZACAO DE UM CONJUNTO COMPLETO DE
DISTANCIAS

No capitulo 3 vimos que o determinante de Cayley-Menger pode
ser usado para calcular a drea de um triangulo ou ainda o volume de
um tetraedro. Para os casos de um k-simplex, onde k > 3 também é
possivel calcular seu volume pela generalizacao das féormulas de Heron
e Tartaglia.

Para chegar a esta expressao, devemos verificar os seguintes le-
mas.

Lema 4.1 ((HANSON, 1994)). Considere um k-simplex em R de vértices
xi, em que i = 0,...,k cujas coordenadas x, j =1,...,k, sdo conhe-
cidas. O volume orientado V desse k-simplex € dado pela expressdo

1.2 k
Ty x5 .- x5 1
1= 22 .0 2h 1
V=_—
k!
1,2 k
T, xp ... xp 1

Demonstracdo. Em R?, trés pontos nao colineares determinam um tridngulo
cuja area pode ser calculada através dos vetores formados por estes
pontos. Sejam estes pontos 0,1 e 2 com posicionamentos xg,x; € T2,
respectivamente. A drea orientada Vo do triangulo determinado pelos
vetores coluna x1 — xg € T9 — g ¢é calculado por

V., — } (1’1 — ZL'())T
2 — 2 (352 _ xO)T .

Quatro pontos afimente independentes em R? determinam um te-
traedro. Dados os pontos 0, 1,2 e 3 com posicionamentos xg, x1, T2 € T3,
respectivamente, de maneira analoga podemos calcular o volume orien-
tado V3 deste tetraedro através da expressao

1| @ —20)”
Vg = 6 (2 — x0)T
(z3 — 20)"

A férmula para o cédlculo de um volume orientado V,, de um n-
simplex pode ser intuitivamente entendida como a generalizagao desta
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férmula para o célculo do volume de um tetraedro. Uma observacao
que deve ser feita é quanto ao fator multiplicativo que deverd aparecer
na expressao. Perceba que o volume V5 é obtido através da metade
da area do paralelogramo, assim como o volume V3 é obtido por um
sexto do volume do paralelepipedo. Estes fatores estao diretamente
relacionados com a dimensao do espago que se encontra a estrutura
geométrica. Entao, em R? o fator é &, em R?, o fator é % Assim, por

21
indugao pode-se provar que a expressao do volume Vj conterd o fator
1

H.
Deste modo temos
(5U1 - iUo)T
1| (z2 —x0)"
(zx — x0)"

Perceba que ao adicionarmos a matriz uma primeira linha com
as coordenadas de zq e, apds este procedimento, adicionarmos também
uma tltima coluna cuja primeira entrada é 1 e as demais 0, nao modi-
ficamos o valor do determinante, logo

(zo)" 1
1 (1'1 — LU())T 0
T
V) = i (w2 —' x0)' 0

(l‘k — LC())T 0

Pela Proposicgao 2.8 da Segao 2.1, podemos reescrever a expressao
acima como

()T 1
(z)" 1
vemgg|

Portanto concluimos que
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1 2 k
Ty xg g 1
1] o =i oy 1
V=—
k! .
1 2
T Ti g 1

Lema 4.2 ((HAVEL et al., 1983)). Considere um k-simplex em R¥ de
vértices x;, © = 0,1,...,k. O quadrado do volume deste k-simplex é
dado pela expressao

g dz, ... dék, 1

(L a2, 0 ... di 1
Vo= —At— | : . : :
2k(k!)2 . . . . .

3, d3, ... 0 1

1 1 1 1 0

Demonstragao. Pelo Lema 4.1 temos

1.2 k
5 x5 ... x5 1
I AT |
V=—1| .
k'
1,2 k
Ty Ty ... xp 1

Se aumentarmos a matriz do determinante com uma linha e co-
luna de zeros e um 1 na diagonal nao alteraremos o valor do determi-
nante. Logo, temos

w22 ... xf 10
) R B L )
V=gl o = pdet(A). (&)
. T T xi 1 0 .
0 0 ... 0 01

Utilizando a Proposicao 2.7, permutamos as duas ultimas co-
lunas alterando o sinal do determinante anterior. Além disso, pela
Proposicao 2.3 podemos escrever a expressao (4.1) da seguinte maneira
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Ty T z; 0
z3 2% ... ozl 0
1] = o Lo 1
Ve——| * © | i= ——det(B). (4.2)
k! ak o2k L0 2k 0 k!
0 0 ... 0 1
11 ... 1 0

Como ambas matrizes dos determinantes de (4.1) e (4.2) sao
quadradas de ordem k+2, pela Proposigao 2.4 temos que |AB| = |A|| B,
logo

oo Xo-*T1 To - Tk 1
ol T1-®o T W ... T 1
1
Vie—(—
k! . : S
T Ty Tk X1 ... Tp-Tp 1
1 1 . 1 0
em que x; - x; ¢ o produto escalar entre estes vetores.
Este produto também pode ser escrito como
1 2
Utilizando a Proposigao 2.8 fazemos substitui¢oes na matriz al-
terando cada linha de indice i (i = 0, ..., k) pela soma da prépria com a
ultima linha previamente multiplicada por —é [x; - ;] e, também alte-
ramos cada coluna de {ndice j (j = 0,..., k) pela soma da prépria com

a ultima coluna previamente multiplicada por f% [z - z;], eliminando

os dois primeiros termos do lado direito de (4.3), sem modificar o valor
do determinante. Segue que

—%d%o —%d%l —%dﬁk 1
| R ~ddh o —fdi 1
k!

3dox 3% —3diy 1

1 1 1 0

Para cada coluna, retiramos o fator —% de dentro do determi-
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nante (vide Proposicao 2.6) obtendo:

d§0 d§1 dék 1

1 1\ k1 doy dyy ... dy 1

Ve —— (— :
(k!)2< 2> oo s

42, &3 . Ay 1

2 -2 ... -2 0

Pela Proposicao 2.5 retiramos o fator —2 da ultima linha. Segue
que

By & 1
, L1 (—1)kH dy;  diy di, 1
g, di. . di, 1
1 1 ... 1 0
Portanto, sendo d;; = 0 para qualquer ¢ = 0, ..., k, temos como
expressao final,
0 By . dy 1
(L1 dg; 0 ... df, 1
V2 = ; S Do
2k (k!)2 : : . Do
2 & . 01
1 | 1 0

Note que esta expressao utiliza o determinante de Caley-Menger,
logo podemos reescrever esta mesma como

o (=D

Vé= -2 CM(po,--.,pk) 4.4
Qk(k')g ( ’ ’ ) ( )
A seguir enunciaremos o teorema que determina as condigoes ne-
cessérias e suficientes para a realizacdo de um (n+1)-clique em R*, para
k < n. Este teorema é o foco desse trabalho e pode ser encontrado em
varias referéncias, porém as discussoes a respeito da sua demonstracao

por vezes nao estao completas ou nao estao muito claras.
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4.1 CONDICAO NECESSARIA E SUFICIENTE PARA A REALIZA-
CAO DE UM (N+1)-CLIQUE

Um dos objetivos deste trabalho é apresentar o teorema que de-
termina as condicbes necessarias e suficientes para a realizacdo de um
conjunto completo de distancias e sua demonstracao de uma forma
mais concisa e transparente, em que a condigado necessaria é baseada
em (HAVEL et al., 1983) e a condigao suficiente em (SWANEPOEL, 2004).

Teorema 4.3. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que um (n+
1)-clique tenha uma realizagio em R*, para k < n, é que todos os
determinantes de Cayley-Menger, nao nulos, de m + 1 pontos tenham
sinal dado por (—1)™*! para todo m = 1,2,....k. Além disso, os
determinantes de Cayley-Menger com m+1 pontos, para m > k, devem
ser nulos.

Demonstrag¢ao. Suponha que exista uma realizagdo do (n + 1)-clique
no espaco R¥, para n > k. Entdo existe um (k + 1)-clique (escolhido
a partir do (n + 1)-clique) que admite realizagdo em R¥, ou seja, um
k-simplex, degenerado ou nao.

Suponha, sem perda de generalidade, que este k-simplex seja nao
degenerado. Portanto o quadrado do volume deste simplex sera posi-
tivo, assim como o quadrado do volume de qualquer face que componha
este simplex.

Logo para todo m = 1,2,..., k, do m-simplex teremos V2 > 0.

Pela expressao (4.4) segue entao que,

(Lt

0 que implica em

OM(pOaapm) > 07

(=)™ CM(po,...,pm) >0, param=1,2,... k.

Além disso, o volume de um m-simplex degenerado em R para
m > k é zero (como observado nas discussoes do Teorema 3.3), uma vez
que {xog, . .., z,} sdo afimente independente e, portanto {x1—xo, ..., Tr—
xo} sdo linearmente independentes em R*, implicando que

CM(po,-..,pm) =0, Vm>k.

Por outro lado, seja (—1)™*'CM/(po,...,pm) > 0 para todo
1<m<k.
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Para m =1,

0 d? 1
CM(po,p1)=|d3 0 1 |=2d3 >0.
1 1 0

Como sempre ha uma realizacao dada uma distancia entre dois
pontos, temos que o resultado é valido para m = 1. (veja o exemplo
da segao 3.1)

Considere m < k. Assumiremos como hipétese de inducao que
existe uma realizacao nao degenerada de m pontos, isto é,
(=1)™CM(po,-.-,Pm—1) > 0. Assim, temos um (m — 1)-simplex nao
degenerado em que os m pontos sao afimente independentes. Sem perda
de generalidade podemos adotar pg — Z(pg) = Zo =0 e p; — Z(p;) =
Z;,parai=1,...,m— 1.

Com isso, os vetores formados por &; — &g serao linearmente
independentes, segundo a Proposigao 2.22.

Perceba que Hi}” = H‘il - OH = diO e ||1ATZ - SEJH = dij para
0<i,j<m-1.

Para mostrar a validade para m, devemos encontrar uma rea-
lizacdo de m+1 pontos em R™. Como R™~! é isomorfo a um subespaco
de R™ de dimenséo (m—1), aumentando os valores #; € R™~! com uma
coordenada zero, temos uma realizagao para os m primeiros pontos em
R™. Agora, resta encontrar x,, € R™ tal que

||me = dmo (45)
||.’L‘m—.’L‘i||:dmi ,i=1,...,m—1. (46)

Vamos escrever x,, = v + Aey,, onde v € R™ em que a ultima
entrada é nula, A € R e e,,, é 0 m-ésimo vetor canonico de R™, isto é

U1 O
Tm =V + Aep = E + : [v]+{0]’
V1 0 0 A
0 A

em que 0,0 € R™ 1,

Vamos mostrar que existem v e A, tais que o sistema de equagoes
(4.5) e (4.6) ¢ satisfeito. Perceba que tal sistema de equagdes corres-
ponde a interseccao de m esferas em R™. Elevando ambos os lados das
equagoes (4.5) e (4.6) ao quadrado, obtemos:
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lzml* = dpg (4.7)
l|[Tm —xi]|> =d2,;, ,i=1,...,m—1 (4.8

Note que o produto interno v - Ae,, é nulo, portanto
[lzml1? = [lv + Xeml|? = [[o]|* + A%

Desenvolvendo o quadrado na equagao (4.8), temos que

WP = 2y
|Zm|? = 220, - @i + ||2]|? = d2, ,i=1,....,m—1

Analisando o produto interno ., - x;, temos que

()-8 ]) T4

Logo, segue o sistema

[0l + A% = d7g (4.9)
|2 + A =20 & + ||&] P =d2; ,i=1,...,m—1 (4.10)

Subtraindo a equaco (4.9) de (4.10) obtemos outro sistema.

PP X =
—20-2; + H.’i‘ZHQ = d2.—

Usando a notagao de matrizes, podemos escrever

o eper=a,
Ly 1 dml_dmO_Hle
b=—=
AT 2 2 2 . 2
Lm—1 dm,mfl - dmO - ||.Z‘m,1‘|

Perceba que a matriz A da equacao matricial da forma A0 = b
acima é formada pelas vetores I; transpostos linearmente independen-
tes ja discutidos. Logo, essa matriz A é nao-singular o que garante a
existéncia e unicidade do vetor ¢ da equagao.

Encontraremos x,, assim que a equacao abaixo for satisfeita

[l [* = [o]|* + A%
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Pela equagao (4.5) obtemos
3= &2, — ol

Assim, para garantir a existéncia de A € R, resta mostrar que
d?,. — |[v||> > 0. Para isso, calculamos o determinante de Cayley-
Menger dos pontos de coordenadas Zg,#1,...,ZTm—1,0. Note que o
conjunto com estas coordenadas formam um m-simplex degenerado em
R™~ 1, pois ¢ é um vetor qualquer de R™~! que pode ser gerado pelos
demais vetores do conjunto (pois sdo afimente independentes). Logo, ©
é uma combinacao afim dos demais vetores do conjunto e, com isso, o

determinante CM (&g, &1, ..., &m—1,0) serd igual a zero:
0 dg, g -1 |[9]]? 1
d?, 0 a3 s |0 —24])> 1
2 2 : 2 =0
dmfl,O dy—q 0 [0 = Zm-1l]® 1
ol1* |9 — ]l |0 — @pm1]? 0 1
1 1 1 1 1 0
(4.11)

Da equagio (4.6) temos que ||z, — x;||> = d2,;, em que x,, z; €
R™. Segue que

do; = llem|* — 220 - s + |23, (4.12)
ou ainda,
d2,. =d3,, —20-%; +d3;,

logo,
—20 - & = d2; — d,, — diy. (4.13)

Desse modo, quando abrimos uma expressdo do tipo |0 — &;|?
presente na pentltima coluna do determinante de Cayley-Menger em
(4.11) temos

10— &i|* = []8]|* — 20 - & + ||2:] > (4.14)

Substituindo (4.13) em (4.14) segue que

1o —&il[* =[Ol + d,; — df,, — dg; + df;
= HUHQ +d72m _d%)m

Pela Proposicao 2.8, usamos a ultima linha e coluna do determi-
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nante de (4.11) para eliminar ||9||? — d2,, obtendo como resultado
0 gy ... df.a dz,. 1
d%, 0 s di d3,, 1
1 ' 1 1 D=0, (4.15)
dh 10 dp1a 0 o 1m 1
dZnO d?nl dzn m—1 (| |U| |2 d(2)m) 1
1 1 1 1 1 0

Note que este determinante é diferente de CM (po,...,pm) so-
mente pela penultima entrada da diagonal principal.

Segue que
CM(poy...,pm) = CM(po,...,pm)—0
= CM ( ..,pm)—CM(fmi'l,...,f?m,l,’lA))
= 2(|[o]]* = d§,n)CM(po, - - -, Pm-1)-

O sinal de CM (py, . .., pm) é dado por (—1)™*+1 logo temos que
o sinal de 2(||9]|> — d2,,)CM (po, - - ., Pm—1) é 0 mesmo. Porém, o sinal
de CM(po,...,pm—1) é dado por (—1)™. Logo,

dz —|o]]* > 0.

Portanto mostramos que existem A e v tais que x,, = v + Ae,, €
solucéo de (4.5) e (4.6). Logo provamos por inducdo que haverd uma
realizacdo de k+1 pontos em R¥ se CM (py, . . . , prm) tiver sinal (—1)™+!
paratodom =1,... k.

Além disso, para m > k, perceba que se CM(po,...,pm) = 0
entao

2(||’U||2 - d%m)CM(pOa cee ,pm—l) =0.

Assumindo, sem perda de generalidade, que CM (po, ..., Pm—1) #
0, segue que |[v||? — d3,, = 0, ou seja, A = 0.

Desta forma terfamos z,, = v. Como © € R™~1, temos que a rea-
lizagao dos m+1 pontos acontece em R™ 1. Assim, se CM (po, ..., pm) =
0 para todo m > k, teremos que a relizacio acontece em R¥.

O

Um resultado extra que podemos obter deste teorema é que o
(n + 1)-clique é realizavel em R*, mas ndo em R*, s < k, se pelo menos
um dos determinantes de k + 1 pontos é nao nulo. (BLUMENTHAL,
1943)
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4.2 APLICACOES

Note que este teorema tem como hipétese o conhecimento de
todas as distancias entre os pontos do espaco dado. Porém, em grande
parte dos problemas reais em que os conceitos de Geometria de Distan-
cias sao aplicaveis, nao sao conhecidas todas as distancias entre esses
objetos.

Ainda assim, o Teorema 4.3 pode ter sua validade na resolucao
de um PGD, sendo usado para estimar distancias desconhecidas.

Exemplo 4.1 Considere 4 pontos (po,p1,p2,p3) em R? tal que
dy =1, dex=vV2, doz=2,  dip=2, diz=+V2

Queremos determinar os possiveis valores de do3 para que exista
uma realizacao de um 4-clique em R3.
Inicialmente perceba que

CM(p07p17p2) = CM(pOaplap?)) =-7< 07

ou seja, estes dois 3-cliques que compoem o 4-clique satisfazem as
hipéteses do Teorema 4.3. Além disso, chamando d3; = x, temos que
CM (po,p2,p3) = CM (p1,p2,p3) = 22 — 122 +4 < 0, 0 que nos formece
como conjunto solucao

{r €RI6—4V2 < 2 < 6+4V2}. (4.16)

De acordo com o Teorema 4.3, devemos verificar que C' M (po, p1,
p2,p3) tem o mesmo sinal que (—1)3*1, ou seja, C' M (po, p1,p2,p3) > 0.

Segue que
01 2 4 1
1 0 4 2 1
CM(po,p1,p2,;p3) =2 4 0 = 1 = —222 4+ 30z — 88 > 0.
4 2 = 0 1
11 1 10
Ou seja,
4 <z <11 (4.17)

Tomando a interseccao de (4.16) e (4.17) temos que 4 < x < 11.
Segue que
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2 <dy3 < V11.

Perceba que para daz = 2 ou do3 = v/ 11 obtemos a realizacao do
4-clique em R?, ou seja, um 3-simplex degenerado, pois C'M (pg, p1, p2, p3) =
0 e entdao, em R3, o volume do 3-simplex é nulo, de acordo com (4.4).

Exemplo 4.2 Considere 5 pontos (po, p1, p2, p3,p4) em R? e ape-
nas uma distancia faltante. Suponha que esta distancia é ds4, e as
demais distancias dadas por

dor =1, do2 =1, doz =1, doa = V/3,
diz = V2, diz = V2, dis = V2,
doz = /2, dos = V2, dsy = V/x.

Note que C'M (po, p1,p2,p3) = CM(po,p1,p2,ps) =8 > 0. Além
disso

CM (po,p1,p2) = CM(po,p1,p3) = CM(po,p2,p3) =

= CM(p07p17p4) =-4<0.

Também
CM (p1,p2,p3) = CM(p1,p2,pa) = —12 < 0

OM(p07p27p4) =-8<0.

Logo, os 4-cliques e 3-cliques de distancias conhecidas acima sa-
tisfazem o teorema.
Veja também que

CM (po,p3,ps) = 2% =8 +4 < 0=2(2—V3) <z <22+ V3)
CM(p1,ps,pa) = CM(pa,p3,ps) =2° =82 <0=>0<z <8
A interseccao desses intervalos resulta em
22— V3) <z <22+ V3).

Se queremos uma realizacao do 5-clique em R3, segundo o Teo-
rema 4.3,

CM(pOaplap27p37p4) = Oa
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ou seja,

CM(p07plap27p3ap4): =4x2—32x+4820

—_ W == O
NN NN O -
NN O N
—_— 8 O NN -
— O 8 NN W

O = = e

Segue que x = 2 ou z = 6. Ambas sdo possiveis solugoes pois
pertencem ao intervalo encontrado anteriormente. Assim d3; admi-
tite os valores v/2 ou v/6. Este exemplo nos mostra que, sob certas
condigoes, o teorema 4.3 pode ser aplicado para determinar, de forma
exata, distancias faltantes.
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5 CONCLUSAO

Apesar de se mostrar um campo relativamente novo na Ma-
tematica, a Geometria de Distancias apresenta diversas aplicagoes. Um
bom exemplo é dado por (LAVOR; LIBERTI, 2014) a respeito de geome-
tria molecular.

As construgoes geométricas das realizagoes de um (k + 1)-clique
estudadas no segundo capitulo proporcionaram uma outra visualizacao
do problema de geometria de distancias. Por vezes precisamos estudar
casos em dimensoes menores, explorando suas possibilidades e inter-
pretacoes para melhor entendermos a situacdo problema. Além disso,
esse capitulo serviu como um laboratério experimental associando a
construgdo geométrica e determinantes de Caley-Menger.

Acreditamos que a grande contribuigao deste trabalho seja apre-
sentar (e demonstrar) um dos principais teoremas em Geometria de
Distancias de forma clara e sistematica. Recolhemos das referéncias
suas diversas interpretagoes e compilamos em um tnico teorema a ideia
principal, apresentando sua demonstracao de forma detalhada. Desta-
camos a demonstracao da condigao suficiente do teorema através da
construgao geométrica de uma realizagao, diferentemente de algumas
referéncias.

Gragas a sua vasta aplicacao em diversos campos, a Geometria
de Distancias tem como grande carateristica a comunicagao entre o
desenvolvimento da teoria e a relagao com a prética.

Por fim gostariamos de completar que este trabalho pode ser
estendido se estudarmos outros resultados a partir do teorema principal
ou entao aplicd-lo a métodos de resolugao do PGD quando nao sao
conhecidas todas as distancias.
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