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Resumo

Esta dissertacao propoe cinco atividades, utilizando o software GeoGebra, para ajudar os
professores de Matematica a trabalhar o assunto de Geometria Analitica, no Ensino Médio.
A primeira destina-se a familiarizar os alunos com o software, as outras quatro envolvem
modelos de construcao e de animacao. Elas incluem conceitos relacionados ao ponto
(distancia entre dois pontos, o ponto médio de um segmento, alinhamento de trés pontos),
a reta (equagdo, posicao relativa entre duas retas) e a circunferéncia (equagdo, posi¢ao
relativa entre ponto e circunferéncia, reta e circunferéncia e entre duas circunferéncias).
Além das animagoOes, para terminar a construgao com chave de ouro, questoes acerca
dos conceitos de Geometria Analitica estao incluidas. A tecnologia usada visa motivar os
alunos e facilitar o processo de ensino, ja que permite aos estudantes construir e manipular

objetos geométricos.

Palavras-chaves: Animagoes, GeoGebra, Geometria Analitica, Ensino Médio.



Abstract

This dissertation proposes five activities, using the GeoGebra software, to help Math te-
achers work Analytical Geometry subject, in High School. The first one is intended to
familiarize students with the software, the other four involve construction and animation
models. They include concepts related to the point (distance between two points, the mid-
point of a segment, alignment of three points), the straight line (equation, relative position
between two straight lines) and the circle (equation, relative position between point and
circle, straight line and circle and between two circles). In addition to the animations, to
bring the construction to the perfect end, questions about Analytical Geometry concepts
are included. The technology used aims to motivate students and facilitate the teaching

process, as it allows the students to build and to manipulate geometric objects.

Key-words: Animations, GeoGebra, Analytical Geometry, High School.



Lista

de ilustracoes

[Figura 1 — Representagao de um ponto P = (z,y)| . . . . . . . . .. ... ... .. 33
[Figura 2 — Quadrantes do Plano Cartesiano| . . . . . . . . . . .. ... ... ... 34
(Figura 3 — Distanciaentre Ae B| . . . . . .. ... ... L. 34
(Figura 4 — M é o ponto medio do segmento AB| . . . . . . . . .. ... ... ... 35
(Figura 5 — Pontos A, 5 e C colineares|. . . . . . . .. ... ... ... .. ..... 36
[Figura 6 — Desenvolvimento do determinante] . . . . . . . . . . ... ... ... .. 37
[Figura 7 — Ponto P percorrendo r| . . . . . . . . . .. .. ... .. 38
[Figura 8 — Coeficiente linear e anguloaof. . . . . . . . . . . ... ... ... 39
Figura 9 — Angulo a conhecido| . . . . . . . . ..., 40
[Figura 10 — Determinando m através de 2 pontos| . . . . . . . . . ... . ... ... 40
[Figura 11 — Fy e a conhecidos|. . . . . . . . . . . . . .. ... ... .. ... 41
[Figura 12 — Retas coincidentes, Retas paralelas e Retas concorrentes| . . . . . . . . 42
[Figura 13 — Retas coincidentes| . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 42
[Figura 14 — Retas paralelas| . . . . . . . . . . . . .. ... ... .. 43
[Figura 15 — Retas concorrentes| . . . . . . . . . . ... ... ... L. 43
[Figura 16 — Retas perpendiculares| . . . . . .. ... .. ... ... . 44
(Figura 17 — Intersecao de duasretas| . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..., 45
[Figura 18 — Distancia entre Per[. . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 45
[Figura 19 — Distancia entre retas paralelas|. . . . . . . . .. .. ... ... ..... 47
(Figura 20 — Triangulo AGC| . . . . . . . . . . . . 48
[Figura 21 — Circunferencia A, de centro Ceraio R} . . . . . .. .. ... ... ... 49
[Figura 22 — Posicoes relativas entre um ponto e uma circunferencial . . . . . . . . . 50
[Figura 23 — Posicoes relativas entre uma reta e uma circunferéncia] . . . . . . . . . 51
[Figura 24 — Posicoes relativas entre duas circunferencias . . . . . . . . . . . . ... 53
[(Figura 25 — Representantes do vetor AB| . . . . . . .. . ... ... ... ... .. 54
(Figura 26 — Translacao de P porof . . . . . . . . . . ... ... L. 55
[Figura 27 — Translacao do triangulo ABC poro|. . . . . . . . . . ... . ... ... 55
[Figura 28 — Rotacaode P| . . . . . . . . . . . . 56
[Figura 29 — Rotagao do triangulo ABC' (sentido positivo) em torno do ponto O por |
| um angulo de 90°( . . . . .. .. 57
[Figura 30 — Reflexao em relacao ao eixo OY e em relacao ao eixo OX| . . . . . .. 57
[Figura 31 — Reflexao de P em relacao a uma reta r paralela ao eixo OY| . . . . .. 58
[Figura 32 — Reflexao do triangulo ABC| . . . . . ... ... ... ... ... .... 59
(Figura 33 — Atividade 1| . . . . . . . . . . . . 61
(Figura 34 — Atividade 2[ . . . . . . . . . .. 62
[Figura 35 — Atividade 3 . . . . . . . . . . .. 63




(Figura 36 — Atividade 4| . . . . . . . . . . . .. 64

(Figura 37 — Atividade of . . . . . . . . . .. 65
(Figura 38 — Atividade 6f . . . . . . . . . . .. 66
[Figura 39 — Atividade 7] . . . . . . . . . . ... 67
(Figura 40 — Atividade 8 . . . . . . . . . . . 68
[Figura 41 — Atividade 9 . . . . . . . . . . . . 68
[Figura 42 — Atividade 9: Com Acabamento| . . . . . . . ... ... ... ... ... 69
[Figura 43 — Campo de Entradal . . . . . . . . .. ... ... ... ... 71
(Figura 44 — Ferramenta Pontol. . . . . . . . . . . . ... oo 71
[Figura 45 — Ferramenta Reta Paralela) . . . . ... ... . ... ... ... ..... 72
[Figura 46 — Renomear Objeto| . . . . . . . . . . . ... . .. ... ... ..., 72
[Figura 47 — Ferramenta Intersecao de Dois Objetos| . . . . . . . . . .. . ... ... 72
[Figura 48 — Ferramenta Poligono| . . . . . . . . . ... ... .. 0oL 72
[Figura 49 — Casa com Base e lelhadol . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 73
[Figura 50 — Ferramenta Segmento| . . . . . . . . . .. .. ... L. 74
(Figura 51 — Ferramenta Ponto Meédio| . . . . . . . . .. ... ... ... ... 74
[Figura 52 — Ferramenta Controle Deslizante| . . . . . . . .. ... .. ... ... .. 74
[Figura 53 — Caixa de Dialogo Controle Deslizante - Parte 1) . . . . . . . . . .. .. 75
[Figura 54 — Caixa de Dialogo Controle Deslizante - Parte 2| . . . . . . . . . .. .. 75
[Figura 55 — Imagem na Janela de Visualizacao do controle deslizante] . . . . . . . . 75
[Figura 56 — Caixa de Dialogo Controle Deslizante - Parte 3| . . . . . . . . . . . .. 75
[Figura 57 — Ferramenta Segmento com Comprimento Fixo| . . . . . . . . . . . . .. 76
[Figura 58 — Ferramenta Mover| . . . . . . . . . . ..o oo 76
[Figura 59 — Casa com a Janela| . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 76
[Figura 60 — Ferramenta Setor Circular| . . . . . . . .. ... ... ... ... ..., 7
[Figura 61 — Ferramenta Retal . . . . . . . . ... ... ... 0. 7
IFigura 62 — Caixa de Didlogo de Propriedades: Algebral . . . ... ... ... ... 78
[Figura 63 — Casal . . . . . . . . . . . 79
[Figura 64 — Casa com 'lTelhado Triangular| . . . . . . .. ... ... ... ... ... 80
[Figura 66 — Casa com Acabamento| . . . . . . . . . .. ... ... ... .. ..... 81
[Figura 66 — Casa Modelo 1| . . . . . . . . . . . .. ... . 82
[Figura 67 — Casa Modelo 2[ . . . . . . . .. . . .. ... 82
[Figura 68 — Casa Adaptada para o Ensino Fundamental| . . . . . .. ... ... .. 83
[Figura 69 — Ferramenta do Circulo dados Centro e Raio| . . . . . . . . .. ... .. 84
[Figura 70 — Ferramenta Rotacao em Torno de um Ponto| . . . . . . . . . ... ... 84
[Figura 71 — Caixa de Dialogo da Ferramenta Rotacao em Torno de um Ponto| . . . 84
[Figura 72 — Rotacao usando o comando Sequencia] . . . . . . . . ... . ... ... 85
[Figura 73 — Cata-vento| . . . . . . . . . . . . . . ... 86

[Figura 74 — Retas Passando no Centro do Cata-vento|. . . . . . . . . . . ... ... 87




[Figura 75 — Forma Reduzida da Equacao da Reta no GeoGebral . . . . . . ... .. 87

[Figura 76 — Cata-vento: com acabamento| . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 89
(Figura 77 — Ferramenta Reta Perpendicular{ . . . . . . . .. ... ... ... .. .. 91
[Figura 78 — Estrutura do Carro| . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 91
[Figura 79 — Janelas, Porta e Macaneta do Carrol . . . . . . ... ... . ... ... 92
[Figura 80 — Carro Completo|. . . . . . . . . . . . ... ... .. 94
[Figura 81 — Ferramenta Vetor| . . . . . . . . . . . ... ... oL 94
IFigura 82 — Janela de Algebra: Selecionar ponto| . . . . . . . ... ... ... ... 94
IFigura 83 — Janela de Algebra: Mudar coordenadas do ponto| . . . . . . ... ... 95
[Figura 84 — Ferramenta Iranslacao por um Vetor| . . . . . . .. . ... .. ... .. 95
[Figura 85 — Translacao do Carro: Incompletal . . . . . . .. ... ... .. ... .. 95
[Figura 86 — Translacao do Carro| . . . . . . . . . . .. .. . ... ... ... ... 96
[Figura 87 — Exercicio 8 e 9| . . . . . . . .. 98
[Figura 88 — Carro Inicial: Parcialmente Escondido| . . . . . . . ... ... ... .. 99
[Figura 89 — Carro Inicial: Totalmente Escondido| . . . . . . . ... ... ... ... 100
[Figura 90 — Carro: Com Acabamento|. . . . . . . . . . . . . ... ... ... .... 100
[Figura 91 — Ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos| . . . . . . . .. 102
[Figura 92 — Nuvem e Pingo de Chuva) . . . . . . ... ... ... ... ... .... 103
[Figura 93 — Ferramenta Reflexao em Relacao a uma Reta| . . . . . .. ... .. .. 103
[Figura 94 — Pingos de Chuval . . . . . . . . ... ... .. 0. 104
(Figura 95 — Petalas da Flor| . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 105
[Figura 96 — Miolo, caule e folhas da flor] . . . . . . ... ... ... ... ... ... 106
(Figura 97 — Miolo, caule e tolhas da flor] . . . . . . ... .. ... ... ... ... 107
[Figura 98 — Flor e Chuval . . . . . . . . . . . . .. ... ... . . 108
(Figura 99 — Flor e Chuva: Com Acabamento| . . . . . ... ... ... .. ..... 109
(Figura 100 — Atividade com parabolal . . . . . . . ... ... ... 0oL 111
(Figura 101 - Atividade com elipse| . . . . . . . . . .. ... 111
(Figura 102 - Atividade com hiperbolel . . . . . . . . .. .. ... oo 112
[Figura 103 - Comando da Ferramenta Ponto| . . . . . . . .. .. .. ... ... ... 122
[Figura 104 —Comando da Ferramenta Reta Paralela) . . . . .. ... ... ... ... 123
[Figura 105—Comando da Ferramenta Intersecao de Dois Objetos] . . . . . ... .. 123
[Figura 106 - Comando da Ferramenta Poligono|. . . . . . ... ... ... ... ... 124
[Figura 107 —Comando da Ferramenta Segmento| . . . . . . . . . . ... . ... ... 124
[Figura 108 —Comando da Ferramenta Ponto Medio| . . . . . . . . ... . ... ... 125
[Figura 109 - Comando da Ferramenta Segmento com Comprimento Fixol . . . . . . 125
[(Figura 110 - Comando da Ferramenta Controle Deslizante] . . . . . . . . .. .. .. 126
[Figura 111 —-Comando da Ferramenta Setor Circular| . . . . . . . ... .. ... .. 126
[Figura 112—Comando da Ferramenta Reta] . . . . . . . . .. ... ... . ... ... 127

[Figura 113 —Comando da Ferramenta Mover| . . . . . . . .. ... ... . ... ... 127




[Figura 114—-Comando da Ferramenta Circulo dados Centro e Raiof. . . . . . . . .. 128

[Figura 115—-Comando da Ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos|. . 128

[Figura 116 —-Comando da Ferramenta Rotacao em Torno de um Ponto| . . . . . . . 129
[Figura 117—Comando da Ferramenta Reta Perpendicular|. . . . . . . . . ... ... 129
[Figura 118 —Comando da Ferramenta Vetor| . . . . . . . .. . ... ... ... ... 130
[Figura 119 - Comando da Ferramenta ‘Iranslacao por um Vetor| . . . . . . . . . .. 130
[Figura 120 - Comando da Ferramenta Reflexao em Relacao a uma Retal . . . . . . . 130
[Figura 121 — Ferramenta Mover Janela de Visualizacao| . . . . . . ... . ... ... 131
[Figura 122 - Comando da Ferramenta Mover Janela de Visualizacao| . . . . . . .. 131
[Figura 123—Ferramenta Ampliar| . . . . . . . . . . ... ... .. ... .. ..., 131
[Figura 124 —Ferramenta Reduzir| . . . . . . . .. ... ... ... . ... ..., 132
[Figura 125—-Comando das Ferramentas Ampliar e Reduzirf . . . . . . . . .. .. .. 132
[Figura 126 — Caixa de Dialogo da Janela de Visualizacao: REixos e Malha] . . . . . . 132
[Figura 127—Caixa de Dialogo do Objeto| . . . . . . . . . .. . ... ... ... ... 133
[Figura 128 —Caixa de Dialogo do Objeto: Exibir Objeto e Exibir Rotulo| . . . . . . 133
IFigura 129—Icone que antecede o objeto na Janela de Algebral . . . . . . . . . ... 134
[Figura 130 - Caixa de Dialogo do Objeto: Renomear| . . . . . . . .. ... ... .. 134
[Figura 131 —Caixa de Dialogo do Renomear| . . . . . . . . . ... ... . ... ... 134
[Figura 132 - Caixa de Dialogo do Objeto: Propriedades| . . . . . . . .. ... . ... 135
[Figura 133—Caixa de Dialogo de Preferencias: Cor| . . . . . . . . . ... ... ... 135

[Figura 134 —Caixa de Dialogo de Preferencias: Estilo| . . . . . .. ... .. .. ... 135




Sumario

................................ 16
1 OBJETIVOSI . . ... . e e 19
(1.1 Objetivo Geral| . . . . . . .. ... ... . 19
(1.2 Objetivos Especificos|. . . . . . . . .. ... ... L. 19
2 FUNDAMENTACAO TEORICA| . . . . . . .. it e e e et 20
(2.1 Tecnologias da Informacao e Comunicacao no Ensino| . . . . . . .. 20
(2.2 Capacitacao de Professores| . . . . . . . . ... .. ... ... ... .. 22
2.3  Infraestrutura das Escolas| . . . . . . .. ... ... ... ....... . 23
(2.4 Computador: a TIC do Momento| . . . . . . . . . . ... ... .... 24
(2.5 O Uso do Computador na Matematica|] . . . . . . ... ... ... ... 26

3  OBIJETOS DE APRENDIZAGEM

(3.1 Animacoes: Um Objeto de Aprendizagem Importante] . . . . . . . . 29
4 GEOMETRIA ANALITICA: CONTEUDQOS ABORDADQS . . . .. 32
41  OPontd . ... ... 32
4.1.1 Coordenadas noplano| . . . . . . . . ... 33
4.1.2 Distancia entre dois pontos|. . . . . . . . .. ... ... ... 34
[4.1.3 Ponto médio de um segmento| . . . . . . . . . ... 35
4.1.4 Condicao de alinhamento de trés pontos| . . . . . . . . ... ... ... .. 36
4.2 ARetal . . . ... .. 37
4.2.1 Equacao geral daretal . . . . . . . . ... 37
[4.2.2 Equacao reduzida daretal. . . . . . . . .. 38
4.2.3 Equacao da reta quando sao conhecidos um ponto e a direcao| . . . . . . . 41
14.2.4 Posicao relativa de duas retas noplano| . . . . . . .. ... ... ... .. 41
4241  Retascoincidentes . . . . . . . . ... .o 42
|4.2.4.2 Retas paralelas] . . . . . . . . . ..o 42
[4.2.4.3 Retas concorrentes|. . . . . . . . oL oL oL oL L 43
{4.2.5 Intersecao de duas retas| . . . . . . . .. ..o 44
14.2.6 Distancia de um pontoaumavretal . . . . . . .. . . ... ... 45
427 Area de uma regido triangular] . . . . . .. ... 47
4.3 Circunferencial . . . . . . . . . . . .. ... 49
4.3.1 Equacao reduzida da circunferéncia| . . . . . .. . ... 50

{4.3.2 Posicoes relativas entre um ponto e uma circunferéncia| . . . . . . . . . .. 50




14.3.3 Posicoes relativas entre uma reta e uma circunferéncia| . . . . . . . . . .. 51

4.3.4 Posicoes relativas entre duas circunferéncias| . . . . . . . . . . . ... ... 52
4.4 Vetores no Planol . . . . . . . . . . ... oo 53
4.5 Transformacoes Geomeétricas no Plano, . . . . . . . .. ... .. ... 54
4.5.1 Iranslacao por umvetor] . . . . . . . ... 54
{4.5.2 Rotacao em torno de um ponto| . . . . . . . . . . ... ... ... ... 55
{4.5.3 Reflexao em relacao aumaretal . . . . . . . .. ..o 57

5.2.1.1 Passos para a construcaoda Casal . . . . . . . . . . . . ..o L . 71
5.2.1.2 (Questionamentos sobre a Atividade 1| . . . . . . . . . . . o0 79
213  Modelo de atividade construida - com acabamento . . . . . . . . . ... .. L 81
5.2.1.4 Aspectos que podem ser explorados pelo Professor| . . . . . . . . . . . . ... .. 81
5.2.1.5 Sugestoes| . . . .. L L L L L e e e e e 82
622  Atividade 2: Cata-ventol . . . . . .. . ... ... 83
5.2.2.1 Passos para a construcao do Cata-vento| . . . . . . . . . . . . . .. ... ... 84
[b.2.2.2 Questionamentos sobre a Atividade 2| . . . . . . . . L L Lo oL 0oL 86
b223  Modelo de Cata-vento: com acabamentol. . . . . . . . . . . . .. ... L. 88
5.2.2.4 Aspectos que podem ser explorados pelo Professorl . . . . . . . . . . .. .. 89
6523 Atividade 3: Carrd] . . . . ... 89
5.2.3.1 Passos para a construcao do Carro| . . . . . . . . . . ... oo o oo 90
[5.2.3.2 Questionamentos sobre a Atividade 3| . . . . . . . . . . L. L. 96
233 Modelo de Carro: com acabamentol . . . . . . . . . . . . . ... 99
5.2.3.4 Aspectos que podem ser explorados pelo Professor| . . . . . . . . . .. .. ... 101
£24  Atividade 4: Flore Chuval . . . . ... ... . ... ... 101
5.2.4.1 Passos para a construcao da Flore Chuva] . . . . . . . . . . . . .. ... .. .. 102
b.2.4.2 Questionamentos sobre a Atividade 4] . . . . . . . .. L Lo oL Lo 108

7 CONSIDERACOES FINAIS|. . . . o o ot e e e e e 113




ANEXOS| 121

[ANEXO A - FERRAMENTAS USADAS NAS CONSTRUCOES|. . 122

Al  Comandos Usados| . . ... .. ... ... ... .. ... ... ... 122
Al.1 Comando: Ferramenta Pontol. . . . . . . .. . ... ... ... .. .... 122
Al2  Comando: Ferramenta Reta Paralela . . . . . ... ... ... ... .. . 122
(A.1.3 Comando: Ferramenta Intersecao de Dois Objetos|. . . . . . .. . ... .. 123
(A.1.4 Comando: Ferramenta Poligono| . . . . . . . . ... ... ... ...... 124
(A.1.5 Comando: Ferramenta Segmento| . . . . . . . . . . .. .. ... ... 124
A16  Comando: Ferramenta Ponto Médiof . . . . . . ... ... ... ... ... 125
(A.1.7 Comando: Ferramenta Segmento com Comprimento Fixol . . . . . . . . .. 125
A18  Comando: Ferramenta Controle Deslizantel . . . . . .. .. ... ... . 126
A19  Comando: Ferramenta Setor Circulad . . . . . . ... ... ... ... .. 126
[A110  Comando: Ferramenta Retal . . . . . .. ... ... ... ........ 127
[A111  Comando: Ferramenta Moved . . . . . . .. ... .. ... ........ 127
A.1.12  Comando: Ferramenta Circulo dados Centroe Raiol . . . . . . . . ... .. 128
IA.1.13  Comando: Ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos . . . . . 128
(A.1.14 Comando: Ferramenta Rotacao em lorno de um Ponto|. . . . . . . . . .. 129
[A.1.15 Comando: Ferramenta Reta Perpendicular| . . . . . . . . ... .. ... .. 129
IA.1.16  Comando: Ferramenta Vetord . . . . . . . . . .. .. .. oL 129
A.1.17 Comando: Ferramenta lranslacao por um Vetor|. . . . . . . . . ... ... 130
[A.1.18 Comando: Ferramenta Reflexao em Relacao a uma Reta| . . . . . . . . .. 130
[A.2 _ Outras Ferramentas Necessariasl . . . . . . .. ... ... ...... . 131
A.2.1 Personalizando a Janela de Visualizacaol . . . . . . . ... ... ... ... 131
[A.2.2 Exibir ou Esconder eixos coordenados e malha quadriculadal. . . . . . . . . 132
(A.3 Configurando os objetos| . . . . . . . . ... ... 133
|A.3.1 Ocultar Objetos e Rotulos| . . . . . . . ... ... .. ... ... ..... 133
A.3.2 Renomear . . . . . . . . . .. 134
(A.3.3 Mudar a aparéncia dos objetos| . . . . . . . .. ... 134

[ OALUNOl . ... ... .. et i 136
B.1 Passo a Passo para Construira Casal . . . . . ... ... ... .... 137
B.2 Passo a Passo para Construir o Cata-vento|. . . . . . . . . .. .. .. 139
B.3 Passo a Passo para Construiro Carro| . . . . . . .. ... ... ... .. 140
B.4 Passo a Passo para Construir a Flor e Chuva|. . . . . . . ... .. .. 143

[ANEXO C - QUESTIONARIOS]. . . . ... oo i i e nn . 147
C.1 Questionario: Atividade 1 - Casa. . . . . . . ... ... ... ..... 148

C.2 Questionario: Atividade 2 - Cata-vento . . . . . . . . . ... ... .. 149




C.3

Questionario: Atividade 3 - Carro| . . . .

C.4

Questionario: Atividade 4 - Flor e Chuval




17

Introducao

A Matematica é considerada uma disciplina dificil por grande parte dos alunos
e geralmente essas dificuldades aumentam conforme eles avangam nos estudos. Segundo
Bastos (BASTOS, [2014)), os alunos relataram que sentiam mais dificuldades na Matema-

tica, do Ensino Médio, do que quando estavam no Ensino Fundamental. Para Druck:

As dificuldades com a Matemaética ficam mais evidentes a medida que
vamos progredindo na nossa educacao escolar institucional. Os alunos
da Escola Fundamental nao tém duvidas sobre a utilidade imediata do
que estao estudando. Nesse nivel, a Matematica é mais do que simples
habilidade, ela é uma medida de cidadania. Ninguém pode se considerar
verdadeiramente inserido na sociedade se nao tiver alguma familiaridade
com as quatro operagoes aritméticas, as fracdes, as unidades de medida e
os conhecimentos bésicos de Geometria. Ao nos aproximarmos do Ensino
Médio, fica mais dificil identificar a utilidade imediata da Matematica.
(DRUCK] [2005)

Segundo Nogueira (NOGUEIRA, [2013) e Junior (JUNIOR, 2002) um dos motivos
que tem dificultado o ensino da Matemética é a forma tradicional (quadro e giz) como a
mesma ¢é ensinada nas escolas. Diante dessa problematica, os educadores devem repensar
sua maneira de ministrar aulas, buscando novas metodologias que despertem o interesse

do aluno e propiciem uma aprendizagem significativa.

Nesse contexto as Tecnologias da Informacao e Comunicac¢ao (TIC) tem se confi-

gurado como grandes aliadas no processo de ensino-aprendizagem.

A UNESCO acredita que as TIC podem contribuir com o acesso uni-
versal da educacdo, a equidade na educagdo, a qualidade de ensino e
aprendizagem, o desenvolvimento profissional de professores, bem como
melhorar a gestao, a governanga e a administragao educacional ao forne-
cer a mistura certa e organizada de politicas, tecnologias e capacidades.
(UNESCO|, 2016))

De acordo com Stormowski et al. (STORMOWSKI; GRAVINA; LIMA| 2013,
p.1) “a importancia da tecnologia no desenvolvimento da matemética é evidenciada em
diversas situacoes em que seu uso promove mudancas substanciais na forma de ver e fazer
matematica”. Para Oliveira (OLIVEIRA| 2014) o seu uso ja é amplamente reconhecido
como algo benéfico para o ensino de Matematica, devido a grande quantidade de softwares
desenvolvidos com o objetivo de auxiliar o professor a expor e dinamizar os conteudos

relativos & Matemética.

Com a evolugao da tecnologia, uma grande variedade de programas tem surgido

como apoio ao ensino da Matematica, principalmente na area da Geometria. Entre es-
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ses softwares temos o GeoGebra, Cabri-Geometry, Cinderela, Régua e Compasso, Poly,

Wingeom, entre outros. Sobre esse assunto Santos comenta:

De todos os topicos presentes nos curriculos da Matematica escolar, a
Geometria é o que tem experimentado as maiores e mais profundas trans-
formagoes com a utilizacdo das tecnologias, principalmente, no desenvol-
vimento de softwares especificos voltados para o seu processo de ensino
e aprendizagem. (SANTOS| 2011)

Reconhecendo a importancia que as tecnologias tém para o processo de ensino-
aprendizagem, o presente trabalho propoe a construcao de animacgoes com o software
GeoGebra, com o proposito de auxiliar no ensino de Geometria Analitica, no Ensino Mé-
dio. O uso de animacoes no ensino da Matematica pode contribuir para melhorias no
processo de ensino-aprendizagem, ja que elas tornam as aulas mais dinamicas, fazendo
com que professores e alunos tenham um papel mais ativo em todo o processo. Ao pro-
fessor cabe o papel de facilitador durante a construcao dos objetos, dando todo o suporte
necessario a realizacao das atividades. Ja o aluno tem a oportunidade de construir seu
conhecimento a partir da interacao com o elemento de estudo: a possibilidade de manipu-
lar os objetos diretamente na tela do computador facilita na compreensao de contetudos,
que ensinados na forma tradicional (quadro e giz) nao proporcionaria aos alunos o mesmo
entendimento. Neste trabalho sao propostas quatro animagoes: a primeira animagao ¢é de
uma casa em que a janela e a porta abrem e fecham; a segunda, trata-se de um cata-vento
que gira; a terceira animagao apresenta um carro que se movimenta para frente e a tltima
mostra uma flor que cresce com pingos de chuva que se movimentam para baixo. Para a
realizacao dessas atividades é importante que os alunos tenham alguma familiaridade com
0 GeoGebra. Pensando nisso sao sugeridas algumas atividades introdutérias ao software
que englobam todos os comandos e ferramentas necessarias as construgoes. Quanto aos
conteidos matematicos abordados nas atividades temos: ponto médio de um segmento,
distancia entre dois pontos, equagao geral da reta que passa por dois pontos, equacao
reduzida da reta, coeficiente angular da reta, equagao da reta quando sao conhecidos um
ponto e sua direcao, posicao relativa entre duas retas no plano: paralelas e concorrentes,
distancia entre duas retas paralelas, ponto de intersecao entre duas retas, area de uma
regiao triangular dados trés pontos, distancia de um ponto a uma reta, equacao reduzida
da circunferéncia, posicoes relativas entre um ponto e uma circunferéncia, entre uma reta
e uma circunferéncia e entre duas circunferéncias, transformagoes no plano: reflexao, ro-
tagao e translagao. Apds o término de cada construcao é proposto um questionéario que

possibilita ao aluno aplicar os conceitos matematicos presentes em cada animacao.

O ensino de Geometria Analitica normalmente é trabalhado no 3° ano do Ensino
Médio e de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) (BRASIL, 2006,
p.124) “tem como funcao tratar algebricamente as propriedades e os elementos geométri-

cos. O aluno do Ensino Médio terd a oportunidade de conhecer essa forma de pensar que
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transforma problemas geométricos na resolucdo de equacoes, sistemas ou inequagoes”.
Porém essa proposta nao tem alcancado éxito, j& que muitos alunos, segundo Oliveira
(OLIVEIRA] [2014) e Santos (SANTOS, 2008)), apresentam dificuldades em Geometria
Analitica. Uma das provaveis razoes é que eles ndo conseguem estabelecer rela¢oes entre
os elementos geométricos e algébricos. Nesse contexto, o software GeoGebra é apresen-
tado como uma ferramenta que pode contribuir para essa compreensao. A escolha pelo
GeoGebra, se deve ao fato de ser um software gratuito, com uma interface acessivel e que
possibilita estudar as relagdes entre os aspectos geométricos e algébricos dos elementos:
na Janela de Visualizacdo o GeoGebra mostra a representacao geométrica do objeto e
na Janela de Algebra mostra a representacao algébrica; se movermos uma das formas,
percebe-se mudangas na outra. Para Bastos (BASTOS, 2014), o programa também é

adequado para o ensino da Geometria Analitica:

[...] acreditamos que o melhor software é o GeoGebra, para trabalhar
com Geometria Analitica, pois além de ser gratuito e ter atualizagoes
periédicas, o modo como ele relaciona geometria e algebra é apropriado
ao estudo da Geometria Analitica. A correspondéncia objeto-equagdo
acontece em mao dupla. O programa tanto permite esbogar graficos a
partir das equacoes, assim como define as equagbes do que é tragado
geometricamente. Também possui a vantagem da geometria dinadmica,
que permite mover objetos e aplicar diversas transformagdes e automa-
ticamente enxergar a mudanca nas equagdes, assim como com areas,
angulos, rotacoes, translagoes, etc. (BASTOS| [2014} p.28)

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no primeiro capitulo apresentam-
se os objetivos. No segundo apresenta-se uma pesquisa bibliografica sobre as TIC no
ensino. J4a no terceiro discute-se sobre a importancia dos objetos de aprendizagem como
facilitadores no processo de ensino, dando énfase para animagodes no ensino de Matema-
tica. No quarto capitulo abordam-se os contetidos trabalhados nas atividades: os mesmos
envolvem temas relacionados ao ponto, a reta e a circunferéncia. No quinto apresentam-se
quatro sugestoes de atividades (animagoes), usando o software GeoGebra e juntamente,
com cada atividade, um questionério (com solugoes) que aborda os contetidos de Geome-
tria Analitica presentes nas mesmas. No sexto discutem-se possibilidades de continuidade
para este trabalho, sendo uma delas, animagoes que envolvem as conicas. Por fim, no
capitulo sete, tém-se as consideracoes finais deste trabalho. Nos anexos apresentam-se
todas as ferramentas, do GeoGebra, necessarias as construcgoes, o passo a passo resumido

de cada animacao e o questionarios sem solugoes.
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1 Objetivos

1.1 Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo principal propor a construcao de animacoes,
utilizando o software GeoGebra, que visam auxiliar no processo de ensino-aprendizagem

de Geometria Analitica, para o Ensino Médio.

1.2 Objetivos Especificos

De forma mais especifica, pretende-se:
e Disponibilizar atividades introdutérias ao software GeoGebra, a serem realizadas
pelos alunos, para familiarizagdo com o mesmo;

e Propor a construcao de animagoes com o intuito de despertar o interesse dos alunos

e motiva-los em aula;
e Apresentar um material que pode ser impresso e aplicado nas aulas;
e Tornar as aulas de Matematica mais atraentes para os professores e alunos;

e Facilitar o aprendizado dos alunos em relagdo ao ensino de Geometria Analitica,
através da manipulagao e visualizacdo dos objetos no GeoGebra, ja que o software

mostra ao mesmo tempo a representacao geométrica e algébrica do objeto;
e Revisar os contetudos trabalhados nas atividades através de um questionario;

e Contribuir para a formagao do professor de Matematica, através do oferecimento de

novas ferramentas para o ensino;

e Incentivar os professores a usarem novas tecnologias na disciplina de Matematica.
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2 Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo discute-se como o uso das tecnologias pode contribuir para dinami-
zar o processo de ensino-aprendizagem, qual o papel do professor nesse contexto e como a
capacitacao de professores pode auxiliar no uso dessas ferramentas. Também se discorre
sobre os problemas de infraestrutura que tém prejudicado o avanco do uso das tecnologias
na escola e aborda-se a importancia do uso do computador e como ele pode colaborar no

ensino da Matemaética.

2.1 Tecnologias da Informacao e Comunicacdo no Ensino

As TIC, na educacao, sao recursos que podem ser utilizados para melhorar o pro-
cesso de ensino-aprendizagem. Elas visam proporcionar ao professor uma forma de inovar
em suas aulas tornando-as mais atrativas e dinamicas; proporcionar ao aluno um ensino
de melhor qualidade onde ele tenha um papel ativo e participativo no seu aprendizado.
Televisao, DVD, CD player, Projetor Multimidia, Computador, Internet, entre outros,

sao exemplos dessas tecnologias.

Empregar as TIC nao implica abolir por completo os métodos usuais de ensino
(como o quadro e giz). Um caminho para as escolas é a integracao dessas tecnologias
no curriculo escolar, juntamente com préticas ja existentes, de forma a potencializar o
processo de ensino-aprendizagem. O professor pode se valer delas para inovar a maneira
como ensina aos alunos determinados contetidos sempre que possivel. Segundo os PCNs
(BRASIL, 1998b|, p.140), “a tecnologia deve servir para enriquecer o ambiente educacional,
propiciando a construc¢ao de conhecimentos por meio de uma atuacao ativa, critica e

criativa por parte de alunos e professores”.

Para o uso das TIC, o professor precisa ter clareza de quais sao os objetivos pre-
tendidos e qual tecnologia ird usar. Ele deve estar familiarizado a tecnologia escolhida, de
modo que seja capaz de identificar se ela esta de acordo com seus propositos de ensino e
se ira proporcionar aos alunos uma aprendizagem de fato significativa, onde eles consigam
construir seu conhecimento de forma participativa. Nos PCNs (BRASIL| |1998b|, p.155)
consta que: “é fundamental que o professor tenha conhecimento sobre as possibilidades do
recurso tecnologico, para poder utiliza-lo como instrumento para a aprendizagem”. Sobre

esse assunto Mercado comentas:

Ao professor cabe o papel de estar engajado no processo, consciente nao
s6 das reais capacidades da tecnologia, do seu potencial e de suas limita-
¢Oes para que possa selecionar qual é a melhor utilizacdo a ser explorada
num determinado contetido, contribuindo para a melhoria do processo
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ensino-aprendizagem, por meio de uma renovagao da pratica pedagbgica
do professor e da construcao do aluno em sujeito ativo na construcao do
seu conhecimento, levando-os, através da apropriacao desta nova lingua-
gem a inserirem-se na contemporaneidade. (MERCADO| 2002, p.18)

Para que o aluno tenha uma aprendizagem satisfatoria, além da escolha de uma
tecnologia apropriada, o professor deve proporcionar um ambiente de aprendizagem onde
o estudante seja ativo e construtor do seu conhecimento. Segundo Almeida (ALMEIDA]
2001)) o professor deve criar ambientes de aprendizagem que favorecam a participacao,
a comunicagdo, a interacao e o confronto de ideias dos alunos. Ainda nesse contexto,

Valente afirma que:

A mudanca pedagdgica que todos almejam é a passagem de uma Edu-
cacao totalmente baseada na transmissao da informacao, na instrugao,
para a criagdo de ambientes de aprendizagem nos quais o aluno realiza
atividades e constréi o seu conhecimento. Essa mudanca acaba reper-
cutindo em alteracoes na escola como um todo: na sua organizagao,
na sala de aula, no papel do professor e dos alunos na relagdo com o
conhecimento. (VALENTE, 1999| p.29)

O papel do professor nao é mais transmitir informacao, mas sim promover e fa-
cilitar o acesso do aluno ao conhecimento. Conhecimento este que deve ser construido

através da participagdo e interagao do aluno no processo de ensino-aprendizagem.

O professor deixa de ser o transmissor de informagoes e passa a atuar
como mediador, promotor, facilitador, desafiador e consultor. Cabe a
ele criar uma situagdo de parceria e cooperacdo com os alunos e entre
os alunos, considerar os assuntos emergentes no contexto, propor desa-
fios ou eleger coletivamente um tema de estudo, questionar os alunos,
convida-los a verbalizar suas dificuldades e descobertas, provocar a for-
malizacao de conceitos e a tomada de consciéncia da evolucao individual
e grupal em relagdo as metas atingidas. (ALMEIDA| 2000} p.29)

Com o intuito de promover o uso das tecnologias nas escolas, o governo federal
conduz dois programas. O Programa Nacional de Tecnologia Educacional (Prolnfo), que
foi criado em 1997 e em 2007 obteve uma nova versao e o Programa Banda Larga nas
Escolas (PBLE), que foi criado em 2008. O Prolnfo (PROINFO, 2016) é um programa
educacional com o objetivo de promover o uso pedagogico da informética na rede ptblica
de educacao basica. O programa leva as escolas computadores, recursos digitais e conteu-
dos educacionais. Em contrapartida, os estados, o Distrito Federal e os municipios devem
garantir a estrutura adequada para receber os laboratorios e capacitar os educadores para
uso das maquinas e tecnologias. O PBLE (PBLE| [2016) tem como objetivo conectar
todas as escolas publicas urbanas a internet, rede mundial de computadores, por meio
de tecnologias que propiciem qualidade, velocidade e servigos para incrementar o ensino

publico no pais.
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Apesar de reconhecerem a importancia do uso das TIC no ensino atual, muitos
professores ainda nao utilizam esses recursos. Ora porque nao se sentem capacitados para

0 seu uso, ora porque a infraestrutura da escola nao permite.

2.2 Capacitacao de Professores

Alguns professores ainda sdo muito resistentes ao uso das TIC. Segundo Fugimoto
e Altoé (FUGIMOTO; ALTOE, 2008)), essa resisténcia esta ligada ao fato de que os pro-
fessores nao querem mudar seus métodos de ministrar aulas. Para Souza, I. e Souza, L.
(SOUZA; SOUZA| [2010)) a resisténcia ocorre por que os professores se sentem aquém das
novidades no mercado da educacao e se recusam a utilizar a tecnologia como fonte para
a formacao do conhecimento, seja por nao se sentirem motivados em busca do conheci-
mento, ou porque resistem em aceitar a rapidez da informacao e as consequéncias dessas
transformacoes. Ja outros professores, apesar de reconhecerem a importancia do uso das
TIC no ensino atual, ainda nao utilizam esses recursos. Segundo Bittencourt, I. M. e Bit-
tencourt, I. G. (BITTENCOURT; BITTENCOURT], 2010)), a falta de capacitagao para
utilizar o computador e suas ferramentas e as dificuldades em trabalhar no laboratério de

informatica estao entre os motivos que dificultam o uso das TIC nas escolas.

Com os avancos tecnologicos, para que o professor incorpore o uso das TIC em sua
pratica pedagogica é preciso que o mesmo esteja em constante aprendizado sobre o uso
dessas tecnologias para saber como e quando usé-las. Nesse sentido faz-se necesséario o
oferecimento de formas alternativas para estes profissionais se capacitarem. Para Almeida
(ALMEIDA| [2001, p.8) “é importante que professor tenha oportunidades de formagao e
que a mesma propicie uma aprendizagem continua, na qual o professor aprende fazendo,

refletindo e reconstruindo sua pratica pedagbgica”.

Com relagao ao computador, Fugimoto e Altoé (FUGIMOTO; ALTOE, 2010) afir-
mam que formagao continuada e/ou capacitagao voltada para o uso deste como ferramenta
pedagégica deve ser desenvolvida por programas permanentes, gratuitos e voluntarios.
Afirmam ainda que essa formagao deva ser realizada na propria escola e proporcione aos
professores realizarem atividades em equipe. Sobre a formacao de professores, Valente

afirma:

A formacio do professor, portanto, envolve muito mais do que prové-lo
com conhecimento técnico sobre computadores. Ela deve criar condigoes
para que ele possa construir conhecimento sobre os aspectos computacio-
nais, compreender as perspectivas educacionais subjacentes as diferentes
aplicagbes do computador, e entender por que e como integrar o com-
putador na sua prética pedagégica. (VALENTE, 2003| p.29)

Sobre a capacitacao de professores, segundo o Centro de Estudos sobre as Tecno-

logias da Informagao e da Comunicacao (CETIC):
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A maior parte dos professores de escolas publicas declara que aprende
sozinho a utilizar computador e Internet (67%). A proporcao daqueles
que fizeram cursos de formagao especificos sobre as TIC é menor (57%).
Entre os profissionais que fizeram cursos, a grande maioria (74%) pa-
gou por ele, em comparacao as oportunidades de capacitacao oferecidas
por secretarias de educagdo ou outros érgaos de governo (29%). O En-
sino Superior tem ainda um papel a ser explorado nessa questao: 37%
dos docentes de escolas publicas com formagao universitaria declaram
que cursaram uma disciplina especifica sobre o uso do computador e da
Internet durante a graduacao. (CETIC.BR) 2015, p.29-30)

Para que a utilizagao das TIC se torne cada vez mais frequente nas escolas, além

de professores capacitados é necessario uma infraestrutura adequada.

2.3 Infraestrutura das Escolas

Os professores que trabalham, principalmente em escolas publicas, se deparam
com varios problemas de infraestrutura que dificultam a disseminac¢ao das TIC no ensino.
Entre eles estdo a auséncia de laboratorios de informatica e conexdo com a internet em
algumas escolas. Segundo o Censo Escolar 2013 (BRASIL, |2014), no Ensino Fundamental,
na rede publica 50,3% das escolas possuem laboratorio de informética e 47,6% das escolas
possuem acesso a internet. J4 na rede privada 57,1% das escolas possuem laboratoério
de informatica e 92,0% das escolas possuem acesso a internet. No Ensino Médio, na
rede publica 91,5% das escolas possuem laboratoério de informética e 93,2% das escolas
possuem acesso & internet. J4 na rede privada 80,3% das escolas possuem laboratoério de

informatica e 98,1% das escolas possuem acesso a internet.

Além dos problemas mencionados: o ntmero insuficiente de computadores por
aluno, baixa velocidade de conexao a internet, falta de manutencao dos equipamentos e
auséncia de suporte técnico, sao fatores que tém contribuido para inviabilizar o uso das
TIC na educagao. Nesse contexto, Santos (SANTOS| 2005)) define, que o discurso oficial
do governo é de que as tecnologias da informagao e comunicacao propiciam um maior
numero de pessoas atendidas, mas o que se percebe é que o discurso nao corresponde a
pratica: os recursos disponibilizados pelo governo nao correspondem as reais necessidades
que a escola apresenta, no que se refere ao aparato tecnolégico, condi¢oes de infraestrutura,
instalagoes, manutencao e pessoal habilitado para fazer funcionar a escola equipada com

as novas tecnologias.

A quantidade de computadores em funcionamento nos estabelecimentos de ensino
é menor que a média de alunos por turma e a conexao a internet tem baixa velocidade
(68% das escolas tem sua velocidade de conexao concentrada em até 2 megabits por
segundo e 32% das escolas apresentaram conexao de até 1 megabit por segundo). Cabe
destacar ainda, que manutenc¢ao e suporte técnico, sao elementos centrais para a garantia

de infraestrutura adequada para o uso das TIC na escola. Segundo os diretores de escolas
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publicas, a presenga de equipamentos obsoletos ou ultrapassados (81%) e a auséncia de
suporte técnico ou manutencao (88%) sdo fatores que dificultam o uso pedagdgico de
computadores e da Internet na institui¢ao (CETIC.BR, [2015)).

Portanto, para melhorar a infraestrutura das escolas o governo precisa equipar
e criar mais laboratérios de informatica; universalizar o acesso a internet, bem como
aumentar sua velocidade de conexao; e propor estratégias de suporte e manutencao das

tecnologias nas escolas.

2.4 Computador: a TIC do Momento

Apesar da sigla TIC referenciar varias formas de tecnologias, sempre que a mesma
¢ mencionada, provavelmente, a primeira ideia que vem a mente de muita gente é o
computador. Dentre as varias pesquisas referentes as TIC, (VALENTE, |1998; VALENTE;,
1999; [VALENTE, [2003), (ALMEIDA| |1999; ALMEIDA| 2000),(ALTOE; FUGIMOTO,
2009; FUGIMOTO; ALTOE, 2010)), entre outros, o uso do computador predomina como
objeto de estudos. O uso do computador no ensino deve ser encarado como algo positivo
e inovador, pelos muitos recursos que ele oferece tanto para o professor quanto para o
aluno. Segundo Valente (VALENTE] [2003] p.19), “as facilidades técnicas oferecidas pelos
computadores possibilitam a exploragdo de um leque ilimitado de agoes pedagodgicas,
permitindo uma ampla diversidade de atividades que professores e alunos podem realizar”.

Para Almeida:

Os computadores possibilitam representar e testar ideias ou hipdteses,
que levam a criacdo de um mundo abstrato e simbdlico, ao mesmo
tempo que introduzem diferentes formas de atuacao e de interagao en-
tre as pessoas. Essas novas relagoes, além de envolver a racionalidade
técnico-operatoria e légico-formal, ampliam a compreensao sobre aspec-
tos sécio-afetivos e tornam evidentes fatores pedagogicos, psicolégicos,
sociolégicos e epistemoldgicos. (ALMEIDAL|1999, p.9)

Para Altoé e Fugimoto (ALTOE; FUGIMOTO, 2009, p.1) “a utilizacio do compu-
tador na escola, como recurso tecnolégico, é uma ferramenta importante para o processo
de ensino aprendizagem e deve acompanhar uma reflexao sobre a necessidade de mudanca

na concepc¢ao de aprendizagem”.

Em relacao aos que usam os recursos da informatica, duas observagoes podem
ser feitas. Ha aqueles que usam o computador para transmitir informacoes ao aluno
e ha aqueles que usam o computador com o objetivo de proporcionar meios para que
o aluno construa seu conhecimento de forma ativa. No primeiro caso, o computador é
usado como suporte ao método tradicional de ensino, ha muito tempo presente em nossos
sistemas educacionais. O uso do computador, por si s6, acaba nao sendo de todo ruim, pois

possibilita ao aluno conhecer um pouco desse recurso. Porém, como ja comentado antes, a
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simples transmissao de informacao nao proporciona ao aluno um aprendizado significativo.
J& no segundo caso, o computador é usado como uma ferramenta que possui os recursos
necessarios para prover ao aluno um ambiente propicio a construgao do conhecimento. No
primeiro aspecto, Valente (VALENTE] 1998 p.7) define o computador como uma maquina
de ensinar: “Esta modalidade pode ser caracterizada como uma versao computadorizada
dos métodos tradicionais de ensino. As categorias mais comuns desta modalidade sao os
tutoriais, exercicio-e-pratica (“drill-and-practice”), jogos e simula¢ao”. Com relagdo ao

segundo aspecto ele define o computador como ferramenta:

O computador pode ser usado também como ferramenta educacional.
Segundo esta modalidade o computador ndo é mais o instrumento que
ensina o aprendiz, mas a ferramenta com a qual o aluno desenvolve algo,
e, portanto, o aprendizado ocorre pelo fato de estar executando uma
tarefa por intermédio do computador. Estas tarefas podem ser a ela-
boragao de textos, usando os processadores de texto; pesquisa de banco
de dados ja existentes ou criacdo de um novo banco de dados; resolu-
¢ao de problemas de diversos dominios do conhecimento e representagao
desta resolugdo segundo uma linguagem de programagao; controle de
processos em tempo real, como objetos que se movem no espago ou ex-
perimentos de um laboratério de fisica ou quimica; producao de musica;
comunicacao e uso de rede de computadores; e controle administrativo
da classe e dos alunos. (VALENTE] [1998| p.12)

A utilizacdo do computador como ferramenta de ensino é que vai ao encontro de
uma educacao de qualidade ja que proporciona aos alunos uma participagao ativa no
processo de ensino-aprendizagem. Segundo Valente (VALENTE] 1998) para que exista
qualidade no ensino é preciso que mudancgas ocorram, que a énfase dada a educagao deixe
de ser a memorizacao da informacao transmitida pelo professor e passe a ser a construgao
do conhecimento realizada pelo aluno. E para que isso aconteca, deve-se repensar a
questao da dimensao do espaco e do tempo da escola. A sala de aula ganha um novo
contorno, em vez de carteiras enfileiradas, diversos ambientes que privilegiem a aquisi¢ao
de conhecimento. Ao professor cabe o papel de facilitador da aprendizagem, em vez de
simplesmente um transmissor da informagao e o aluno de um ser passivo passa a ter um

papel ativo na sala de aula. Com relacao as mudancas, Moraes diz que:

Com a chegada dos computadores, estd mudando a maneira de condugao
das pesquisas, de construcao do conhecimento, a natureza das organiza-
¢oes e dos servigos, implicando novos métodos de producao do conheci-
mento e, principalmente, seu manejo criativo e critico. Tudo isso nos leva
a reforcar a importancia das instrumentacoes eletronicas e o uso de redes
teleméaticas na educacdo, de novos ambientes de aprendizagem infor-
matizados que possibilitem novas estratégias de ensino/aprendizagem,
como instrumentos capazes de aumentar a motivagdo, a concentracao e
a autonomia, permitindo ao aluno a manipulacao da representacao e a

organizacao do conhecimento. (MORAES| [1996] p.65)
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O computador além de proporcionar ao aluno a constru¢ao do conhecimento no que
se refere ao ensino, também pode ser visto como um recurso importante para a insercao do
aluno no mundo informatizado em que vivemos. Nesse sentido é uma questao de cidadania
ter acesso a essa tecnologia bem como ter os meios de se apropriar dos muitos recursos
disponiveis. Segundo os PCNs (BRASIL, 1998b, p.96), “é indiscutivel a necessidade
crescente do uso de computadores pelos alunos como instrumento de aprendizagem escolar,
para que possam estar atualizados em relagdo as novas tecnologias da informagao e se

instrumentalizarem para as demandas sociais presentes e futuras”. Ainda segundo os
PCNs:

O computador, em particular, permite novas formas de trabalho, possi-
bilitando a criacao de ambientes de aprendizagem em que os alunos pos-
sam pesquisar, fazer antecipagoes e simulagoes, confirmar idéias prévias,
experimentar, criar solugdes e construir novas formas de representacio
mental. Além disso, permite a interagdo com outros individuos e comu-
nidades, utilizando os sistemas interativos de comunicagao: as rede de
computadores (BBS e Internet).(BRASIL, [1998b} p.141)

Diante do exposto, fica claro o quanto é importante que o professor e seus alunos
tenham oportunidade de aprender a usar o computador e todos os recursos que ele pode
oferecer. Na Matematica, o uso do computador como ferramenta, pode ser um grande

alidado no processo de ensino-aprendizagem.

2.5 0 Uso do Computador na Matematica

Nos PCNs do Ensino Fundamental (BRASIL, |1998a) p.48) um dos objetivos gerais
do ensino de Matemética é levar o aluno a “resolver situagdes-problema [...] e utilizando
conceitos e procedimentos matematicos, bem como instrumentos tecnolégicos disponiveis”.
Os PCNs também indicam alguns recursos que os professores podem usar em suas aulas de
Matematica, que sao: o recurso a histéria da Matematica, o recurso dos jogos e o recurso
das tecnologias da comunicagao (principalmente o computador). E entre os principios,
nos quais os PCNs do Ensino Fundamental estao pautados, temos o principio: “Recursos
didaticos como jogos, livros, videos, calculadoras, computadores e outros materiais tém

um papel importante no processo de ensino e aprendizagem”. (BRASIL| |1998a, p.57)
Nos PCNs do Ensino Médio (BRASIL; 2000, p.42) um dos objetivos do ensino de

Matematica é levar o aluno a “aplicar seus conhecimentos matematicos a situagoes diver-
sas, utilizando-os na interpretacao da ciéncia, na atividade tecnolégica e nas atividades
cotidianas”. E também, dentro de competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em
Matemaética temos: Representagdo e comunicagao (destaque para utilizar adequadamente

os recursos tecnolégicos como instrumentos de producao e de comunicagio), Investigagao
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e compreensao e Contextualizagao socio-cultural (destaque para utilizar adequadamente

calculadoras e computador, reconhecendo suas limitagoes e potencialidades).

Diante do que foi mencionado nos PCNs para que o ensino de Matematica, niveis
Fundamental e Médio, atinja os objetivos previstos é necessario incorporar no seu contexto

os recursos tecnoldgicos necessarios. Dentre eles o computador.

O uso do computador na Matematica além de tornar as aulas mais dinamicas,
deve promover mudancas nas formas de ensinar e aprender os contetidos. De posse de
alguns recursos da informatica, o professor tera a oportunidade de mudar sua forma de
ministrar aula e o alunos poderdao desempenhar um papel mais ativo em todo processo de

ensino-aprendizagem. Sobre o processo de ensino-aprendizagem Marco et al. comentam:

O processo de ensino-aprendizagem nos dias atuais demanda uma altera-
¢ao em relacao a tradicional dindmica adotada pela maioria dos docentes
em sala de aula, uma vez que a sociedade exige um ensino de Matemé-
tica que prepare as novas geracoes para lidar com o crescente aumento
de tecnologias de informagdo e comunicagao (TIC), com a realidade vir-
tual e o computador. Também parece ser uma exigéncia da atualidade
a formacao de individuos que pensem de forma flexivel, critica, eficaz e
criativa. (MARCO; TAVARES; FREITAS]| 2013, p.1-2)

Os ambientes informatizados apresentam-se como ferramentas de grande potencial
ao processo de aprendizagem, porque além de contribuirem para a superagao dos obsta-
culos inerentes ao préprio processo de construgao do conhecimento matematico, também
podem acelerar o processo de apropriagao do conhecimento (GRAVINA; SANTAROSA|
1998). Nesse contexto, para Santos et al. (SANTOS; PEREIRA; SAMPAIO| 2012} p.5)
“o computador pode auxiliar no processo de constru¢ao do conhecimento, quando sao uti-
lizado softwares que o aluno possa executar suas ideias, refletir, construir, ser um agente
participativo de todo este processo”. Segundo Gravina e Basso (GRAVINA; BASSO,
2012)) a tecnologia digital disponibiliza, cada vez mais, ferramentas que suportam a ex-
teriorizacao, a diversificacdo e a ampliacao de pensamentos. Ainda de acordo com os

autores:

Hoje, a variedade de recursos que temos a nossa disposi¢do permite o
avanco na discussdo que trata de inserir a escola na cultura do virtual. A
tecnologia digital coloca a nossa disposicao ferramentas interativas que
incorporam sistemas dinamicos de representacdo na forma de objetos
concreto-abstratos. Sao concretos porque existem na tela do computador
e podem ser manipulados e sdo abstratos porque respondem as nossas
elaboragoes e construgdes mentais. (GRAVINA; BASSO| 2012, p.14)

Diante do apresentado, nota-se que a informéatica pode auxiliar no processo de
ensino-aprendizagem, ja que contribui para a compreensao de conceitos matematicos a

partir de acoes do aluno sobre os objetos de estudo.
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3 Objetos de Aprendizagem

As ferramentas computacionais disponiveis podem servir como apoio ao ensino
de determinado contetido ou como facilitadoras na construcao de material didatico para
explorar esse conteido. A preparacao de material didatico deve ter como foco principal
a construgao de recursos que possibilitem ao aluno interagir com os mesmos e buscar
formas alternativas para a resolugao de problemas. Entre esses recursos, estao os objetos

de aprendizagem.

Para Vieira e Nicoleit (VIEIRA; NICOLEIT] 2007, p.2), “objeto de aprendiza-
gem ¢ um recurso digital que pode ser utilizado como auxilio ao processo de ensino-
aprendizagem, e que tem a capacidade de ser reutilizado em varios contextos de maneira
a facilitar a apropriagdo do conhecimento”. Para Behar et al. (BEHAR; BERNARDI;
SOUZA| [2007) objetos de aprendizagem sao recursos digitais, como por exemplo, ani-
macoes, videos, imagens, aplicagoes, paginas web em combinacao. Para Castro Filho
(CASTRO FILHO| 2007) objetos de aprendizagem sao recursos digitais (video, animacao,
simulacao etc) os quais permitem que professores e alunos explorem conceitos especificos

de determinadas areas do conhecimento. Segundo o autor:

Embora néo haja ainda um consenso sobre sua defini¢do, varios autores
concordam que objetos de aprendizagem devam: (1) ser digitais, isto
é, possam ser acessados através do computador, preferencialmente pela
Internet; (2) ser pequenos, ou seja, possam ser aprendidos e utilizados
no tempo de uma ou duas aulas e (3) focalizar em um objetivo de apren-
dizagem unico, isto é, cada objeto deve ajudar os aprendizes a alcangar
o objetivo especificado.(CASTRO FILHO! |2007, p.2)

Ao iniciar a construgao de objetos de aprendizagem é preciso organizar-se levando
em conta alguns fatores: qual a idade dos alunos para quem esse objeto se destina; que
contetudo serda abordado através dele; como serd o ambiente de aprendizagem onde esse

objeto serd utilizado e o que se espera que os alunos aprendam por meio dele.

Deve-se definir, antecipadamente & criagdo dos objetos de aprendiza-
gem, qual serd o seu objetivo: O que ele vai ou ndo abordar? Com que
profundidade? Qual enfoque adequado? Para que publico? Qual a im-
portancia deste tépico para o conhecimento (disciplina e/ou curso) que
se deseja transmitir? e Quais formas de Interatividade com o educando?
Ainda deve-se planejar quais as metodologias e ferramentas aplicadas na
construcao do objeto de aprendizagem para que ele atinja os seus obje-
tivos.(BORGES; NAVARRO], 2005 apud [VIEIRA; NICOLEIT] [2007)

Os objetos de aprendizagem devem ser construidos com o objetivo de serem fa-
cilitadores no processo de ensino-aprendizagem e servirem como instrumento para que o

aluno construa seu entendimento sobre o assunto que esta sendo estudado.
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Um objeto de aprendizagem pode auxiliar o professor em sua agao do-
cente, na medida em que oferece diferentes ferramentas que servem de
apoio ao processo de aprendizagem. A utilizacdo de elementos mul-
timidia, tais como simulagoes, imagens, textos, som, animacdes e vi-
deos, desempenham um papel importante na aquisicao de conhecimento
quando bem utilizadas. Estes podem ser considerados como recursos
pedagogicos que permitem ao aluno acompanhar o contetido de acordo
com o seu proprio ritmo, acessando facilmente a informagao e se enga-
jando de forma independente e autonoma num aprendizado por desco-
berta.(BEHAR; BERNARDI; SOUZA| |2007, p.3)

Segundo Avila et al. (AVILA et al 2013) incluem-se no rol dos objetos de apren-
dizagem, dentre outros, os softwares educacionais. Segundo os autores, no ambito da
Matemadtica, softwares que permitem a manipulacao de elementos geométricos vém se

mostrando ferramentas promissoras para o desenvolvimento de atividades pedagdgicas.

Para o professor que quer inovar em suas aulas através do uso de objetos de aprendi-
zagem, na internet hé vérios sites (chamados de repositérios) que disponibilizam material
sobre o assunto. Repositoérios sao locais que armazenam recursos educacionais (video, au-
dio, animagao, simulacao, planos de aulas, dentre outros). Sao exemplos de repositérios:
o Portal do Professor, disponivel em http://portaldoprofessor.mec.gov.br/index.html, a
Rede Interativa Virtual de Educacao (RIVED), disponivel em http://rived.mec.gov.br e
Banco Internacional de Objetos Educacionais (BIOE), disponivel em

http://objetoseducacionais2.mec.gov.br.

3.1 Animacoes: Um Objeto de Aprendizagem Importante

Dentre os objetos de aprendizagem existentes, que podem auxiliar no processo de
ensino da Matematica, estdo as animagdes. Animar, nesse contexto significa dar movi-

mento a algo estatico, ou seja “dar vida” a uma imagem ou a um desenho.

Na Matematica, as animagoes podem ser utilizadas para facilitar a compreensao
de determinados conteudos que quando apresentados na forma estatica, ndo proporci-
onam aos alunos o mesmo entendimento. Elas também podem contribuir para que os
alunos se sintam mais motivados nas aulas, favorecendo uma aprendizagem mais praze-
rosa. Conforme Fiscarelli et al. (FISCARELLI; OLIVEIRA; BIZELLI, 2007, p.6), “a
producao de videos, animacoes e simulagoes sao artificios que possibilitam criar circuns-
tancias de aprendizagem que sao dificeis ou até impossiveis de serem repetidas ou criadas

em situacao real”. Ainda segundo os autores:

A animagdo tem se configurado como uma possibilidade promissora no
processo de ensino-aprendizagem por ser um recurso capaz de facili-
tar a demonstracdo de processos, a visualizagdo temporal de um dado
evento, a exposi¢do de fendmenos raros, complexos ou perigosos e tam-
bém para melhorar a capacidade de abstracdo do aluno.(FISCARELLI;
OLIVEIRA; BIZELLI, 2007, p.2)


http://portaldoprofessor.mec.gov.br/index.html
http://rived.mec.gov.br
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Para que o professor obtenha éxito com o emprego de animagoes é preciso que
as mesmas atendam a uma proposta clara de ensino. Elas devem chamar a atencao do
aluno, de uma forma que desperte o seu interesse pela ferramenta que esta sendo usada e
pelo que esta sendo apresentado nela. Nesse sentido as animagoes cumprirao seu papel de
ensinar contetudos refor¢ando seus conceitos mais abstratos. Deve-se, no entanto, evitar o
excesso de informagao presente nas mesmas: informacgoes desnecessarias podem confundir

ou distrair o aluno, prejudicando seu aprendizado.

Em varias areas é possivel encontrar trabalhos que usam programas de compu-
tador para a realizacdo de animagoes. Na Matematica, por exemplo, temos Andrade
et al. (ANDRADE; SILVA; SILVA| 2006 que realizaram um trabalho interdisciplinar
envolvendo conhecimentos de Matemaética, Biologia e Fisica. Eles fizeram a modelagem
e animagao de personagens em trés dimensoes (3D), usando o software Anim8or. Na
construcao do personagem no espaco tridimensional, no que coube a Matemaética, ex-
ploraram a geometria espacial através do uso de esferas, cilindros, triangulos, poligonos,
retas, vértices, faces, arestas, unido e intersecao de objetos geométricos, entre outros.
Anim8or é um software gratuito de modelagem 3D e que possui recursos de animacao.
Desenvolvido por Steve Glanville, este software estda disponivel para download no site
www.anim8or.com. Santos (SANTOS| 2010) usou o software Flash8 para apresentar a
1* série do Ensino Médio animagoes que envolviam o conteido de func¢oes. As anima-
¢oes foram usadas para apresentar situacoes problemas. Dentre os problemas podemos
destacar o movimento de um automével para explorar a funcao afim e a trajetoria de
uma bola em chute a gol, para explorar a fungdo quadratica. Macromedia Flash 8 é uma
ferramenta poderosa que pode ser usada para a criagdo de ricos contetidos na Internet.
E um software gratuito onde pode-se fazer animacoes e jogos. Este software estd dis-
ponivel para download no site http://getintopc.com /softwares/multimedia/macromedia-
flash-8-free-download. Meier (MEIER] 2012)) usou o software GeoGebra para construir
animacoes, explorando conceitos de Geometria. Primeiro os alunos construiram mode-
los apresentados por ela (porta pantogréfica, janela basculante e balango vai e vem) no
site geometria em movimento e posteriormente os alunos criaram seus préprios modelos.
Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um software gratuito de matemética di-
namica que reune recursos de geometria, algebra e calculo. Esse software tem a vantagem
de apresentar ao mesmo tempo, duas representagoes diferentes de um mesmo objeto que
interagem entre si: sua representagao geométrica e sua representacao algébrica. Este
software esta disponivel para download no site http://www.geogebra.org. Nogueira (NO-
GUEIRA| 2013) construiu animagoes para explorar conceitos de trigonometria (radiano,
ciclo trigonométrico, seno e cosseno no ciclo trigonométrico, entre outros) usando o soft-
ware Power Point. O Power Point faz parte do pacote Microsoft Office juntamente com
o Word, o Excel e outros programas. Através deste recurso, é possivel elaborar slides

inserindo cores, animacoes, imagens e até sons.


www.anim8or.com
http://getintopc.com/softwares/multimedia/macromedia-flash-8-free-download
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No presente trabalho sao apresentadas quatro atividades animadas, que abordam
contetdos de Geometria Analitica. Espera-se que essas animagoes possam contribuir para
que os alunos compreendam melhor os conceitos matematicos envolvidos. A primeira
animacao é de uma casa em que a janela e a porta abrem e fecham; a segunda, trata-se de
um cata-vento que gira; a terceira animagao apresenta um carro que se movimenta para
frente e a tltima mostra uma flor que cresce com pingos de chuva que se movimentam

para baixo.



33

4 Geometria Analitica: Conteidos Aborda-

dos

A Geometria Analitica baseia-se na ideia de representar os pontos da reta por
ntmeros reais e os pontos do plano por pares ordenados de ntiimeros reais (LIMA| 2005)).
Sua importancia, reside no fato de que podemos representar por meio de equagoes as
linhas do plano (reta, circunferéncia, parabola, etc). Assim, é possivel representar alge-
bricamente muitas questoes geométricas, como também representar de forma geométrica

muitas situacoes algébricas.

Segundo Dante (DANTE, 2013), a Geometria Analitica, a qual conhecemos hoje
em dia, teve grande contribuicao nos estudos dos matematicos franceses Descartes e Fer-

mat, no século XVII.

A Geometria Analitica esta presente em varias atividades do nosso dia a dia.

Varias atividades de nosso dia a dia utilizam conhecimentos da Geo-
metria Analitica, como, por exemplo, os aparelhos de GPS amplamente
usados para navegagao em terra, no ar ou no mar, utilizam conhecimen-
tos basicos de localizacao de pontos representados por coordenadas. Os
diversos graficos de fungoes utilizadas pelos cientistas de hoje sdo melhor
representados e estudados em um plano cartesiano. A engenharia civil
e seus softwares de computador se baseiam no sistema cartesiano para
criagdo de projetos. Em consonadncia com a algebra linear a geometria
analitica é utilizada para a programacao de computadores desde siste-
mas simples de banco de dados aos mais complexos jogos eletronicos.
Percebemos claramente o quanto a geometria analitica estd presente em
nosso cotidiano e como ela nos ajuda a entender melhor o mundo em
que vivemos. (OLIVEIRA| 2014} p.19)

Esse capitulo apresenta os conteiidos matematicos que serao trabalhados nas ati-
vidades. De forma geral, esses contetidos abordam temas relacionados ao ponto, a reta e

a circunferéncia.

4.1 O Ponto

Varios autores (NETO| 2013)),(DOLCE; POMPEOQ, 1993), entre outros, sugerem
que a partir da experiéncia e observacgao, se tenha uma ideia do que venha a ser um ponto.
Por isso, assim como esses autores, vamos considerar essa no¢ao como conceito primitivo,

ou seja, que nao precisa de definicao formal.
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4.1.1 Coordenadas no plano

Segundo Delgado et al. (DELGADO; FRENSEL; CRISSAFF, 2013) um sistema
de eixos ortogonais OXY (ou sistema OXY') num plano II é um par de eixos OX e OY,
perpendiculares entre si, com unidade de medida de igual comprimento e que se cruzam
no ponto O, o qual é a origem de ambos os eixos. O eixo OX é denominado eixo horizontal
e o eixo OY é denominado eixo vertical. A escolha de um sistema de eixos ortogonais
permite estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano II e os pares
ordenados de nimeros reais do conjunto R? = {(z,y)|z,y € R}. Ao ponto P € II fazemos
corresponder o par ordenado (z,y), onde x é a coordenada do pé da perpendicular ao eixo
OX que passa por P e y é a coordenada do pé da perpendicular ao eixo OY que passa

por P.

Os nimeros z,y € R do par ordenado (z,y) associado ao ponto P sdo as coorde-
nadas cartesianas do ponto P, onde z é a abscissa ou primeira coordenada de P e y ¢é a

ordenada ou segunda coordenada de P (Figura [1).
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Figura 1 — Representacao de um ponto P = (z,y)

Os eixos ortogonais OX e OY dividem o plano Il em 4 regioes chamadas quadran-
tes, conforme mostra a Figura [2l Observe que os pontos do eixo OX tém coordenadas
(x,0), os pontos do eixo OY tém coordenadas (0, y) e os quadrantes, dados em coordena-
das, sdo: o primeiro quadrante é o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que x > 0 ey > 0,
o segundo quadrante é formado pelos pontos P = (z,y) com x < 0 e y > 0, o terceiro
quadrante, pelos pontos P = (z,y) com = < 0 e y < 0 e no quarto quadrante, formado

pelos pontos P = (z,y) tais que x > 0 e y < 0.
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2° Quadrande 1¢ Quadrante

®
=1

3° Quadrante 4° Quadrante

Figura 2 — Quadrantes do Plano Cartesiano

4.1.2 Distancia entre dois pontos

Definicao 4.1.1. Fixada uma unidade de comprimento, a todo par de pontos A e B

corresponde um nimero real, chamado distancia entre os pontos A e B ou comprimento
do segmento AB (DELGADO; FRENSEL; CRISSAFF| 2013).

De acordo com Lima (LIMA, 2005), dados os pontos A = (z1,y1) e B = (22,¥2)
(Figura |3), introduzindo o novo ponto C', podemos obter uma expressao para a distancia
entre A e B denotada por d(A, B).

v A

Y2

¥y T o

) B X

Figura 3 — Distancia entre A e B

Como A e C tém a mesma ordenada, o segmento AC' é horizontal (paralelo ao
eixo OX). Analogamente, o segmento BC' é vertical (paralelo ao eixo OY'). Portanto AC
¢ a hipotenusa do tridngulo retangulo ABC, cujos catetos medem |zo — x| € |y — v1].

Entao, pelo Teorema de Pitagoras, temos que
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d(A,B) = \/(xQ —21)% 4 (y2 — y1)%

4.1.3 Ponto médio de um segmento

Definicao 4.1.2. Um ponto M é ponto médio de um segmento AB se, e somente se, M
estd entre Ae Be AM = M B (DOLCE; POMPEQ, (1993)).

De acordo com Delgado et al. (DELGADO; FRENSEL; CRISSAFF| 2013)) se
A = (z1,y1) e B = (22,92) sdo pontos do plano 7 representados por suas coordenadas em

relagdo a um sistema de eixos ortogonais O XY, entao

M- ($1+$2’yl+y2>
2 2

é ponto médio do segmento AB.
Demonstragao:

Sejam M = (zp,ynm), C = (xar, 1) € D = (xp1,92), conforme exibido na Figura
. Como AMC' e BM D sao tridangulos congruentes (caso de congruéncia Angulo-Angulo-
Lado (AAL)), temos:

d(A,C) = d(B,D) = |xy — 1| = |xr2 — x| = xp = valor médio de z; e
T+ X9
To = Ty = 5 .
d(C,M) = d(D,M) = |ym — 1| = |v2 — yu| = yu = valor médio de y; e
Y1+ Y2
Yo = Ym = 5

Figura 4 — M é o ponto médio do segmento AB
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4.1.4 Condicao de alinhamento de trés pontos

Axioma 4.1.1. Pontos colineares sdo pontos que pertencem a uma mesma reta (DOLCE;
POMPEO;, (1993).

Segundo lezzi et al. (IEZZI et al. 2013)) trés pontos A = (x1,y1), B = (22,92)
e C' = (x3,y3) no plano 7 sdo colineares (Figura [5)) se, e somente se, suas coordenadas

verificam a igualdade:

(22 — 21)(y3 — Y2) = (3 — 22) (Y2 — ¥1)-

Conforme pode ser visto na Figura [f] os tridngulos ABD e BCE sao semelhantes

(caso de semelhanca Angulo-Angulo (AA)). Decorre entdo a proporcio

AB_DB
BE EC
T2 — 1 :yz—yl
T3 — T2 Ys — Y2

que pode ser escrita como . Desenvolvendo essa expressao obtemos

(22 —21) (Y3 — y2) = (v3 — T2)(y2 — ¥1)-

¥ //
¥s £
B
y [4e
A
¥ [— o]
g 5 7] ) X
Vs
w

Figura 5 — Pontos A, B e C' colineares

A condicao para o alinhamento de trés pontos pode ser expressa de uma outra

forma, mais simples de memorizar. Vejamos:

(T2 — 21)(ys — y2) = (v3 — 22)(y2 — ¥1)
(w2 —21)(ys — y2) — (w3 — 22)(y2 —y1) = 0

Toly3 — ToYa — T1Y3 + T1Y2 — TaYa + T3Y1 + Loy — Tayy = 0
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T1Y2 + T3y + Tays — Tays — T1Ys — Ty = 0.

Essa tultima expressao pode ser escrita sob a forma de determinante:

r1 oy 1
T2 Y2 1]=0.
r3 yz 1

E facil verificar que desenvolvendo o determinante (Figura @, chegamos na ex-

pressao T1Ys + T3y1 + Tayz — T3y2 — T1y3 — Ty = 0.

¥4 i x/v.r'

¥ R h
-
P
¥ ¥ai 1 Xy ¥a
-
X -
» & F
¥y Ky L K¥a L-LU S8

Figura 6 — Desenvolvimento do determinante

Portanto, se trés pontos distintos A = (z1,v1), B = (22,¥42) ¢ C = (x3,y3) sao

colineares, entao:

T oy 1
D=|xzy y, 1]|=0,onde D representa o determinante.
r3 yz 1

4.2 A Reta

Axioma 4.2.1. Por dois pontos, distintos, dados no plano passa uma, e somente uma,
reta (LIMA 2005]).

Axioma 4.2.2. Por um ponto fora de uma reta r passa uma tunica reta paralela a r
(LIMA/ 2005).

4.2.1 Equacao geral da reta

De acordo com lezzi (IEZZI, 2005) a toda reta r do plano cartesiano conseguimos
associar ao menos uma equacao da forma azx + by + ¢ = 0 em que a,b e ¢ sdo ntimeros

reais, a # 0 ou b # 0 e (z,y) representa um ponto genérico de r.
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Consideremos no plano cartesiano dois pontos distintos A = (x1,41) e B = (22, ¥2),
conforme exibido na Figura . Isto significa que x1, Y1, T3 € Y2 sdo nlimeros reais (constan-
tes) conhecidos. Seja a reta r, definida pelos pontos A e B. Se P = (z,y) é um ponto que

percorre r, entao x e y sao variaveis. Como A, P, B sdo colineares, temos necessariamente,

que A, P, B satisfazem a condicao de alinhamento, ou seja:

z y 1
rr Y 1]=0.
T2 y2 1

Desenvolvendo esse determinante, chega-se em:

Y1 + Yro + 1Yo — Toy1 — Y2 — yx1 = 0.

Colocando os termos comuns em evidéncia, ficamos com:

(Y1 — y2)x + (12 — 21)y + (2192 — 2291) = 0.

Fazendo y; —yo = a, xo — 21 = b e 1Yo — x2y1 = ¢, decorre que todo ponto P € r

deve verificar a equacao

ar+by+c=0

chamada equacao geral de 7.

Figura 7 — Ponto P percorrendo r

4.2.2 Equacao reduzida da reta
Segundo lezzi (IEZZI} 2005), dada a equacao geral da reta r, ax + by + ¢ = 0, se
b # 0, temos:
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a c a c .
by = —axr —c =y = (_b> xr + (—b>, fazendo -y =m e 5= a equagao
pode ser escrita como:

Yy =mx +n.

Esta ultima equacao, que expressa y em funcao de x, é denominada equacao re-

duzida da reta r.

Na equacao reduzida, o coeficiente m é chamado de coeficiente angular e o coefici-
ente n é chamado coeficiente linear. Segundo Bezerra e Putnoki (BEZERRA; PUTNOKI]
1994)) o coeficiente linear é a ordenada do ponto em que a reta corta o eixo OY (Figura
e o coeficiente angular dessa reta é igual a tangente de a. Num sistema OXY| a reta
r nao vertical, forma com o eixo OX um angulo de medida « (Figura . O angulo deve

ser medido do eixo OX para a reta r, no sentido anti-horario.

¥y=mx+n

a  m=tan(a)

0 X

Figura 8 — Coeficiente linear e angulo «

Ha trés casos em que o coeficiente angular de uma reta r pode ser calculado
(FILHO; SILVA| 2003)).

I) Quando conhecemos a dire¢ao da reta r, dada por a (Figura @ Basta calcular

a tangente de a.

Exemplos:
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2 Y A b) Y 4
r
m :
a=0 /
0 X 0 = 30° X
m = tan(a) m=tan{a)
m=tan(0% - m=10 m=tan(30°% -+ m= /33

Figura 9 — Angulo o conhecido

Também podemos determinar o coeficiente angular, quando sabemos que a reta r

¢é paralela a uma reta dada.

IT) Quando conhecemos dois pontos distintos A = (z1,41) € B = (22,92) da reta

- ¥y)

- %,)

=y

Figura 10 — Determinando m através de 2 pontos

Seja o triangulo retangulo ABC', conforme exibido na Figura as medidas de
seus catetos sao (y2 — y1) e (v — 7). Portanto, temos:
cateto oposto Y2 —

y tan(a) = 12
= , com x r1 oum = tan(a) = —.
cateto adjacente To — X1 2 ! Az

m = tan(a) =
IIT) Quando conhecemos a equagao geral da reta ax + by + ¢ = 0.

Lembremos que, dados A = (z1,y1) e B = (22, y2) pertencentes a reta, a equagao

geral é:

z y 1
1 Y1 1 = 0
To Yo 1
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isto é, (y1 — y2)zr + (x2 — 1)y + (x1y2 — x2y1) = 0, onde a = y; — y2 € b = xy — 7.
Y2 — W1
To — X1

Como visto anteriormente, m = e portanto resulta:

m:—%comb#o.

4.2.3 Equacao da reta quando sdo conhecidos um ponto e a direcao

De acordo com Dante (DANTE, [2013) conhecidos um ponto Py = (zo,%) € a
direcdo da reta (coeficiente angular), podemos determinar a equagao dessa reta (Figura
. Seja P = (x,y) um ponto qualquer da reta, podemos chegar a uma equagao, de

incognitas x e y, a partir dos nimeros xg, Yo € m, que serda chamada equacao da reta r.

Yo C

Ll |

0 X5 X

A

Figura 11 — F, e « conhecidos

Sabemos que m = tan(a) e temos que:

d(C, P) Y—Y% Y—Yo
t = AP = = — Y% = — Tp).
an(a) APy C) o= 10 =m P =y —yo=m(z — o)

Observagao 4.2.1. A equacdo y — yo = m(z — xy) independe de m ser positivo ou

negativo e da localizagdo do ponto F,.

Observacgao 4.2.2. Se a reta é paralela ao eixo X, temos m = 0 e a equacao da reta sera

dada por y = yp.

Observacao 4.2.3. Se a reta ¢ paralela ao eixo Y, todos os pontos da reta tém a mesma

abscissa e a equagao sera dada por x = x.

4.2.4 Posicao relativa de duas retas no plano

De acordo com Delgado et al. (DELGADO; FRENSEL; CRISSAFF, [2013), duas

retas, e s no plano, podem estar em trés posigoes relativas (uma em relagao a outra):
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I) Coincidentes: quando sao iguais, isto é, r = s (Figura .
IT) Paralelas: quando ndo se intersectam, isto é, r Ns = @ (Figura [12)).

IIT) Concorrentes: quando se intersectam em um ponto, isto é, rNs = { P} (Figura

AN

Retas coincidentes Retas paralelas

19).

Retas concorrentes

Figura 12 — Retas coincidentes, Retas paralelas e Retas concorrentes

4241 Retas coincidentes

Definigao 4.2.1. Para que as retas r e s sejam coincidentes (iguais), devem ter coeficien-

tes angulares iguais (m, = my) e coeficientes lineares iguais (n, = ng), conforme mostra
a Figura [I3]

mr= msenr= I"Is

Figura 13 — Retas coincidentes

4.2.4.2 Retas paralelas

Definicao 4.2.2. Para que as retas r e s sejam paralelas, devem ter coeficientes angulares

iguais (m, = my) e coeficientes lineares diferentes (n, # ny), como pode ser visto na Figura

14
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8/

o= - tan(n:r) = tan(us) - m.=m,
Entao:m =m_en = n

Figura 14 — Retas paralelas

Observacao 4.2.4. Se m, e m, nao estao definidos, entdo r e s sdo retas verticais, isto

é, paralelas ao eixo Y, portanto sao paralelas entre si.

4.2.4.3 Retas concorrentes

Para que as retas r e s, nao verticais, sejam concorrentes, devem ter coeficientes

angulares diferentes (m, # m), como exibido na Figura [15]

v A

o = o —tan(a) =tan(e) - m = ms

Figura 15 — Retas concorrentes

Definicao 4.2.3. Duas retas r e s sao perpendiculares se, e somente se, sao concorrentes

e formam angulos adjacentes suplementares congruentes (DOLCE; POMPEOQ, (1993)).

Vamos considerar as retas concorrentes perpendiculares r e s, nao verticais, de
inclinagoes ;. e ag, conforme mostra a Figura ; e coeficientes angulares m, = tan(«,)

e ms = tan(ay).
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v A

Figura 16 — Retas perpendiculares

No triangulo retangulo ABC', temos que «; é a medida do angulo externo relativo

ao vértice C'. Logo, a, ¢ a soma das medidas dos angulos internos A e B:

o, = o, + 90°.

Da trigonometria temos:

on  sen(a, +90°)  sen(a,) - cos(90°) + sen(90°) - cos(ay)
tan(c,) = tan(a, - —~ .
an(a) = tan(a, +90°) cos(a, +90°)  cos(ay) - cos(90°) — sen(av.) - sen(90°)

cos(av.)
C 90°) =0 90°) =1, ¢ ot s) =1t r+90°) = ———= =
omo cos(90°) e sen(90°) = 1, temos: tan(ay) = tan(a, + 90°) E—
(I
sen(ay) ~ tan(ay)’
cos(av.)
1
Logo, tan(ay) = — = mgy = —— = m, -m, = —1 e portanto, as retas r

tan (o) m,
e s, nao verticais, sao perpendiculares quando:

m, - mg = —1.

4.2.5 Intersecdo de duas retas

A Figura @ mostra duas retas r e s, no plano, que se intersectam no ponto
P = (x9,y0). Como P pertence as duas retas, suas coordenadas devem satisfazer simul-
taneamente as equacoes de ambas e para determiné-las, basta resolver o sistema linear

formado por suas equacoes.
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Yo

|

Figura 17 — Intersecao de duas retas

Segundo Lima (LIMA] 2005), um sistema de duas equagoes lineares com duas
incégnitas é o problema que consiste em achar os niimeros = e y que satisfacam simulta-
neamente as duas equagoes abaixo.

ar+by =c
adr+by=-<

Procurar as solugoes do sistema equivale a tentar achar um ponto do plano que

esteja simultaneamente em ax + by = ce a'x + by = (.

Do ponto de vista geométrico, o sistema tem uma tinica solu¢ao quando as retas sao
concorrentes, nenhuma solucdo quando as retas sdo paralelas e infinitas solu¢oes quando

as retas sao coincidentes.

4.2.6 Distancia de um ponto a uma reta

Definicao 4.2.4. A distancia de um ponto P a uma reta r é a medida do segmento de
extremidades em P e P’, em que P’ é a projecao ortogonal de P sobre r, como mostra a
Figura [18 (DANTE, 2013).

-
X

Figura 18 — Distancia entre P e r



Capitulo 4. Geometria Analitica: Contetidos Abordados 47

Para um ponto P = (z0, o) e uma reta r de equagao azx + by + ¢ = 0, chegamos a

uma relagao que facilita o célculo da distancia de P a r (DANTE] [2013)):

_ laxo + byo + ¢
N

Para chegar a essa relacao podemos seguir os seguintes passos:

d(P,r)

1°) Obter a equagao da reta s perpendicular a reta r que passa por P.

A reta s é perpendicular a reta r, logo, m, - m, = —1. Como temos a equagao da
a
reta r, temos que m, = 5 Logo, ms = —. Ap0s obter mg, podemos encontrar a equagao
a
da reta s usando y — yo = ms(z — zp), j& que essa reta passa pelo ponto P = (zg, o).
Logo:
b
s:y—yo=—(r—=x
Y—Yo a( 0)
s aly — o) = b(z — o)
s: —=bxr + ay + bryg —ayp = 0.

2°) Determinar as coordenadas do ponto P’, projecao ortogonal de P sobre a reta

r.

Determinada a equacao da reta s podemos achar ponto de intersecao, P’, dessa

reta com a reta r, resolvendo o sistema formado pelas equagoes das duas retas:
ar +by+c=0
—bx + ay + bxy — ayo = 0.

Resolvendo o sistema, obtemos:

—ac + b(bxy — ayp) oy — —be — a(bxy — ayo)
a? + b2 v= a? +b? '

Tr =

3°) Calcular a distdncia entre P e P'.

A distancia do ponto P até a reta r é igual a distancia do ponto P até o ponto

P’. Usando a férmula da distancia entre dois pontos, temos:

d(P,P') = \/(z — 20)? + (y — y0)?

—ac + b(bzy — > [—be — a(bzy —
d(P,P’):\“ ac + b(bxg ayo)_xol +l c — a(bxg ayo)_yo

a2+b2 a2+b2

Resolvendo a expressao, resulta



Capitulo 4. Geometria Analitica: Contetidos Abordados 48

awo + byo + ¢

Va2
Definicao 4.2.5. A distdncia entre duas retas r e s, paralelas, é o comprimento de
qualquer segmento PP’ tal que P € r, P’ € se PP' 1L r,s (NETO, 2013).

d(P,P') = d(P,r)

'qﬁ-——ll-n
w

Figura 19 — Distancia entre retas paralelas

Sejam r : ax+by+c=0es:ar+by+c = 0retas paralelas (Figura , vejamos

como calcular a distancia entre elas (IEZZI, [2005)).

1°) Seja P = (x0,yo) pertencente a s, por exemplo, entao temos:

Pcs= axyg+byy+c =0= axy+ by, = —¢.

2°) A distancia de P até r é obtida pela relacao

axg +byo + ¢l (=) +

E portanto, a distancia entre as retas paralelas r e s é dada por:

d(P,r)

B lc — ¢

d(?“, S) = W

4.2.7 Area de uma regido triangular

Segundo Neto (NETO, 2013)), intuitivamente, a area de uma regiao no plano é um
nimero positivo que associamos a mesma e que serve para quantificar o espaco por ela

ocupado.

Vejamos como determinar a drea de uma regiao triangular ABC' a partir de seus

pontos A, B e C.
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\(il

Figura 20 — Tridngulo ABC'

Considerando os pontos nao alinhados A = (z1,41), B = (22,92) € C = (23,¥3)
conforme mostra a Figura [20, chegamos a uma relagao que facilita o cdlculo da drea de
uma regiao triangular (DANTE, 2013):

Ty oy 1
S:%|D|,emqueD: To ys 1

x3 yz 1

Vejamos como chegar nessa relacao.

Da Geometria Plana, sabemos que area da regiao triangular da Figura [20| é dada

por:

S = ;(BC)(AH).

Em Geometria Analitica temos que:

1°) d(B, C) expressa a medida do lado BC'. O célculo da medida do lado BC pode

ser feito usando a féormula da distancia entre dois pontos:

d(B,0) = /(x5 — 22)2 + (3 — 12)*.

2°) A distancia de A até a reta suporte do lado BC' (reta r) expressa a medida
da altura AH. O calculo da distancia entre o vértice A e a reta r pode ser feito usando
a relacao da distancia de um ponto a uma reta, mas primeiro precisamos determinar a

equacao da reta r que passa pelos pontos B e C.

A equagao da reta r que passa pelos pontos B = (3, y2) e C' = (x3,y3) é dada por
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z y 1
To Yo 1 |=0= (yo—ys)r+ (x5 — 22)y + T2ys — y2x3 = 0, onde a = (y2 — y3),
r3 Y3 1

b= (5133 - 1’2) € C= TaY3 — Y2T3.

A distancia do vértice A = (x1,y;) a essa reta é dada por:

_azy +byy + ¢
N
|(y2 — y3)@1 + (23 — 22)y1 + 2y3 — Yoxs]
V(02— ys)? + (w3 — 22)? |

Apos a realizacao desses cdlculos podemos determinar a area da regiao triangular:

d(A,r)

d(A,r) =

S = ;d(B, C)d(A, r)

1

S = 5\/(953 — 2)* + (v —yz)Ql

(y2 — y3)x1 + (3 — 22)y1 + T2ys — Yaxs)
V2 = y3)? + (35 — 22)?

1
S = §|y2x1 — Y3T1 + Tay1 — Lol + TaYs — Yol

1
S =—|D|.
1)

4.3 Circunferéncia

Defini¢ao 4.3.1. Uma circunferéncia de centro C' = (a,b) e raio R > 0 (Figura éo
conjunto A formado pelos pontos P = (z,y) tais que d(C, P) = R (LIMA]| 2008).

v m

i SR e

b

v = — =

= ¥

Figura 21 — Circunferéncia A, de centro C e raio R
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4.3.1 Equacao reduzida da circunferéncia

De acordo com a Defini¢ao [4.3.1] P pertence a A se, e somente se d(C, P) = R, ou

seja:

\/(x—a)2+(y—b)2:R.

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos a equacao reduzida da circun-

feréncia A de centro C e raio R

(= a)? + (y— b)? = .

Observagao 4.3.1. No caso particular em que o centro da circunferéncia estd na origem,

ouseja, a = b = 0, a equacio da circunferéncia de centro C' = (0, 0) e raio R é 2% +y* = R~

4.3.2 Posicoes relativas entre um ponto e uma circunferéncia

Segundo lezzi (IEZZI, [2005) dados um ponto P = (z,y) ¢ uma circunferéncia A
de equagdo (z —a)?+ (y—b)* = R?, para determinarmos qual é a posi¢io de P em relagdo
a A, devemos calcular a distancia de P = (zg,y) até o centro C' = (a,b) e compararmos

o resultado com o raio R. Segundo o autor sdo trés casos possives (Figura 22)).

I) P é interior a A: Isso ocorre se, e somente se, a distancia entre P e o centro C'

da circunferéncia é menor que o raio R.

IT) P pertence a A: Isso ocorre se, e somente se, a distdncia entre P e o centro C

da circunferéncia é igual ao raio R.

III) P é exterior a A: Isso ocorre se, e somente se, a distancia entre P e o centro

C' da circunferéncia é maior que o raio R.

P & interior a A P pertence a A P & exterior a A
P
N
A A A
diC,PI=<R d{C,P)=R diC,P)=R

Figura 22 — Posigoes relativas entre um ponto e uma circunferéncia
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4.3.3 Posicoes relativas entre uma reta e uma circunferéncia

De acordo com Dolce e Pompeo (DOLCE; POMPEO, [1993), a posigdo de uma
reta em relacao a uma circunferéncia pode assumir trés possiveis posigoes: a reta pode

ser exterior, tangente ou secante a circunferéncia (Figura [23)).

Definicao 4.3.2. Uma reta exterior a uma circunferéncia é uma reta que nao intersecta

a circunferéncia.

Definigao 4.3.3. Uma reta tangente a uma circunferéncia é uma reta que intersecta a

circunferéncia num tnico ponto.

Definicao 4.3.4. Uma reta secante a uma circunferéncia é uma reta que intersecta a

circunferéncia em dois pontos distintos.

ré exterior ah rétangente a A résecante ah
r r r
P
b P R P .—BJ:G
C [
A A A Py
rni=e raA={P} rnA={P, P}

Figura 23 — Posicoes relativas entre uma reta e uma circunferéncia

Sejam uma reta r de equagdo ax + by + ¢ = 0 e uma circunferéncia A de equacao
(r —a)?> + (y — b)? = R?, portanto, a posicio da reta em relacio a circunferéncia pode
ser determinada analisando-se o niimero de pontos de intersecdo que elas possuem e isso

pode ser feito resolvendo o sistema formado por suas equagoes:

ar+by+c=0
(x —a)*+ (y — b)* = R%

Isolando uma das variaveis, x ou y, na equacao da reta e substituindo na equagao
da circunferéncia, obtemos uma equacao do 2° grau, cujo discriminante A define a posicao

da reta e da circunferéncia.
I) Se A <0, o sistema nao tem solucdo. Logo, a reta é exterior a circunferéncia.

IT) Se A = 0, o sistema tem uma tnica solugdo. Logo, a reta é tangente a

circunferéncia.
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III) Se A > 0, o sistema tem duas solugoes. Logo, a reta é secante a circunferéncia.

Também podemos analisar a posicdo da reta r em relacdo a circunferéncia A,
determinando a distdncia do centro da circunferéncia até a reta (d(C,r)) e comparando

o resultado com o raio R.
I) Se d(C,r) > R, temos que a reta r é exterior a circunferéncia.
IT) Se d(C,r) = R, temos que a reta r é tangente a circunferéncia.

III) Se d(C,r) < R, temos que a reta r é secante a circunferéncia.

4.3.4 Posicoes relativas entre duas circunferéncias

Definicao 4.3.5. Duas circunferéncias sao externas se os pontos de cada uma delas sao
externos a outra (DOLCE; POMPEOQO, 1993)).

Definicao 4.3.6. Duas circunferéncias sdo tangentes externas se tém um tnico ponto
comum e os demais pontos de uma delas sdo externos a outra (DOLCE; POMPEO|
1993).

Definigao 4.3.7. Uma circunferéncia é tangente interna a outra se tém um tinico ponto
comum e os demais pontos da primeira sdo pontos internos da segunda (DOLCE; POM-
PEO, [1993)).

Definicao 4.3.8. Duas circunferéncias sao secantes se tém em comum somente dois pon-
tos distintos (DOLCE; POMPEQO, |1993).

Definicao 4.3.9. Uma circunferéncia é interna a outra se todos os seus pontos sao pontos
internos da outra (DOLCE; POMPEOQ, 1993).

Segundo lezzi (IEZZI| 2005) a posigao relativa de duas circunferéncias A, (de centro
C4 eraio Ry) e Ay (de centro Cy e raio Ry) pode ser determinada comparando a distancia
entre os centros (d = d(Cy,Cy)) com a soma Ry + Ry ou com a diferenca |R; — Ry| dos

rajos. Sao seis casos distintos de posigoes relativas, conforme mostra a Figura [24]



Capitulo 4. Geometria Analitica: Contetidos Abordados

54

1° caso: Circunferéncias exteriores

5% caso: Circunferéncia de menar raio
& interior a outra

2° caso: Circunferéncias tangentes
exteriormente

d>R1+F—22 d=F—E.1+R2
3° caso: Circunferéncias tangentes 4° caso; Circunferéncias secantes
interiarmente

d =R, - Ryl IR, - Ryl <d <Ry +R,

6° caso: Circunferéncias concéntricas
(caso particular do 5° casa)

C1R1
cr*
2 Rg

0=d<|R,-Ry

Figura 24 — Posic¢oes relativas entre duas circunferéncias

4.4 Vetores no Plano

De acordo com Delgado et al. (DELGADO; FRENSEL; CRISSAFF, [2013)), um
segmento AB é um segmento orientado de origem A e extremidade B se estabelecermos
o sentido de percurso de A para B. O segmento BA tem sentido de percurso oposto ao
segmento AB. Ainda de acordo com os autores, os segmentos orientados AB e C'D sao

equipolentes e escrevemos AB = C'D, quando satisfazem as seguintes propriedades:
I) tém o mesmo comprimento;
IT) sdo paralelos ou coincidentes;

III) tém o mesmo sentido.

Definigao 4.4.1. Sejam A e B pontos no plano. O vetor v = 1@ ¢ o conjunto de
todos os segmentos orientados equipolentes a AB. Cada segmento equipolente a AB é
um representante do vetor E, conforme mostra a Figura (DELGADO; FRENSEL;
CRISSAFF| 2013]).
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e
2%

v 4

© X

Figura 25 — Representantes do vetor AB

4.5 Transformacoes Geométricas no Plano

Conforme Lima (LIMA] 2005)), uma transformagao 7" no plano II é uma fungao
T : IT — 1I, isto é, uma correspondéncia que associa a cada ponto P do plano outro ponto

P’ =T(P) do plano. O ponto P’ é chamado imagem de P pela transformagao 7.

Uma vez que o sistema de coordenadas em II tenha sido definido, uma transforma-
cao T pode ser descrita pelas expressoes que relacionam as coordenadas (z,y) do ponto

P com as coordenadas (2',y") do ponto P’ = T(P).

Mostraremos neste trabalho as isometrias que foram abordadas na realizacdo das
animagcoes: translagao por um vetor, rotagao em torno de um ponto e reflexao em relagao
a uma reta. De acordo com (LIMA| 2005), uma isometria no plano IT é uma transfor-
magcao 1" : I — II que preserva distancias, ou seja, T' é uma isometria quando se tem
d(T(P), T(Q)) = d(P,Q), para quaiquer pontos P, () no plano II.

4.5.1 Translacdo por um vetor

Segundo Lima (LIMA| [2005), a translacao T, : II — II, determinada pelo vetor v,

é a transformacgao que leva cada ponto P do plano II no ponto 7,,(P) = P + v.

Seja P = (x,y) e v = (%0, yo), conforme mostra a Figura[26] Fazendo a translacdo
de P por v, temos: T,(P) = P+ v = (x + x0,y + yo). As coordenadas (2’,y") do ponto

P’ =T,(P) sao indicadas pelas equagoes:

T'=x+r0€y =Y+ Yo
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v A
o
VHhpl— — — — — — — — 9
1
P I
Yj-———=- * [
[ I
A [ I
Yo| - — | |
v [ I
[ [ I o
O Xﬂ X X+XD \(

Figura 26 — Translagao de P por v

Ao aplicarmos uma translacdo a um ponto ou a um conjunto de pontos, esses
pontos sofrem um deslocamento com um determinado comprimento e numa determinada

direcao e sentido de acordo com as caracteristicas do vetor associado a translagao (Figura

7).

o

Figura 27 — Translacao do triangulo ABC' por v

4.5.2 Rotacdo em torno de um ponto

De acordo com Lima (LIMA| 2005)) a rotagdo R de centro em O e angulo « trans-
forma o ponto P = (z,y) no ponto P’ = R(P), onde as coordenadas (z’,7’) do ponto P’

sao indicadas por:

¥ =x-cos(a) —y-sen(a) ey =z -sen(a) +y - cos(a).



Capitulo 4. Geometria Analitica: Contetidos Abordados 57

Ve - - - - 8.
S,
| .
P
v — - —— - =9
v _o-TT I
s g IB
B e o
o X' X x

Figura 28 — Rotacao de P

Na Figura , temos que d é o comprimento do segmento OP = OP’. Pelas relacoes
trigonométricas no tridngulo retdngulo OPB, temos: x = d - cos() e y = d - sen(f).
Analogamente, considerando o tridngulo retangulo OP'B’, temos: 2’ = d - cos(a + f3) e
y' =d-sen(a+ f).

Da trigonometria (adigdo de arcos) temos:

¥’ =d-cos(a+ ) =d- (cos(a) - cos(5) —sen(a) - sen(3)) = d - cos(a) - cos(f) — d -
sen(a) - sen(f) = (d - cos(f)) - cos(a) — (d - sen(f)) - sen(«r). Substituindo d - cos(f) = x e

d-sen(f) =y, resulta em ' = x - cos(a) — y - sen(a).

Yy =d-sen(a+ ) =d- (sen(a) - cos(f) + sen(f) - cos(ar)) = d - sen(a) - cos(5) +
d-sen(f) - cos(a) = (d - cos(f)) - sen(a) + (d - sen(p)) - cos(a). Substituido d - cos(f) = x

/

e d-sen(f) =y, resulta em y' = x - sen(«) + y - cos(a).

Observacao 4.5.1. A rotagao pode realizada no sentido positivo, quando se move no

sentido anti-horario, ou no sentido negativo, quando se move no sentido horario.

Ao aplicarmos uma rotagao a um ponto ou a um conjunto de pontos, esses pontos
sofrem um giro ao redor de um ponto chamado centro de rotagdo. A distancia ao centro

de rotagdo se mantém constante e a medida do giro é chamada dngulo de rotagao (Figura

29).
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W | _
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Figura 29 — Rotagao do tridngulo ABC' (sentido positivo) em torno do ponto O por um
angulo de 90°

4.5.3 Reflexdo em relacdo a uma reta

A reflexdo em torno de uma reta r é a transformacao T que faz corresponder a
cada ponto P do plano o ponto P’ = T'(P), simétrico de P em relagao a r (LIMA] 2005).

Ainda segundo o autor, o ponto P’ chama-se simétrico de P em relacdo a reta r
quando r é mediatriz do segmento PP’. Temos entdo que a distancia entre P’ e r é igual

a distancia entre P e r.

Neste trabalho vamos abordar as reflexdes em relacao aos eixos coordenados e a

reflexdo em relacdo a uma reta r paralela ao eixo OY.

Reflexao em relacao aos eixos coordenados.

v A v i
P z P
P o - - == 9 Y@ ———= ®F
| | |
| | | =
e D @ - a *
=X X ® | x
|
¢ —-—————0¢
Reflexdo em relacio ao eixo OY Reflexdo em relacdo ao eixo OX

Figura 30 — Reflexdo em relacao ao eixo OY e em relagao ao eixo OX
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I) Reflexao em relagao ao eixo OY'.

Como pode ser visto na Figura , a reflexdo do ponto P = (z,y) em relacao ao
eixo OY , origina o ponto P’ = (2/,y') = (—=z,y), pois o eixo das ordenadas é bissetriz de
PP

IT) Reflexao em relacdo ao eixo OX.

O eixo das abscissas é bissetriz de PP’ (Figura , logo a reflexdo do ponto

P = (z,y) em relacdo ao eixo OX, origina o ponto P’ = (2, /) = (z, —y).
Reflexao em relagdo a uma reta r paralela ao eixo OY.

v A r

Figura 31 — Reflexdo de P em relacao a uma reta r paralela ao eixo OY

A reta r : x = xj; é bissetriz de PP’, onde M é ponto médio desse segmento
(Figura . Podemos achar o ponto P’, simétrico de P, em relacao a reta r, usando a
férmula do ponto médio, ja que temos as coordenadas de P e as coordenadas de M. Logo,
P = (2xp — x0,y).

Observacgao 4.5.2. De forma andloga podemos achar o ponto P’, simétrico de P, em

relacdo a uma reta r paralela ao eixo OX, sendo nesse caso r : y = yy. Nesse caso,

P'= (x72yM - yO)

Ao aplicarmos uma reflexdo a um ponto, temos que o ponto original e o seu cor-

respondente estao sobre uma perpendicular ao eixo de reflexdo e a igual distancia desse

eixo (Figura [32).
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Figura 32 — Reflexdo do triangulo ABC

No capitulo seguinte sao abordados todos os conteiidos apresentados neste capi-
tulo. Sao propostas a construgao de quatro animagoes, usando o software GeoGebra. Os
conceitos matematicos serao trabalhados no decorrer da construcao feita no GeoGebra e

também através de um questionario.
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5 Propostas de Atividades usando o software

GeoGebra

Neste capitulo apresentam-se as atividades sugeridas para o ensino de Geometria
Analitica no Ensino Médio. Para a realizacao dessas é importante que o professor conheca
o software GeoGebra e que seus alunos ja tenham realizado alguns trabalhos com o mesmo
(Ver |Atividades Introdutorias]).

Os textos sobre o software GeoGebra, disponiveis em http://ogeogebra.com.br /site/,
apresentam tutoriais com instrugoes ilustradas sobre os comandos. Nesse site também sao

disponibilizados cursos online de GeoGebra.

Durante a execucao das atividades, os alunos irdo aplicar conceitos de Geome-
tria Analitica, relacionados ao estudo do ponto, da reta e da circunferéncia, através da

construcgao, visualizacao e manipulagao dos objetos.

Ap6s o término de cada construgao é proposto um questionario acerca dos conteu-

dos de Geometria Analitica abordados na mesma.

Em anexo sao apresentados os comandos e ferramentas utilizados nas construgoes.
H&a também um resumo, com o passo a passo de cada atividade, para ser usado com os

alunos.

5.1 Atividades Introdutorias

Para a construcao das animacoes é importante que os alunos ja tenham tido algum
contato com o GeoGebra e que saibam usar suas ferramentas basicas. Sem um conheci-
mento prévio do software, fica muita informagao de uma so vez e isso pode prejudicar na

sua aprendizagem.

Caso os alunos nao saibam usar o GeoGebra, a seguir sao apresentadas algumas
atividades que servem para familiarizar os mesmos com o software. Essas construgoes
podem ser feitas antes das animagoes e abordam todas as ferramentas necessarias a sua

realizacao.

Observacao 5.1.1. Habilite a malha em todas as atividades e se necessario configure a

Janela de Visualiza¢ao (Mover, Ampliar e Reduzir).
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Atividade 1 (Figura [33)):

)
)
)
)
)
)

[Paralelal

1) Abra o software GeoGebra.

2) Insira um ponto A = (4,3), usando a Caixa de Entrada.

3) Marque um ponto B = (6,6), usando a [Ferramenta Ponto|

4) Determine a reta a que passa pelos pontos A e B, usando a [Ferramenta Retal

5) Marque um ponto C' a direita da reta a.

6) Construa a reta b, passando por C' e paralela a reta a. Use a [Ferramenta Retal

b Janela de Visualizagio

10

9

8

Atividade 2 (Figura [34)):

Figura 33 — Atividade 1

1) Abra um novo arquivo.

2) Marque os pontos A e B e construa a reta a.

3) Altere o nome dessa reta para r;. Para isso clique em Renomear, na caixa de

dialogo do objeto.

4) Mova a reta 71, usando a [Ferramenta Mover, Mova tanto clicando nos pontos,

quanto clicando na reta.

5) Marque um ponto C' fora da reta 7.

6) Construa a reta rq, passando por C' e perpendicular a reta ;. Use a

[Reta Perpendicular]
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7) Obtenha a intersecdo, D, das retas r e 5. Para isso, use a [Ferramenta Inter-|

[secao de Dois Objetos|

b Janela de Visualizagio

Figura 34 — Atividade 2

Atividade 3 (Figura [35):
1) Abra um novo arquivo.

2) Marque os pontos A = (2,4) e B = (2,8).

4) Marque os pontos C' = (5,5) e D = (9,8) e construa o segmento CD.

)
)
3) Construa o segmento AB. Use a [Ferramenta Segmento|
)
)

5) Determine o ponto médio do segmento C'D. Para isso, use a [Ferramenta Ponto|

[Médidl
6) Marque o ponto F' = (10, 5;5), inserindo na Caixa de Entrada F' = (10.5,5).

7) Construa um segmento com comprimento fixo, que comece no ponto F' e tenha

comprimento igual a 2. Use a [Ferramenta Segmento com Comprimento Fixol O software

gera o segmento FG.
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» Janela de Visualizagio
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Figura 35 — Atividade 3

Atividade 4 (Figura [36)):
1) Abra um novo arquivo.

2) Marque os pontos A, B e C, ndo colineares. Construa o tridngulo ABC', ligando

os pontos A, B,C e A, respectivamente. Use a [Ferramenta Poligono|

3) Construa um retangulo e um quadrado.

Observacao 5.1.2. Para a construcao de um poligono, os pontos nao precisam ser mar-
cados anteriormente. Apds ativar a Ferramenta Poligono, basta marcar os pontos na
Janela de Visualizacao (usar a malha ajuda nesse caso) e ir ligando os pontos e voltando

ao ponto inicial.
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P Janela de Visualizagdo
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E e F i

Tridngulo Retangulp Quadrado

Figura 36 — Atividade 4

Atividade 5 (Figura [37):
1) Abra um novo arquivo.

2) Marque o ponto A =(3,3).

3) Construa um circulo de centro em A e raio igual a 2. Use a|[Ferramenta Circulo|
Gdos T R
4) Marque o ponto B = (7,3) e o ponto C' = (10, 2).

5) Faga a rotagdo do Ponto C' (30° no sentido anti-horério) em torno de B: o

programa gera o ponto C’. Para isso, use a |[Ferramenta Rotacao em Torno de um Pontol

Agora faca a rotagdo de C' em torno de B: o programa gera o ponto C”.

6) Marque o ponto D = (13,3) e construa um circulo de centro em D e raio 1,5
(No GeoGebra coloca-se 1.5).

7) Crie o setor circular com centro em D. Os outros dois pontos que formam o

setor podem ser escolhidos conforme preferéncia. Use a [Ferramenta Setor Circular]
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} Janela de Visualizagdo

o

El

Figura 37 — Atividade 5

Atividade 6 (Figura [38):
1) Abra um novo arquivo.
2) Marque o ponto A = (1, 3).

3) Crie o controle deslizante a (valor minimo 1 e valor maximo 3). Use a
imenta Controle Deslizantel

4) Construa um segmento com comprimento fixo que comega em A e tem compri-

mento a. O software gera o segmento AB.

5) Clique com o botao direito do mouse no controle deslizante e na caixa auxiliar

marque Animar.

Observe que o segmento diminui (ou aumenta) conforme o controle deslizante
também diminui (ou aumenta). Para cessar a animagao desmarque Animar.

6) Marque o ponto C' = (7, 3).

7) Crie o controle deslizante ¢ (valor minimo 1 e valor maximo 3).

8)

Construa um circulo de centro em C e raio c.

9) Anime o controle deslizante ¢, como feito no item anterior. Observe que o

circulo diminui (ou aumenta) conforme variacao no controle deslizante.
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Figura 38 — Atividade 6

Atividade 7 (Figura [39):

1) Abra um novo arquivo.

2) Usando a |[Ferramenta Vetor} crie o vetor u de origem em A = (0, —1) e extre-

midade em B = (5, —1), o vetor v de origem em C = (4,0) e extremidade em D = (4,5)

e o vetor w de origem em E = (0,0) e extremidade em F' = (3, 3).

3) Marque os pontos G = (8,3), H = (6,1) e I = (10, 1) e forme o tridngulo GHI.

4) Faga a translagao do tridangulo GH I pelo vetor u, depois faca a translagao pelo

vetor v e por tltimo pelo vetor w. Para isso use a |[Ferramenta Translacao por um Vetor]
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b Janela de Visualizagio

Figura 39 — Atividade 7

Atividade 8 (Figura [40)):
1) Abra um novo arquivo.
2) Marque os pontos A = (2,5) e B = (3,5).

3) Construa um circulo ¢, de centro em A e passando por B, usando a [Ferramental
ICirculo dados Centro e Um de seus Pontosl

4) Marque os pontos C' = (4,0) e D = (0, 3).

5) Crie as retas: r; passando por C' e paralela ao eixo OY e ry passando por D e

paralela ao eixo OX.

6) Faga a reflexdo do circulo ¢ em relagdo a reta r;. Use a [Ferramenta Reflexao

lem Relacao a uma Retal

7) Faga a reflexdo do circulo ¢ em relagao a reta rs.
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Figura 40 — Atividade 8

Atividade 9 (Figura [41)):

e C.

1) Abra um novo arquivo.

)
2) Insira um ponto A = (2,0) e um ponto B = (8,0), usando a Caixa de Entrada.
3) Marque o ponto C' = (5,4).

)

4) Crie a reta a, passando pelos pontos A e C' e a reta b, passando pelos pontos B

5) Forme o triangulo ABC.

b Janela de Visualizagio

Figura 41 — Atividade 9
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Atividade 9, com acabamento, (Figura :

1) Esconda os pontos, as retas e os rotulos (segmentos e poligono) presentes na

construgao.

2) Oculte a malha e os eixos coordenados. Para isso desmarque eixos e malha, na

caixa de didlogo da Janela de Visualizagao.

3) Dé a cor vermelha ao tridngulo. Para isso v em Propriedades (Cor), na caixa

de didlogo do objeto.
e Use transparéncia 25.

4) Mude a espessura dos segmentos que formam o tridngulo. Para isso vd em

Propriedades (Estilo), na caixa de didlogo do objeto.

e Use espessura da linha 13.

} Janela de Visualizagio

Figura 42 — Atividade 9: Com Acabamento
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5.2 Atividades Propostas: Animacoes

Objetivos das Atividades

A partir da realizacdo das atividades propostas, espera-se que os alunos possam
aplicar os conceitos de Geometria Analitica estudados. Além disso, pretende-se incentivar
a realizacao de tarefas seguindo instrucoes passo a passo, motiva-los a construir paisagens
com o uso do GeoGebra e a trabalhar a criatividade, com a possibilidade de colorir e
modificar o estilo dos objetos construidos. Também almeja-se mostrar ao aluno o quao
dindmica pode ser a Geometria (animando os elementos construidos) e promover a reflexao

sobre os objetos presentes na atividade, através da solucao de um questionario.

Piblico alvo: Alunos do Ensino Médio, que ja tenham trabalhado em Geometria Ana-

litica, conteidos relacionados ao ponto, a reta e a circunferéncia (exceto na Atividade
1).
Material necessario:

- equipamento que tenha instalado o software GeoGebra;

- folha impressa com o passo a passo da construgao.

Sugestao: Sugere-se que o professor mostre a paisagem pronta e animada, para motivar

o trabalho dos alunos, antes de iniciar as atividades.

5.2.1 Atividade 1: Casa

Nessa atividade iremos construir uma casa. A janela e a porta serdo animadas (a

porta e a janela possuem movimento de abre e fecha).

Pré-requisitos:

- Conhecer as ferramentas do software GeoGebra: Ponto, Ponto Médio, Intersecao
de Dois Objetos, Reta, Segmento, Segmento com Comprimento Fixo, Mover, Reta

Paralela, Poligono, Setor Circular e Controle Deslizante.

- Conhecer conceitos relacionados ao ponto e a reta, tais como defini¢ao, representacao

geométrica e representagao algébrica.

Duracao da atividade: Quatro horas-aula.

Conteuidos matematicos:

- ponto médio de um segmento;

- equacao geral da reta que passa por dois pontos;
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- equacao reduzida da reta;

- coeficiente angular da reta;

- equacao da reta quando sdo conhecidos um ponto e sua direcao;

- posicao relativa entre duas retas no plano: paralelas e concorrentes;
- ponto de intersecao entre duas retas;

- distancia entre duas retas paralelas;

- quadrildteros (retangulo, trapézio, paralelogramo);

- setor circular.

5.2.1.1 Passos para a construcao da Casa

- Base da casa

Primeiro vamos construir a base da casa. Uma vez construida a base, passaremos

para a construcao do telhado.
1) Abrir o software GeoGebra e habilitar o uso da malha.

2) Inserir o ponto A = (0,0) digitando no Campo de Entrada A = (0,0), como mostra
a Figura [f3] Os eixos OX e OY serdo usados como referéncia para criar as paredes e o

teto da casa.

Entrada: |n =(0,0)

Figura 43 — Campo de Entrada

3) Marcar o ponto B sobre o eixo OX usando a[Ferramenta Ponto| (Figurad4). A distancia

do ponto B até o ponto A, representa a largura da casa. Na construcao B = (12,0).

A
]

Figura 44 — Ferramenta Ponto

4) Criar uma reta, passando por B e paralela ao eixo OY. Para isso use a
[Reta Paralela) (Figura . Note que essa reta representa a segunda parede da casa, ja

que a primeira é o eixo QY.
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I

..—"'-'-FFH

Figura 45 — Ferramenta Reta Paralela

5) [Renomear| a reta criada no item 4 para ry, conforme mostra a Figura .

[ Renomear

Novo nome para Reta a

r_1 [@]

OK Cancelar

Figura 46 — Renomear Objeto

Observagao 5.2.1. As proximas retas serao renomeadas conforme feito no item 5.

6) Marcar o ponto C sobre o eixo OY. A distancia do ponto C' até o ponto A, representa

a altura da casa. Na construgao C' = (0,7).

7) Construir a reta, ry, passando por C' e paralela ao eixo OX. Note que essa reta

representa o teto da casa, ja que o chao é representado pelo eixo OX.

8) Marcar o ponto de intersecdao, D, da reta r; com a reta ro usando a
IIntersecao de Dois Objetos| (Figura .

pe

Figura 47 — Ferramenta Intersecao de Dois Objetos

9) Formar o quadrilatero ABDC, ligando os pontos A, B, D, C' e A, respectivamente.

Para isso use a [Ferramenta Poligono| (Figura [48)).

P

Figura 48 — Ferramenta Poligono

Repare que esse quadrilatero representa a parte retangular da casa. (Veja o poli-
gono, poll, na Figura .
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- Telhado

1) Marcar o ponto FE sobre o eixo OY. A distdncia do ponto E até o ponto C', representa
a altura do telhado. Na construgao £ = (0, 10).

2) Criar a reta, r3, passando por E e paralela ao eixo OX. Note que essa reta representa

a parte superior do telhado.

3) As retas paralelas, my e r3, serdo usadas para construir um trapézio isésceles, que
representara o telhado. A base maior do telhado é dada pelo segmento C'D. Para construir
a base menor deve-se marcar dois pontos na reta r3, por exemplo, F' e GG. Esses pontos
devem estar entre as retas que formam as paredes da casa e a uma mesma distancia de
cada uma delas. Na construgao foi usado F' = (3,10) e G = (9,10). O segmento FG

representa a base menor do trapézio.

4) Ligar os pontos C, D, G, F e C e formar o quadrildtero CDGF'. E notével que esse
quadrildtero representa o telhado da casa (Veja o poligono, pol2, na Figura .

* Janela de Visualizagio

O~ v oanw | ol

El

pol2 <

2

pol

T

Figura 49 — Casa com Base e Telhado

Agora vamos construir a janela da casa. Primeiramente, criaremos os marcos da
)
janela (passos do 1 ao 6), depois construiremos os vidros da janela (passo 7) e por tltimo

iniciaremos a construcao da janela.
- Janela
1) Marcar o ponto H (canto inferior esquerdo da janela). Na construgao H = (2,2).

2) Construir duas retas: a reta, ry, passando por H e paralela ao eixo OX e a reta, 75,

passando por H e paralela ao eixo OY.

3) Marcar o ponto I sobre a reta 4. A distancia do ponto I até o ponto H representara a
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largura da janela. Marcar o ponto J sobre a reta r5. A distancia do ponto H até o ponto

J representard a altura da janela. Na construgdo I = (5,2) e J = (2,4).

4) Criar duas retas: a reta, rg, passando por [ e paralela ao eixo OY e a reta, 77, passando

por J e paralela ao eixo OX.
5) Marcar o ponto de interse¢ao, K, da reta rg com a reta r7.

6) Construir os segmentos HI, IK, KJ, e JH. Para a construgao dos segmentos usar a

[Ferramenta Segmento| (Figura . Repare que esses segmentos representam os marcos

da janela.

o

Figura 50 — Ferramenta Segmento

7) Agora vamos criar os vidros das janelas. Primeiramente marcam-se os pontos médios

de cada marco da janela usando a[Ferramenta Ponto Médid| (Figura[51). Depois criam-se

dois segmentos unindo os pontos médios dos lados opostos e paralelos.

Figura 51 — Ferramenta Ponto Médio

8) Construir um controle deslizante. Para isso use a [Ferramenta Controle Deslizante]

(Figurap2). O controle deslizante permitird a abertura e o fechamento da janela.

a=2
——

Figura 52 — Ferramenta Controle Deslizante

9) Apo6s habilitar a ferramenta Controle Deslizante, clicar com o botao esquerdo do mouse
na Janela de Visualizacao. Iré aparecer uma caixa de didlogo, como consta na Figura

onde deve-se preencher alguns itens.

Na construgao o controle deslizante é um nimero, nomeado de P;. O intervalo de
variagao desse nimero vai de 0.5 até 2 (a janela tem 2 unidades de altura). O incremento

de 0.1 representa de quanto em quanto esse nimero aumenta (ou diminui).

Observagao 5.2.2. O GeoGebra sé aceita nimero decimal com ponto.
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a Nome
@ Ndmero
() Angulo

O Inteiro [] Aleatdrio (Fg)

P |

Intervalo | Controle Deslizante | .Amma;z”m‘

min: |05 | max: |2 | Incremento |U1\ |

Figura 53 — Caixa de Didlogo Controle Deslizante - Parte 1

O controle deslizante, configurado conforme mostra a Figura aparece na tela
horizontalmente com largura 100 pixels (px) (Figura [55)). Ele pode ser movido de lugar

(Fixo estd desmarcado).

Nome

@ Nimero
[ |

) Angulo
Onieile [ greatério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante |ﬁmmggﬁn‘

[]Fixo |Horiznntal v‘ Largura: ‘100 |px

Figura 54 — Caixa de Dialogo Controle Deslizante - Parte 2

Figura 55 — Imagem na Janela de Visualizacao do controle deslizante

A animacao tem velocidade 1 e repete oscilando (vai e volta). Veja Figura

N Nome
(® Nimero

O Angulo

O Inteiro [ Mleatério (FO)

P_1 |

‘ \nlarva\ol Controle Des\izamel Animagio |

Velocidade: H |Repenr |a05c|\ando v

Figura 56 — Caixa de Dialogo Controle Deslizante - Parte 3
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10) Construir um segmento com comprimento fixo que comega no ponto J e tem compri-

mento P; usando a [Ferramenta Segmento com Comprimento Fixo| (Figura .

e

Figura 57 — Ferramenta Segmento com Comprimento Fixo

O programa criard um segmento horizontal que comeca no ponto J com extremi-

dade num ponto P, mas como esse segmento representara o sobe e desce da janela ele

deve ficar na vertical. Para isso use a [Ferramenta Mover| (Figura [58)) e mova o ponto P

de forma que o segmento JP fique na vertical, em cima do segmento JH.

Figura 58 — Ferramenta Mover

11) Criar uma reta, rg, passando por P e paralela ao eixo OX. Para facilitar a visualiza-
¢ao do ponto P, recomenda-se que o mesmo esteja acima ou abaixo do ponto médio do

segmento JH.
12) Marcar o ponto de intersegio, ), da reta rg com a reta rg.

13) Criar o retangulo PQK J. Repare que esse quadrilatero representa a janela da casa

(Figura [59).

~ Janela de Visualizagao

CIiec-

pol2

0 pgid ML poit
Q

Figura 59 — Casa com a Janela
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Se clicarmos com o botao direito do mouse no controle deslizante P; e marcarmos

Animar, a janela sobe e desce. Para cessar a animacao, basta desmarcar Animar.

Observagao 5.2.3. Apés ter animado um nimero ou um angulo, aparece um botao no
canto inferior esquerdo na Janela de Visualizagdo. Esse botao permite parar ou continuar

uma animagao.

Assim como foi feito na janela, primeiramente iremos construir os marcos da porta
(passos do 1 ao 3). Em seguida criaremos um setor circular (passo 4) que possibilitard o
movimento da porta. Apds concluida a construcao dos marcos e setor circular, sera criada

a porta.
- Porta

1) Marcar dois pontos, S e R, sobre o eixo OX. A distancia entre esses pontos representara

a largura da porta. Na construcao S = (7,0) e R = (10,0).

2) Construir duas retas: s; passando pelo ponto S e paralela ao eixo Y e sy passando
pelo ponto R e paralela ao eixo OY. Essas retas serao usadas para construir os marcos
da porta. Marcar os pontos de intersecao, T' e U, das retas s; e sy, respectivamente, com

a reta ry.

3) Obter os segmentos RT, TU e US que representam os marcos da porta.

4) Criar um setor circular usando a [Ferramenta Setor Circular| (Figura [60). O centro do

setor sera o canto inferior esquerdo da porta, o segundo ponto o canto inferior direito da
porta e o terceiro ponto pode ser criado na hora conforme preferéncia. Na construgao R,

S e V sdo os pontos do setor, respectivamente.

4\

Figura 60 — Ferramenta Setor Circular

5) Marcar um ponto no setor circular. Renomear esse ponto para P;.

6) Construir a reta, s3, que passa pelos pontos R e P,. Para criar uma reta que passa por
dois pontos use a [Ferramenta Reta] (Figura [61)).

el

Figura 61 — Ferramenta Reta

7) Tragar uma reta, s4, passando pelo ponto 7' e paralela a reta ss.
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8) Criar a reta, s;, passando por P e paralela ao eixo OY. Marcar o ponto de intersegao,

W, da reta s; com a reta sy.

9) Formar o quadrilatero RP,WT'. Conforme pode ser visto na Figura esse quadrilatero

representa a porta da casa.

10) O movimento da porta sera feito pela animac¢ao do ponto P, mas primeiro deve-se
configurar esse ponto. Clicar com o botao direito do mouse no ponto e quando aparecer
a caixa de didlogo marcar em Propriedades (Figura . Ir4 aparecer uma nova caixa de
didlogo (Preferéncias), onde deve-se marcar em Algebra (Figura e em seguida preen-
cher alguns itens, conforme escolha. Na construcao temos Incremento 0.1, Velocidade 1 e

Repetir Oscilando.

Preferéncias

b: e

| Béswcnl Cnrl Estiln‘ Algebra ‘Avam;adnl F‘mgrama;ﬁnl

Coordenadas: |Coordenadas Cartesianas v |

Incremento:
Velocidade: |1 Repetir: [i= Osdlando.................

Figura 62 — Caixa de Didlogo de Propriedades: Algebra

Se clicarmos com o botao direito do mouse no ponto P, e marcarmos animar, a

porta abre e fecha.
Para que os objetos nao fiquem soltos, vamos criar uma chao para eles.

11) Criar uma base retangular para a constru¢do. Marcar quatro pontos, dois no eixo
OX, Z e Ay, e dois abaixo do eixo OX, By e . Na construgao Z = (—4,0) e A; = (16,0)
no eixo OX e By = (—4,—2) e C; = (16, —2) abaixo do eixo OX.

12) Formar o quadrilatero ZA;C1 By.

A Figura [63] representa a casa construida.
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Figura 63 — Casa

5.2.1.2 Questionamentos sobre a Atividade 1

O questionario a seguir tem como objetivo trabalhar (no caso em questao fixar)
os contéudos presentes na atividade. Para respondé-lo, os alunos terao que observar a

construcao e, em seguida, aplicar seus conhecimentos matematicos sobre esses contetudos.
Questionario:
1) Qual é a posigao relativa entre os eixos OX e OY?
Solucao: Sao perpendiculares.
2) Qual é o ponto de intersegao dos eixos coordenados?
Solucio: E o ponto A = (0,0).

3) O ponto N é ponto médio do segmento JK (que é um dos marcos da janela).
O software GeoGebra fornece as coordenadas deste ponto. Calcule essas coordenadas

algebricamente.

ry+ 2T Ys+ !JA')
2 ' 2
= (3,5;4), logo N =

Solucao: O ponto médio do segmento JK é dado por M =

245 4+14
e como J = (2,4) e K = (5,4), temos que M = < - u, +>

2 7 2
(3,5;4).

4) Qual é a equagao da reta que passa pelo ponto B = (12,0) e é paralela ao eixo

OY? Comente sobre o coeficiente angular dessa reta.

Solucao: Se a reta ¢é paralela ao eixo OY, todos os pontos da reta tém a mesma
abscissa e a equacao serda dada por x = xy. Portanto, nesse caso, sua equacao ¢ r = 12.

O coeficiente angular de uma reta é dado por m = tan(a). Como a reta é vertical, temos
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a = 90° e como nao existe tan(90°), m nao estd definido para esse caso.

5) Qual é a equagao reduzida da reta que passa pelo ponto C' = (0,7) e é paralela

ao eixo O X7 Comente sobre o coeficiente angular dessa reta.
Solugao: Como a reta ¢ paralela ao eixo OX, temos que a = 0°, logo m = tan(0°)
e portanto m = 0. Temos também que a equacao de uma reta quando sao conhecidos um

ponto e a direcao é dada por: y — yo = m(xr — xg) e como m = 0, nossa equagao resulta

y —yo = 0, ou seja, y — 7 = 0. Isolando y nessa equacao, temos y = 7, que é a equagao

reduzida dessa reta.

6) E possivel a partir dos pontos ja marcados, no telhado, modificar a forma do
mesmo para triangular. Para isso, no GeoGebra, basta passar pelos pontos C' e F' uma
reta t; e pelos pontos D e G uma reta t, e em seguida marcar o ponto D; de intersecao
dessas retas. Depois é s6 apagar o trapézio e construir o tridngulo C' DDy, conforme

exibido na Figura [64 Mostre como vocé conseguiria achar o ponto D; algebricamente.
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Figura 64 — Casa com Telhado Triangular

Solugao: Determine as equagoes das retas t; e to usando o determinante e depois
resolva o sistema formado por essas equagoes. Resolvendo o determinante, a equagao de
t1: —3x+3y—21 =0 (+3), resulta t; : —x+y—7 = 0 eaequacao de ty : —3x—3y+57 =0

(+3), permite escrever ty : —x —y + 19 = 0. E, resolvendo o sistema, temos o ponto de

intersecao dessas retas Dy = (6, 13).

7) Qual é a posigao relativa entre as retas ry (presente no telhado) e sy (presente
no marco da porta, e entre as retas r5 (pertencente ao marco da janela) e s5 (pertencente

a porta)? Justifique sua resposta.
a0: As retas ry e S sa rpendiculares, pois ry é paralela ao eix
Solucao: As retas ry e sy sao perpendiculares, pois 7y é paralela ao eixo OX e
sy € paralela ao eixo OY, que sao eixos perpendiculares entre si. E as retas r5 e s5 sao

paralelas, pois ambas sao paralelas ao eixo OY'.
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8) Qual é a distancia entre as retas r3 (presente no telhado) e ry (presente no

marco da janela)? Justifique sua resposta.

Solucao: Como ambas as retas sao paralelas ao eixo OX, a distancia entre elas é

dada pela diferenca entre suas ordenadas, ou seja, 10 — 2 = 8.

5.2.1.3 Modelo de atividade construida - com acabamento

Para que a construgao fique mais bonita pode-se dar um acabamento (Figura
65)), colorindo (escolher uma cor), modificando a espessura dos segmentos que formam
0 objeto (mudar o estilo) e escondendo as informagoes desnecessarias (esconder eixos,

esconder malha, ocultar objetos e ocultar rétulos).

Veja em anexo, na se¢ao [Configurando os objetos| como dar esse acabamento.

Figura 65 — Casa com Acabamento

5.2.1.4 Aspectos que podem ser explorados pelo Professor

O conceito de ponto ¢é trabalhado ao longo de toda a atividade. Na construgao
da janela e da porta, trabalha-se com os conceitos de ponto médio (apenas na janela) e
segmentos. Os conceitos de paralelismo e perpendicularismo sao usados para construir a

parte retangular da casa, o telhado, os marcos da janela e os marcos da porta.
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O movimento da janela é explicado por paralelismo, no caso em questao, distancia
entre retas paralelas. A parte superior e a parte inferior da folha da janela (quadrila-
tero) sao retas paralelas. Conforme a distdncia entre elas diminui, abre a janela, e caso

contrario, ou seja, conforme a distancia aumenta, fecha a janela.

O movimento da porta é explicado pela rotacao de um segmento no setor circular
e por paralelismo. No setor circular foi marcado um ponto e a partir deste criou-se um
segmento de extremidade no centro do setor. Se movimentarmos esse ponto, o segmento
faz uma rotacao no setor. Esse segmento é a parte inferior da porta e, a partir dele, por

paralelismo criou-se a parte superior e as laterais da porta.

5.2.1.5 Sugestoes

Pode-se dar outras formas para casa (mudando os poligonos que compoem a base,

o telhado, a janela e a porta), conforme preferéncia. Veja exemplos nas Figuras 66| e .

Figura 66 — Casa Modelo 1

Figura 67 — Casa Modelo 2

Essa atividade também pode ser adaptada para o Ensino Fundamental. A cons-
trucdo pode ser feita usando segmentos e poligonos (quadrados, retdngulos, tridngulos,

trapézios), conforme mostra a Figura [68
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Figura 68 — Casa Adaptada para o Ensino Fundamental

Nos 6° e 7° anos, essa atividade pode ser usada para o estudo de triangulos e

quadrilateros. No 8°, usada para estudar perimetro e no 9°, usada para avaliar areas.

5.2.2 Atividade 2: Cata-vento

Nessa atividade iremos construir um cata-vento animado (movimento rotacional).
Pré-requisitos:
- Conhecer as ferramentas do software GeoGebra: Ponto, Circulo dados Centro e
Raio, Rotagao em Torno de um Ponto, Poligono, Segmento e Reta.
- Conhecer conceitos relacionados ao ponto, a reta e a circunferéncia, tais como defi-

nicdo, representacao geométrica e representacao algébrica.

Duracao da atividade: Trés horas-aula.

Conteuidos matematicos:

equacao reduzida da circunferéncia;

- posicoes relativas entre um ponto e uma circunferéncia, entre uma reta e uma cir-

cunferéncia e entre duas circunferéncias;
- distancia entre dois pontos;
- equacao geral da reta que passa por dois pontos;
- equacao reduzida da reta;
- triangulos;
- area de uma regiao triangular dados trés pontos;

- transformacao no plano: rotagao.
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5.2.2.1 Passos para a construcao do Cata-vento

Para construir o cata-vento primeiro vamos criar o circulo que o representa (passos
do 1 ao 3). Uma vez construido o circulo, iremos formar os tridngulos que representarao
as pas do cata-vento (passos do 4 ao 7) e, por tltimo, desenhar uma base para sustentar

o catavento (passos 9 e 10).
1) Abrir o software GeoGebra e habilitar o uso da malha.

2) Escolher e marcar um ponto, digamos A, para ser o centro do cata-vento. Na construgao
o ponto é A = (6, 10).

3) Construir um circulo, ¢, de centro em A e raio 2 usando a [Ferramenta Circulo dados|

[Centro e Raio| (Figura . Esse circulo representara o cata-vento.

©

Figura 69 — Ferramenta do Circulo dados Centro e Raio

4) Marcar um ponto no circulo ¢; e alterar seu nome. Na construgao esse ponto foi

renomeado para P.

5) Fazer a rotagao do ponto P em torno de A: clicar em P, em A e depois escrever o
angulo de 30° na caixa de didlogo, como mostra a Figura[71] Para isso use a
[Rotacao em Torno de um Ponto| (Figura . O ponto gerado foi nomeado pelo GeoGebra
de P'.

Figura 70 — Ferramenta Rotacao em Torno de um Ponto

o Rotagdo em Torno de um Ponto

Angulo
307 [a]
(®) sentido anti-horario

(C) sentido horario

OK Cancelar

Figura 71 — Caixa de Didlogo da Ferramenta Rotagdo em Torno de um Ponto

6) Formar o triangulo APP’. O tridngulo criado representara uma das pas do cata-vento

e note que a partir dele serao construidas as demais pas.
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7) Fazer a rotagao (na construgao, 45° no sentido anti-horario) do tridngulo APP’ em

torno de A. Repetir esse procedimento com cada novo tridngulo criado.

Observacgao 5.2.4. A escolha do angulo de 45°, para a rotacao das pas, foi feita por este
ser um divisor de 360° (360° = 45° = 8 pés). Para aumentar ou diminuir o nimero de

pas, deve-se diminuir ou aumentar o angulo de rotagao, respectivamente.

Sugestao

Para criar todas as pas ao mesmo tempo (Figura , podemos utilizar o comando
Girar[<Objeto>,<Angulo>,<Ponto>] juntamente ao comando Sequéncia|<Expressao>,
<Variavel>,<Valor Inicial>,<Valor Final>|. Para isso, na Caixa de Entrada, digite

Sequéncia |[Girar[ poll, i*45° A], i, 1, 8],

onde poll é o poligono que sofre o giro, 45° é o angulo na qual sera realizada a rotacao, i é
a variavel que indica quantas vezes esse giro serd feito (no caso em questao sao 8 rotagoes)

e A é ponto no qual o poll faz a rotacao.

Arquive Editar Exibir Op¢bes Ferramentas Janela Ajuda

[ A i‘{'v\v,x-z ‘
‘ o /';/ﬂ b‘: o) ‘@s_ N A5 “"s‘.’%'e
» Janela de Algebra [X| | = Janela de Visualizagio

Cdnica a [ 4

-y C1:{x-6]’+(y-19?:4
Ponto

~@ A={6,10)

-~ @ P=(1.31,849)

~@ P'=(7.89, 9.35)
Segmento

14

~@ a=1.04
@ p=2
-@ p'=2
Tridngulo
~@ poll=1

@, 2

Entrada: iSequéncia[ Girar[pol1, i*45°, A}, i, 1,8]

Figura 72 — Rotagdao usando o comando Sequéncia

Por ter escolhido i de 1 a 8, um poligono fica sobreposto ao poll, que pode ser

escondido ou apagado. Para evitar essa sobreposicao, basta escolher 2 de 1 a 7.

8) Criar um circulo, ¢g, de centro em A e raio 0,5.
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Assim como foi feito na construgdo da casa, para que os objetos nao fiquem soltos,

vamos criar um chao para eles.

9) Construir uma base triangular para sustentar o cata-vento sendo o ponto A um dos

vértices desse triangulo e os outros dois vértices sdo, G e H, marcados no eixo X. Na

construcao G = (4,0) e H = (8,0).
10) Obter os segmentos AG, GH e HA que formam a base do cata-vento.

11) O movimento do cata-vento sera feito pela animacao do ponto P, mas primeiro é pre-
ciso configurar esse ponto como foi feito no ponto P (construgao da casa). Na construcao,

temos: incremento 0.1, velocidade 1 e repetir decrescente (sentido horario).

Se clicarmos com o botao direito do mouse no ponto P e marcarmos Animar, o

cata-vento gira.

12) A exemplo do que foi feito na construgao da casa, criar uma base retangular para a

construgao.

O cata-vento exibido na Figura [76] representa o modelo construido.

* Janela de Visualizagdo

V‘L e c~-

®

Figura 73 — Cata-vento

5.2.2.2 Questionamentos sobre a Atividade 2
Questionario:

1) Quando a circunferéncia ¢;, de centro em A e raio 2, foi construida na Janela de
Visualizagao, o GeoGebra mostrou na Janela de Algebra sua equacao reduzida. Mostre

algebricamente como chegar nessa equacao.

Solugao: A equagao reduzida de uma circunferéncia de centro em C' = (a, b) e raio
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R ¢ dada por: (z —a)?+ (y — b)? = R%. Como o centro de ¢; ¢ A = (6,10) e o seu raio é
R =2, a equagao fica: (z — 6)* + (y — 10)* = 4.

2) Determine a equagao geral da reta t; que passa pelos pontos G e A. Construa
essa reta no GeoGebra (Figura e compare as repostas encontradas com as respostas

mostradas na Janela de Algebra.

Solucao: Determine a equacao da reta t; usando o determinante. Resolvendo o
mesmo, a equagao de t; : —10x + 2y + 40 = 0 (+2) resulta t; = —5x +y + 20 = 0.

3) Determine a equagao reduzida da reta ty que passa pelos pontos H e A. Andlogo

ao item 2, construa essa reta no GeoGebra (Figura € compare as respostas.

Observagao 5.2.5. A equacao reduzida da reta também pode ser obtida no GeoGebra.
Para isso basta clicar com o botao direito do mouse na reta e na caixa de didlogo que

aparece marcar em Kquacao y = ax + b, conforme mostra a Figura

~ Janela de Vi
I ft Cv

of [ /[ P I\

Figura 74 — Retas Passando no Centro do Cata-vento

Reta t,: Reta HA l

Equacdoy=ax+b

Forma Paramétrica

- Exibir Objeto
|+ Exibir Rétulo
#  Habilitar Rastro

Renomear
/7 Apagar

¢ Propriedades ...

Figura 75 — Forma Reduzida da Equagao da Reta no GeoGebra

Solugao: Determine a equacao da reta t, usando o determinante. Resolvendo o
mesmo, a equagao de ty : =10z —2y+80 = 0 (+-2) produz t; = —5x—y+40 = 0. Isolando

y, temos y = —bHx + 40, que é a equacao reduzida de t,.
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4) Qual é a posigao relativa entre a reta t; e a circunferéncia ¢;? Justifique sua

resposta.

Solucao: A reta t; é secante a circunferéncia c;, pois resolvendo o sistema formado
por suas equagoes, encontra-se o discriminate A = 104 > 0.

5) Qual é a posigao relativa entre o ponto P e a circunferéncia ¢;? E entre o ponto
P e a circunferéncia c;? Justifique sua resposta.

Solucao: P pertence a ¢, pois a distancia de P ao centro A é igual ao raio e P é
exterior a cg, pois sua distancia ao centro A é maior que raio.

6) Qual é a posigao relativa entre a circunferéncia ¢; e a circunferéncia c,? Justi-
fique sua resposta.

Solugao: As circunferéncias sao concéntricas, pois a distdncia entre os centros é
nula.

7) Quando vocé construiu os segmentos AG, GH e HA que formam a base trian-

gular do cata-vento, o GeoGebra mostrou os seus comprimentos na Janela de Algebra.

Determine algebricamente o comprimento de cada um desses segmentos.

Solugao: Usando a férmula da distdncia entre dois pontos A = (r4,ya) € B =
(xB,yB), isto é, d(A, B) = \/(ZI,'B —x4)%+ (yp — ya)?, temos que
d(A,G) = /(4= 6)2+ (0 — 10) = VI04, d(G, H) =4 e d(H, A) = v/104.

8) Calcule a drea do tridngulo que forma a base do cata-vento através do determi-

nante.

Solugao: A area do triangulo é dada por S = %\D[ Calculando, chega-se a |D| =
40 e, portanto S = 20.

5.2.2.3 Modelo de Cata-vento: com acabamento

Como ja mencionado na atividade anterior, mudando a cor, o estilo dos objetos
e escondendo alguns itens, podemos dar um acabamento na construcao deixando-a mais

bonita.
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Figura 76 — Cata-vento: com acabamento

5.2.2.4 Aspectos que podem ser explorados pelo Professor

Na construcao do cata-vento trabalha-se com o conceito de circulo na parte su-
perior e com o conceito de segmento na parte inferior (base triangular). O conceito de

ponto é trabalhado em toda atividade.

O movimento do cata-vento é explicado por rotacao. A primeira pa do cata-vento
(tridngulo) foi construida por rotagdo de um ponto em torno do centro da circunferéncia;
a segunda pa foi construida por rotagdo da primeira pa em torno da circunferéncia; a
terceira, foi construida por rotagdo da segunda pa em torno da circunferéncia e assim
sucessivamente. Quando rotacionarmos (marcar para Animar) o ponto inicial, tudo o que

foi construido a partir dele é rotacionado também.

O aluno pode criar novas paisagens, construindo, por exemplo a casa e o cata-vento

na mesma janela (Janela de Visualizagao).

5.2.3 Atividade 3: Carro

Nessa atividade construiremos um carro animado (movimenta-se para frente).

Pré-requisitos:
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- Conhecer as ferramentas do software GeoGebra: Ponto, Intersecao de Dois Objetos,
Poligono, Segmento, Ponto Médio, Controle Deslizante, Reta, Circulo dados Centro
e Raio, Rotacao em Torno de um Ponto, Reta Perpendicular, Vetor, Translacao por

um Vetor.
- Conhecer conceitos relacionados ao ponto, a reta e a circunferéncia, tais como defi-

nicao, representacao geométrica e representacao algébrica.

Duracao da atividade: Quatro horas-aula.

Contetidos matematicos:

- ponto médio de um segmento;

- equacao geral da reta que passa por dois pontos;

- equacao reduzida da reta;

- equacao da reta quando sao conhecidos um ponto e sua direcao;

- ponto de intersecao entre duas retas;

- distancia de um ponto a uma reta;

- equagao reduzida da circunferéncia;

- posicoes relativas entre uma reta e uma circunferéncia e entre duas circunferéncias;
- distancia entre dois pontos;

- transformagoes no plano: rotacao e translacao.

5.2.3.1 Passos para a construcao do Carro

- Estrutura do Carro

O primeiro elemento a ser construido serd a estrutura do carro, que nesse contexto

representa a lataria do carro.

1) Abrir o software GeoGebra e habilitar o uso da malha.
2) Marcar os pontos, A = (1,1) e B = (11,1).

3) Construir a reta r; que passa pelos pontos A e B.

4) Construir a reta 79, passando por A e perpendicular a ;. Para isso use a
[Reta Perpendicular] (Figura [77)).
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1

2
—

Figura 77 — Ferramenta Reta Perpendicular

5) Marcar na reta r; o ponto C, 3 unidades a direita de A; o ponto D, 2 unidades a direita
de C' e o ponto E, 2 unidades a direita de D.

6) Criar as retas r3, 14, 75 € g, perpendiculares a 11, e passando pelos pontos C, D, E e

B, respectivamente.

7) Marcar na reta 1, o ponto F'; 2 unidades acima de A e o ponto G, 2 unidades acima
de F'.

8) Criar as retas 77 e rg, perpendiculares a ry, e passando pelos pontos F' e G, respecti-

vamente.

9) Marcar o ponto de intersegao, H, da reta r5 com a reta 7 e o ponto de intersecao, I,

da reta rg com a reta r.

10) Marcar o ponto de intersegao, J, da reta r3 com a reta rg e o ponto de intersegao, K,

da reta r, com a reta rg.

11) Formar o poligono ABIHKG, ligando os pontos A, B, I, H, K, G e A, respectiva-

mente. Note que esse poligono (Figura representa a estrutura do carro.

b Janela de Visualizagao

"2 3 4 s Ts

-1 0 2 3 8 7 El 10 L 1

Figura 78 — Estrutura do Carro

- Janelas e Porta do Carro
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Primeiro serdo construidas as janelas e depois iremos construir a porta do carro.

Uma pequena maganeta completara a criacdo da porta.
Janela
1) Marcar a intersegao, L, da reta r3 com a reta r;.

2) Formar os poligono F'LJG (ligando os pontos F, L, J, G e F, respectivamente) e formar
o poligono LH K J (ligando os pontos L, H, K, J e L, respectivamente). Repare que esses

poligonos representam as janelas do carro, conforme mostra a Figura
Porta

1) Formar o segmento JC e o segmento H E. Esses segmentos representam a porta (Figura
).

2) Criar o segmento horizontal M N de 0,5 unidade de comprimento, abaixo do segmento

E

LH e aesquerda do segmento LC'. Esse segmento representa a maganeta da porta (Figura
. Na construcao o ponto M = (4.3,2.7) e o ponto N = (4.8,2.7) foram inseridos pela
Caixa de Entrada.

 Janela de Visualizagio

- v v | o

JANELAS

f | Iy
2 => FMACAIGETA | b

SEGMENTO PORTA
E B

Figura 79 — Janelas, Porta e Maganeta do Carro

Observagao 5.2.6. Na Figura [79] as retas foram escondidas para melhor visualizagao

dos objetos.

- Rodas do Carro

Serao criadas duas rodas (a roda dianteira e a roda traseira). Observe que sao

duas rodas porque temos apenas uma visao lateral do carro.

1) Marcar o ponto médio do segmento EB (ponto O) e o ponto médio do segmento AC'
(ponto P).
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2) Criar os circulos ¢; e ¢y. O primeiro de centro em O e raio 1; e o segundo de centro em

P e raio 1. Perceba que esses circulos representam as rodas do carro. Ver Figura [80]

3) Marcar um ponto no circulo ¢; e alterar seu nome. Na construcao esse ponto foi

renomeado para P;.

4) Construir o segmento OP;. Esse segmento representa o aro da roda. Note que a partir

dele serdo criados os outros aros.

5) Fazer a rotacao (na construcao, 90° no sentido anti-horario) do segmento O P; em torno

de O. Repetir esse procedimento com cada novo segmento criado.
6) Marcar um ponto no circulo ¢y e alterar seu nome para P.

7) Criar o segmento PP, que representa o aro da segunda roda. Repare, que semelhante

ao que aconteceu anteriormente, a partir dele serao criados os outros aros da roda.

8) Fazer a rotagdo (na construgao, 90° no sentido anti-horario) do segmento PP, em torno
de P. Repetir esse procedimento com cada novo segmento criado. Como pode ser visto

na Figura R0 cada roda possui quatro aros.

O movimento das rodas sera feito pela animagao dos pontos P, e P, mas primeiro
¢é preciso configurar esses pontos como ja feito nas construgoes anteriores. Na construgao,

temos: incremento 0.1, velocidade 1 e repetir decrescente (sentido horario).
- Estrada

Agora que o carro estd inteiramente construido, criaremos a estrada pela qual ele

se movimentara.
1) Inserir os pontos S = (0;0,5), T' = (0,0) e U = (0;—0,5) digitando no Campo de
Entrada S = (0,0.5), 7= (0,0) e U = (0, —0.5).

2) Criar as retas s, sg e s3, perpendiculares ao eixo Y, e passando pelos pontos S, T e U,

respectivamente.
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~ Janela de Visualizagdo
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Figura 80 — Carro Completo

Criar o movimento do carro

O movimento do carro sera feito pela translacdo por um vetor, entao primeiro
constroi-se um vetor, depois cria-se um controle deslizante que sera associado a esse vetor
e permitird que o mesmo se movimente e, por ultimo, faz-se a translacdo do carro por

esse vetor.

1) Marcar os pontos V = (0, —2) e W = (2, —2).

—
2) Criar o vetor u = VW usando a |Ferramenta Vet0r| (Figura .

o

Figura 81 — Ferramenta Vetor

3) Criar um controle deslizante e configurar o mesmo: marcar em nimero e chamar
de P3. Em Intervalo: valor minimo 0, valor maximo 20 e Incremento 0.1. Em Controle

Deslizante desmarque Fixo e depois em Animagcao: Velocidade 1 e Repetir crescente.

4) Substituir a abscissa do ponto W por P3. Para isso v na Janela de Algebra,
clique duas vezes com o botao esquerdo do mouse no ponto W e quando ficar selecionado

(Figura , apagar o nimero 2 e colocar P3, conforme mostra a Figura .

Figura 82 — Janela de Algebra: Selecionar ponto
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e [W=(P_3,-2)

(a]

Figura 83 — Janela de Algebra: Mudar coordenadas do ponto

Movimente o controle deslizante e note que o vetor cresce ou diminui.

5) Fazer a translacdo do carro usando a |[Ferramenta Translacao por um Vetor|

(Figura [84)).

Figura 84 — Ferramenta Translagdo por um Vetor

Primeiro vamos transladar a estrutura do carro.

'
e

Apos habilitar a Ferramenta

Translagao por um Vetor, clicar com o botao esquerdo do mouse no poligono ABIHKG

e depois clicar no vetor u. O resultado dessa translacao pode ser visto na Figura [85]

Em segundo vamos transladar a roda dianteira com dois aros. Para transladar a

roda, clicar com o botao esquerdo do mouse no circulo ¢; e depois no vetor u. Para fazer

a translacao dos aros, temos que proceder individualmente: clicar no aro e em seguida no

vetor u. Essa translacao é exibida na Figura |85|
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Figura 85 — Translacao do Carro: Incompleta

Observacao 5.2.7. Caso a translagao do objeto sobreponha-se a construcgao inicial, basta

aumentar o tamanho do controle até nao haver mais sobreposicao.
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Para fazer o restante da translacdo do carro, proceder sempre da mesma forma:
clicando no objeto e depois no vetor u. Ainda faltam transladar dois aros da roda dian-
teira, a roda traseira com seus quatro aros, os poligonos que representam as janelas, os

segmentos que representam a porta e o segmento que representa a macaneta da porta.

A transla¢do completa do carro pode ser vista na Figura [86]

~ Janela de Visualizacao
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Figura 86 — Translagao do Carro

Animar os pontos P;, P, e P;s. Note que os aros se movimentam no sentido
horario e o carro se movimenta para frente. Note também que em certo trecho os carros

se sobrepoe. Para solucionar isso, mais a frente, vamos esconder o carro inicial.

5.2.3.2 Questionamentos sobre a Atividade 3
Questionario:

1) Qual é a equagao reduzida da reta, sy que passa pelo ponto 7' = (0,0) e é
paralela ao eixo OX? Use a equacao y — yo = m(x — xg), ja que sdo conhecidos um ponto

e o coeficiente angular da reta.

Solugao: Como a reta é paralela ao eixo OX, temos que a = 0°, logo m = tan(0°)
e portanto m = 0. Logo, a equagao fica y — yo = 0, ou seja, y — 0 = 0 e portanto y = 0,
que ¢é a equacao reduzida dessa reta.

2) Mostre algebricamente como chegar a equagao reduzida da circunferéncia c;,

de centro em O = (9,5;1) e raio 1 e na equagdo da circunferéncia ¢y, de centro em

P =(2,5;1) eraio 1. Lembre-se que vocé pode conferir os célculos na Janela de Algebra.
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Solugao: A equagao reduzida de uma circunferéncia de centro em C' = (a, b) e raio
R é dada por: (z —a)*+ (y — b)? = R% Para ¢;, a equagdo é (z —9,5)*+ (y—1)*=1e
para co, (r —2,5)> + (y —1)* = 1.

3) Qual é a posigao relativa entre a reta s, e as circunferéncias ¢y e ¢y 7 Justifique

sua resposta algebricamente.

Solucao: A reta s, é tangente a circunferéncia c;, pois resolvendo o sistema formado
por suas equagoes encontra-se o discriminate (A) igual a zero. Pelo mesmo motivo, essa

reta também é tangente a circunferéncia cs.

4) A circunferéncia c representa a translagao da circunferéncia ¢; e a circunferéncia
d representa a translagdo da circunferéncia c,. Quando o controle deslizante (P3) estd no
valor maximo, temos como equacao para ¢: (x — 29,5)? + (y — 1) = 1 e como equagio
para d: (z —22,5)*+ (y — 1)> = 1. Comente a relagao entre essas equagdes e as equagoes

de ¢; e ¢y antes da translagao.

Solucao: Comparando as equacoes de ¢; e ¢ e de ¢y e d, percebe-se que houve
mudanca nos centros. No caso de ¢, o novo centro ficou determinado pela soma das
coordenadas do ponto O mais as coordenadas do vetor i, ou seja, (9,5;1) + (20,0) =
(29,5;1). De forma analoga, no caso de cg, 0 novo centro ficou determinado por (2,5; 1) +
(20,0) = (22,5;1).

5) Qual é a posicao relativa entre a circunferéncia ¢; e a circunferéncia c,? Justi-

fique sua resposta.

Solucao: As circunferéncias sdo externas, pois a distancia entre seus centros é

maior que a soma de seus raios.

6) O ponto O é ponto médio do segmento EB (pertencente a reta r1) e o ponto P
¢ ponto médio do segmento AC' (pertencente a reta r1). O software GeoGebra fornece as
coordenadas desses pontos. Determine essas coordenadas algebricamente.

Tg+2Tp Yg+ y3>
2 ’ 2
= (9,5;1). De forma
1+4 1+1

5 g >—(275;1).

7) Na Janela de Algebra, podemos ver que os segmentos H K e C'J medem 2.83 e 4

Solucao: O ponto médio do segmento FB é dado por M =
8+11 1+1

e como F = (8,1) e K = (11,1), temos que M = 5 g

analoga, o ponto médio de AC é dado por: M = <

unidades, respectivamente. Determine algebricamente o comprimento de cada um desses

segmentos.

Solugao: Usando a férmula da distancia entre dois pontos,
d(H,K) = \/(rh —xy)?+ (yx — yu)?, temos que d(H, K) = \/(6 —8)2+(5-3)2=+8
ed(C,J)=y;—yc|=15—1] =4.

8) Determine a equacdo geral da reta ¢; que passa pelos pontos H e K. Construa
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essa reta no GeoGebra (Figura e compare as respostas.

Solucao: Determine a equagao da reta t; usando o determinante. Resolvendo o
mesmo, a equagao de t; : 2x + 2y — 22 =0 (+2) obtemos t; : x +y — 11 = 0.

9) Calcule a distdncia do ponto C' até a reta t; usando a relagdo da distancia de
_awo + byo + ¢

Va? + b?

um ponto a uma reta, d(P,r)

encontrado no GeoGebra (Figura [87).

Note que esse resultado é o mesmo

Solugao: Da equagao t;, temos que a =1, b=1ec=—1lequexg =4 ey, = 1.
~ |44+ 1—11|
Entao, d(C,t)) = ——F——— = 3V2.

¥ Janela de Vi:
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Figura 87 — Exercicio 8 e 9

10) Explique o procedimento realizado no software para encontrar a distancia do

ponto C até a reta t; e mostre como vocé faria algebricamente.

Solucao: Primeiro foi construida a reta t9, que passa por C e é perpendicular a
reta t;. Depois foi marcado o ponto de intersecao, D;, da reta t; com a reta t, e por

ultimo foi determinado a distancia do ponto C' até o ponto D;.

Algebricamente:

1) Encontrar a equacao da reta t9, que passa por C' e é perpendicular a reta t;: a
reta to € perpendicular a reta ¢y, logo my, -my, = —1. Como m;, = —1, temos que m;, = 1.

Usando a equacao, y — yp = m(z — xg), temos y — 1 = (x —4), ou seja, to: x —y —3 = 0.

2) Determinar o ponto de intersecao, Dy, da reta ¢t; com a reta to. Para isso, basta

resolver o sistema formado pelas equagoes das duas retas
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r+y=11
T —y =3,

cuja solucao ¢ Dy = (7,4).

3) Calcular a distancia entre C' e D;: Usar a férmula da distancia entre dois pontos,

d(C,Dy) = \/(./l,'(/‘ —xp,)?+ (Yo —yp,)? = \/(4 — T2+ (1 —4)2 =3V2.

5.2.3.3 Modelo de Carro: com acabamento

1) Esconder pontos, retas e rétulos.
2) Ocultar o carro inicial.

Esconder o poligono ABIHKG, os circulos ¢; e ¢y (com seus quatro segmentos),

os poligonos que formam a janela e os segmentos que representam a porta e sua maganeta.

Na Figura[88], temos o carro inicial parcialmente escondido. Repare que estd oculto
o poligono ABIHKG e o circulo ¢, com seus quatro aros. J& na Figura[89] o carro inicial

esta totalmente escondido.

~ Janela de Visualizagio o

L e e

Py=122

s

52 o

I sl e

Figura 88 — Carro Inicial: Parcialmente Escondido
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~ Janela de Visualizagdo
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Figura 89 — Carro Inicial: Totalmente Escondido

3) Para que a construgao fique mais bonita, podemos dar um acabamento (Figura
: colorindo, modificando, espessura e o estilo, dos segmentos e linhas, escondendo eixos

e escondendo a malha.

A\
»

»

Figura 90 — Carro: Com Acabamento
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5.2.3.4 Aspectos que podem ser explorados pelo Professor

Na construgao, utiliza-se o conceito de ponto ao longo de toda atividade. Ja o
conceito de reta e retas perpendiculares sao abordados quando se constréi a estrutura do
carro e a estrada. Na estrutura do carro também se calcula o ponto médio de segmentos.
O conceito de circulo é aplicado na construcao das rodas do carro. Nas rodas também

constroem-se segmentos.

O movimento do carro é explicado pela translagdo por um vetor. Ao aplicar a
translagao no carro, este sofre um deslocamento com comprimento igual ao do vetor

associado.

O movimento das rodas ¢ explicado por rotagdo. Primeiro foi construido um aro
(segmento), depois foi feita a rotacao deste em torno do centro da circunferéncia (segundo
aro), o terceiro aro foi obtido pela rotagao do segundo e o quarto, pela rotacao do terceiro.
Quando rotacionarmos (marcar para Animar) o ponto inicial (que originou o primeiro

segmento), tudo o que foi construido a partir dele é rotacionado também.

5.2.4 Atividade 4: Flor e Chuva

Nessa atividade iremos construir uma flor (animada) com pingos de chuva (ani-
mados) sobre a mesma. A flor movimenta-se no sentido crescente e os pingos de chuva

movimentam-se para baixo.

Pré-requisitos:

- Conhecer as ferramentas do software GeoGebra: Ponto, Interse¢ao de Dois Objetos,
Poligono, Segmento, Segmento com Comprimento Fixo, Mover, Ponto Médio, Con-
trole Deslizante, Reta, Reta paralela, Circulo dados Centro e Raio, Circulo dados
Centro e Um de seus pontos, Reflexao em Relacao a uma Reta, Rotagdo em torno

de um Ponto, Vetor, Translacao por um Vetor.
- Conhecer conceitos relacionados ao ponto, a reta e a circunferéncia, tais como defi-

nicdo, representacao geométrica e representagao algébrica.

Duracao da atividade: Quatro horas-aula.

Conteuidos matematicos:

- equacao reduzida da circunferéncia;

- posicoes relativas entre um ponto e uma circunferéncia, entre uma reta e uma cir-

cunferéncia e entre duas circunferéncias;

- tridangulos;
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- area de uma regiao triangular dados trés pontos;

- transformacoes no plano: reflexdo, rotagao e translagao.

5.2.4.1 Passos para a construcao da Flor e Chuva

- Chuva

Primeiro construiremos uma nuvem. Apds a nuvem estar concluida, criaremos os

pingos de chuva.

Nuvem

1) Abrir o software GeoGebra e habilitar o uso da malha.
2) Marcar os pontos, A = (4,10), B = (6,10) e C' = (8, 10).

3) Criar os circulos ¢; de centro em A e raio 1,5, ¢ de centro em B e raio 2 e ¢3 de centro

em C e raio 1,5. Esses circulos representam a nuvem (Figura [92)).

Pingos de chuva

Pingo de chuva 1

1) Marcar o ponto D = (3,7) e construir um segmento com comprimento fixo, de tamanho

0,5, que comece em D. O software cria o segmento DE.
2) Marcar o ponto médio do segmento DE (ponto F).

3) Construir um circulo d; de centro em F' e passando por D ou E, usando a
[Circulo dados Centro e Um de seus Pontos| (Figura [91)). Veja Observacao [5.2.8|

Observacao 5.2.8. Para objetos muito pequenos torna-se dificil marcé-los na Janela de
Visualizagao. Para facilitar, podemos ampliar a Janela de Visualizagdo ou marcar os

objetos na Janela de Algebra, clicando com o botao esquerdo do mouse nos mesmos.

©

3

Figura 91 — Ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

4) Construir um segmento com comprimento fixo, de tamanho 0,55, que comece em F. O
software cria o segmento horizontal F'G. Mover o ponto (G, no sentido anti-horario, para

que esse segmento fique na vertical.

5) Formar o tridngulo DEG(o GeoGebra nomeia esse poligono de poll). Repare que a

unido do circulo com o tridngulo representa o pingo de chuva (Figura .
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b Janela de Visualizagio
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Nuvem

Pingo de
Chuva
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Figura 92 — Nuvem e Pingo de Chuva

6) Construir a reta 71, passando por B e paralela ao eixo OY'.

7) Fazer a reflexdo do pingo de chuva em relagdo a reta r;. Para isso use a [Fperramenta
Reflexao em Relagao a uma Reta (Figura . Repare que é necessario fazer a reflexao dos
dois objetos que compde o pingo de chuva (circulo d; e o poligono, poll). O GeoGebra

gera ¢ e poll’ como reflexao de d; e poll, respectivamente.

AN

Figura 93 — Ferramenta Reflexdo em Relagao a uma Reta

Pingo de chuva 2 (andlogo ao pingo 1, mudando apenas as coordenadas dos pon-

tos)

1) Inserir o ponto H = (4.5,7.5), usando a Caixa de Entrada; construir um segmento com
comprimento fixo, de tamanho 0,5 (HI); marcar o ponto médio de HI (J); criar o circulo
ds de centro em J, passando por H ou [; construir um segmento com comprimento fixo,
de tamanho 0,55 (JK); mover K para que JK fique na vertical; formar o tridngulo HI K
(pol2).

2) Fazer a reflexdo dessa pingo (dy e pol2) em relagao a reta r. O GeoGebra gera p e

pol2’ como reflexao de dsy e pol2, respectivamente.

Pingo de chuva 3 (andlogo aos outros pingos)
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1) Inserir o ponto L = (5.75,7), usando a Caixa de Entrada; construir um segmento com
comprimento fixo, de tamanho 0,5 (LM ); marcar o ponto médio de LM (N); criar o circulo
ds de centro em N, passando por L ou M; construir um segmento com comprimento fixo,

de tamanho 0,55 (NO); mover O para que NO fique na vertical; formar o tridngulo LM O
(pol3).

A Figura , mostra todos os pingos de chuva da atividade: Pingo 1 (e sua refle-

xa0), pingo 2 (e sua reflexao) e pingo 3.

P Janela de Visualizagdo

o 2 4 [ 8 10 12

Figura 94 — Pingos de Chuva

Observacgao 5.2.9. A construcao dos pingos de chuva pode ser flexibilizada. Por exemplo,
pode-se construir apenas um pingo e a partir dele, por reflexao (precisa-se de mais retas),

criar os outros.

- Flor

A construcao da flor foi dividida em varias etapas. Primeiro iremos construir as
pétalas. Apds estas estarem construidas iremos criar o miolo da flor, o caule e por dltimo

as folhas do caule.
Pétalas
1) Marcar o ponto P = (6, 3).

2) Criar um controle deslizante e configurar o mesmo: marcar em ntimero e chamar de
P;. Em Intervalo: valor minimo 0.2, valor maximo 0.7 e Incremento 0.1. Em Controle

Deslizante desmarque Fixo e depois em Animacao: Velocidade 1 e Repetir Crescente.

Esse controle dard o movimento para as pétalas. Conforme ele vai aumentando,

as pétalas vao aumentando também.
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3) Construir o circulo ¢, de centro em P e raio P;. Mover P, para que fique no valor

maximo, 0.7.
4) Marcar o ponto @, no circulo ¢, a direita e com ordenada igual a 3.

5) Construir um segmento com comprimento fixo, que comece em ) (QR), de tamanho
P

6) Criar o circulo r de centro em R e passando por Q).

7) Fazer a rotacao (na construcao, 60° no sentido anti-horario) do circulo r em torno de
P. Repetir esse procedimento com cada novo circulo criado. Na ordem o software gera

r',r", " s e s, que representam as pétalas da flor, conforme mostra a Figura [95]

b Janela de Visualizagio

Pétalas da flor

Figura 95 — Pétalas da Flor

Miolo

1) Criar um controle deslizante e configurar o mesmo: marcar em nimero e chamar de
P, Em Intervalo: valor minimo 0.2, valor maximo 1 e Incremento 0.1. Em Controle

Deslizante desmarque Fixo e depois em Animacao: Velocidade 1 e Repetir Crescente.

Com esse controle sera possivel o movimento do miolo. Conforme ele vai aumen-

tando, o miolo vai aumentando também.

2) Construir o circulo ¢ de centro em P e raio P,. Esse circulo representa o miolo da flor

(Figura . Mover P, para o valor maximo, 1.
Caule

1) Marcar os pontos de intersegao, S e T, da reta r; com o circulo t.
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2) Marcar o ponto U = (6,0) e construir o segmento SU, que é o caule da flor, como
mostra a Figura [96]

Folhas
1) Marcar os pontos V = (7,1) e W = (8,1).

2) Formar o tridngulo UVW (pol4). Esse poligono representa uma das folhas do caule
(Figura [96)).

3) Fazer a reflexdo da folha (pol4) em relagdo a reta r1. O software gera o pold’.

b Janela de Visualizagdo

R,=07

Miolo

Caule W Folha

o 2 4 8 10 12 14

Figura 96 — Miolo, caule e folhas da flor

Criar o movimento dos pingos de chuva

O movimento dos pingos de chuva serd feito pela translacao por um vetor. Primeiro
iremos construir um vetor, depois criaremos um controle deslizante que sera associado a
esse vetor e que permitird que o mesmo se movimente. Por ultimo faremos a translacao

dos pingos por esse vetor.

1) Marcar os pontos Z = (11,7) e A; = (11, 5).
—

2) Criar o vetor uy = ZA;.

3) Criar um controle deslizante e configurar o mesmo: marcar em nimero e chamar de Ps.
Em Intervalo: valor minimo 0, valor médximo 7 e Incremento 0.1. Em Controle Deslizante

desmarque Fixo e depois em Animacao: Velocidade 1 e Repetir Decrescente.

Com esse controle se construira o vetor u;, responsavel pelo movimento dos pingos

1 (e sua reflexao). Logo, ele sera responsavel pelo movimento desses pingos de chuva.

4) Substituir a ordenada de A; por P;. Deixar P; na metade (aproximado).
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5) Fazer a translagdo do pingo 1 (poll e d;) e da sua reflexdao (poll’ e ¢) pelo vetor uy,

conforme mostra a Figura [97]

b Janela de Visualizagio

2 o

Figura 97 — Miolo, caule e folhas da flor

6) Marcar os pontos By = (12,7) e Cy = (12,5).
—
7) Criar o vetor uy = B1C].
)

8) Criar um controle deslizante e configurar o mesmo: marcar em nimero e chamar de
P,;. Em Intervalo: valor minimo 4.5, valor maximo 7 e Incremento 0.1. Em Controle

Deslizante desmarque Fixo e depois em Animacao: Velocidade 1 e Repetir Decrescente.

Esse controle auxiliard na criacao do vetor us, responsavel pelo movimento do
pingo 2 (e sua reflexdo) e do pingo 3. Logo, ele serd responséavel pelo movimento desses

pingos de chuva.
9) Substituir a ordenada de C por P;. Deixar P, na metade (aproximado).

10) Fazer a translagao do pingo 2 (pol2 e dy), da sua reflexdo( pol2’ e p) e do pingo 3 (d3

e pol3), pelo vetor us.

Para que a construgao nao fique solta, construiremos uma reta que representara o

chéo.

Chao para a Construcao

1) Marcar o ponto Dy = (0,0).
2) Construir a reta 7o passando por Dy e U.

Animar os pontos Py, P», P3 e Py. Note que a flor muda de tamanho (de forma

crescente) e que os pingos de chuva movimentam-se para baixo.
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A Figura |98 reprenta a construgao da Flor e Chuva.

b Janela de Visualizagio
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Figura 98 — Flor e Chuva

5.2.4.2 Questionamentos sobre a Atividade 4
Questionario:

1) Como chegar, algebricamente, a equacao reduzida da circunferéncia ¢y, de centro

em B = (6,10) e raio 27 Confira o resultado na Janela de Algebra.

Solugao: A equacao reduzida de uma circunferéncia de centro em C' = (a, b) e raio

R é dada por: (z —a)*+ (y — b)? = R?, logo, ca: (x —6)* + (y — 10)* = 4.
2) Qual é a posigao relativa entre as circunferéncias ¢; e ¢p? Justifique sua resposta.

Solugao: As circunferéncias sdo secantes, pois possuem em comum apenas dois

pontos distintos.

3) Qual é a equagdo da reta que passa pelo ponto B = (6, 10) e é paralela ao eixo
oY?

Se a reta é paralela ao eixo OY’, todos os pontos da reta tém a mesma abscissa e
a equacao sera dada por x = xy. Portanto, nesse caso, sua equacao ¢ x = 6.
4) Qual é a posigao relativa entre a reta r; e a circunferéncia c3? Justifique sua

resposta.

Solucao: A reta rq é exterior a circunferéncia cs, pois resolvendo o sistema formado

por suas equagdes encontra-se o discriminate A = —7 < 0.

5) Qual é a posicao relativa entre a reta r; e a circunferéncia ¢, quando P, estd no

valor maximo, 1?7 Justifique sua resposta. Em seguida, determine os pontos de intersecao



Capitulo 5. Propostas de Atividades usando o software GeoGebra 110

da reta com a circunferéncia e compare os resultados na Janela de Algebra.

Solucao: A reta rq é secante a circunferéncias t , pois resolvendo o sistema formado

por suas equagoes encontra-se o discriminate A =4 > 0 e as solugoes sao (6,2) e (6,4).

6) Qual é a posicao relativa entre o ponto @ e a circunferéncia ¢ e entre o ponto @)
e a circunferéncia ¢, quando P; e P, estao nos valores maximos, 0.7 e 17 Justifique sua

resposta.

Solugao: @ é interior a t, pois a distancia de ) ao centro P é menor que raio e ()

pertence a ¢, pois sua distancia ao centro P ¢é igual ao raio.

7) Quando vocé construiu o poligono (pold) que representa a folha da flor, o
GeoGebra mostrou na Janela de Algébra sua area. Agora, calcule essa area através do

determinante.

Solugao: A area do triangulo é dada por S = %|D\ Com os calculos chega-se em
|D| =1 e portanto S = 0, 5.

5.2.4.3 Modelo de Flor e Chuva: com acabamento

Como ja mencionadado anteriormente, para que a construgao fique mais bonita
pode-se dar um acabamento (Figura [09), colorindo (escolher uma cor), modificando a es-
pessura dos segmentos que formam o objeto (mudar o estilo) e escondendo as informagoes
desnecessérias (esconder eixos, esconder malha, ocultar objetos, ocultar rétulos, vetores,

entre outros).

Figura 99 — Flor e Chuva: Com Acabamento
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5.2.4.4 Aspectos que podem ser explorados pelo Professor

O conceitos de ponto e circulo sao trabalhados ao longo de toda a atividade. Na

construgao dos pingos aplica-se também a noc¢ao de ponto médio e segmento.

O movimento dos pingos de chuva é explicado pela translacdo por um vetor. Ao
aplicar a translagao nos pingos, este sofre um deslocamento com comprimento igual a do

vetor associado.

O movimento de crescimento da flor é explicado pela ampliacao do raio. Conforme
o raio aumenta (ele estd associado a um controle deslizante), o circulo a qual ele pertence

aumenta também.
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6 Trabalhos Futuros

Como continuidade para este trabalho podem-se aplicar as atividades propostas
em uma turma de alunos do Ensino Médio. Ou quem sabe adaptar essas atividades para

o Ensino Fundamental, como foi feito na casa.

Além do estudo do ponto, da reta e da circunferéncia faz parte do ensino de
Geometria Analitica o estudo das curvas conicas: parabola, elipse e hipérbole. Nesse
sentido, outra possivel continuagao para este trabalho seria a elaboragdo de animacgoes

que mostrem essas curvas, usando o software GeoGebra.

A parabola pode ser usada para representar a curva que uma bola faz ao ser
chutada (Figura , um arco-iris, uma ponte, montanhas, entre outros. A elipse usada
para representar uma borboleta (Figura , a anatomia de um peixe, a 6rbita dos
planetas em torno do sol, pétalas de uma flor, entre outros e por ultimo a hipérbole pode

ser usada, para representar, por exemplo, o tronco de uma arvore (Figura [102)).

Figura 100 — Atividade com parabola

Figura 101 — Atividade com elipse
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Figura 102 — Atividade com hipérbole

O GeoGebra, através da visualizacdo e manipulacao dos elementos, possibilita ao
aluno enxergar e compreender melhor as relagdes entre os aspectos geométricos e algé-
bricos das curvas. Além de contribuir para a percepcao dessas relacgoes, essas atividades
devem ser elaboradas de forma a facilitar o entendimento da definicao de cada conica,

reconhecimento de seus elementos e estudo da sua equagao.
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7 Consideracoes Finais

Acreditando no potencial que as Tecnologias da Informagao e Comunicagao (TIC)
podem trazer para o processo de ensino-aprendizagem da Matematica, o presente trabalho

propoe aos professores a realizacao de quatro animacoes usando o software GeoGebra.

Primeiramente é realizada uma pesquisa bibliografica sobre o uso de TIC na edu-
cagdo. O objetivo desse estudo é apresentar aos professores como o assunto tem sido
discutido e como deve ser sua postura frente a esses recursos, ja que algumas mudancgas
se fazem necessarias, principalmente, no papel do professor e do aluno. O professor nao é
mais um mero transmissor de informacao, seu papel agora é promover e facilitar o acesso
do aluno ao conhecimento. Nesse contexto o aluno desempenha um papel mais ativo em
sua aprendizagem. Em seguida discute-se sobre como os objetos de aprendizagem podem
auxiliar no processo de ensino-aprendizagem, dando énfase para o uso de animacoes no

ensino da Matemaética.

Foram apresentadas quatro propostas de animacoes, que abordam contetidos de
Geometria Analitica, para serem usadas no Ensino Médio. As animagoes sdo uma casa,
um cata-vento, um carro e uma flor com chuva. Para cada uma delas é disponibilizado um
passo a passo detalhado, bem como todas as ferramentas do GeoGebra que sdo necessarias
a sua construcao. Apéds a realizacao de cada atividade é fornecido um questionario, com
solugoes, que revisa os conceitos mateméaticos presentes nas mesmas. O trabalho também
oferece todo um suporte para que o professor utilize essas animagdes com seus alunos:
fornece atividades que podem ser feitas anteriormente para reconhecimento do programa
(abordam todas as ferramentas utilizadas) e disponibiliza um passo a passo resumido
para o aluno. Diante desses aspectos, espera-se que o professor se sinta preparado para
fazer uso dessas ferramentas ou que elas sirvam de motivagao para suas proprias criagoes.
Com o intuito de primeiro chamar atencao dos alunos, despertando o seu interesse, pode
ser feito um caminho inverso ao realizado no trabalho: primeiro o professor mostra a

animacao acabada aos alunos e em seguida os motiva a criarem seus préprios trabalhos.

A utilizagao do software GeoGebra para a confecgdo das animacoes se deve em
grande parte as inimeras ferramentas de aprendizagem que o mesmo oferece: ele proporci-
ona aos alunos estudarem conceitos abstratos de forma “concreta”, através da construcgao e
manipulacao dos objetos e também possibilita a realizacao de diversas experimentagoes no
que se refere as relagoes algébricas e geométricas dos elementos. Além de ser um software
gratuito e de interface acessivel, o GeoGebra esta disponivel nas plataformas Windows,
Linux, Mac OS e Android. Isso significa que ele pode ser instalado em computadores,

tablets ou celulares. A utilizacdo de tablets e celulares possibilita ao professor realizar
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suas atividades na sala de aula, sem a necessidade de um laboratorio de informatica.

De uma maneira geral, espera-se que essas atividades tornem as aulas de Mate-
matica mais dinamicas e agradaveis; e motivem os alunos, tornando-os protagonistas no

processo de ensino, onde eles possam construir seu conhecimento de forma significativa.
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ANEXO A - Ferramentas Usadas nas

Construcoes

A.1 Comandos Usados

Observagao A.1.1. Para acessar todos os comandos mencionados nesse trabalho, clicar
na pequena flecha situada no canto inferior direito do respectivo icone e quando aparece-

rem as ferramentas, marcar na ferramenta desejada e seguir as instrugoes.

A.1.1 Comando: Ferramenta Ponto

Conforme mostra a Figura [103] essa ferramenta esta localizada no segundo icone

da barra de ferramentas.

o GeoGebra

-~

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda
[ Qo] <]
d ] | ]

b Jang .A Ponlu* de Visualizagdo
Ponto em Objeto

‘,{ Vincular / Desvincular Ponto

A

L]
7

>

v| =i

<

v

=2
s
E

ABC | 2
K

8
5

. 4
X Intersecio de Dois Objetos

.
Ponto Médio ou Centro a

.Z Nuamero Complexo 2

1

o

Figura 103 — Comando da Ferramenta Ponto

A.1.2 Comando: Ferramenta Reta Paralela

Essa ferramenta encontra-se no quarto icone da barra de ferramentas. (Veja a

Figura [104)).
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A.1.3 Comando: Ferramenta Intersecdo de Dois Objetos

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

[x]

b Janela de Algebra

LA el

H

Figura 104 — Comando da Ferramenta Reta Paralela

Mediatriz

Bissetriz

SRR SRS

Reta Perpendicular

Reta Paralela ¢=

Reta Tangente

) RetaPolar ou Diametral
Reta de Regressio Linear

Lugar Geométrico

BN

Ferramenta localizada no segundo icone da barra de ferramentas, como mostra a

Figura [105

Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda

<

|4 EY}ic]

d

AENCE

Ponto em Objeto
Vincular / Desvincular Ponto
L

4
E Intersegio de Dois Objetos ¢

IZ‘ Ponto Médio ou Centro
IE‘ Numero Complexo

[}

1

Figura 105 — Comando da Ferramenta Intersecdo de Dois Objetos
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A.1.4 Comando: Ferramenta Poligono

Conforme exibido na Figura [106] essa ferramenta encontra-se no quinto icone da

barra de ferramentas.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda
[&]l AL B ClO] 4] N e [ ]
» Janela de Algebra .
Poligono ¢ s
8
@‘ Poligono Regular
5
Poligono Rigido

4
Poligono Semideformavel

Figura 106 — Comando da Ferramenta Poligono

A.1.5 Comando: Ferramenta Segmento

A ferramenta estd situada no terceiro icone da barra de ferramentas (Veja a Figura
107).
@ e

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
> e) NZBEE
&

b Janela de Al do
Reta

Segmento G

a/u Segmento com Comprimento Fixo

[

4
Semirreta

Caminho Poligonal

,I. Vetor 2

{;‘ Vetor a Partir de um Ponto
[

WIS PN IS NN

q

Figura 107 — Comando da Ferramenta Segmento
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A.1.6 Comando: Ferramenta Ponto Médio

Essa ferramenta encontra-se no segundo icone da barra de ferramentas, como

consta na Figura [108|

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[] AL DO O] £ N 2] )

de Visualizagao

Ponto

Ponto em Objeto
5

m Vincular / Desvincular Ponto

L

4
g Intersec3o de Dois Objetos
IZ‘ Panto Médio ou Centro <= 3

Iz‘ Numero Complexo 2

1

[

Figura 108 — Comando da Ferramenta Ponto Médio

A.1.7 Comando: Ferramenta Segmento com Comprimento Fixo

Observe na Figura que essa ferramenta esta localizada no terceiro icone da

barra de ferramentas.

Arquivo Editar Exibir Opgbes Fermamentas Janela Ajuda
HEdERNZ=EE
&

b Janela de Al do
Reta

,/' Segmento

./' Segmento com Comprimento Fixo 1@

4

Semirreta

Caminho Poligonal 3

Vetor

SN RN FINNN

(; Vetor a Partir de um Ponto
[

Figura 109 — Comando da Ferramenta Segmento com Comprimento Fixo
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A.1.8 Comando: Ferramenta Controle Deslizante

Ferramenta situada no pentltimo icone da barra de ferramentas, como mostra a

Figura

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
_ =]
.

Controle Deslizante@ r

b Janela de Algebra
Caixa para Exibir / Esconder Objetos

5
Botdo
4 Campo de Entrada

Figura 110 — Comando da Ferramenta Controle Deslizante

A.1.9 Comando: Ferramenta Setor Circular

Como exposto na Figura [IT1] essa ferramenta encontra-se no sexto icone da barra

de ferramentas.

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

AN OOl 4N ed =
Y Janela de Aigebra Girculo dados Centro e Um de seus Pontos
@‘ Circulo dados Centro e Raio

Compasso

@‘ Circulo definido por Trés Pontos

‘Semicirculo Definido por Dois Pontos
Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular @
—i

- @‘ Betor Circuncircular

Figura 111 — Comando da Ferramenta Setor Circular
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A.1.10 Comando: Ferramenta Reta

A Figura [112] mostra que a ferramenta esta localizada no terceiro icone da barra
de ferramentas.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

] EJ,HIHI

b Janela de Al E :
e
3

Segmento

./' Segmento com Comprimento Fixo

4
IZ Semirreta
g Caminho Poligonal 3
Vetor 2

Vetor a Partir de um Ponto

Figura 112 — Comando da Ferramenta Reta

A.1.11 Comando: Ferramenta Mover

Essa ferramenta encontra-se no primeiro icone da barra de ferramentas (Observe

a Figura |113)).

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

ela de
Hover <:‘,=|
[
Rotacio em Torno de um Ponto

ABC

Figura 113 — Comando da Ferramenta Mover
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A.1.12 Comando: Ferramenta Circulo dados Centro e Raio

Conforme mostra a Figura essa ferramenta estd localizada no sexto icone da

barra de ferramentas.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Femamentas Janela Ajuda
[Bl AL D [CJO] 4] N rec 2] ]
3

} Janela de Algebra .

Girculo dados Centro e Um de seus Pontos -
I@ Circulo dados Centro e Raio ¢
.l Compasso

@ Circulo definido por Trés Pontos

‘Semicirculo Definido por Dois Pontos
Arco Circular
Arco Circuncircular

Betor Circular
i L
- Iﬁ‘ Betor Circuncircular

Figura 114 — Comando da Ferramenta Circulo dados Centro e Raio

A.1.13 Comando: Ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Como exibido na Figura [115] essa ferramenta esta localizada no sexto icone da

barra de ferramentas.
I ——

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
[2]lAAS > OO [ [Ned] =] [

} Janela de Algebra » .

— Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
@‘ Circulo dados Centro e Raio
.1 Compasso

@‘ Circule definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos
Arco Circular
Arco Circuncircular

Setor Circular
‘r@‘ Setor Circuncircular

Figura 115 — Comando da Ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
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A.1.14 Comando: Ferramenta Rotacdo em Torno de um Ponto

A ferramenta esta situada no nono icone da barra de ferramentas (Veja a Figura
116)).

Arquivo Editar Exibir OpcBies Feramentas Janela Ajuda
a=2
——

Bl AN Mojol <N

» Janela de Algebra b Janela de V . B r
Reflexdo emRelagdo aumaReta —

E‘ Reflexio em Relacio a um Ponto

E Inversdo
b =
J@ | Rotagdo em Torno de um Ponto

Translacdo por um Vetor

ke
Homotetia

Figura 116 — Comando da Ferramenta Rotacdo em Torno de um Ponto

A.1.15 Comando: Ferramenta Reta Perpendicular

Essa ferramenta encontra-se no nono icone da barra de ferramentas (Veja a Figura

1T7).

Arquivo Editar Exibir OpgOes Ferramentas Janela Ajuda

WTHWHWHWWW

b Janela de Algebra

Reta Perpendlcular
Reta Paralela
Mediatriz

Bissetriz 4

Reta Tangente 3

) RetaPolar ou Diametral

Reta de Regress3o Linear

X ™ ol @E@E

‘h Lugar Geométrico

Figura 117 — Comando da Ferramenta Reta Perpendicular

A.1.16 Comando: Ferramenta Vetor

Conforme exibido na Figura [118] essa ferramenta encontra-se no terceiro icone da

barra de ferramentas.
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Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Al
E— Reta
Segmento

° 5
/ Segmento com Comprimento Fixo

4
E Semirreta

Vetor ¢ R
Vetor a Partir de um Ponto

a=2
——

‘Caminho Poligonal a

Figura 118 — Comando da Ferramenta Vetor

A.1.17 Comando: Ferramenta Translacao por um Vetor

Observe na Figura [119| que essa ferramenta esta localizada no nono icone da barra
de ferramentas.

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

Ll olol4

} Janela de Algebra b Janela de

RI Reflexfo em Relacio a uma Reta

E‘ Reflexdo em Relago a um Ponto

E Inversdo

°

Rotacio em Torno de um Ponto
$ Translagdo por um Vetor

ke )
Homotetia

Figura 119 — Comando da Ferramenta Translacao por um Vetor

A.1.18 Comando: Ferramenta Reflexdo em Relacdo a uma Reta

A ferramenta esta situada no nono icone da barra de ferramentas (Figura [120)).

Arquive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra » Janela de B -
Reflex3o em Relagdo a uma Reta

IZ‘ Reflexdo em Relagio a um Ponto

E Inversao
. =
.@ o Rotagdo em Torno de um Ponto

Translagio por um Vetor

ke
Homotetia

Figura 120 — Comando da Ferramenta Reflexdo em Relacao a uma Reta
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A.2 Outras Ferramentas Necessarias

A.2.1 Personalizando a Janela de Visualizacao

Observacgao A.2.1. Embora as trés ferramentas citadas a seguir nao sejam mencionadas

no passo a passo das atividades, elas podem ser necessarias para auxiliar nas construgoes.

Mover a Janela de Visualizagao

Essa ferramenta (Figura [121]) é usada para modificar a origem do sistema de co-

ordenadas.

KR

Figura 121 — Ferramenta Mover Janela de Visualizacao

Comando: Mover a Janela de Visualizacao

Conforme mostra a Figura[122] essa ferramenta estd localizada no 1ltimo icone da

barra de ferramentas.

& GeoGebra
Arquive Editar Exibir Op¢Bes Ferramentas Janela Ajuda
A Y [> (j @ ‘{ﬂ-\, & ABC |a=2]‘
‘ kv hd & /-,v /‘/v & 7l £ h i —~ ‘%’v
b Janela de Algebra b Janela de Visualizaga i
2 Ed |:> G%b Mover Janela de Visualizagio
[]
Q Ampliar
5
Q Reduzir

4 L]
(o) Exibir / Esconder Objeto
3 AA Exibir / Esconder Rétulo

A Copiar Estilo Visual

Apagar

Figura 122 — Comando da Ferramenta Mover Janela de Visualizacao

Ampliar e Reduzir

Sao as ferramentas (Figuras e [124]) responsaveis pelo zoom na Janela de Vi-

sualizacao, a fim de aproximar ou afastar a imagem.

Q

Figura 123 — Ferramenta Ampliar
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a

Figura 124 — Ferramenta Reduzir

Comando para as Ferramentas: Ampliar e Reduzir

Essas ferramentas encontram-se no ultimo icone da barra de ferramentas, como

exibido na Figura [125

Arquive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra b Janela de Mover Janela de Visualizagio |-
Ampliar ¢
5
Reduzit my o)
4
Exibir / Esconder Objeto
3 Exibir | Esconder Rétulo
Copiar Estilo Visual
2

Ii‘ Apagar
1

Figura 125 — Comando das Ferramentas Ampliar e Reduzir

A.2.2 Exibir ou Esconder eixos coordenados e malha quadriculada

Para exibir eixos e malha, clicar com o botao direito do mouse na Janela de
Visualizacdo e marcar em eixos ou malha. Para escondé-los basta desmarcar eixos ou

malha.

Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

EY [ 1% 12 o ) B BN I

b Janela de Algebra b Janela de

Janela de Visualizagio

. Eixos ¢
| Malha e —

Barra de Mavegacio

o . &, Zoom 4
EixoX : EixoY 4
Exibir Todos os Objetos

Visualizagio Padrao Ctrl+M

<% Janela de Visualizagdo .
I I I l l

Figura 126 — Caixa de Dialogo da Janela de Visualizacao: Eixos e Malha
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A.3 Configurando os objetos

Exibir Objeto, Exibir Rétulo, Renomear e Propriedades (Cor e Estilo) sao as ferra-
mentas de configuragdes dos objetos utilizadas nas atividades. Para usar tais ferramentas
basta clicar com o botao direito do mouse sobre o objeto (ponto, reta, circulo, entre ou-

tros) a qual se deseja configurar e selecionar, na caixa de didlogo que ird aparecer (Figura

127)), a op¢ao desejada.

Coordenadas Polares
“| Exibir Objeto
As | Exibir Rétulo
& Habilitar Rastro

Renomear
/7 Apagar

7 Propriedades ...

Figura 127 — Caixa de Didlogo do Objeto

A.3.1 Ocultar Objetos e Rétulos

Para ocultar objetos, basta clicar com o botao direito do mouse no objeto e des-

marcar Exibir Objeto (Figura [128) na caixa de didlogo.

Para ocultar rétulos (nome dado aos objetos), basta clicar com o botao direito do

mouse no objeto e desmarcar Exibir Rétulo (Figura [128)) na caixa de didlogo.

3

Coordenadas Polares
Exibir Dbjeto¢
Exibir Ratulo

Habilitar Rastro

L W

Renomear

[

Apagar

Propriedades ...

&

Figura 128 — Caixa de Didlogo do Objeto: Exibir Objeto e Exibir Rétulo

Observacio A.3.1. Também é possivel ocultar objetos e rétulos na Janela de Algebra,

basta desmarcar o icone (Figura [129) que antecede o objeto.
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b Janela de Algebra i
Paonto

Figura 129 — Icone que antecede o objeto na Janela de Algebra

Na Janela de Algebra também é possivel esconder vérios objetos e rétulos ao mesmo
tempo. Por exemplo, para esconder todos os pontos clica-se com o botao direito do mouse
em Ponto (todos os pontos serdo selecionados) e desmarca-se Exibir Objeto. Caso seja de

interesse que alguns desses pontos aparecam, basta clicar nos icones correspondentes.

A.3.2 Renomear

Para renomear um objeto, clicar com o botao direito do mouse no mesmo e na

caixa de didlogo marcar em renomear (Figura [130). Vai aparecer uma nova caixa de

dialogo, conforme mostra a Figura [131| onde deve-se renomear o objeto.

- N
Equacdoy=ax+b

Forma Paramétrica

Exibir Objeto
Exibir Rétulo
Habilitar Rastro

Renomear¢

Apagar

i NZ[F]

fe!
i

Ll

Propriedades ...

Figura 130 — Caixa de Didlogo do Objeto: Renomear

] Renomear Ex
Novo nome para S

| (]

OK Cancelar

Figura 131 — Caixa de Didlogo do Renomear

A.3.3 Mudar a aparéncia dos objetos

No GeoGebra é possivel mudar a cor dos objetos e o seu estilo (tamanho, espessura,
entre outros).
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Para colorir um objeto, clicar com o botao direito do mouse no mesmo e quando
aparecer a caixa de didlogo, marcar em propriedades (Figura. Vai aparecer uma nova
caixa de didlogo (Preferéncias), como exibido na Figura onde deve-se marcar em Cor
(para escolher uma cor). No caso de figuras planas, quando escolhe-se a cor, existe a opgao

transparéncia (0 torna o preenchimento transparente e 100 torna totalmente opaco).

Equacio ax+bxy+cy+dx+ey=f
.| Exibir Objeto
Exibir Rétulo
& Habilitar Rastro

Renomear
4 Apagar

% Propriedades ¢

Figura 132 — Caixa de Dialogo do Objeto: Propriedades

HEEEEN |
1 T (SR < |

visuatizar. [l vermetne 255, 0, 0 (#FFo000)

Transparéncia

U

0 25 50 75 100

Figura 133 — Caixa de Didlogo de Preferéncias: Cor

Também pode-se modificar o estilo dos objetos, como por exemplo, a espessura de

um segmento. Para isso, deve-se clicar em Estilo (Observe a Figura [134]).

b

o
¥ 2

‘ Basico | Cor‘ Estilo | Algebra | Avangdol ngramagﬁo‘

Espessura da Linha

1 2 5 7 8 11 13

Opacidade do Traco

U

[] 25 50 75 100
cemo
Preenchimento: [ Inverter Preenchimento

Figura 134 — Caixa de Diadlogo de Preferéncias: Estilo
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ANEXO B - Passo a Passo das Atividades:

Resumo para o Aluno
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B.1 Passo a Passo para Construir a Casa

Base:
1) Insira o ponto A = (0,0), usando a Caixa de Entrada.

2) Marque o ponto B sobre o eixo OX (largura da casa) usando a Ferramenta

Ponto.

3) Crie a reta ry, passando por B e paralela ao eixo QY. Para isso use a Ferramenta
Reta Paralela.

4) Marque o ponto C' sobre o eixo OY (altura da casa).
5) Construa a reta ry, passando por C' e paralela ao eixo X.

6) Marque o ponto, D, ponto de intersecdo da reta 1, com a reta 7o, usando a

Ferramenta Intersecao de Dois Objetos.

7) Forme o quadrilatero ABDC' usando a Ferramenta Poligono.
Telhado:

1) Marque o ponto E sobre o eixo OY (altura do telhado).

2) Crie a reta r3, passando por E e paralela ao eixo OX.

3) Marque dois pontos na reta r3, por exemplo, F' e GG. Esses pontos devem estar a

uma mesma distancia (mas em sentidos opostos) do eixo OY e da reta r1, respectivamente.
4) Construa o quadrildtero C DGF.

Janela:
1) Marque o ponto H (canto inferior esquerdo da janela).

2) Construa duas retas: a reta r4, passando por H e paralela ao eixo OX e a reta

r5, passando por H e paralela ao eixo OY.
3) Marque o ponto I sobre a reta ry (largura da janela).
4) Marque o ponto J sobre a reta 75 (altura da janela).

5) Crie duas retas: rg, passando por [ e paralela ao eixo Y e r7, passando por J e

paralela ao eixo OX.
6) Marque o ponto, K, ponto de intersecao da reta rg com a reta ;.

7) Construa os segmentos HI, [ K, K.J e JH (marcos da janela). Para a construgao

dos segmentos use a Ferramenta Segmento.
8) Marque os pontos médios de cada marco da janela usando a Ferramenta Ponto
Médio.

9) Construa segmentos ligando os pontos médios dos lados opostos e paralelos
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(vidros da janela).

10) Crie um controle deslizante e configure o mesmo segundo as instrugoes: Marque
em numero e chame de P;. Em Intervalo: valor minimo 0.5, valor maximo o comprimento
da janela e Incremento 0.1. Em Controle Deslizante desmarque Fixo e depois em Anima-

¢ao: Velocidade 1 e Repetir Oscilando.

11) Construa um segmento com comprimento fixo: comega em .J e tem compri-
mento P;. Use a Ferramenta Segmento com Comprimento Fixo. O GeoGebra gera o
segmento JP. Mova o ponto P, usando a Ferramenta Mover, de modo que o segmento

JP fique em cima do segmento JH.
12) Crie a reta, rg, passando por P e paralela ao eixo OX.
13) Marque o ponto de intersegao, @), da reta rg com a reta rg.
14) Construa o quadrilatero PQK J (janela).
15) Anime o ponto P;. Note que a janela abre e fecha.
Porta:
1) Marque dois pontos, S e R, sobre o eixo OX (largura da porta).

2) Construa duas retas: sp, passando pelo ponto S e paralela ao eixo OY e sq,

passando pelo ponto R e paralela ao eixo OY'.

3) Marque os pontos de intersegao, T e U, das retas s; e sy, respectivamente, com

a reta ry.
4) Construa os segmentos RT, TU e US (marcos da porta).
5) Crie um setor circular (R, S, V). Use a Ferramenta Setor Circular.

6) Marque um ponto (renomear para P») no setor circular. Configure esse ponto
indo em Propriedades: Preferéncias (Algebra): Incremento 0.1, Velocidade 1 e Repetir

Oscilando.
7) Construa a reta, s, que passa pelos pontos R e P,, usando a Ferramenta Reta.
8) Trace uma reta, s4, passando pelo ponto 1" e paralela a reta ss.
9) Crie a reta, s;, passando por P, e paralela ao eixo OY'.
10) Marque o ponto de intersegao, W, da reta s; com a reta sq.
11) Forme o quadrilatero RP2WT (porta).
12) Anime o ponto P,. Repare que a porta abre e fecha.
13) Construa uma base retangular para a construgao.

14) Dé um acabamento a construcao: colorindo, mudando estilo dos objetos e

escondendo alguns itens (eixos coordenados, malha, pontos, retas, rétulos, entre outros).
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B.2 Passo a Passo para Construir o Cata-vento

1) Abra o software GeoGebra e habilite o uso da malha.

2) Escolha e marque um ponto A para ser o centro do cata-vento. Use a Ferramenta

Ponto.

3) Crie um circulo, ¢;, de centro em A e raio escolhido, usando a Ferramenta

Circulo dados Centro e Raio.

4) Marque um ponto (renomear para P) no circulo ¢;. Configure esse ponto
indo em Propriedades: Preferéncias (Algebra): Incremento 0.1, Velocidade 1 e Repetir

Decrescente.

5) Faca a rotagao de P, 30° no sentido anti-horario (ou horério), em torno de A.
Para isso use a Ferramenta Rotacao em Torno de Um Ponto. O GeoGebra gera o ponto
P

6) Forme o tridngulo APP’, usando a Ferramenta Poligono.

7) Faga a rotacdo desse tridngulo, 45° no sentido anti-horario (ou horario), em

torno A. Repita esse procedimento com cada novo tridngulo criado.

8) Crie um circulo, ¢y, de centro em A e raio menor que no circulo ¢;. Esse raio

deve ser no maximo 1 do raio de ¢;.

9) Construa uma base triangular para sustentar o cata-vento, sendo o ponto A um
dos vértices desse triangulo e os outros dois vértices devem ser marcados no eixo OX,

usando a Ferramenta Segmento.
10) Crie uma base retangular para a construgao.

11) Anime o ponto P e repare que o cata-vento faz o movimento rotacional do

sentido horério.

12) Dé um acabamento a construcao: colorindo, mudando estilo dos objetos e

escondendo alguns itens (eixos coordenados, malha, pontos, retas, rotulos, entre outros).
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B.3 Passo a Passo para Construir o Carro

Estrutura do Carro
1) Abra o software GeoGebra e habilite o uso da malha.
2) Marque os pontos A = (1,1) e B = (11,1), usando a Ferramenta Ponto.

3) Construa a reta r; que passa pelos pontos A e B. Para isso use a Ferramenta
Reta.

4) Construa a reta ry, passando por A e perpendicular a 7. Para isso use a

Ferramenta Reta Perpendicular.

5) Marque na reta ri, o ponto C' que dista 3 unidades a direita de A, o ponto D
que dista 2 unidades a direita de C' e o ponto E que dista 2 unidades a direita de D.

6) Crie as retas r3, 4, 75 € 7, perpendiculares a r; e passando pelos pontos C, D, E

e B, respectivamente.

7) Marque na reta ry o ponto F' que dista 2 unidades acima de A e o ponto G que

dista 2 unidades acima de F'.

8) Crie as retas r; e rg, perpendiculares a 75 e passando pelos pontos F e G,

respectivamente.

9) Marque o ponto de intersegao, H, da reta r5 com a reta r7 e o ponto de intersegao,

I, da reta rg com a reta r;. Use a Ferramenta Intersecdo de Dois Objetos.

10) Marque o ponto de intersecdo, J, da reta rs com a reta rg e o ponto de

intersecao, K, da reta r4 com a reta rg.

11) Forme o poligono ABIHK G, ligando os pontos A, B, I, H, K e G, respectiva-

mente, usando a Ferramenta Poligono.
Janelas e Porta do Carro
Janelas
1) Marque o ponto de interse¢ao, L, da reta r3 com a reta r;.

2) Forme os poligono FLJG (ligando os pontos F, L, J, G e F, respectivamente)
e forme o poligono LH K J (ligando os pontos L, H, K, J e L, respectivamente).

Porta
1) Forme o segmento JC' e o segmento HE. Para isso use a Ferramenta Segmento.

2) Crie o segmento M N de 0,5 unidades de comprimento, abaixo do segmento
LH e a esquerda do segmento LC'. Esse segmento representa a macaneta da porta. Na
construgao temos M = (4.3,2.7) e N = (4.8,2.7), que foram inseridos pela Caixa de
Entrada.
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Rodas do carro

1) Marque o ponto médio do segmento EB (ponto O) e o ponto médio do segmento

AC (ponto P), usando a Ferramenta Ponto Médio.

2) Crie os circulos ¢; e ¢3. O primeiro de centro em O e raio 1 e o segundo de

centro em P e raio 1. Para isso use a Ferramenta Circulo dados Centro e Raio.

3) Marque um ponto no circulo ¢; e altere seu nome para P; (configure esse ponto
indo em Propriedades: Preferéncias (Algebra): Incremento 0.1, Velocidade 1 e Repetir

Decrescente).

4) Construa o segmento OP;. Esse segmento representa o aro da roda. Note que

a partir dele serao criados os outros aros.

5) Faga a rotagdo (na construcgao, 90° no sentido anti-horario) do segmento OP;
em torno de O, usando a Ferramenta Rotacao em Torno de um Ponto. Repita esse

procedimento com cada novo segmento criado.

6) Marque um ponto no circulo ¢, e altere seu nome para P, (configure esse ponto
indo em Propriedades: Preferéncias (Algebra): Incremento 0.1, Velocidade 1 e Repetir

Decrescente).

7) Crie o segmento PP, que representa o aro da segunda roda. Repare, que
semelhante ao que aconteceu anteriormente, a partir dele serao criados os outros aros da

roda.

8) Faga a rotagdo (na construgao, 90° no sentido anti-horario) do segmento PP,

em torno de P. Repita esse procedimento com cada novo segmento criado.
Estrada
1) Insira os pontos S = (0,0.5), T'= (0,0) e U = (0,—0.5), digitando os mesmos

no Campo de Entrada.

2) Crie as retas s, sg e s3, perpendiculares ao eixo Y e passando pelos pontos S, T

e U, respectivamente.

Criar o movimento do carro
1) Marque os pontos V = (0, —2) e W = (2, -2).
2) Crie o vetor u usando a Ferramenta Vetor.

3) Crie um controle deslizante, usando a Ferramenta Controle Deslizante e con-
figure o mesmo: marque em nimero e chame de P;. Em Intervalo: valor minimo 0,
valor maximo 20 e Incremento 0.1. Em Controle Deslizante desmarque Fixo e depois em

Animagao: Velocidade 1 e Repetir crescente.
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4) Substitua a abscissa do ponto W por P;. Para isso vd na Janela de Algebra,
clique duas vezes com o botao esquerdo do mouse no ponto W e quando ficar selecionado,

apagar o niumero 2 e colocar o nimero Ps.
5) Faga a translagao do carro usando a Ferramenta Translagao por um Vetor.

6) Anime os pontos P, P, e P;. Note que os aros se movimentam no sentido
horario e o carro se movimenta para frente. Repare também que em certo trecho os carros

se sobrepoem. Para solucionar isso, no acabamento, vamos esconder o carro inicial.
Acabamento

1) Esconda pontos, retas e rotulos.

2) Oculte o carro inicial.

3) Dé um acabamento: colorindo, modificando a espessura e o estilo dos segmentos

e linhas, escondendo eixos e escondendo a malha.
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B.4 Passo a Passo para Construir a Flor e Chuva

Chuva
Nuvem
1) Abra o software GeoGebra e habilite o uso da malha.

2) Marcar os pontos, A = (4,10), B = (6,10) e C' = (8,10). Use a Ferramenta

Ponto.

3) Crie os circulos ¢; de centro em A e raio 1,5, ¢ de centro em B e raio 2 e ¢3 de
centro em C' e raio 1,5. Para isso use a Ferramenta Circulo dados Centro e Raio. Esses

circulos representam a nuvem.

Pingos de Chuva

Pingo de chuva 1

1) Marque o ponto D = (3,7) e construa um segmento com comprimento fixo (use
a Ferramenta Segmento com Comprimento Fixo), de tamanho 0,5, que comece em D. O

software cria o segmento DFE.

2) Marque o ponto médio do segmento DE (ponto F'), usando a Ferramenta Ponto
Médio.
3) Construa um circulo d; de centro em F' e passando por D ou E. Use a Ferra-

menta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos.

Observacao: Para objetos muito pequenos torna-se dificil marca-los na Janela de Visuali-
zagao. Para facilitar, podemos ampliar a Janela de Visualizagdo ou marcar os objetos na

Janela de Algebra, clicando com o botao esquerdo do mouse nos mesmos.

4) Construa um segmento com comprimento fixo, de tamanho 0,55, que comece em
F. O software cria o segmento horizontal F'G. Mova o ponto GG, no sentido anti-horario,

para que esse segmento fique na vertical.

5) Forme o tridangulo DEG (poll) usando a Ferramenta Poligono. A unido do

circulo com o triangulo representa o pingo de chuva.

6) Construa a reta r1, passando por B e paralela ao eixo OY. Use a Ferramenta
Reta Paralela.

7) Faga a reflexdo do pingo de chuva em relacao a reta r;. Para isso use a Ferra-
menta Reflexdo em Relacdo a uma Reta. E necessério fazer a reflexdo dos dois objetos
que compoe o pingo de chuva (circulo d; e poll). O GeoGebra gera ¢ e poll’ como reflexao

de d; e poll, respectivamente.

Pingo de chuva 2 (anédlogo ao pingo 1, mudando apenas as coordenadas dos

pontos)
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1) Insira o ponto H = (4.5,7.5), usando a Caixa de Entrada; construa um segmento
com comprimento fixo, de tamanho 0,5 (HI); marque o ponto médio de HI (J); crie o
circulo dy de centro em J, passando por H ou [; construa um segmento com comprimento
fixo, de tamanho 0,55 (JK); mova K para que JK fique na vertical; forme o tridngulo
HIK (pol2).

2) Faga a reflexdo dessa pingo (dy e pol2) em relagao a reta r;. O GeoGebra gera

p e pol2’ como reflexdo de dy e pol2, respectivamente.
Pingo de chuva 3 (andlogo aos outros pingos)

1) Insira o ponto L = (5.75,7), usando a Caixa de Entrada; construa um segmento
com comprimento fixo, de tamanho 0,5 (LM); marque o ponto médio de LM (N); crie o
circulo d3 de centro em N, passando por L ou M; construa um segmento com comprimento

fixo, de tamanho 0,55 (NO); mova O para que NO fique na vertical; forme o tridngulo
LMO (pol3).

Flor
Pétalas
1) Marque o ponto P = (6,3).

2) Crie um controle deslizante, usando a Ferramenta Controle Deslizante e con-
figure o mesmo: marque em nimero e chame de P;. Em Intervalo: valor minimo 0.2,
valor maximo 0.7 e Incremento 0.1. Em Controle Deslizante desmarque Fixo e depois em

Animagao: Velocidade 1 e Repetir Crescente.

3) Construa o circulo ¢, de centro em P e raio P;. Mova P, para que fique no

valor maximo, 0.7.
4) Marque o ponto @, no circulo ¢, a direita e com ordenada igual a 3.

5) Construa um segmento com comprimento fixo, que comece em @ (QR), de

tamanho P;.
6) Crie o circulo r de centro em R e passando por Q.

7) Faga a rotagao (na construgdo, 60° no sentido anti-horario) do circulo r em torno
de P. Use a Ferramenta Rotacao em Torno de um Ponto. Repetir esse procedimento com

cada novo circulo criado.
Miolo

1) Crie um controle deslizante e configure o mesmo: marque em ntimero e chame
de P,. Em Intervalo: valor minimo 0.2, valor maximo 1 e Incremento 0.1. Em Controle

Deslizante desmarque Fixo e depois em Animacao: Velocidade 1 e Repetir Crescente.

2) Construa o circulo ¢ de centro em P e raio P,. Esse circulo representa o miolo
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da flor. Mova P, para o valor méximo, 1.
Caule

1) Marque os pontos de interse¢ao, S e T, da reta r; com o circulo ¢, usando a

Ferramenta Intersecao de Dois Objetos.

2) Marque o ponto U = (6,0) e construa o segmento SU (use a Ferramenta Seg-

mento), que é o caule da flor.
Folhas
1) Marque os pontos V' = (7,1) e W =(8,1).

2) Forme o tridngulo UVW (pol4). Esse poligono representa uma das folhas do

caule.
3) Faga a reflexdo da folha (pold) em relagdo a reta r1. O software gera o pold’.

Criar o movimento dos pingos de chuva

1) Marque os pontos Z = (11,7) e A} = (11,5).
—
2) Crie o vetor vy = ZA;, usando a Ferramenta Vetor.

3) Crie um controle deslizante e configure o mesmo: marque em nimero e chamar
de P;. Em Intervalo: valor minimo 0, valor maximo 7 e Incremento 0.1. Em Controle

Deslizante desmarque Fixo e depois em Animacao: Velocidade 1 e Repetir Decrescente.
4) Substitua a ordenada de A; por P3. Deixe P3 na metade (aproximado).

5) Faga a translacdo do pingo 1 (poll e d;) e da sua reflexao (poll’ e ¢) pelo vetor

uy. Para fazer essa translacdo use a Ferramenta Translacao por um Vetor.
6) Marque os pontos By = (12,7) e C; = (12,5).
s
7) Crie o vetor uy = B1C}

8) Crie um controle deslizante e configure o mesmo: marque em niimero e chame
de P;. Em Intervalo: valor minimo 4.5, valor maximo 7 e Incremento 0.1. Em Controle

Deslizante desmarque Fixo e depois em Animacao: Velocidade 1 e Repetir Decrescente.
9) Substitua a ordenada de C; por P,. Deixe P, na metade (aproximado).

10) Faga a translagao do pingo 2 (pol2 e dz), da sua reflexdo( pol2’ e p) e do pingo
3 (ds e pol3), pelo vetor us.

11) Anime os pontos P;, P», Py e P;. Note que a flor muda de tamanho (de forma

crescente) e que os pingos de chuva movimentam-se para baixo.
e Chao para a Construgao

1) Marcar o ponto D; =(0,0).
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2) Construir a reta ry passando por D; e U, usando a Ferramenta Reta.

3) Dé um acabamento & construgao: colorindo, mudando estilo dos objetos e es-

condendo alguns itens (eixos coordenados, malha, pontos, retas, rotulos, entre outros).
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ANEXO C - Questionarios
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C.1 Questionario: Atividade 1 - Casa

1) Qual é a posicao relativa entre os eixos OX e OY?
2) Qual é o ponto de interse¢ao dos eixos coordenados?

3) O ponto N é ponto médio do segmento JK (que é um dos marcos da janela).
O software GeoGebra fornece as coordenadas deste ponto. Calcule essas coordenadas

algebricamente.

4) Qual é a equacao da reta que passa pelo ponto B = (12,0) e é paralela ao eixo

OY? Comente sobre o coeficiente angular dessa reta.

5) Qual é a equagao reduzida da reta que passa pelo ponto C' = (0,7) e é paralela

ao eixo OX? Comente sobre o coeficiente angular dessa reta.

6) E possivel a partir dos pontos j4 marcados, no telhado, modificar a forma do
mesmo para triangular. Para isso, no GeoGebra, basta passar pelos pontos C' e F' uma reta
t; e pelos pontos D e G uma reta t5 e em seguida marcar o ponto D; de intersecao dessas
retas. Depois é s6 apagar o trapézio e construir o tridngulo C'D Dy, conforme exibido na

Figura abaixo. Mostre como vocé conseguiria achar o ponto D algebricamente.

~ Janela de

[T*c-
1

Fe—| Q Rol4
<!

) c
&) '

Figura: Casa com Telhado Triangular

7) Qual é a posicao relativa entre as retas o (presente no telhado) e sy (presente
no marco da porta, e entre as retas r5 (pertencente ao marco da janela) e ss (pertencente

a porta)? Justifique sua resposta.

8) Qual ¢é a distancia entre as retas r3 (presente no telhado) e ry (presente no

marco da janela)? Justifique sua resposta.
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C.2 Questionario: Atividade 2 - Cata-vento

1) Quando a circunferéncia c;, de centro em A e raio 2, foi construida na Janela de
Visualizagao, o GeoGebra mostrou na Janela de Algebra sua equagao reduzida. Mostre

algebricamente como chegar nessa equacao.

2) Determine a equagao geral da reta t; que passa pelos pontos G e A. Construa
essa reta no GeoGebra (Figura 1) e compare as repostas encontradas com as respostas

mostradas na Janela de Algebra.

3) Determine a equacao reduzida da reta to que passa pelos pontos H e A. Anélogo

ao item 2, construa essa reta no GeoGebra (Figura 1) e compare as respostas.

o [/ F N[ T

Figura 1: Retas Passando no Centro do Cata-vento

4) Qual é a posicao relativa entre a reta t; e a circunferéncia c¢;? Justifique sua

resposta.

5) Qual é a posigao relativa entre o ponto P e a circunferéncia ¢;? E entre o ponto

P e a circunferéncia cy? Justifique sua resposta.

6) Qual é a posicao relativa entre a circunferéncia c; e a circunferéncia cy? Justi-

fique sua resposta.

7) Quando vocé construiu os segmentos AG, GH e HA que formam a base trian-
gular do cata-vento, o GeoGebra mostrou os seus comprimentos na Janela de Algebra.

Determine algebricamente o comprimento de cada um desses segmentos.

8) Calcule a drea do tridngulo que forma a base do cata-vento através do determi-

nante.
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C.3 Questionario: Atividade 3 - Carro

1) Qual é a equagao reduzida da reta, sy que passa pelo ponto 7" = (0,0) e é
paralela ao eixo OX? Use a equacao y — yo = m(x — xg), ja que sdo conhecidos um ponto

e o coeficiente angular da reta.

2) Mostre algebricamente como chegar & equagao reduzida da circunferéncia c;,
de centro em O = (9,5;1) e raio 1 e na equagao da circunferéncia cy, de centro em

P = (2,5;1) eraio 1. Lembre-se que vocé pode conferir os cdlculos na Janela de Algebra.

3) Qual é a posicao relativa entre a reta sq e as circunferéncias ¢; e ¢ 7 Justifique

sua resposta algebricamente.

4) A circunferéncia c representa a translagao da circunferéncia ¢; e a circunferéncia
d representa a translagao da circunferéncia c;. Quando o controle deslizante (P3) estd no
valor méximo, temos como equagao para ¢: (x — 29,5)? + (y — 1) = 1 e como equagio
para d: (x —22,5)?+ (y — 1)> = 1. Comente a relagio entre essas equagoes e as equagoes

de c; e ¢y antes da translacao.

5) Qual é a posigao relativa entre a circunferéncia ¢; e a circunferéncia c¢,? Justi-

fique sua resposta.

6) O ponto O é ponto médio do segmento E B (pertencente a reta ) e o ponto P
é ponto médio do segmento AC' (pertencente a reta r1). O software GeoGebra fornece as

coordenadas desses pontos. Determine essas coordenadas algebricamente.

7) Na Janela de Algebra, podemos ver que os segmentos HK e C'J medem 2.83 ¢ 4
unidades, respectivamente. Determine algebricamente o comprimento de cada um desses

segmentos.

8) Determine a equagao geral da reta t; que passa pelos pontos H e K. Construa

essa reta no GeoGebra (Figura 1) e compare as respostas.

9) Calcule a distdncia do ponto C' até a reta t; usando a relagao da distancia de

_ Jaxe + byo + ¢

um ponto a uma reta, d(P,r) = NN Note que esse resultado é o mesmo

encontrado no GeoGebra (Figura 1).
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Figura 1: Exercicio 8 e 9

10) Explique o procedimento realizado no software para encontrar a distancia do

ponto C até a reta t; e mostre como vocé faria algebricamente.
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C.4 Questionario: Atividade 4 - Flor e Chuva

1) Como chegar, algebricamente, a equacao reduzida da circunferéncia ¢y, de centro

)
em B = (6,10) e raio 27 Confira o resultado na Janela de Algebra.
2) Qual ¢é a posigao relativa entre as circunferéncias c; e co? Justifique sua resposta.

)
3) Qual é a equagao da reta que passa pelo ponto B = (6, 10) e é paralela ao eixo
oY?

4) Qual é a posigao relativa entre a reta r; e a circunferéncia c3? Justifique sua

resposta.

5) Qual é a posicao relativa entre a reta r; e a circunferéncia ¢, quando P, esta no
valor maximo, 1?7 Justifique sua resposta. Em seguida, determine os pontos de intersecao

da reta com a circunferéncia e compare os resultados na Janela de Algebra.

6) Qual é a posicao relativa entre o ponto @) e a circunferéncia ¢ e entre o ponto )
e a circunferéncia ¢, quando P; e P, estao nos valores méaximos, 0.7 e 17 Justifique sua

resposta.

7) Quando vocé construiu o poligono (pold) que representa a folha da flor, o
GeoGebra mostrou na Janela de Algébra sua area. Agora, calcule essa area através do

determinante.
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