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Resumo

Frequentemente a matematica é vista pelos alunos do ensino médio como uma ciéncia restrita a
memorizacao de féormulas e conceitos. Portanto, limitante em sua esséncia. O trabalho busca re-
verter tal visdo através da apresentacio de um novo campo de estudos: A Algebra Tropical. Area
relativamente nova da matematica que guarda a curiosa caracteristica de tratar as operacoes de adi-
cao e multiplicagao de forma diferente da tradicional, ja apresenta resultados praticos interessantes.
A Algebra Tropical sera apresentada de forma didatica, comparando-a com a algebra tradicional e
mostrando as consequéncias das operagoes tropicais no estudo dos polindmios, matrizes e geometria,

além de apresentar algumas aplicagoes préticas.

Palavras-chave: Algebra tropical. Algebra max-plus. Geometria tropical.



Abstract

Often mathematics is seen by high school students as a science restricted to memorizing formulas and
concepts. Therefore limiting in its essence. The work seeks to reverse that view by submitting a new
field of study: Tropical Algebra. Relatively new area of mathematics that keeps the curious feature
to handle the operations of addition and multiplication differently from traditional, already presents
interesting practical results. Tropical algebra will be presented in a didactic way, comparing it with
the traditional algebra, showing the consequences of tropical operations in the study of polynomials,

matrices and geometry, and presenting some practical applications.

Keywords: Tropical algebra. Max-plus algebra. Tropical geometry.
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Introducao

Este trabalho busca apresentar a Algebra Tropical. Através de uma abordagem didatica no plano
serao introduzidos os conceitos que guiam esse novo campo de estudo da matematica.

A partir de sua principal caracteristica, que é tratar de forma diferente a operacoes de adicao
e multiplicacao, serd construido, paulatinamente, o arcabouco teoérico para o estudo de diversas
estruturas matemaéticas como os polinémios e as matrizes além de aplicagoes na geometria.

Pretende-se, com isso, estimular o estudo da matematica, mostrando que h& muita coisa nova e
interessante para se estudar e que ¢é preciso desnudar-se de idéias pré-concebidas e ter a mente aberta
a novos conhecimentos.

Ao admitirmos a possibilidade de realizarmos operagoes tao basicas e sedimentadas como adi¢ao
e multiplicacao, de outra forma, nos deparamos com um mundo novo de possibilidades.

No Capitulo 1 - Apresentacao - introduziremos a Algebra Tropical. Sera feito um breve histoérico
e em seguida serao exibidos os conceitos basicos envolvendo as operagoes (adigdo e multiplicagao)
tropicais e demonstradas suas propriedades.

No Capitulo 2 - Polinémios - serao abordadas as consequéncias das operacoes matemaéticas no
estudo dos polinémios. Serao vistos os conceitos e forma de célculo das raizes dos polinémios tropicais,
0 que vém a ser polindmios equivalentes e polindmios de grau maximo. Por fim serd enunciado o
teorema fundamental da Algebra Tropical.

No Capitulo 3 - Matrizes - serao estudadas as operagoes tropicais envolvendo matrizes, as pro-
priedades dessas operacoes e principalmente o conceito de determinante tropical.

No Capitulo 4 - Geometria Tropical - apresentaremos a geometria tropical. A partir do estudo
dos polinomios tropicais de 2 variaveis serao analizadas as equacoes que dao origem as retas tropicais.
Sera visto também o poligono de Newton associado as curvas tropicais e, a partir desta ferramenta,
partiremos para o estudo das conicas tropicais. Trataremos de algumas generalidades na area como
determinacao de retas e conicas a partir de pontos conhecidos e intersecao de retas tropicais. Por
fim sera feita a anéalise de uma conica particular (exemplo numérico) para fixacdo dos conceitos

apresentados.



Capitulo 1

Apresentacao

1.1 Motivacao

Frequentemente a matematica é vista pelos alunos do ensino médio como uma ciéncia restrita a
memorizacao de formulas e conceitos. Portanto, limitante em sua esséncia.

Nada mais equivocado!

Ao comentar as palavras de Georg Cantor: "A esséncia da matematica estd em sua liberdade",
o matematico Edward Frenkel [17] afirma que "A matematica nos ensina a analisar a realidade com
rigor, estudar os fatos, segui-los aonde quer que nos levem. Isso nos liberta de dogmas e preconceitos,
fomenta a capacidade de inovacao. Portanto, proporciona ferramentas que transcendem o proprio
sujeito."

Neste trabalho sera apresentada a Algebra Tropical. Area relativamente nova da matematica que
guarda a curiosa caracteristica de tratar as operacoes de adicao e multiplicacao de forma diferente
da tradicional.

Ao admitirmos a possibilidade de realizarmos operacoes tao basicas e sedimentadas como essas,
de outra forma, nos deparamos com um mundo novo de possibilidades.

Apesar da formulacao aparentemente exotica, os estudos ja apresentam aplicacoes praticas inte-
ressantes.

Ao trazer a nova tematica a baila, pretende-se estimular o estudo da matematica, mostrando que

é preciso desnudar-se de idéias pré-concebidas e ter a mente aberta a novos conhecimentos.
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O essencial € saber ver,

Saber ver sem estar a pensar,

Saber ver quando se vé,

E nem pensar quando se vé

Nem ver quando se pensa.

Mas isso (tristes de nds que trazemos a alma vestida!),
Isso exige um estudo profundo,

Uma aprendizagem de desaprender

(Alberto Caeiro, in "O Guardador de Rebanhos - Poema XXIV"

Heterénimo de Fernando Pessoa )

O campo tem atraido os estudiosos pela forca dos resultados ja alcancados.

Sera feita uma apresentagao da teoria comparando-a com a algebra tradiconal.

Através de uma abordagem didatica pretende-se mostrar as consequéncias das operagoes tropicais
no estudo dos polinomios, matrizes e até mesmo geometria. Por fim serao vistas algumas aplicacoes

da nova teoria.

1.2 Um pouco de historia

Algebra Tropical é a algebra max-plus e min-plus que teve o termo “tropical” sido adotado em

homenagem ao Matemético IMRE SIMON.
v T J

Figura 1.1: Mateméatico Imre Simon

Hungaro de nascimento, o professor brasileiro Imre Simon graduou-se em Engenharia Eletronica
na USP (1966) e fez importantes contribuigoes na teoria dos semi-grupos.

O termo “tropical” nao tem nenhum significado especial além da visao que os franceses, que
cunharam a terminologia, tinham do Brasil.

Segundo Speyer e Sturmfels [36], o "adjetivo tropical foi cunhado por matematicos franceses,
incluindo Jean-Eric Pin, em homenagem ao colega brasileiro Imre Simon".

Outros matematicos como Dominique Perrin e Christian Choffrut também sao citados como

responsaveis pela homenagem.
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1.3 Semi-anel

Definicao 1.1 Semi-anel € uma estrutura algébrica dotada das operagoes de adi¢ao e multiplicag¢ao

que satisfazem as sequintes condigoes:
o Associatividade
o Comutatividade
o Flemento neutro

e Distributividade da multiplicacao sobre a adicao
Sao exemplos de semi-anel |23]:

e (NU oo, mde, x)

e (NU oo, min,+)

e (RU —o0,max,+)

e (I,maz,min) onde I = [0, 1]

1.4 Algebra max-plus e min-plus

Algebra max-plus e/ou algebra min-plus é a algebra desenvolvida no conjunto T, que é o conjunto
dos reais extendidos, munidos de duas operacoes: adi¢ao e multiplicacao.

Na 4lgebra tropical, as operacoes de adicao e multiplicagao realizam-se de maneira diversa da
tradicional.

O resultado da adicao é o maior ou menor valor entre aqueles envolvidos na operacao enquanto

a multiplicacao é a soma tradicional.

e Algebra max-plus
T=RU {—o0}
Adicao: representada pelo simbolo @
onde: a @ b= maxzx{a,b}
Multiplicagao: representada pelo simbolo ® ou ®

onde: a ®b=a-+b

e Algebra min-plus
T =RU {400}

Adicao: representada pelo simbolo @
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onde: a ® b = min {a,b}
Multiplicagao: representada pelo simbolo ® ou ®

onde: a ®b=a-+b

Neste trabalho apresentaremos a teoria para a algebra max-plus. Para sua correlata os conceitos

sao analogos.

1.4.1 Taboada Tropical

Com essas regras anteriormente expostas temos a seguinte "Taboada Tropical:

©/1 23456789 /1 2 3 4 5 6 8 9
111 2 3 45 67 89 112 3 4 5 6 7 9 10
212234567289 213 4 5 6 7 8 9 10 11
313 33456 7289 314 5 6 7 8 9 10 11 12
414 44456789 415 6 7 8 9 10 11 12 13
519 5 5 5 5 6 789 516 7 8 9 10 11 12 13 14
6|6 6 6 6 6 6 7 89 6|7 8 9 10 11 12 13 14 15
T\T 7T T T T T 89 718 9 10 11 12 13 14 15 16
818 8 8 8 8 8 8 89 819 10 11 12 13 14 15 16 17
999 99 99 9 9 99 9|10 11 12 13 14 15 16 17 18

1.4.2 Propriedades

Para todo a,b,c € T e m,n € N valem as seguinte propriedades, que podem ser verificadas e
aprofundadas em [5], [14], [16], [18], [22], [31], [35]-
Adigao
1. Elemento neutro - a ® (—00) = a
2. Associatividade - a® (b®c) = (a®b) @ ¢
3. Comutatividade - a®b=b@ a

4. Idempoténcia - a @ a = a

Multiplicagao
5. Elemento neutro- a ® 0 =«

6. Inverso multiplicativo - a # —o0 = 3b,a ©b =0
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7. Associatividade - a ® (b®¢) = (a®b) © ¢
8. Comutatividade - a ©b=b0a
9. Distributividade em relagio a adi¢do - a ® (b®c¢) = (a®b) & (a ® ¢)

10. Elemento absorvente - a ® (—00) = —o0

Poténcia

11. a" = n.a
12. a™ ® a™ = a™mo"
13. (a™)" = a™")

4. a™ O b = (a ® b)™

1.4.3 Demonstracao das Propriedades

Propriedade 1: O elemento neutro da adi¢ao na algebra tropical é —oo, também denotado como e

a® (—o0) = max{a,—c0} =a

Propriedade 2: a® (b®c¢) = (a®b) D¢
a® (bdc) =max{a,(bdc)}
= maz{a, maz(b,c)}
= max{a,b, c}
= maz{maz(a,b),c}
= maz{(a ®b),c}
=(a®@b) @c

Propriedade 3: a®b=0%a
a®b =mazx{a,b}

= max{b,a}
=b®a
Propriedade 4: a ®a =a
a®a =mazx{a,a}
=a

Propriedade 5: O elemento neutro da multiplicagao na algebra tropical é 0, também denotado como
ea®0=a+0=a

Propriedade 6: a # —oco = 3Alb,a® b =0
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Propriedade 7: a ® (b®c¢)=(a®b) ® ¢
a®boc) =a+ (b+c)

=a+b+c
=(a+b)+c
=(a®b)oOc
Propriedade 8: a ©b=00a
a®b =a+b
=b+a
=bOa

Propriedade 9: a ® (b®¢) = (a ®b) ® (a ® ¢)
a®(bdc) =a+max{d,c}
=mazx{a ® b,a ® c}
= maz{a+b,a + c}
=(a+b)®(a+c)
=@ob)@(adc)

Propriedade 10: ¢ ® (—o0) = —00 = (—00) @ @

Propriedade 11: a
an :g@a[@...@a@g

"'
n vezes

=ata+---+ata

v~
n vezes

=n.a

=n.a

Propriedade 12: a™ ® a™ = a™®"

a"©a" =a0a®---0a0a0a0a®- ---0abda

v~ '

m vezes n vezes
=ata+---+atatat+at---+ata
Vv v
m vezes n vezes

=a+a+---+a+a

Vv
m-+n vezes

=a0a©---0abda

~~
m © n vezes

mon

=a

Propriedade 13: (a™)" = a™")
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(@) =(a")® (") o o © (a") © (a™)

:a@@a@@a@@a
————— —————

m vezes m vezes
/
g
n vezes

P
@@---@mvezes/

g
n vezes

Vv
m™ vezes

(m™)

=a

Propriedade 14: ¢™ ® 0™ = (a ©® b)™
a" O =a0a®--0a0aObOLO - -ObODb

=ata+--+tata+btb+---+b+b
m:fgzes m:/gzes

=(a+b)+(a+b)+---+(a+b)+ (a+D)

N J
g

m vezes

=(@Ob)O(@Ob) O -0 (a®b) O (a®b)

= (a @ b)™



Capitulo 2

Polinémaios

2.1 Conceitos Gerais

2.1.1 Mono6mio

Mono6mio é uma expressao algébrica composta pelo produto de um coeficiente e variaveis (literais).
Mais precisamente: ax’y’z*,a,i,j,k € N

Na 4lgebra tropical o monémio do exemplo acima adquire a forma a® 2' © 3/ ® 2, 0 que equivale,
na algebra tradicional, a: a +i.x + j.y + k.z.

Ou seja, um monomio tropical é uma funcgao linear com coeficientes inteiros.

Seja, entdao, o mondmio tropical de uma variavel: a ® 2. Na élgebra tradicional P(z) = a + i.x.

Graficamente, 0 mondmio estard representado na figura 2.1.

Figura 2.1: Grafico de a ® 2' (a + i.x)

onde tanf =i
Ou seja, o coeficiente a do monomio é o ponto no qual a reta intersecta o eixo OY e o expoente
(1) da variavel é o coeficiente angular da reta.

Como ¢ > 0, a funcao definida pelo mondmio tropical é nao-decrescente.

2.1.2 Polindmios

Um polinémio tropical, por sua vez, é uma combinacao de monomios tropicais:

11
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P(zy,...,2,)=a@zl 0z 0z @bosl 02l 0l @ ...

a,b,i,7 €N

Observacao 2.1 Assim como na dlgebra tradicional, um polinémio tropical em uwma varidvel repre-

senta uma funcao p: T — T que possui a sequinte forma:
P(zx) = @ a; ®
i=0

Ou seja, na algebra tradicional P(x) = mﬁaox{ai +i.x}.
Logo, uma funcao polinomial tropical é uma funcao afim por partes e podera ser representada

graficamente como na figura 2.2.

Figura 2.2: Grafico de uma fungao polinomial tropical de uma variavel

2.2 Raizes

Na élgebra tradicional, as raizes de uma fun¢ao polinomial P(z) sdo os pontos = tais que P(z) = 0.
Isso nao se aplica a algebra tropical. De fato, observe a seguinte funcao:
Plx)=4@3 02 (2.1)
Se uséssemos da analogia, as raizes seriam os pontos tais que P(z) = —oo. Para a equagio
proposta, contudo, nao ha solucao possivel. Senao, vejamos:
P(z)=4630 2
P(z) = max{4,3 + 2z}
P(x) >4

Ou seja, P(x) nunca serd —oo.
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Definicdo 2.1 As raizes de um polindmio tropical P(x) = @, a; © ' sdo os nimeros xo para os

quais existem i e j, distintos, tais que P(x) = a; + iz = a; + jxo.
Ou seja, o maximo de P(x) é atingido pelo menos duas vezes em z

Definicao 2.2 A multiplicidade de uma raiz € dada pela diferenca entre as inclinac¢oes das retas que

se encontram neste ponto.

Graficamente, as raizes de uma funcao polinomial tropical sao os pontos para os quais o grafico
de P(z) tem uma “quina”. Ou ainda, as raizes sao os pontos nos quais a fun¢ao muda a inclinagao

(ver figura 2.3).

Figura 2.3: Zeros de uma func¢ao polinomial tropical de uma variavel

Passemos, entao, a calcular as raizes de polindmios tropicais de uma variavel.

2.2.1 Polinémio com uma variavel e grau 1

Seja o polinémio P(z) =a ®bO x
Entao
P(z) = max{a,b+ x}

Como a raiz é o ponto comum entre as funcoes afins que compoem o polinémio temos:

a=bt+tzrz=x=a—-0>

2.2.2 Polindmio com uma variavel e grau 2

Seja o polinémio P(z) =a ®b Oz ® c® z?
Entao
P(z) = max{a,b+ x,c+ 2z}

Logo, para célculo das raizes temos as seguintes equivaléncias:

a = b+x > c+2z (I)
a = c+2zx > b+ax (I
b+z = c+2x > a (I11)
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i — b

Figura 2.4: Grafico de um polinémio tropical de grau 1

Por se tratar de um polinomio de grau 2, serao 2 raizes ou 1 raiz de multiplicidade 2.

Anaélise das situagoes possiveis:

LY L

b+
a=h

Jo4lx

Figura 2.5: Grafico de um polinémio tropical de grau 2
e Condicao (I)

TN e

a>c+2x

a>c+2a—0)

14
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a>c+2a—2b

e Condicao (II)

a—c
a=cH+2r=|zr= 5
a>b+x

a—c
>
a >0+ 5
2a >2b+a—c

e Condicao (III)

b+:1::c—|—2x:>

b+x>a

b+b—c>a

Assim, podem ser atendidas simultaneamente as condi¢oes I e III ou a condicao II. No primeiro

caso as raizes do polinomio serao r1 = a — b e zo = b — ¢. No segundo caso haverd uma raiz de
a—c

multiplicidade 2, x =
Analisando o polinomio 2.1 temos:
P(z)=40302°=4®-cc+1®302°

ou seja,

P(x) = max{4, —oo + z,3 + 2z}
onde: a =4,b=—00,c=3
e Condigao I e II
a<2b—c
4 <2.(—o00) — 3 (FALSO)
Condicdo NAO ATENDIDA

e Condicao III
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a<2b—c¢
4 <2.(—o00) — 3 (VERDADEIRO)
Condi¢ao ATENDIDA

a—c
Entao P(x) = 4@ 3 ® 2? possui uma tnica raiz de multiplicidade 2, x = 5
4—3 1
rT = — = —
2 2
Graficamente:
flz) = A=([05, 4
iG]
Jalx) =S+ 2a

Figura 2.6: Zeros da fungio P(z) =4 & 3 © 2?

2.2.3 Polindmio com uma variavel e grau "n”

A medida que o grau “n” do polinémio cresce, mais rapidamente cresce o numero de equagoes e
inequacgoes a serem analisadas para que se obtenha algebricamente as raizes do polinomio.

Para tais casos utiliza-se entao o poligono de Newton.

n
Definicao 2.3 O poligono de Newton associado a um polinémio tropical P(x) = @ai Oxt éa
i=0

envoltdria superior convera dos pontos (i,a;).

Tomemos como exemplo o polinomio de grau 2: P(z) =a®bOz & c® 22

Ao plotarmos os pontos (1,a), (2,b) e (3, ¢) para construir o poligono de Newton associado a P(x),
nos deparamos com duas possibilidades de envoltoria superior convexa, conforme se vé nas figuras
2.7e2.8.

Se observarmos o estudo apresentado na secao 2.2.2 veremos que foram exatamente duas as
possibilidades de configuragao do polindomio com uma variavel e grau 2. Isso porque existe uma
bijecao entre o polinémio e seu poligono de Newton associado.

Vejamos inicialmente o caso apresentado na figura 2.7.
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b
b .
1] 1 2 0 1 2
Figura 2.7: Poligono de Newton associado a Figura 2.8: Poligono de Newton associado a
um P(x) de grau 2 um P(x) de grau 2

a+c . - .
Neste caso b > — Os trés pontos (i, a;) estao sobre a envoltoria do poligono de Newton.

. ~ . . , . n .
Cada ponto equivale a um mondémio que em algum momento foi 0 maximo de P(z) = mafc{ai+zw}.
1=
Também podemos notar que o poligono de Newton é composto por dois segmentos e o polindmio

possui 2 raizes.
a—+c

No caso da figura 2.8 em que b < , 0 poligono de Newton possui um tnico segmento e o
polindbmio uma tnica raiz.

Ou seja, cada raiz do polindmio corresponde a um segmento do poligono de Newton associado,
de tal modo que as raizes do polinomio podem ser definidas pela aresta correspondente do poligono
de Newton.

Pode-se mostrar que as raizes de um polindmio tropical sao o inverso da inclinagao de cada um
dos segmentos de reta que compoem o poligono de Newton associado.

Por exemplo, no caso da figura 2.7 temos as seguintes inclinacoes:

b—a
tan@l—l_o—b—a
—b
tanfp = —— =c—>
2—1

As raizes serao, portanto, "a — b” e "b — ¢”, exatamente o calculado na secao 2.2.2.
De igual modo, para o caso da figura 2.8, temos:
c—a c—a

tan93:2 0=

Logo a raiz sera , também como ja visto na segao 2.2.2.

Assim, o poligono de Newton associado a um polinomio P(z) de grau "n” tera a forma geral da
figura 2.9.

Verificamos, portanto, que é mais simples estudar o polindémio com ma variavel e grau "n” através

de seu poligono de Newton associado.
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o 1 2 n-1 n

Figura 2.9: Poligono de Newton associado a um P(z) de grau "n”

Obviamente o poligono de Newton associado a um polinémio de grau “n” tera, no maximo, “n”
segmentos. Sendo o nimero de segmentos menor do que “n”, significa a existéncia de multiplicidade
de raizes.

Como conseqiiéncia da definicao 2.2 a multiplicidade da raiz serd dada pela diferenca entre as

abscissas dos lados que compoem o respectivo poligono.
6

Ou seja, tomando P(z) = @ai ® ', tal que o poligono de Newton associado seja o grafico
i=0
2.10, temos um polind6mio com trés raizes, ja que o poligono de Newton associado é formado por trés

segmentos.

a2

a3

EL

al

af
al

ad &

1] 1 2 3 4 § i

Figura 2.10: Poligono de Newton da funcao

Como a raiz é o inverso da inclinagao do segmento de reta, entao:

a2 —ag Gz — Qg
2-0 2

r =
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a5 — a9 a5 — a9
To —= — = —
? 5— 2 3
= e

Observe que, apesar do grau do polindmio ser 6, foram encontradas “apenas” trés raizes, isso
9y ) )
porque existe multiplicidade.

Entao a multiplicidade serd dada por:

m1:2—0:2
m2—5—2:
TTL3—6—5:1

Ou seja, este polindmio possui raizes 71,75 e 3 com multiplicidade 2, 3 e 1, respectivamente.

2.3 Polindmios Equivalentes

Definicao 2.4 Dois polindomios tropicais sao ditos equivalentes quando, apesar de diferentes, repre-

sentam a mesma funcao polinomial tropical.

Vejamos o exemplo:

fz)=2040z0202" (2.2)

g(r)=204020302*®202" (2.3)

y o

Figura 2.11: f(z)=2®40z9206 z* Figura 2.12: g(z) = 204020302 @20 2!

Observe que, apesar de f(x) e g(x) serem diferentes, representam a mesma func¢ao polinomial e
possuem, portanto, a mesma representagao grafica. Diz-se que f(x) é equivalente a g(x) ou simples-
mente (f ~ g).

Analisemos agora f(z) e g(x) utilizando o poligono de Newton.
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Observacao 2.2 Polindmios tropicais equivalentes possuem o mesmo poligono de Newton associado.

Utilizando os exemplos 2.2 e 2.3 temos os poligonos de Newton das figuras 2.13 e 2.14.

J J
! ! P
1 1
1} 1}
0 1 2 3 4I 0 1 2 3 4
Figura 2.13: Poligono de Newton de f(x) Figura 2.14: Poligono de Newton de g(x)

Podemos observar que o poligono é o mesmo. O que seria de se esperar, ji que, como visto
anteriormente (figuras 2.11 e 2.12), ambas as func¢oes possuem as mesmas raizes.

De forma genérica, considerando um polinomio qualquer, verifica-se que, o acréscimo, supressao
ou simples modificacao de pontos, que nao altere a envoltoria do poligono de Newton associado nao

alterard também as raizes da fungao polinomial.

2.4 Polindomio de Coeficientes Maximos

Definigao 2.5 O coeficiente a; de um polindmio tropical P(x) é dito coeficiente mdzimo se, para

qualquer b > a;, o polinémio Q(x) formado pela substituicao de a; por b nao for equivalente a P(x).

Definicao 2.6 Polinomio de grau mdzimo € o polindmio cujos coeficientes sao todos coeficientes

MAarimos.

Todo polinémio tropical é equivalente a um tnico polinémio de coeficientes maximos e as raizes
desse polindémio sao as raizes do polindémio de coeficientes maximos equivalente.

Passemos entao a calcular os coeficientes maximos de um polinémio tropical.

Tomemos o polinémio P(z) = @ a; ® ' cujo poligono de Newton estd representado na figura
2.15.

Observe que os pontos que definem a envoltoria {r, j, k,n} ndo podem sofrer variacao sob pena
de modificarem o poligono. Eles ja sao pontos de maximo. Entao, a,,a;,a; e a, sao coeficientes
méaximos. H& que se enfatizar que os pontos extremos {r,n}, sio pontos de maximos, ou seja, 0s
coeficientes dos monomios de menor e maior grau do polindémio sao coeficientes maximos.

Se a; e ap, k > j sao coeficientes maximos, entao, tomando-se 7, tal que 7 < ¢ < k, teremos a;

situado no segmento (j, a;)(k, a;) ou abaixo dele no poligono de Newton associado.
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r j I n

Figura 2.15: Poligono de Newton de P(x) = @Pa; ©® 2

Ou seja, a; serd coeficiente maximo ou serd no maximo o valor calculado na seguinte equagao

obtida pela relacao entre triangulos equivalentes:

aj—ai_aj—ak

i—j  k—j

Desenvolvendo temos:

(a; —ax)(i —j)
k—j

aj—ai:

(ax — a;)(i — j)

a; = k’—j +Clj
(i — ) —a;(i — j) +a;(k - j)
a; = .
k—j
Y ar(i —j) —a;j(k—j—1i+j)

k—j

_ag(i =) —a(k =)
a; = ;
k—j

Logo, o coeficiente maximo do polinémio sera obtido por:

a,-:maa:{{ai}u{ak(i_jl)c:jj(k_i) |T§j<i<k‘§n}}

2.5 Teorema Fundamental da Algebra Tropical

Na secao anterior vimos os conceitos de polinomio de coeficientes méximos e funcoes polinomiais

tropicais equivalentes.



CAPITULO 2. POLINOMIOS 292

Com base nesses conceitos passemos a enunciar o Teorema Fundamental da Algebra Tropical,
cuja prova pode ser encontrada em [37].

n

Teorema 2.1 Se P(z) = @(u@:ﬁ e € um polinomio de coeficientes mdzimos, entao P(x) pode ser
i=0
escrito, de forma tnica, como:

Tp—ip—1 t2—11
Qi —1 — Qi i, — Qjy
P(ﬂf)—anG(x@—. : @0 (oe 22—
b — 11 29— 10

Como todo polinémio tropical é equivalente a um tnico polinémio de coeficientes maximos, entao,
todo polindmio tropical s6 pode ser fatorado de forma tnica como produto de fatores lineares.

Esse teorema nao se aplica a polinémios com mais de uma variavel.
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Matrizes

3.1 Matrizes

As matrizes tropicais, tal qual na algebra tradicional, compoem-se de um conjunto de elementos
dispostos ordenamente em uma tabela com linhas e colunas bem definidas.
O que a algebra tropical traz de mudancas sao alguns tipos de matrizes e as operacgoes, que serao

vistas a seguir.

3.1.1 Matriz nula e matriz identidade

A matriz nula é uma matriz formada por elementos iguais a zero. Ocorre que, na algebra tropical
(max-plus), o elemento neutro da adi¢do ndo é zero e sim —oo.

Entao a matriz nula ter& a seguinte configuracao:

De modo anélogo, a matriz identidade é aquela na qual a diagonal principal é formada por
elementos iguais a 1 e os demais iguais a zero.

O 1, que é o elemento neutro da multiplicacao tradicional, serd substituido por 0 que é o elemento
neutro desta operacao tropical.

A matriz identidade seré:

0 —00 —00
_m 0 TR —m
1] ==
S0 —00 .- 0

23
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3.1.2 Operagoes tropicais com matrizes

Da mesma forma que na algebra linear teremos as seguintes operacoes com matrizes, para o € T e
A, B e T

e Adicao

A® B := (AZ] ) Bzg) = ma:c{Aij, Bij}; para 1< Z,] <n

e Produto por escalar

a®A=(a0A;)=(a+A4;),paral <i,j<n

e Produto matricial

AR B = (@(Azk ® Bkj)) = (max{Ay + By;}), para 1 < 4,5 <n

k=1

3.1.3 Propriedades

Dadas as matrizes A, B,C' € T™*" e o € T, temos as seguintes propriedades, que podem ser avistadas,

juntamente com suas respectivas demonstracoes, em [6], [5]:

1.

2.

3.

Existe uma matriz nula tal que A @ [—oo] = A
ApB=BdA

Ao (BaC)=(AeB)aC

aOA=A0«

a®(AeB)=(a0A) & (a® B)

Sejam A uma matriz m X n, B uma matriz n X p, C uma matriz p X ¢q. Entao:
(A B)@C=A® (B C)

a®A®B)=AR(a®B)=(A®B)o«

Seja A uma matriz quadrada n x n. Entao:

ARTI=1A=A

3.1.4 Demonstracoes

Propriedade 1:

A @ [0] = max{A;;, —o0} =A

Propriedade 2:

A ® B =maz{Ay, By} = max{By;, Ai;} = B® A
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Propriedade 3:
A () (B @ C) = maw{Aij, mCL[IZ’{Bi]’, Clj}} = ma:v{Aij, Bij7 CU} =

= max{max{Ai;, Bi;},Cij} = (A®B)® C

Propriedade 4:

a®A=
Ay - Ay, a+ A, - a+ A,
a® : : = : : =
Aml Amn a+Am1 04+Amn
An+a -+ Ap+a
Am1+04 Amn+05
Propriedade 5:
a®(A®B) =
[ a+max{Ay, B} - a+maz{A,, Bi,}
a+max{Ani, B} -+ a+max{An., Bun}
[ max{a+ Ay, a+ B} -+ max{a+ Ay, a+ B}
max{a+ Api,a+ By} -+ max{a+ Apn, a + B}

= (@@ A)® (a6 B)

Propriedade 6:

25
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(A ® B) RC = é ((é(Azk & Bkl)) ® Olj) =

= max { max {A;x + B} + Ci;

1<i<p | 1<k<n

= Imax { max {A kT Bkl + Clj}

1<i<p | 1<k<n

1<k<n | 1<I<

= Imnax
1<k<n

—_—— Y\ — Y — ——

= max {max {Aix + Bu + Ci;}

Aip + max {Bu + Ci;}

n p
= @ A ® (@(Bm ® Clj))
k=1 =1 kj

—A® (B®C)

Propriedade 7:
a®(A® B) =a+max{Ay + By} =
=mar{Aix + o+ By} = A® (e ® B)

Como pela propriedade 4 a ©® (A® B) = (A® B) ® «

entao:

a®(A®B)=A® (a0 B)=(A®B) o«
3.1.5 Poténcia tropical de uma matriz
Seja A uma matriz quadrada n x n. Entao:

A=A A® @A

Vv
kvezes

n

®k:@@... @ [As, ® Aiys, @ -+

i1=1dio=1  ip_1=1

® Ay ;]

k-1 . .
1<a,..., 01 <n
= max {Z Ay, S ‘

Prova:

Por inducgao temos que, para k = 2:

26

(3.1)
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A®A= (é(flm ® Am‘))

i1=1
a equacao ¢ valida.
Para k = 3:

AP = A AR A=A® (A® A)

A®3 = é (Azzl ® (é(Allm ® Alzﬂ)))

i1=1 i2=1

A% = @ @[An‘l ® A, @ Aiyjl
i1=1149=1
a equacao também é valida.

Supondo valida para algum k:

A®F = @EB e EB [Asi, ® Aiyiy ® - ® Ay

i1=1dio=1  ip_1=1

ABHHL = A g A®k

n

A®k+1 = @ Aiil X @ @ o @ [Ai1i2 ® Ai2i3 Q- ® Alk]]

i1=1 io=11i3=1 ip_1=1
n n n
®Rk+1 __
4~ Dl @ Ay o0 40
i1=11i9=1 =1

ou seja, ¢ valida para k + 1, logo é vélida Vk.

Convenciona-se que A®? = [I]

3.2 Determinantes

Na algebra tradicional o determinante de uma matriz A é calculado da seguinte forma:

det[A] = Z ((—1)J H(lw(i)>

P
Onde:

p: Todas as n! permutacoes possiveis entre os indices 1.

J: Ndmero de permutacoes para determinada configuracao do conjunto o).

o@): Conjunto contendo todos os indices permutados.
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Ou seja, no caso de uma matriz 3 x 3, teremos p = 3! = 6:

S U R W NN =D
— NN W~ N W
— N = NN = O

Entao:
det[A]:sx:’) = (11.022.033 — A11.023.032 + A12.023.031 — A12.021.0433 + A13.0421.A432 — (13.0422.031

Como na algebra tropical nido tem sentido falar em subtragao, entdo o termo (—1)” desaparece e o

determinante tropical passard a ter a seguinte formula geral:

tropdet[A] = EB (@ az‘a(l‘))

P =1

Para uma matriz [A]s«3 o determinante tropical seré:
tropdet|Alsxs = max{ai+ax+ass, aj1+ass+ass, a12+ass+as;, Gra+a+ass, a13+as+ass, a13+as+as; }

Se 0 méaximo for atingido 2 ou mais vezes diz-se tratar-se de um determinante SINGULAR.

As propriedades do determinante tradiconal a seguir nao se aplicam ao determinante tropical:
o det[A + B] = det[A] + det|B|

o det[A.B] = det[A].det[B]
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Geometria Tropical

4.1 Conceitos Gerais

Quando abordamos o tema "polinomios", o fizemos para 1 variavel apenas.

Se agora tomarmos um polindmio com 2 variaveis:

2%
A representagao grafica dessa fungao polinomial serd uma curva tropical.

Na algebra tradicional P(z,y) = max{a;; + iz + jy}.
l’]

Definicao 4.1 A curva tropical C definida por P(x,y) é o conjunto dos pontos (zo,vo) tais que
existam (i,7) # (k,1) que verifiquem P(xo,Y0) = aij + ixo + jyo = ap + kzo + lyo.

Esta definicao serd melhor explorada algébrica e graficamente mais adiante.

Faz-se necessario, inicialmente, introduzir alguns conceitos:

e Aresta (e)

Trecho da curva tropical C, onde

a;j +1To + jyo = ag + kxo + lyo

e Vértice (v;)

E o ponto onde duas ou mais arestas se encontram. E uma raiz do polinomio.

e Peso da aresta (w)

O peso da aresta de C serd dado por:

w=MDC(|i — kI, |j — 1)

29
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e Grau

Grau(P(z,y)) = max{i+ j},Va;; # —o0

4.2 Retas Tropicais

Seja o polinomio P(z,y) =a®b®x @S c®y. P(x,y) é uma fungio polinomial de duas variaveis que
pode ser reescrita como:
P(z,y) =ap 02’ 0y’ Bapnor' 0y’ @an 02’0y

Ou seja, ¢ uma funcao de grau 1.

Na algebra tradicional a fungao sera dada por:

P(z,y) = mazx{a,b+ x,c+ y}

Utilizando-se desta igualdade e das defini¢oes da secao anterior temos:

a = b+z > c+y (I)
a = ct+y > b+ax (I
b+r = c+y > o (1)
e Condigao (I)
r=a—>
y<a-—c
e Condicao (II)
y=a—c
r<a-—>
e Condicao (III)
y=x+(b—c)
r>a—>b
y>a—=c

Logo, o vértice da curva é (a — b, a — ¢).

Todas as arestas possuem peso 1.
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Graficamente temos a forma geométrica representada na figura 4.1 e denominada "reta tropical”.

e —boa—)

Figura 4.1: Reta tropical

Abordemos, agora, algumas situacoes que podem ocorrer em funcao dos coeficientes da funcao.

4.2.1 Reta tropical: bOxzPcOy

Como a = —oo, entao
b+xr=c+y
y=x+(b—c)

Representagao grafica: Figura 4.2

4.2.2 Reta tropical: a®cOy

Como b = —o0, entao

a=c+vy

Representagao grafica: Figura 4.3

4.2.3 Reta tropical: abbO x

Como ¢ = —o0, entao
b+zxr=a

Representagao grafica: Figura 4.4

4.3 Poligono de Newton

O poligono de Newton é uma ferramenta utilizada no estudo de polinémios.
Na se¢ao 2.2.3 ja fizemos uso dele. Naquela oportunidade, o poligono associado ao polinémio de

1 variavel era formado pela envoltéria superior convexa dos pontos (i, a;).
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Figura4.2: b0z dcOy Figura 4.3: a®cOy Figura 4.4: a®bo
Desta feita utilizaremos o poligono definido pelos pontos (i,j) dos monémios que compoem o
polinémio a ser estudado.

Definicao 4.2 O tridngulo dual associado ao vértice v = (xo,yo) de uma curva C definida pelo
polinémio tropical P(x,y) e denotado por A, é a envoltdria convera formada pelos pontos (i,7) tal

que P(x0,y0) = a;; + o + jyo.

Vamos iniciar analisando uma func¢ao polinomial de 2 varidveis e grau 1.

P(z,y) = @aij Oz oy
iJ

Como i + j < 1, entao:
P(x,y) = maz{ago, a10 + x,an + y}

i u

fty + &

(0,0} (1,0)

Figura 4.5: Poligono de Newton de uma reta tropical

Observe na figura 4.5 que cada uma das areas delimitadas pelas arestas da curva corresponde a
um dos monoémios do polindémio e que o expoente de cada um deles formard um conjunto de pontos
(1,7) tal que, se plotados, definirdo um triangulo.

Note, ainda, que cada lado do triangulo corresponde a uma aresta da curva, sendo perpendicular
a ela.

Esse triangulo é o poligono de Newton associado & curva tropical C' e serd denotado por Ac.

Se extrapolarmos e generalizarmos essa idéia para uma curva tropical de grau d, teremos que o
poligono de Newton associado serd Ay, ja que i + j < d. Os pontos definidores de A4 serdao (0,0),
(d,0) e (0,d), se a;; # —oc.
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Figura 4.6: Poligono de Newton de uma curva tropical

Definicao 4.3 A subdivisao dual de uma curva C' definida pelo polindémio tropical P(x,y) de grau d

¢ a uniao do tridngulos A, para cada vértice v de C.

A=A (41)

A figura 4.6 nos mostra uma divisao dual de um poligono de Newton e determina a forma da
curva tropical associada além de outras informacoes sobre ela.
O Teorema a seguir aplica-se a construcao dos poligonos de Newton associados a curvas tropicais.

Maiores detalhes do mesmo encontra-se disponivel em [32].

Teorema 4.1 1. Dois segmentos de Ay nao se interceptam, exceto nos vértices ou se $a4o coinci-

dentes.
2. Toda envoltéria de Ag é conveza.

3. Cada envoltoria A, corresponde a 1 vértice v;

4.4 Conicas

4.4.1 Introducao

Conica tropical é a figura geométrica determinada por uma funcao polinomial tropical de duas va-
riaveis e grau 2.

Assim, uma conica tropical terd a seguinte forma geral:

Plz,y) =a0r’0b0rydcOy’ @dorde0yd f

Conforme ja visto na sec¢ao 4.3, o poligono de Newton associado serd A,, ja que i + 5 < 2.
A, tera como vértices de sua envoltoria: (0,0), (0,2) e (2,0) e como vértices internos: (1,0), (0, 1)
e (1,1)
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Esse vértices podem se combinar de diversas formas, sempre com a;; # —oo e respeitando o
teorema 4.1.
Como forma de identificar as curvas, utilizaremos a classificagdo adaptada de [15], e adotaremos

a seguinte notacao:
Caso Xy {61, ...,0,}

onde:
X - é o numero de coeficientes de P(x,y) diferentes de —oo
y - coeficiente(s)(literal) de P(z,y) = —oo

0; - é o coeficiente angular das semi-retas e segmentos que representam os monomios de P(z,y)

4.4.2 Analise algébrica de P(z,y) com grau 2

Considere-se o polinémio tropical:
Pz,y)) =a02°®b0ry®c0y’ ®doz®eyd f

Entao

P(z,y) = maz{a+2z,b+x+y,c+2y,d+z,e+y,f}

Conforme definicao 4.1, os termos da expressao anterior combinar-se-ao em igualdade dois a dois e
serao maiores que os demais termos.
Como sao seis termos, ter-se-ao CS possibilidades.

Passemos a analisar cada uma delas e definamos as condicionantes geradas:

c+ 2y
d+x

Situacao 1: a+2x=b+zx+y > N Condicionante = { 2b>c+a
erTy

S

b+z+y
d+zx

Situagao 2: a + 2z = c+ 2y > N Condicionante = { 2b<c+a
ery

f

b+x+y
c+ 2y

Situagao 3: a+2x =d +x > N Condicionante = { 2d> f+a
ery

f
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b+x+y b—a<e—d
+ 2 2¢e > f+c
Situacao 4: a+2x =e+y > ey Condicionantes = !
d+z c—a<2e—d)
f f—a<2(e—0)
b+x+y
c+2 ..
Situagao 5: a+2x = f > q Y Cond1c1onante=>{ 2d<a+ f
+x
et+y
a+ 2z
o d+wx .
Situagao 6: b+x+y=c+ 2y > N Condlclonante:>{ 2b>a+c
erTy
f
(
a+2x
Lo 2b>c+a
c
Situagao 7: b+xr+y=d+x > Y Condicionantes = ¢ d—a>e—b
e+y
2d> f+a
S
( +2
a+ 2z
2b>a+c
o c+2y -
Situacao 8: b+zrz+y=e+y > i+ Condicionantes = ¢ d—b<e—c
x
2e > f+c
Wi
(2> c+
a+2x ¢ ca—f
: . c+2y o b—d> 5
Situagao 9: b+ +y = f > Condicionantes = 72
d—l—:l? €—b< a
e+ 2
y |l e—b<f—d
(0t 22 2d> f+a
b+x+ 2d > f+2b—c
Situacao 10: c+2y =d+x > ey Condicionantes = /
e+y d+c>e+b
\ f 2d+c>2e+a
(
a+ 2z
b+z+ -
Situacao 11: c+2y =e+y > it Y Condlclonante:{ 2e> f+c
x
f
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a+ 2z
b+z+y
d+x
e+y

Situagao 12: ¢+ 2y = f > Condicionantes = { 2e< f+c

a+ 2
2d > f+a
b+z+y

Situacao 13: d+x=e+y > Condicionantes = ¢ f—d<e—10

c+2
s Y 2e > f+c

[« + 2z

b+az+

Situacao 14: d+x = f > . Y Condicionante = { 2d >a+ f
¢ Y

ety

\

[« + 2z

b+ x+

Situacao 15: e+y = f > Lo Y Condicionante = { 2e>cH+ f
c Yy

d+x

\

4.4.3 Estudo dos A,

De acordo com a equacao 4.1 podemos estudar A, a partir dos A,, que o compoe. Ademais, pelo
teorema 4.1 sabemos que cada vértice da curva tropical depende exclusivamente de seu A, associado.
Assim passaremos a estudar os diversos A,, minimos, que podem compor alguma das combinagoes
de AQ.
Ora, como A, possui 6 vértices, entao existem C{ — 3 combinagoes de A, minimo possiveis. (As

3 exclusoes referem-se as combinagdes que levam a pontos (7, j) colineares).

L. Agpa
Coordenadas: (2,0),(1,1) e (1,0)

) at+2r=d+z r=d—a
Vértice(v) = =
b+r+y=d+zx y=d—>b

Inclinagoes (0): {1,0, —oco}
Pesos (w): {1,1,1}

2. Aabe
Coordenadas: (2,0),(1,1) e (0,1)
20 = =e—b
Vértice(v) = Greir=ety -y T=e
bt+rx+y=e+y y=a+e—2b
Inclinagoes (0): {1, —o0,2}
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Pesos (w): {1,1,1}

VAN
Coordenadas: (2,0),(1,1) e (0,0)
2 p=f0
Vértice(v) = at2e=J = 2 ob
bt+ax+y=f y = f-a
2
Inclinagoes (0): {1,—1, —oco}
Pesos (w): {1,1,2}
. Aaccl
Coordenadas: (2,0),(0,2) e (1,0)
_ a+2r=d+ux r=d—a
Vértice(v) = = 2d —a—c
c+2y=d+z y=—a
L. 1
Inclinagoes (6): {1, 3 —oo}
Pesos (w): {2,1,1}
. Aace
Coordenadas: (2,0),(0,2) e (0,1)
a+2x =e+ m_Qe—c—a
Vértice(v) = RN B 2
ct+2y=e+y y=e—c
Inclinagoes (0): {1,0,2}
Pesos (w): {2,1,1}
VAV
Coordenadas: (2,0),(0,2) e (0,0)
2 e=i0
Vértice(v) = at2e=J = 2
c + 2y = f y = f ¢
2

Inclinagoes (0): {1,0, —oo}
Pesos (w): {2,2,2}

. Aade
Coordenadas: (2,0),(1,0) e (0,1)
2 = e d —
Vértice(v) = Grer=ety N @
d+x=e+vy y=2d—a—e
Inclinagoes (0): {—o0,1,2}

37
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Pesos (w): {1,1,1}

8. Nges
Coordenadas: (2,0),(0,1) e (0,0)

2 — =
a+2x=f N 5
Inclinagoes (0): {2,0, —oo}

Vértice(v) = {

Pesos (w): {1,1,2}

9. Abcd
Coordenadas: (1,1),(0,2) e (1,0)

o bt+trx+y=d+ux r=c+d—2b
Vértice(v) = oy —dd = 4

1
Inclinagoes (6): {1, o1 0}
Pesos (w): {1,1,1}

10. Apee
Coordenadas: (1,1),(0,2) e (0,1)
b = —e—b
Vértice(v) = trry=ety -y T=e
c+2y=e+y
Inclinagoes (0): {1,0, —oo}

y=e—c

Pesos (w): {1,1,1}

11. Ay
Coordenadas: (1,1),(0,2) e (0,0)
; f+ec—2b
_ r=———
Vértice(v) = foty=71 = ro 2
c + 2y = f y = ¢
2

Inclinagoes (0): {1,0,—1}
Pesos (w): {1,2,1}

12, Apge
Coordenadas: (1,1),(1,0) e (0,1)

b - —e—b
Vértice(v) = trhy=ety =y TTC

d+r=e+vy y=d-—2>
Inclinagoes (#): {0,1, —oo}

Pesos (w): {1,1,1}
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13. Abdf
Coordenadas: (1,1),(1,0) e (0,0)

b - —f_d
Vértice(v):{ Z—T—Ziff :>{§ cJZC )

Inclinagoes (0): {0, —oco, —1}
Pesos (w): {1,1,1}

14. Ay
Coordenadas: (1,1),(0,1) e (0,0)

b — —e—b
Vértice(v) = { +j_+y / / = { e
e+y=

Inclinagoes (0): {—o0,0,—1}
Pesos (w): {1,1,1}

15, Acge
Coordenadas: (0,2),(1,0) e (0,1)

2y = =% —c—d
Vértice(v):{c+ y=e+y :>{x c-c

d+r=e+y y=e—c

1
Inclinagoes (6): {5, 1,0}

Pesos (w): {1,1,1}
16. Ay
Coordenadas: (0,2),(1,0) e (0,0)

c+2y=f é{xéfcl

Vértice(v) = { it ;
Tr =

Inclinagoes (6): {%, —oo,O}

Pesos (w): {1,1,2}
17. Mg
Coordenadas: (1,0),(0,1) e (0,0)

Vértice(v):{ dix:j: :>{ :C:;_d
eETY = Y

Inclinagoes (0): {1,0, —oco}
Pesos (w): {1,1,1}
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4.4.4 FEstudo das conicas

Iniciaremos o estudo das conicas pela forma genérica mais completa, qual seja:
Pz,y)) =a02°®0bory®co0y’ ®dozdeyd f
com a,b,c,d, e, f # —0o0

Neste caso teremos o As composto por 6 pontos e as combinagoes possiveis sao as representadas

na figura 4.7

S

Ao

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.7: Conicas Caso 6

Tomemos a primeira situagao e passemos a analisi-la.
Note que Ag = Adef @) Abde U Aabd U Abce
Como pelo teorema 4.1 cada A, corresponde a um vértice da curva. Esta terd, entao, 4 vértices

que ja foram calculados na secao 4.4.3. Sao eles:

Vlz{ r=f—d ,ng{ r=e—b ’ng{ r=d—a 7‘/4:{ r=e—0>
=f—e y=d—>b y=d—>b y=e—c

De igual modo estdo também definidos os pesos(w) - todos iguais a 1 - e as inclinagoes § =
{0,1, —oc0}.

Assim, usando a classificacao proposta podemos identificar esta conica, representada na figura
4.7(a), como Caso 6 {0,1, —oc0}.

Estas informacoes, contudo, nao sao suficientes para a identificacao da conica tropical. Lembremos
que com todos os coeficientes diferentes de —oo temos 4 possibilidades distintas de forma geométrica.

Para diferencia-las, faz-se entao, necessario o estudo sobre as relagoes entre os coeficientes.

Identifiquemos, pois, as arestas que compoem a curva:
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8.

9.

.a+2r=b+x+y

a+2xr=d+zx
b+rx+y=c+2y
b+r+y=d+uz

b+rzt+y=e+y

c+2y=e+y
d+x=e+vy
d+x=f
ety=rf

41

Ou seja, a conica tropical que vem sendo analisada, foi classificada como Caso 6 {0, 1, —oco} pois

sua forma era previamente conhecida. Caso conheca-se apenas sua equacao deve-se analisar a relacao

entre seus coeficientes, conforme ja visto na secao 4.4.2. No caso em apreco os coeficientes devem

atender as seguintes condicionantes:

2b>c+a
2d> f+a
2e > f+c
d—a>e—b
d—b<e—c
f—d<e—=0

Idéntica analise pode ser feita para as outras 3 combinacoes do Caso 6 ou para qualquer outra.

Sugere-se a consulta a [15] para mais detalhes sobre a defini¢ao das condicionantes.

Apresentamos, a seguir, o resumo das caracteristicas das conicas tropicais nao-degeneradas.

Caso 6 {—00,0,1}
Ag = Agpg U Apee U Apge U Agey

Vértices:

Vi=(d—a,d—b)

Vo=(e—be—c)

Vs =(e—0b,d—b)
(

Vi= f_dvf_e)

Condicionantes:
a,b,c,d, e, f # —o0
2b>c+a

2d> f+a

2e > f+c
d—a>e—0
d—b<e—c

f—d<e—b
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e Caso 6 {—o00,—1,0,1}
Ay = Agpag U Apee U Apgr U Dpey

Vértices:
Vi=(d—a,d—0)
Vo=(e—be—c)
Va=(f—d,d-0)
Vi=(e—0b,f—e)

1
e Caso 6 {—0,0, 3 1}
Ay = Agpag U Apeg U Avge U Agey

Vértices:
ﬁ Vi=(d—a,d—0)

Vo=(c+d—2bd—0)
Vs=(2e—c—d,e—c)
w:(f_daf_e)

e Caso 6 {—00,0,1,2}
AQ = Aabe U Aade U Abce U Ad@f

Vértices:
Vi=(e—b,a+e—2b)
(d—a,2d—a—e)
(e —b,e—c)
Vi=(f—d f—e)

‘/2:
Vs =

42

Condicionantes:
a,b,c,d,e, f # —o0
2b>c+a

2d> f+a

2e > f+c
d—a>e—0>
d—b<e—c
2b—d)>c—f
2e—-b) < f—a
e—b< f—d

Condicionantes:
a,b,c,d,e, f # —o0
2b>c+a

2d> f+a

2e> f+c
d—a>e—0>
2d—-b)> f—c
d+c>e+b
2d+c>2e+a
f—d<e—=b

Condicionantes:
a,b,c,d,e, f # —o0
2b>c+a

2d > f+a
b—a<e—d

2e > f+c
c—a<2e—d)
f—a<2(e—0)
d—b<e—c
f—d<e-—0b
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e Caso Ha {—00,0,1}
AQ = Abce ) Abde U Adef
Condicionantes:

a=—ocoebcde, f#—00

Vértices: 22> cta
j( Vi=(c—be—c) 2d> f+a

Vom (o bd=0) PR

Va=(f—-d, f—e
2= ) d—b<e—c
f—d<e—=b
e Caso ba {—o0,—1,0,1}
Ay = Apee U Apgr U Apey
Condicionantes:
a=—-00ebcde, f#—0
2b>c+a
Vértices: 20> f+a
2e> f+c

Vi=(e—be—c)
%:(e_b7f_6)

d—a>e—1>
d—b<e—c
20—d)>c—f
2e—-b) < f—a
e—b< f—d

1
e Caso Ha {—00,0, o1 1}
AQ - Abcd U Acde U Adef

Condicionantes:
a=—ocoebcde, f#—00
2b>c+a

Vértices: §d> fta
Vi = (c+d—2b,d—b) de>f+c ,
Vo=(2e—c—d,e—c) Cases

2d+c¢>2e+a
f—d<e—0b

1
e Caso 5b {—00,0, 2 1}

43
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AQ = Aaccl ) Acde U Adef

Vértices:

2

7/( V1:<d—a,2d_a_c

Vo=(2e—c—d,e—c)

Vs=(f—d f—e¢)

e Caso 5b {—00,0, 1,2}
AQ = Aace U Aade U Adef

2

VérticesZ:
Vi — < e—c—a’e_

Cc

Vo=(d—a,2d —a—e)

‘/3:(f—d7f—€)

e Caso bc {—00,0,1}
Ay = Agpag U Apge U Agey

+7

Vértices:

Vi=(d—a,d—0)
Vo= (e—0b,d—0b)
Va=(f—d, f—e)

e Caso bc {—o0,—1,0,1}
Ao = Agpa U Dpgr U Dpey

)

Condicionantes:

b= —ocoea,cde, f#—00
2b<c+a

2d > f+a

2e> f+c

2d—-b)> f—c
d+c>e+b
2d+c>2e+a
f—d<e—=0?

Condicionantes:

b= —ocoea,c,de, f7#—00
2b<c+a

2d > f+a

b—a<e—d

2e > f+c
c—a<2(e—d)
f—a<2(e—0)
f—d<e—=b

Condicionantes:
c=—-xea,bde f#—00
2b>c+a

2d> f+a

2e > f+c

d—a>e—0>

d—b<e—c
f—d<e—=b

44
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Condicionantes:
c=—ooea,bde, f#—00
2b>c+a

#{ Vértices: 2d>f+a
Vi = (d—a,d—b) 2e>f+c

Vo= (f—d,d—b) d—a>e—0»

Br=le=bf-e) Z@ﬁ;i;if

2e—-b) < f—a
e—b< f—d

e Caso Hc {—00,0,1,2}
AQ = Aabe ) Aacle U Adef
Condicionantes:
c=—0ea,bde, f#—0
2b>c+a

"/ﬁ/ Vértices: id >[+a 4
Vi=(e—ba+e—2b) ase-

Vo=(d—a,2d—a—e) 2e> fte
c—a<2e—d)

1 B=(-df-e) f—a<2(e—0)
Eigés d—b<e—c
f—d<e—0b
e Caso bd {—o0,—1,0,1}
Ay = Agpp U Apee U Ay
Condicionantes:
d=—-xcea,bce f#—00
Vértices: 2>cta
/ V1:<f—a’f—a—25> 2e > f+c
2 2 2d<a+fd—b<e—c
Vo= (e—be—c)
2b—d)>c—f
Va=(e=b/f=¢) 2e—-b) < f—a
e—b< f—d

e Caso 5d {—00,0,1,2}
AQ = Aabe U Aaef U Abce
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~

Vértices:
Vi=(e—b,a+e—2b)

(200

2
Vs=(e—be—c)

1
e Caso be {—00,0, 2 1}

Ao = Agpa U Apeg U Aggy

j%(

Vértices:
Vi=(d—a,d—0)
Vo=(c+d—2bd—0)

_ foc

e Caso He {—o0,—1,0,1}

Ay = Agpg U Apes U Agey

2

e Caso 5f {—00,0,1}

Vértices:
Vi=(d—a,d—0)

_ f+c—=2b f—c

v 2 T2
‘/Z%:(f_dvf_e)

Ao = Agpa U Apee U Apge

Condicionantes:
d=—-c0cea,b,ce, f#£—0
2b > c+a

b—a<e—d
2e > f+c
c—a<2(e—d)
f—a<2(e—=0)

2d<a+fd—b<e—c

Condicionantes:
e=—xea,bcd f#—o0
2b>c+a

2d > f+a

d—a>e—0>

2d—-b)> f—c
d+c>e+b
2d+c>2e+a

2e< f+c

Condicionantes:
e=—xeabcd f#—00
2b>c+a

2d > f+a
2e>f+c
d—a>e—b
2b—d)>c—f
2e—-b) < f—a
e—b< f—d
2e< f+c
f—d<e—=b

46
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Condicionantes:

f=—-oc0ea,bcde#—0

ﬁ( Vértices: 2b>c+a
Vi=(d—a,d—b) 2d> f+a
Vs = (c—be—oc) 2e>f+c

Vi = (e —b,d—1b) d—a>e—b

t d—b<e—c
f—d<e—b

1
e Caso bf {—00,0, 2 1}
Ay = Agpg U Apeq U Acge

Condicionantes:
f=—0ea,bcde# —oc0
2b>c+a

% Vértices: 20> f+a
Vi=(d—a,d—b) Z€>f+c ,
Vo= (c+d—2b,d—b) —ases

Vs=(2e—c—d,e—c) 2d=b)>f-ec
d+c>e+b

2d+c¢c>2e+a
f—d<e—=b

e Caso bf {—0,0,1,2}
AQ - Aabe U Aade ) Abce

Condicionantes:
f=—ea,bcde# —oc0
2b>c+a

2d> f+a

b—a<e—d

2e > f+c
c—a<2(e—d)
f—a<2(e—=0)
d—b<e—c
f—d<e—=b

Vértices:
Vi=(e—b,a+e—2b)
Vo=(d—a,2d —a—e)
Vs =(e—be—c)

1
e Caso 4ab {—00,0, 5 1}

AQ = Accle ) Adef
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Vértices:

Vi=2e—c—d,e—c)
%:(f_daf_e)

e Caso 4ac {—00,0,1}
Ay = Apge U Agey

% Vértices:

Vi =(e—b,d—b)
%:(f_daf_e)

e Caso 4ac {—o0,—1,0}
Ag = Apgr U Apey

# Vértices:

Vi=(f—-d,d=b)
%:(e_baf_e)

e Caso 4ad {—o0,—1,0,1}
AQ = Abce ) Abef

Condicionantes:
a=b=—-xecde, f#—00
2d> f+a

2e > f+c

2(d—=0b)> f—c
d+c>e+b
2d+c>2e+a
f—d<e—0

Condicionantes:
a=c=—-xebde [f#—0c0
2b>c+a

2d > f+a

2e > f+c

d—a>e—0>

d—b<e—c

f—d<e—=b

Condicionantes:
a=c=—-xebde [f#—0c0
2b>c+a

2d> f+a

2e > f+c

d—a>e—0>

d—b<e—c
20—d)>c—f
20e—b) < f—a

e—b< f—d
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— Vértices:
Vi=(e—be—c)
‘/2 = (6 - baf - 6)

e Caso 4ae {—o0,—1,0,1}
Ag = Apey U Apgr

N 2 )
Vo= (f—d,d—b)

Vértices:
*% (f +c—2b f—c
‘/1 _

1
e Caso 4ae {—00,0, Y 1}

Ay = Apeg U Aggy

Vértices:
Vi=(c+d—2bd—b)

va:(f—d,fgc)

j/

1
e Caso 4af {0, 2 1}
AQ = Abcd U Acde

)

Condicionantes:
a=d=-xeabce f#*—00
2b>c+a

2e > f+c

d—b<e—c

20—d)>c—f
2e—-b) < f—a

e—b< f—d

Condicionantes:
a=e=—o0oebcd f# —oc0
2b>c+a

2d > f+a

d—a>e—b
2b—d)>c—f
2e—-b) < f—a

e—b< f—d

2e< f+c

Condicionantes:
a=e=—-0ebcd f# —0oc0
2b>c+a

2d > f+a

d—a>e—0>

2(d—0b)> f—c
d+c>e+b
2d+c>2e+a

2e< f+c
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Condicionantes:
a=f=—-ebcde#—o0
2b>c+a
2d> f+a
7/Z Vértices: 2e > f+c
Vi=(c+d—2b,d—0b) d—a>e—b
Vo=(2e—c—d,e—c) 2d—0b)> f—c
d+c>e+b
2d+c>2e+a
f—d<e—=0b

e Caso 4af {—00,0,1}

AQ == Abce U Abcle
Condicionantes:

a=f=—-c0ebc,de#—00

2b>c+a
i Vértices: 2d> f+a

Vi=(e—be—c) 2e > f+c

Vo= (e—b,d—0) d—a>e—0>
d—b<e—c
f—d<e—0

e Caso 4bc {—00,0,1,2}
Ay = Agge U Ages
Condicionantes:
b=c=—-cea,d,e f# —0c0
2d> f+a
4(( Vértices: b—a<e—d
Vi=(d—a,2d—a—e) 2e > f+c
Va=(f—d,f—e) c—a<2e—d)
E f—a<2(e—0)

f—d<e—=0?

e Caso 4bd {—0,0,1,2}
A2 = Aace ) Aaef
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Condicionantes:

b=d=—oc0ea,ce, f# —00
7/ Vértices: 2 <c+a
2e—c—a
el S

f—ua 2e > f+c
VQ:( ,f—e) c—a<2(e—d)
f—a<2(e—=0)
2d < a+ f

1
e Caso 4be {—00,0, Y 1}
AQ = Aaccl ) Acdf

Condicionantes:
b=e=—-xcea,cd f# —0c0
) Vértices: 2b<cta
T( Vo (g 2mac 2d > f +a
2 2d—b)>f—c
ng(f—d,f_c) d+c>e+b
2d+c>2e+a
2e< f+c

1
e Caso 4bf {—00,0, 3 1}

Ag = Agea U Acge
Condicionantes:
b=f=—-c0ea,cde# —00
2b<c+a
% Vértices: 2d> f+a
Vlz(d—a,zd_;_c) 2e > f+c

2(d—b)> f—c
Vo=(2e—c—de—c) d+c>e+b

2d+c¢>2e+a
f—d<e—=b

e Caso 4bf {—00,0,1,2}
AQ = Aace U Aade
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Vértice%:
e—c—a
Vi= (T, e—c

: Vo=(d—a,2d—a—e)
e Caso 4cd {—0,0,1,2}
AQ = Aabe U Aaef

Vértices:
Vi=(e—b,a+e—2b)

5= (50)

e Caso 4cd {—o0,—1,0,1}
Ag = Agpr U Apey

# Vértices:
B (f— a f—a—2b

Vi= 2 2
‘/2:(6_[)7]”_6)

e Caso 4ce {—o0,—1,0,1}
Ay = Agpa U Dpgy

Condicionantes:
b=f=—-oc0ea,cde# —00
2b<c+a

2d> f+a

b—a<e—d

2e> f+c

c—a<2e—d)
f—a<2(e—-0)
f—d<e—=0b

Condicionantes:
c=d=—-xea,be, f# —00
2b>c+a

b—a<e—d
2e> f+c
c—a<2e—d)
f—a<2(e—=0)

2d<a+fd—-b<e—c

Condicionantes:
c=d=—-xcea,be f# —0c0
2b>c+a

2e > f+c
2d<a+fd—b<e—c
20—d)>c—f
2e—-b) < f—a

e—b< f—d

02
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W Vértices:
Vi=(d—a,d=-0)

e Caso 4cf {—00,0,1}
Ay = Agpa U Apge

)_( Vértices:

Vi=(d—a,d—b)
Va=(e—b,d—1b)

AN

e Caso 4cf {—o0, 1,2}
AQ = Aabe U Aade

/H/ Vértices:
Vi=(e—b,a+e—2b)

Vo=(d—a,2d—a—e)

e Caso 4de {—o00,—1,0,1}
Ag = Agpr U Apey

Condicionantes:

c=e=—-o0eab,d f# —oc0

2b>c+a
2d> f+a
d—a>e—0>
20—d)>c—f
2e—-b) < f—a
e—b< f—d

Condicionantes:

c=f=—-xea,bde#—o0

2b>c+a