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RESUMO

A presente dissertacdo tem como principal objetivo propor a construgéo de dois dispositivos,
um concentrador de raios solares e um comunicador acustico, que gozam das propriedades da
reflexdo em superficies parabdlicas, consequéncias das Leis Fisicas da Reflex&o, que poderdo
ser desenvolvidos por professores de Matematica e Fisica no exercicio de sua funcéo no
intuito de inovarem suas aulas. Aborda um material complementar constituido por duas
partes, sendo uma delas um levantamento historico dos principais estudiosos sobre conicas.
Por outro lado, sdo abordados os conceitos das principais conicas — elipse, parabola e
hipérbole, que servirdo como material suplementar na fundamentagdo tedrica para a
construcdo dos aparatos. Tras um capitulo riquissimo no qual sdo abordadas importantissimas
aplicagbes das propriedades das conicas. Por fim, segue-se um manual detalhado para a
construgdo dos aparelhos propostos nesta dissertagdo, que servirdo de incentivo aos alunos

para que possam desenvolver o método cientifico com mais eficiéncia.

Palavras-chave: conicas; reflexao; parabofone; forno.



ABSTRACT

This work aims to propose the construction of two devices, a hub of sunlight and an acoustic
communicator, which enjoy the properties of reflection on satellite surfaces consequences of
Physical Laws of reflection, which could be developed for Mathematical and physics teachers
in exercising its function in order to innovate their classes. It addresses a complementary
material consisting of two parts, one being a historical survey of the leading scholars on conic.
Moreover, the concepts are addressed major conic - ellipse, parabola and hyperbola, which
serve as a supplementary material in the theoretical foundation for the construction of the
apparatus. Behind a rich chapter in which are addressed very important applications of the
conical property. Finally, here is a detailed manual for the construction of the proposed
instruments in this work, which will encourage students so they can develop the scientific

method more efficiently.

Keywords: conic; reflection; parabofone; oven.
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INTRODUCAO

“N&o é o angulo reto que me atrai. Nem a linha reta, dura, inflexivel, criada
pelo homem. O que me atrai é a curva livre e sensual. A curva que encontro nas
montanhas do meu Pais, no curso sinuoso dos seus rios, nas ondas do mar, nas
nuvens do céu, no corpo da mulher preferida. De curvas é feito todo o Universo
— 0 Universo curvo de Einstein™.

Oscar Niemeyer

Os avancos ocorridos no campo tecnoldgico tém transformado significativamente as
sociedades. A instantaneidade como as informagGes séo transmitidas faz com que a busca
pelo conhecimento seja imediata. Neste contexto, nds, docentes, temos que desempenhar o
nosso papel, seguindo um sistema educacional que vem mostrando-se ineficaz diante de tantas
tecnologias. Entdo perguntamos. O que fazer? A resposta é Inovar. Tendo em mente a ideia de
inovagdo € que nortearei esta dissertacéo.

Minha prética docente como professor de Matematica e Fisica vem, nos ultimos anos,
me fazendo levantar hipoteses a respeito da maneira como conduzir as aulas e a explanagao
dos conteudos. Dentro de uma proposta inovadora existe a possibilidade de incentivo para que
estas duas disciplinas sejam trabalhadas em carater cooperativo visando a formagdo de um
cidaddo mais ativo e participativo no meio social ao qual se encontra inserido.

Dentro de um contexto interdisciplinar, sem ferir a autonomia de cada disciplina, é
possivel conduzir aulas mais inovadoras uma vez que tanto a Matemética como a Fisica séo
disciplinas que tém seu ensino baseado na simples repeticdo de processos, ou mesmo, no
maximo, a simples interpretacdo de um problema. Esta interdisciplinaridade se consolidariza
nos textos dos Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), que
atualmente rege o ensino de Matemética e Fisica no Brasil. Uma amostra desta situa¢éo, pode
ser descrita a seguir no que tange o ensino de Fisica, ndo diferente ao que se refere o ensino

de Matematica.

O ensino de Fisica tem-se realizado frequentemente mediante a apresentacdo de
conceitos, leis e formulas, de forma desarticulada, distanciados do mundo vivido
pelos alunos e professores e ndo s6, mas também por isso, vazios de significado.
Privilegia a teoria e a abstracdo, desde o primeiro momento, em detrimento de
um desenvolvimento gradual da abstracdo que, pelo menos, parta da prética e de
exemplos concretos. Enfatiza a utilizagdo de formulas, em situagdes artificiais,
desvinculando a linguagem matematica que essas formulas representam de seu
significado fisico efetivo. Insiste na solucdo de exercicios repetitivos,
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pretendendo que o aprendizado ocorra pela automatizagdo ou memorizagao e nao
pela construcdo do conhecimento através das competéncias adquiridas.
Apresenta 0 conhecimento como um produto acabado, fruto da genialidade de
mentes como a de Galileu, Newton ou Einstein, contribuindo para que os alunos
concluam que ndo resta mais nenhum problema significativo a resolver. Além
disso, envolve uma lista de conteldos demasiadamente extensa, que impede o
aprofundamento necessario e a instauragdo de um didlogo construtivo (BRASIL,
2000b, p. 22).

Frente ao exposto acima, o ensino de Matematica e de Fisica passa a ter um novo fazer
pedagdgico. Uma forma de ensinar que permita ao aluno desenvolver sua formacédo voltada a
cidadania, que atue frente a sociedade e seja instrumentalizado para compreender 0 meio em
que vive intervindo e participando ativamente nas mudangas em sua realidade cotidiana.

Diante do exposto até aqui percebemos a necessidade de se estruturar uma nova forma
de ensinar Matematica e Fisica, de tal modo a ndo dissocia-las. Outro fato interessante é que
estas duas disciplinas sdo historicamente interligadas, em que grandes mentes procuraram
desenvolver suas teorias nos dois campos de tal maneira que uma estivesse sempre conectada
a outra, mostrando o carater interdisciplinar indissocidvel destas disciplinas. Sendo assim,
tratar a Matematica aplicada & Fisica de maneira nenhuma pode se descartar a possibilidade
interdisciplinar destas.

N&o obstante, a necessidade de se partir da analise da realidade a partir do meio que
nos rodeia, acaba nos direcionando a abstragdo. Tal abstragdo € coerente quando introduzimos
0s modelos matematicos para descrever os fendmenos observados; € ai que surge a nossa
problemética: relacionar a realidade fisica ao conceito matemético por meio de suas
propriedades, e sua reciproca.

Dentre as diversas situagfes que nos permitem tal relagdo, destacaremos aqui as
curvas derivadas de sec¢des cdnicas, em especial a elipse, a hipérbole e a parabola.

Primeiramente faremos um levantamento histérico das curvas, destacando o0s
principais matematicos a estuda-las. Definiremos cada uma, destacando suas principais
propriedades e mostraremos como construi-las por meio da utilizacdo de material concreto. A
seguir destacaremos um capitulo exclusivamente as aplicacBes das conicas nas diversas areas

da Fisica, por meio das suas propriedades.
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CAPITULO 1

UM BREVE HISTORICO SOBRE CONICAS

Os primeiros estudos relacionados as conicas datam por volta do inicio do século 111
a.C., na Grécia Antiga. Boa parte das investiduras dos matematicos a respeito dos estudos das
cbnicas se deu pelo favorecimento na tentativa de resolugdo dos trés problemas classicos da
antiguidade. Séao eles: trissec¢do de um angulo, quadratura do circulo e duplicacdo do cubo.
Dentre os matematicos da época, atribui-se a Manaecmo (380 a.C. — 320 a.C.) a condi¢do de
pioneiro na aplicagdo das conicas na tentativa de resolver o problema da duplicagdo do cubo.

A este mesmo, cabe a descoberta da elipse quando estudava as propriedades da
pardbola e da hipérbole. Ele acreditava que cada uma das curvas era obtida de cones
circulares retos através de diferentes cortes, conforme destacamos na Figura 1. O plano
seccionava 0 cone e a depender do angulo formado com uma geratriz ser agudo, reto ou

obtuso tinhamos curvas distintas.

i)

Figura 1: Conicas de Manaecmo — Fonte referéncia [14].

Vale ressaltar que 0s escritos a respeito das conicas sdo conhecidos antes de Euclides
(aproximadamente 325 — 265 a.C.). Podem ser encontrados resultados de Apolonio, que viveu
na cidade de Perga (262 — 190 a.C.), que apesar da maior parte das obras ter desaparecido
atribui-se a ele as maiores obras sobre geometria. O que se pode saber das obras de Apoldnio
se deve a Pappus de Alexandria (séc IV a.C.). Sua obra prima é “SecBes Cdnicas” composta
por 8 volumes (aproximadamente 400 proposi¢des!). Apolénio conseguiu gerar todas as

conicas de um Unico cone de duas folhas apenas variando a inclinagdo do plano de intersecéo.



14

Nomeou as secgdes feitas em cones de conicas e estudou exaustivamente cada uma delas.

Introduziu os nomes elipse, parabola e hipérbole.
A seguir serdo destacadas algumas descobertas feitas por Apolonio em sua obra.

o Como exposto anteriormente, Apoldnio conseguiu gerar todas as conicas de
um unico cone de duas folhas apenas variando a inclinagdo do plano de intersecdo
conforme Figura 2. Seja [ o angulo formado pela interse¢éo da geratriz com a base
do cone e seja o 0 angulo formado pela intersec¢do do plano secante com a base do
cone. Resultava, por meio da comparagdo de o com g, num caso de hipérbole,

parébola, elipse e circunferéncia (caso particular de elipse).

Hipérbale
Pardbola .
Elipse
Circunt.
A m
a8 a=8 a<B

Figura 2: Variagdo da inclina¢do do plano com o cone duplo - Fonte referéncia [8].

o Diferente do que dispunha Manaecmo, Apoldnio mostrou que 0 cone que
origina as cbnicas ndao deve ser necessariamente reto, pode ser escaleno ou obliquo

conforme disposto na Figura 3.

Cone Obliguo Cone Reto

Figura 3: Cone reto e cone obliquo - Fonte referéncia [15].
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Outros estudiosos como Aristeu (370 a.C. — 300 a.C.) e Euclides de Alexandria (325
a.C. — 265 a.C.) também escreveram obras sobre sec¢des conicas. Infelizmente muitas das
obras de Euclides, considerado “Pai da Geometria”, se perderam, inclusive “As Conicas”.

Nesta lista de grandes matematicos pode ser acrescentado Arquimedes (287-212 a.C.).
Este foi um célebre cientista, matematico e inventor grego. Escreveu uma obra sobre a
quadratura da parabola constituida por vinte e quatro proposices onde calculou a area de uma
parabola usando o método de exaustdo. Provou que a area da figura formada por um arco de
parabola e um segmento de reta € igual a quatro tercos da area de um triangulo inscrito de

mesma base e de vértice no ponto onde a tangente € paralela a base.

Destacam-se ainda, mais algumas mentes brilhantes como Johannes Kepler (1571 -
1630) com a descri¢do das orbitas planetarias por meio de elipses, Gérard Desargues (1591 —
1661) que, mesmo tendo seus trabalhos negligenciados, motivou o notavel Blaise Pascal
(1623 — 1662) a escrever um manuscrito sobre secgdes conicas baseado em seu trabalho. Em
seu manuscrito Pascal aborda o Teorema do Hexagono Mistico que leva seu nome. Segundo
este teorema, se seis pontos arbitrarios, A, B, C, D, E e F, sdo escolhidos sobre uma conica e
ordenados conforme os vértices de um hexagono, conforme Figura 4, entdo os trés pares de
lados opostos do hexagono (estendidos se necessario), se intersectam em trés pontos (G, H,
K) que séo colineares. A demonstracdo deste Teorema pode ser encontrada na dissertacdo de
mestrado de Jodo Carlos Cataldo [2].

Figura 4: Hexagrama mistico de Pascal - Fonte referéncia [16].

DiscussOes sobre elipse, hipérbole e pardbola foram abordadas pelo fabuloso Pierre de
Fermat (1601 — 1665) num artigo intitulado ““Isogoge ad lécus planos et solidos™ (. Fermat

criou as equagdes cartesianas para a circunferéncia, para a reta e equagdes cartesianas simples
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para as conicas. Correlacionou, no plano, equacdes de grau 1 (um) com retas e de grau 2
(dois) com parabolas, além de elaborar estudos de cbnicas a partir de equacfes com duas
variaveis.

Christiaan Huygens (1629 — 1695) deixou sua contribuicdo ao elaborar e publicar um
trabalho sobre a quadratura de secc¢des conicas. Trabalho este que contribuiu para desenvolver
estudos sobre analise infinitesimal das conicas e o célculo da superficie de um segmento de

um paraboloide de revolucéo (Figura 5).

Figura 5: Paraboloide de revolucéo - Fonte referéncia [17].

O prodigio Isaac Newton (1643-1727) ndo poderia estar de fora desta lista de génios. Ele
continuou os trabalhos de Kepler, possibilitando o estudo analitico das cbnicas e suas
aplicacbes aos movimentos no espaco. Elaborou muitas das proposicdes que mais tarde
compuseram o livro dos “Principia”, dentre elas, destacam-se:

e A propriedade de que a reta que passa pelos pontos médios das diagonais de um

quadrilatero circunscrito em uma conica passa pelo centro da conica (Siqueira e

Souza, 2011), conforme Figuras 6, 7 e 8.

Bl

Figura 6: Reta de Newton no quadrilatero ABCD circunscrito a uma elipse - Fonte referéncia [18].



Figura 7: Reta de Newton no quadrilatero ABCD circunscrito a uma hipérbole - Fonte referéncia [18].

Figura 8: Reta de Newton no quadrilatero ABCD circunscrito a uma parébola - Fonte referéncia [18].

17
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CAPITULO 2

ESTUDO ANALITICO DAS CONICAS: ELIPSE, HIPERBOLE E PARABOLA.

A seguir, como secédo principal, serdo abordadas analiticamente cada uma das secgdes
cbnicas, destacando suas principais propriedades. Sera mostrado, como se¢do secundaria, a
construcdo de cada coOnica utilizando material concreto. Para tanto, sera formalizada a
definicdo de um cone de revolucéo.

Considere duas retas e e g, ndo perpendiculares e concorrentes em V, conforme

Figura 9.

1 —"-*Geratriz

\ g

N\ T
% V (vértice)
\

-ty
0\

"

gt
, *Eixo e

Figura 9: Eixos geradores do cone de revolugao — Fonte referéncia [19].

Figura 10: Conica de duas folhas — Fonte referéncia [19].
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Com a reta e fixa pelo ponto V, faz-se g girar 360° em torno de e, mantendo constante
o0 angulo @ formado por elas. A reta g gera uma superficie denominada superficie conica de
duas folhas (Figura 10). A reta g € chamada geratriz dessa superficie. As cdnicas sdo geradas

pela interseccdo dessa superficie conica com um plano secante.

2.1 Estudo Analitico da Elipse em coordenadas cartesianas xOy.

Sera necessério, a seguir, dispor da defini¢do de distancia entre dois pontos (A e B) no

plano. Para tanto serd utilizado a seguinte notagdo dag = B— A = AB.

Definicdo 1: Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos dados (F; e F,) é constante e igual a 2a, conforme observa-se

na Figura 11. Os dois pontos sdo chamados de focos da elipse (AVRITZER, 2009) [1].

26

Figura 11: Elipse de focos F; e F».

Os elementos da elipse séo:

Focos: sdo os pontos F; e F,.

Distancia focal: é a distancia entre os focos F1 e F».

Eixo maior: ¢é a distancia entre 0s pontos A; e Az (A1A2=2a)
Eixo menor: é a distancia entre os pontos B; e B, (B1B,=2b).

Centro: é o ponto O ponto médio do segmento A;A,.
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Seja P um ponto pertencente & elipse da Figura 11, cujas coordenadas cartesianas
sejam (x, y). Da Defini¢do 1 tem-se que a soma das distancias de P a F; e de P a F; é igual
2a,com?2a > 2c, istoé,

PF, + PF,=2a . 1

Sejam ainda (~c,0) e (c,0) as coordenadas dos focos Fy e F,, respectivamente,

localizados sobre 0 eixo das abscissas. De (1) segue

Jx— (o) P +y2 4 (x—cf +y? =2a,

ou ainda

J(x+c)f +y? =2a—/(x—c)f +y>.
Elevando-se ambos 0s membros ao quadrado,
(x+cf +y? =4a® —da\(x—cf +y* +(x—cf +y°.
Desenvolvendo os quadrados fora da raiz, temos
X® +2cx + ¢ + y? = 4a’ —4aM+x2 —2CX+C% + Y2
Simplificando teremos
ay(x—cf +y? =a’—cx. )

Elevando novamente ao quadrado ambos os membros, agrupando e simplificando chegamos a

x?(a? —c? )+ a%y? = a*(a® - ¢?) ©)
Da Figura 11 temos que a? =b? +c?, donde tiramos a* —c? =b?. Dividindo a expressdo (3)
por a’h® =0, chegaremos & equacéo da elipse com eixo 2a contido no eixo das abscissas e
centro na origem dos eixos coordenados:

2 2
Xy
—2+—2=1.

QD
(o

Analogamente podem ser encontradas as equagdes da elipse cujo eixo maior se

encontra sobre o eixo das ordenadas e centro na origem do sistema cartesiano. Chegando a

2 2

X Y

A
N&o serdo tratados nesta dissertagdo os casos de translagdo e rotacdo de eixos, uma vez
que ndo € o foco desse estudo, cabendo ao leitor um aprofundamento a partir de outros

recursos. Caso julgue necessério o leitor podera consultar (LEHMANN, 1989) [7].
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Sera destacada a propriedade refletora da elipse. Esta propriedade serd abordada no
capitulo referente as aplicagBes das coOnicas na Fisica por meio de suas principais
propriedades.

2.1.1 Propriedade refletora da elipse.

Segundo Teorema 6 (LEHMANN, 1989) [7] pagina 187, a reta normal a elipse em
qualquer um de seus pontos é bissetriz do angulo formado pelos raios vetores' desse ponto.
(Figura 12).

Y
A "
P(z,Y)
B
a

F'(~c,00 O 1 F(c,0)

Figura 12: Propriedade refletora da elipse. Fonte referéncia [7].

Consequentemente se a partir de um dos focos, F'por exemplo, for tragado um
segmento de reta qualquer (F'P,), este segmento encontra a elipse num ponto P, que forma
com a normal um angulo g, e se a partir deste ponto for tracado outro segmento, FP, por

exemplo, que faga com a curva um angulo « igual ao do primeiro segmento, o segundo

segmento passa pelo outro foco F .

2.1.2 Construindo uma elipse com material concreto.

A seguir sera mostrado como construir uma elipse utilizando material concreto de facil

aquisicéo.

Material necessario: lapis, pedago de barbante, dois pregos pequenos, uma prancheta para

fixacéo, folhas de oficio (pode diversificar o material de acordo a realidade local).

! Segmento de reta com extremidades no foco e no ponto pertencente a elipse.
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Etapas da construcéo:

1°) Recorte um pedaco de barbante entre 15 cm e 25 cm, conforme Figura 13 a seguir.

Figura 13: Recorte do barbante para construcéo da elipse.

2°) Amarre as pontas do barbante recortado em cada um dos pregos, conforme Figura 14.

Figura 14: Barbante com pontas amarradas nos dois pregos.
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3% Com o papel oficio sobre a prancheta, fixe os pregos em dois pontos tais que a distancia
entre 0s pontos seja menor que o comprimento do barbante, conforme Figura 15. Os pontos
de fixacdo dos pregos serdo os focos da elipse.

Figura 15: Posicionamento dos pregos para construcéo da elipse.

4°) Posicione o lapis com o barbante esticado e com a ponta de grafite sobre o papel,

conforme Figura 16.

Figura 16: Posicionamento adequado do lapis para construcdo da elipse.
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59 Mantendo o barbante sempre esticado, desloque o lapis sobre o papel oficio conforme
Figura 17 (sequéncia a-b-c-d). Determina-se assim uma parte da elipse.

a)- b)-
c) - d)-

Figura 17: Sequéncia de construcdo da primeira parte de uma elipse.

6°) Invertendo a posicdo do lapis, repita o processo para construir a outra parte da elipse
conforme Figura 18.

Figura 18: Construcdo da segunda parte da elipse.



25

7°) Mantendo o barbante sempre esticado, desloque o lapis sobre o papel oficio conforme

Figura 19 (sequéncia e-f-g-h). Determina-se assim a outra parte da elipse.

h)

Figura 19: Sequéncia de construcdo da segunda parte de uma elipse.

2.2 Estudo Analitico da Hipérbole em coordenadas cartesianas xOy.

Definigcdo 2: Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano cujo modulo da
diferenca das distancias a dois pontos dados é constante e menor que a distancia entre F; e F,.
Os dois pontos sdo chamados de focos da hipérbole (AVRITZER, 2009) [1].

2c

g
&

Figura 20: Hipérbole de focos F; e F».
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Os elementos da hipérbole séo:

Focos: sdo os pontos F; e F.

Distancia focal: é a distancia entre os focos F1 e F,,

Eixo real ou transverso: é a distancia entre os pontos A; e A, (A1A;=2a)

Eixo imaginario ou conjugado: é a distancia entre os pontos B; e B, (B1B,=2b).

Centro: é o ponto O ponto médio de A;A;.

Seja P um ponto pertencente a hipérbole da Figura 20, cujas coordenadas cartesianas
sejam (x, y). Da Definigdo 2 tem-se que o modulo da diferenca das distancias de P a Fy e de

P, a F, é constante e igual a 2a, com 2a < 2c, isto &,

IPF, - PF,|=2a. (4).
Sejam ainda (—c,0)e (c,0)as coordenadas dos focos F; e F», localizados sobre o eixo

das abscissas. De (4) segue,

ix= o)+ = ix=c +y

=2a,

ou ainda

J(x+cf +y? =+2a+4/(x—cf +y? .
Observando a propriedade de médulo. Elevando-se ambos os membros ao quadrado,
(x+cf +y? =4a® +da\(x—cf + y* +(x—cf +y°.
Desenvolvendo os quadrados fora da raiz
x* +2cx + ¢ + y? =4a’ i4a\/m+x2 —2cx+C% + 2.
Simplificando teremos
tay(x—cf +y® =cx—a’.
Elevando novamente ao quadrado ambos os membros, agrupando e simplificando chegamos a
x*(c? —a%)-a’y? =a?(c? - a?) (5)
Da Figura 20 segue que c? = a’ +b?, donde pode ser tirado c¢? —a® =b?. Dividindo a

expressio (5) por a’b” =0 chega-se & equacio da hipérbole com eixo 2a contido no eixo das

abscissas e centro na origem dos eixos coordenados:

N

Xy
—2——21.

b

QD
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Analogamente podemos encontrar a equacgdo da elipse cujo eixo maior se encontra sobre o

eixo das ordenadas e centro na origem do sistema cartesiano chegando a

2 2

X Y o1

A
De modo semelhante ndo serdo tratados os casos de translacdo e rotacdo de eixos
coordenados. Caso julgue necessario o leitor poderd consultar (LEHMANN, 1989) [7]. Por
outro lado destaca-se a propriedade refletora da hipérbole, propriedade esta que serd abordada

no estudo das aplicacOes na Fisica.

2.2.1 Propriedade refletora da hipérbole.

Segundo Teorema 7 (LEHMANN, 1989) [7] péagina 208 a propriedade refletora da
hipérbole afirma que a reta tangente a uma hipérbole em qualquer um de seus pontos €

bissetriz do angulo formado pelos raios vetores desse ponto

Considere a reta PF;, secante a um dos ramos de uma hipérbole e que contenha o foco

F1, conforme Figura 21.

3
¥

Figura 21: Elementos para demonstragdo da propriedade refletora da hipérbole — Fonte referéncia [20].

Seja ainda a reta PP; tangente ao ramo da hipérbole em P. A reta PF; forma com a reta
PP1 um angulo denotado por «, . Tragando a reta que forma o angulo «,com a tangente PP, e
utilizando-se das propriedades de paralelismo, por construgdo conclui-se que a reta que forma

a,com PP, é areta PF,, conforme Figura 22.
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Sendo F, o segundo foco da hipérbole conclui-se que toda reta secante a um dos ramos
da hipérbole que possui direcdo passando pelo foco, gera retas que possuem dire¢do contendo

0 segundo foco da hipérbole.

Figura 22: Demonstracéo da propriedade refletora da hipérbole — Fonte referéncia [20].

2.2.2 Construindo uma hipérbole com material concreto.

A seguir serd mostrado como construir uma hipérbole utilizando material concreto de

facil aquisicao.

Material necessario: lapis, pedaco de barbante, cola instantanea, dois pregos, uma régua de
30 cm de acrilico, prancheta para suporte de fixacdo dos pregos e papel oficio (pode
diversificar o material de acordo a realidade local).

Etapas da construcéo:

1°) Com um prego aquecido perfure uma das extremidades da régua de acrilico conforme

Figura 23.
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Figura 23: Perfurando a régua para construgéo da hipérbole.

2°) Utilizando cola instantanea cole uma extremidade do barbante na extremidade oposta ao
furo da feito na régua, de tal modo que o barbante fique alinhado & marca graduada da régua

conforme Figura 24.

Figura 24: Colagem da extremidade do barbante na extremidade oposta ao furo da régua.

3% Tome, a partir da extremidade colada, um pedaco do barbante menor que o comprimento
da régua (algo em torno de 14 cm) e recorte conforme Figura 25.

Figura 25: Recorte do barbante para construcdo da hipérbole.
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4% Amarre a extremidade livre do barbante em um dos pegos conforme Figura 26.

Figura 26: Extremidade livre do barbante amarrada no prego.

5% Marque dois pontos sobre a prancheta de modo que distancia entre eles obedeca a relacéo
0 < (comprimento da régua )— (comprimento do barbante ) < FF,,

0 que da algo em torno de 16 cm, conforme sequéncia (i-j-k-I) da Figura 27.

1)

Figura 27: Marcacdo dos pontos representativos dos focos da hipérbole.
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6°) Com o uso de um martelo prenda com um prego a extremidade da régua que contém o
furo feito no inicio, em um dos pontos demarcados conforme Figura 28.

Figura 28: Fixac&o da régua em um dos focos.

7°) Fixe o prego que contém a extremidade do barbante no outro ponto demarcado. Esses
pontos serdo os focos da hipérbole. Observe o processo de fixacdo na Figura 29.

Figura 29: Fixacéo do prego no segundo foco da hipérbole.

8% Com lapis ou algo similar, encoste o barbante junto a régua de modo que o barbante fique
esticado, conforme Figura 30.

Figura 30: Construcdo de um dos ramos da hipérbole - ajuste do barbante.
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9°) Gire a régua em torno do seu ponto fixo de modo que o barbante continue esticado junto a
régua. A curva comecara a aparecer naturalmente conforme Figura 31.

Figura 31: Construcdo de um dos ramos da hipérbole.

10°) Retire a régua e inverta a posi¢do para completar o ramo da hipérbole conforme Figura
32.

Figura 32: Completando o ramo da hipérbole.
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11°) Repita todo o processo anterior, invertendo os pontos de fixacdo da régua e do prego
preso ao barbante. No fim tem-se uma hipérbole com dois ramos conforme sequéncia da
Figura 33.

Figura 33: Construcdo do segundo ramo da hipérbole.

12°) Apds todos os processos descrito, chega-se a hipérbole da Figura 34.

Figura 34: Hipérbole construida com régua e barbante.



34

2.3 — Estudo Analitico da Parabola em coordenadas cartesianas xOy.

Defini¢do 3: Uma parabola é o lugar geométrico dos pontos de um plano tal que sua distancia
a um ponto fixo, chamado foco, é igual a sua distancia a uma reta fixa, chamada diretriz
(AVRITZER, 2009) [1]. Figura 35.

Mmool

Figura 35: Parabola segundo a definicéo.

Os elementos da parabola séo:

Foco: é o ponto F.

Diretriz: é areta d.

Reta focal: é a reta que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz. Esta reta também €
chamada de reta de simetria da pardbola, uma vez que, da definicéo, percebe-se que esta reta
divide a parabola em dois ramos simétricos.

Veértice: é o ponto V de interse¢do da pardbola com o seu eixo.

Parametro da Parabola: é a distancia entre o foco e a diretriz.
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Para encontrar a equagdo da parabola, sem perda de generalidade, considere uma
pardbola com eixo de simetria coincidente com o eixo das abscissas e concavidade voltada
para a direita e com Vvértice coincidindo com a origem do sistema de coordenadas. Conforme
Figura 35, toma-se inicialmente um ponto (c,O) que seré denotado de foco da parabola e uma
reta P1P, de equagdo x = —c, que serd chamada de reta diretriz d da parébola.

Tome entdo um ponto P, de coordenadas (x, y) pertencente a parabola. Aplicando a
Definicéo 3 tem-se que a distancia entre o ponto P e o foco F € igual & distancia entre o ponto
P e areta diretriz.

Da definigdo de distancias entre pontos segue que a distancia entre os pontos P e F,

isto &, (x,y)e (c,0)é dada por

FP=4/(x-c)* +y~.

Da definicdo de distancia entre ponto e reta segue que a distancia entre o ponto P e a
reta d é igual & distancia entre o ponto P e a projecdo ortogonal do ponto P sobre a reta d, isto

é, entre 0 ponto P e o ponto Py. Ou seja, entre (x,y)e (-c,y)

RP =4/(x+c)’.
Segue-se dai que a distancia entre o ponto P e o ponto F é igual a distancia entre o

ponto P e a reta diretriz, isto é,

FP=PP=,/(x—C)?+y? =4/(x+C)? .
Elevando ambos os membros ao quadrado, chega-se a
(x—c)’ +y® =(x+c¢)°.
Desenvolvendo os quadrados e simplificando encontra-se a equagio y* = 4cx, que é a
equacdo de uma parabola com reta focal coincidindo com o eixo das abscissas e foco de
coordenadas (C,O)e vértice coincidindo com a origem, cuja concavidade esta voltada para a

direita. De modo analogo determinam-se as equagdes a seguir:
a) parébola com reta focal no eixo das abscissas e concavidade voltada para a esquerda

(Figura 36): y* = —4cx.
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oK F

Figura 36: Parabola com vértice na origem e concavidade voltada para a esquerda.

b) pardbola com reta focal no eixo das ordenadas e concavidade voltada para a cima (Figura

37): x* = 4cy.

F
>
£0 %

Figura 37: Pardbola com vértice na origem e concavidade voltada para cima.
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c) pardbola com reta focal no eixo das ordenadas e concavidade voltada para baixo (Figura

38): x* =—4cy.

£O X
P
F

emoy

Figura 38: Parabola com vértice na origem e concavidade voltada para baixo.

Semelhantemente ndo serdo tratados os casos de translacdo e rotacdo de eixos
coordenados, caso julgue necessario o leitor poder4 consultar (LEHMANN, 1989) [7]. Por
outro lado serd destacada a propriedade refletora da parédbola, propriedade esta que serd

abordada no estudo das aplica¢des na Fisica.

2.3.1 Propriedade refletora da parabola.

De modo semelhante a elipse e hipérbole, a propriedade de reflexdo associada a
parabola é disposta como segue, segundo Teorema 7 (LEHMANN, 1989) [7] pagina 168 que
diz que a reta normal a parabola em um ponto Pl(xl, yl)qualquer da parabola forma angulos de
medidas iguais com o raio vetor de P, e a reta que passa por P, e é paralela ao eixo focal da parabola
conforme Figura 39. Conclui-se, a partir dai, que todas as retas incidentes na superficie
parabdlica numa diregdo paralela ao eixo focal, seguem numa direcdo que passa pelo foco F

da parébola.
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Figura 39: Propriedade refletora da parabola - Fonte referéncia [7].

2.3.2 Construindo uma pardbola com material concreto.

A seguir serd mostrado como construir uma parabola utilizando material concreto de
facil aquisicao.
Material necessario: lapis, pedaco de barbante, um prego pequeno, régua, um esquadro de
45° uma prancheta para fixacéo, papel oficio, cola instantanea (pode diversificar o material de
acordo a realidade local).
Etapas da construcéo:
1°) Cole uma extremidade do barbante em uma das extremidades do esquadro equivalente a
um dos angulos de 45° de modo que o barbante fique alinhado a lateral do esquadro, conforme
Figura 40.

Figura 40: Colando o barbante no esquadro.
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2°) Recorte o barbante de modo que fique com o comprimento igual ao comprimento do lado
do esquadro referente a parte em que colou a extremidade do barbante, conforme Figura 41.

Figura 41: Recorte do barbante com mesmo tamanho do lado do esquadro.

3% Amarre a extremidade livre do barbante em um prego pequeno conforme Figura 42.

Figura 42: Barbante amarrado no prego.
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4° Fixe o prego na prancheta conforme Figura 43. Este ponto de fixacdo sera o foco da

parabola.

Figura 43: Fixacdo do prego sobre a prancheta. Determinacéo do foco.

5°) Posicione a régua horizontalmente abaixo do ponto em que o prego foi fixado e apoie o
cateto que ndo contém o barbante sobre a régua, conforme Figura 44.

Figura 44: Posicionamento do esquadro sobre a régua.



41

6°) Encoste o lapis com o barbante no cateto do esquadro de modo que fique esticado
conforme Figura 45.

| -

Figura 45: Posicionamento do lapis sobre o esquadro para construgéo da parébola.

7°) Desloque o esquadro sobre a régua ao mesmo tempo em que o lapis é deslocado sobre o
cateto do esquadro, cuidando para que o barbante permaneca sempre esticado, conforme
sequéncia m-n-0-p-q-r da Figura 46.

Figura 46: Sequéncia de construcdo de um ramo da parabola.
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8% Inverta a posicdo do esquadro e repita 0 processo para construir o segundo ramo da
parébola, conforme Figura 47.

Figura 47: Invers&o do esquadro para construir o segundo ramo da parabola.
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99 A sequéncia s-t-u-v-x-z da Figura 48 a seguir mostra a constru¢édo do segundo ramo da

parabola.

2)

Figura 48: Sequéncia de construcédo do segundo ramo da parébola.
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10°) A Figura 49 mostra a parabola completamente construida com régua e esquadro.

Figura 49: Parabola construida com régua e compasso.

Conclui-se esta primeira parte na qual foram estudadas, de forma simplificada, o
desenvolvimento analitico das conicas: elipse, parabola e hipérbole bem como algumas
técnicas de construcdo utilizando aparatos simples. A seguir, serdo abordadas situacdes que
envolvem a utilizacéo das cOnicas até entdo descritas nesta dissertacéo.
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CAPITULO 3

APLICACOES DAS CONICAS NA FISICA

As conicas sdo amplamente aplicaveis a diversas areas do conhecimento humano.
Serdo destacadas algumas aplicagdes no campo da Fisica. Em Optica podem ser encontradas
aplicacdes de parabolas em espelhos de automdveis e em fornos solares; em telescopios de
reflexdo sdo encontradas aplicaces de pardbola e de hipérbole; em espelhos odontoldgicos
encontram-se aplicagOes da elipse. Na Acustica encontramos as salas de sussurros em igrejas,
auditérios e teatros, as conchas acusticas.

Na Astronomia aparecem na descricdo de orbitas de planetas (1% Lei de Johannes
Kepler). Na Estética aplicada sdo aplicadas nas torres de refrigeragdo de usinas nucleares. Na
Geofisica encontra-se a aplicagdo da elipse na composicdo da Geodésica. Na Ondulatéria
utilizam-se hipérboles em sistemas de localizacdo maritima como o LORAN?; em Biofisica a
elipse esté presente na construgdo do litotriptor extracorpéreo®, dentre outros.

Neste capitulo, serdo abordadas cada uma das aplicagdes citadas acima. Cabe ressaltar
que a intengdo em descrever cada aplicacéo é dispor de um material que possa ser utilizado
por professores que lecionam Matematica e Fisica visando a interdisciplinaridade e que possa
leva-los a inovar suas aulas, uma vez que o ensino de Matematica e Fisica tém omitido todo
desenvolvimento que tem sido realizado no século XX e que vem tratando de forma
excessivamente dedutiva 0s conceitos tradicionais. Uma vez que se possa contextualizar de
maneira dindmica dentro da realidade do discente, dispde-se aos mesmos, condi¢des que 0s
levem a desenvolver uma visdo mais atual do mundo em que estéo inseridos. Embora o foco
desta dissertacdo seja apresentar as propriedades refletoras das conicas e sua aplicabilidade de
forma interdisciplinar entre Matematica e Fisica visando desenvolver aparatos que gozem de
tais propriedades, é indispensavel a apresentacdo de situacdes que envolvam aplicagdes de

algumas conicas.

2 0 sistema LORAN (Acronimo de LOng RAnge Navigation)
® Aparelho utilizado para tratamento de calculo renal e uretral
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3.1 Aplicacgdes da elipse
3.1.1 Primeira Lei de Kepler

Desde os primdrdios o homem tem sido fascinado pela beleza do cosmos. A
necessidade de se estabelecer um referencial para determinagdo de épocas relacionadas ao
plantio e colheita determinou a intensificacdo da observacdo do céu. Ao observar o céu, 0s
nossos ancestrais perceberam que alguns astros descrevem um movimento regular, o que
propiciou a eles obter uma nocdo de tempo e de épocas do ano. As primeiras hipoteses
apontavam para a ideia de que o Sol e os demais planetas, até entdo catalogados, giravam em
torno da Terra. Esta concepgdo da estrutura celeste ficou conhecida como modelo
Geocéntrico. Por volta do século XVI, Nicolau Copérnico® (1473-1543) apresentou um
modelo Heliocéntrico, em que o Sol estava no centro do universo, e os planetas descreviam

Orbitas circulares ao seu redor.

No século XVII, Johanes Kepler® (1571-1630), Figura 50, enunciou as leis que regem
0 movimento planetario, utilizando anotagbes do astrdnomo Tycho Brahe® (1546-1601),

Figura 51. Kepler formulou trés leis que ficaram conhecidas como Leis de Kepler.
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Figura 50: Johanes Kepler — Fonte referéncia [22].

* Nicolau Copérnico (Torun, 19 de fevereiro de 1473 — Frauenburgo, 24 de maio de 1543) foi um astrénomo e
matematico polaco que desenvolveu a teoria heliocéntrica do Sistema Solar.

® Johannes Kepler (Weil der Stadt, 27 de dezembro de 1571 — Ratisbona, 15 de novembro de 1630) foi um
astrdbnomo e matematico alemdo.

® Tycho Brahe (Skane, Dinamarca, 14 de dezembro de 1546 — Praga, 24 de outubro de 1601) nascido Tyge
Ottesen Brahe, foi um astrbnomo dinamarqués.
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Figura 51: Tycho Brahe — Fonte Referéncia [24].

Destaca-se aqui a Primeira Lei de Kepler. Esta Lei afirma que, contrario ao que
acreditava Copérnico, os planetas, ao descreverem suas Orbitas em torno do Sol, as executam
em trajetorias que possuem o formato de uma elipse em que o Sol se localiza em um dos

focos desta elipse conforme Figura 52.

- —  Planeta
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Figura 52: Trajetdria eliptica descrita por um planeta em torno do Sol - Fonte Referéncia [25].

Uma sugestfo de visualizacdo da Lei das Orbitas de Kepler pode ser verificada por
meio de um programa livre chamado phet’. Neste aplicativo é possivel simular diversas
orbitas e verificar as trajetorias elipticas dos planetas. O professor podera levar os alunos ao
laboratério de informatica para verificarem a funcionalidade do programa.

'Phet - simulagBes interativas em Fisica e Matematica. Pagina consultada em 23/12/2015.
<https://phet.colorado.edu>
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3.1.2 - Composicao de Geodésias

Define-se Geodésia como sendo a ciéncia que estuda as formas e as dimensdes do
planeta. Empenha-se também em determinar o campo gravitacional e a superficie oceanica. A
definicdo proposta por Sevilla (1999) [11], diz que

Geodésia é uma das mais antigas ciéncias cultivadas pelo homem. O objeto de
Geodeésia é o estudo e determinacdo da forma e dimensdes da Terra, o seu campo de
gravidade e as suas variagdes temporais; E uma seccdo particularmente importante

para determinar as posi¢des de pontos sobre a sua superficie. Esta defini¢do inclui a
orientagdo da Terra no espaco.(P.1)

Esta ciéncia vem subdividida em trés principais ramos: Geodésia Fisica, que estuda o
campo gravitacional da Terra bem como a direcdo e a intensidade das forgas que atuam sobre
corpos mantendo-os na superficie terrestre; Geodésia Geométrica que estuda a determinacédo
de coordenadas de pontos, comprimentos e azimutes de linhas da superficie da Terra; e por
fim a Geodésia por Satélite que estuda as determinacdes de posicdo de pontos sobre a
superficie da Terra ou em torno da mesma por meio da utilizacdo de satélites artificiais.

Figura 53: Geoide Terrestre — Fonte referéncia [26].

Para se entender em que contexto se aplica a elipse é necessario compreender o que
venha ser o Geoide (Figura 53). Geoide é uma superficie que apresenta potencial comum
sobre a superficie terrestre estendendo-se por todos os continentes. Nao obstante, estas
superficies apresentam forma irregular devido a falta ou excesso de massas. Esta aproximacado
do Geoide para o elipsoide® garante o desenvolvimento de um modelo matemético necessario

ao levantamento geodésico, mostrando uma aplicac&o util da elipse.

8 S6lido geométrico obtido pela rotagdo de uma elipse sobre um de seus eixos. No caso cartografico, utiliza-se
como geratriz o eixo de rotacéo terrestre.
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3.2 Aplicacgdes da propriedade refletora da elipse

A propriedade refletora da elipse abordada no Capitulo 2 desta dissertagdo afirma que
ao tracar um segmento de reta que passa por um dos focos da elipse, seja F; este foco, e
intercepta a mesma num ponto P, pode-se tragar outro segmento a partir deste ponto e este
segmento certamente tera direcdo que passara pelo segundo foco da elipse, seja F, este foco,
conforme Figura 54. Esta propriedade da elipse garante as Leis da Reflexdo da Optica
Geométrica, estabelecidas a seguir:

12 Lei da Reflexo: O raio Incidente, a reta Normal® e o raio Refletido séo coplanares.

22 Lei da Reflex&@o: O angulo formado entre a o raio Incidente e a reta Normal é igual

ao angulo formado entre o raio Refletido e a reta Normal conforme Figura 54.

Reta Normal Reta tangente

Foco F1 Foco F2

Figura 54: Propriedade refletora da elipse.

° Reta perpendicular & tangente a superficie no ponto de incidéncia que serve de referéncia para determinacio
dos angulos de incidéncia e reflexdo.
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3.2.1 Espelho Odontolégico

O espelho odontoldgico é uma ferramenta presente no cotidiano das pessoas. Neste
encontra-se uma aplicacdo da propriedade Optica refletora da elipse. Segundo o professor Jodo
Filipe Queiro [9] da Universidade de Coimbra, em seu artigo afirma que:

Uma aplicacédo optica vé-se no dispositivo de iluminagdo dos dentistas. Este consiste
num espelho com a forma de um arco de elipse e numa lampada que se coloca no
foco mais préximo. A luz da lampada é concentrada pelo espelho no outro foco,
ajustando-se o dispositivo de forma a iluminar o ponto desejado.(P.1)

O que ocorre de fato é que, estando a lampada em um dos focos da superficie eliptica,
pela propriedade refletora da elipse os raios luminosos emitidos pela lampada (fonte luminosa
colocada no foco proximo a elipse) ap6s incidirem na superficie eliptica refletem numa
diregdo que contem o outro foco. Este outro foco localiza-se na regido bucal do paciente,

propiciando uma boa iluminagdo, conforme se visualiza na Figura 55.

Figura 55: Espelho odontoldgico de secco eliptica— Fonte referéncia [8]

Como a fonte luminosa (ld&mpada do aparelho) emite luz em todas as direcdes, é
necessario colocar-se um anteparo para evitar que a luz que venha diretamente da lampada
incida nos olhos do paciente, conforme Figura 56.

Superficie eliptica

Posigdo da boca
eI anteparo opaco I ® Posidio da lampada

Figura 56: Esquema simplificado de espelho odontolégico — Fonte referéncia [9].
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Numa situacdo real o professor poderd levar um espelho eliptico e demonstrar esta
propriedade dptica. A partir de dados coletados poderd, junto com os discentes, verificar a
propriedade refletora da elipse.

3.2.2 Litotriptor Extracorpdreo

Segundo L. Fernandéz [5], a litotripsia extracorpérea € uma das técnicas mais
eficientes para tratamento de célculos renais e de uretra com eficiéncia em torno de 80%. Este
método consiste em concentrar ondas de choque de alta frequéncia no calculo renal ou uretral.
Para tanto se utiliza da propriedade refletora da elipse. Em um dos focos (fora do corpo) é
produzido uma onda de choque de alta frequéncia (Figura 57) que, ao ser refletida por uma
superficie semi-elipsoidal, reflete sobre o calculo (dentro do corpo) no outro foco conforme
Figura 58, pulverizando-o e permitindo que este seja expelido durante a excrecdo. Com uma
eficiéncia de 80% e com uma taxa de mortalidade de 0,01% torna este método um dos mais

eficientes, como ja fora dito anteriormente.
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Figura 57: Ondas geradas por um Litotriptor para pulveriza¢do de célculo renal - Fonte referéncia [5].
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Figura 58: Esquema mostrando a localizagao dos focos da superficie eliptica - Fonte referéncia [31].
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Uma possibilidade de verificacdo real poderd desencadear num projeto
multidisciplinar com aulas de campo. Este projeto poderd contemplar uma visita a um centro
de nefrologia ou a um centro hospitalar, contemplando ndo apenas a disciplina de Matemaética

e Fisica, como Biologia.

3.2.3 Salas de Sussurro

Dentre as diversas areas da Fisica aplicaveis a construcéo civel, destacam a Estética de
corpos extensos. Dentro do contexto desta dissertacdo, atribui-se a arquitetura uma aplicagao
eficaz das propriedades da elipse na construcdo das chamadas salas de sussurro. Estas salas
sdo projetadas de tal maneira que uma pessoa possa se comunicar sem esfor¢cos com outra
pessoa, sem que uma terceira pessoa possa ouvir. Isto é possivel devido a propriedade

refletora da elipse.

O que ocorre de fato é que, ao serem construidas, estas salas sdo projetadas com o
formato de uma elipse, na qual sdo marcados dois pontos estratégicos (focos da elipse) em

que as pessoas que irdo se comunicar deverdo ser dispostas conforme Figura 59.

esquema simplificado de
uma sala de sussyrros.

pessoa localizada|no foco 2.

pessoa localizada no foco 1.

Figura 59: Aplicagao da propriedade refletora da elipse nas salas de sussurro.
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Estas salas podem ser encontradas em construgdes famosas como a sala de espetaculos
do Teatro Nacional de Séo Carlos, em Portugal Figura 60.

Figura 60: Interior do Teatro Nacional de Sao Carlos, Portugal — Fonte referéncia [32]

Um esquema de vista superior desta sala pode ser visto na Figura 61.

Figura 61: Projecéo planificada da sala de espetaculos do Teatro Nacional de S&o Carlos, Portugal — Fonte
referéncia [8]
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3.3 Aplicacdes da hipérbole

3.3.1 Sistema de localizagdo LORAN

O sistema LORAN faz parte de um sistema de navegacdo chamada de Navegacdo
Hiperbolica. Este tipo de navegagdo utiliza o método de diferenca de distdncias a pontos
determinados (estagies que constituem o sistema) para que sejam obtidas as LDP' que
servem para definir a posi¢do de um navio ou avido. Existem outros métodos constituindo
este tipo de sistema de navegacdo. Destacam-se 0 LORAN ou LORAN-c que tem como
principio a determinagdo por diferenca de tempo. Observe a seguir como localizar um navio
utilizando este método.

Para se determinar um ponto (local do navio) é necessario que sejam determinadas
duas linhas de posicdo (LDP) hiperbolicas. A posi¢do do navio estara no cruzamento das duas
LDP. E preciso, portanto, dois grupos de estacbes. Na pratica, usa-se uma estagio Chefe ou
Mestra controlando duas Secundarias ou Escravas (Figura 62). Para que se observem as
diferencas de tempo entre as recepgdes dos sinais dos dois grupos, variam-se as frequéncias

ou 0s atrasos de cddigo.

Figura 62: Sistema de navegagéo hiperboélico — Fonte referéncia [21].

19 Linhas de Posicéo
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Pode ser encontrado um exemplo mais claro em Dante [3]

O sistema LORAN (Long Range Navigation) permite aos navios determinar sua
localizagdo pelo radio. Essencialmente, uma estagdo-chefe transmite pulsagdes com
intervalos de 0,05 segundo e uma estagdo-escrava transmite pulsagdes 0,001
segundo mais tarde. Um navio tem equipamento que mede a demora entre a
captacdo dos sinais das duas estaces. Usando dois pares de estagdes ou uma
estacdo-chefe e duas escravas, [...], 0 navio determina sua localizagdo como uma
intersecgdo de hipérboles. Um navio em [...], por exemplo, recebe os sinais da
estacdo-chefe 3 000 microssegundos (0,003 segundo) antes dos sinais da escrava 1 e
2 500 microssegundos antes dos sinais da escrava 2. Sua posicdo € a intersec¢do das
hipérboles sobre as quais esse tempo leva para ocorrer. (Os tempos de demora para a
estacdo-chefe e a escrava 1 sdo constantes sobre as semihipérboles tracadas com
linhas tracejadas. Os tempos de demora para a estagdo-chefe e a escrava 2 sdo
constantes sobre as semihipérboles tracadas com linhas continuas. Os tempos sdo
medidos em microssegundos.) (p.77)

A situacéo descrita por Luiz Roberto Dante pode ser visualizada na Figura 63 a seguir.

Figura 63: Esquema da situacdo descrita por Dante — Fonte referéncia [3].

3.3.2 - Hiperboloide na engenharia civil: Fisica Estatica

Hiperboloides sdo superficies geradas pela rotacdo de uma hipérbole em torno de um
determinado eixo diretor. Dependendo do eixo adotado podemos obter tipos diferentes de
hiperboloides dentre os quais destacamos o de folha dupla e de folha simples.

O hiperboloide de duas folhas pode ser obtido por rotagdo de uma hipérbole em
relacdo ao seu eixo focal (Figura 64). Por outro lado, quando se rotaciona a hipérbole em
relagdo ao seu eixo transverso, obtemos o hiperboloide de folha simples ou uma folha (Figura
65).
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Figura 64: Hiperboloide de folha dupla - Fonte referéncia [17].

Figura 65: Hiperboloide de folha simples - Fonte referéncia [17].

Seré enfatizado o hiperboloide de folhas simples, destacando o fato do mesmo poder
ser gerado a partir de uma reta. Esta propriedade do hiperboloide de folha simples permite
classifica-la como uma superficie regrada. Segundo defini¢do dada por Lehmann (1989) [7],
uma superficie regrada é aquela que pode ser gerada por uma linha reta. Em outras palavras,
podemos dizer que uma superficie S € regrada (Figura 66), quando por todo ponto P

pertencente a S passa pelo menos uma reta r, inteiramente contida em S.

Figura 66: Superficie regrada S. I'; € uma reta contida em S que passa por P - Fonte referéncia [6].
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Esta propriedade dos hiperboloides é destacada por SATO (2005) [10].

“podemos mostrar que o hiperboloide de uma folha gerado pela rotacdo de uma
hipérbole em torno do seu eixo transverso é também gerado por uma reta. Ou seja,
ele pode ser considerado como sendo formado por uma unido de retas (superficie
regrada). Assim, seu formato € usado na construgéo de centrais de energia atdmica,
onde barras de aco retilineas (que tém alta resisténcia) se cruzam para obter
estruturas extremamente fortes.”(p.19)

Como observado anteriormente por Sato, este tipo de superficie confere alta
resisténcia devido ao cruzamento das retas que formam a superficie regrada. Como destacado,

uma aplicacdo direta esta relacionada a construcdo de centrais de energia atbmica (Figura 67).

Figura 67: Torres hiperbdlicas de superficie regrada em usinas Termonucleares - Fonte referéncia [17].

3.4 Aplicacdes da propriedade refletora da hipérbole

Assim como na elipse, a propriedade refletora da hipérbole garante as Leis da
Reflexdo da dptica Geométrica. A seguir sera mostrada uma importante aplicacdo desta
propriedade.

3.4.1 Telescopio de Reflexdo

Sabe-se que o0s primeiros telescdpios baseavam-se nas propriedades da refracdo
luminosa. Ha, portanto, uma desvantagem uma vez que o fendmeno da refracdo pode trazer
situacBes desastrosas no momento da observacdo por meio das aberragcfes cromaticas.

Levando em consideragcdo o fato de que a reflexdo luminosa ndo permite este tipo de
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interferéncia e que ap0s varias tentativas de se construir um telescopio mais eficiente e com
menos distor¢des, conhecendo-se as propriedades refletoras da hipérbole € que o francés

Cassegrain™ o sugeriu na confeccéo de telescopios refletores.

A descri¢do suméria de como funciona esse tipo de telescépio pode ser encontrada no
artigo do professor Jodo Filipe Queird [9] da Universidade de Coimbra. Segundo ele o
telescdpio refletor é construido com dois espelhos, um maior de forma parabdlica (principal) e
outro menor de forma hiperbdlica (secundério). A disposicéo desses dois espelhos se daria de
tal forma que os eixos da parabola e da hipérbole coincidissem e que o foco da primeira
coincidisse com um dos focos da segunda. O principio basico do telescopio refletor é o
seguinte: os raios de luz ao encontrar a superficie parabdlica séo refletidos para o foco pela
propriedade refletora da parabola. Como o foco da parabola coincide com o foco da hipérbole,
0s raios estardo automaticamente também no foco da hipérbole, que pela propriedade refletora
da hipérbole, serdo direcionados para a superficie hiperbolica e encaminhados para o outro
foco da hipérbole. Os raios de luz passam por um orificio no centro do espelho maior onde
uma lente corrige a trajetoria da luz que chegaré aos olhos do observador. Esses telescopios

tém a vantagem de serem menores e mais leves.

A Figura 68 a seguir reforca o que foi descrito pelo professor Queird. O telescopio
Hubble goza desta propriedade.

Figura 68: Esquema simplificado de telescépio refletor com espelho hiperbdlico — Fonte referéncia [20] e [9].

' Laurent Giovani Cassegrain - (1625 - 1712) Fisico francés.
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3.5 Propriedade refletora da parabola

A propriedade refletora da parabola garante as Leis da Reflexdo da Optica Geométrica.
No entanto, existe uma diferenca em relacdo a elipse e a hipérbole. Enquanto a elipse e a
hipérbole possuem dois focos, a parabola possui apenas um. Na parébola, o conjunto de retas
paralelas a seu eixo de simetria’?, ap6s incidir sobre a superficie parabélica, reflete na direcéo

do seu foco conforme Figura 69.

Figura 69: Propriedade refletora da parabola - Fonte referéncia [17].

A seguir serdo mostradas algumas das diversas aplicacdes da pardbola e de suas
propriedades especificas que vdo desde aplicagdes mais simples como as antenas parabdlicas

até as mais complexas como a fabricacdo de aparelhos como os telescopios e os radares.

3.6 Refletores parabolicos

Os refletores parabdlicos séo superficies geradas pela rotacdo de uma parébola em
torno de seu eixo de simetria. A superficie gerada é chamada de paraboloide (Figura 70) e
mantém as mesmas propriedades refletoras da parébola. Seu uso € amplo, dentre os quais

podem destacados segundo a sua funcionalidade/finalidade:

12 Eixo de simetria de uma parabola é definido como a reta que passa por seu foco F e é perpendicular a sua reta
diretriz r
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Figura 70: Paraboloide de revolugéo - Fonte referéncia [17].

a) Funcdo emissora:

Os paraboloides com funcdo emissora podem ser encontrados nos fardis de
automoveis, em refletores de foco utilizados em iluminagdo de cenas em teatros e, por fim,
em instrumentos musicais que tenham a finalidade de projetar o som numa direcao especifica.

Veja Figura 71.

1) @) )

Figura 71: Farol de automovel (1), projetor acustico (2) e refletor de foco (3) - Fonte referéncia [17].

Neste tipo de dispositivo a fonte, que pode ser luminosa ou acustica, se encontra no
foco da superficie parabdlica. Pela propriedade de reflexdo da parabola, a luz ou o som
emitidos, apds reflexdo na superficie, seguem numa direcdo paralela ao eixo focal da

superficie, direcionando assim a luz ou 0 som em uma Unica direc¢ao.
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b) Funcéo receptora:

Os paraboloides com fungéo receptora podem ser encontrados nos coletores de energia
emitidos por fontes que estejam muito distantes como objetos celestes. S&o utilizados em
radiotelescépios e em telescopios de reflexdo. Também sdo encontrados em antenas
parabdlicas, cuja finalidade é concentrar radiacfes de baixa intensidade como os sinais de
radio e televisdo. Podem ser encontrados em coletores solares como os fornos solares, cuja
finalidade é a concentracéo da luz solar. Em alguns dispositivos usados por ornitlogos™® ¢
possivel a captacdo de sons distantes e de baixa intensidade. Veja Figura 72.

4 (5) m’

Figura 72: Receptores parabolicos — Fonte referéncia [17].

Nestes tipos de dispositivos a radiagdo eletromagnética (ondas de radio e luminosas) e
também acusticas sao emitidas por fontes distantes. Este fato permite que as ondas cheguem a
superficie refletora praticamente paralelas ao eixo focal das superficies. Pela propriedade
refletora, essa radiacdo apos sofrer reflexdo na superficie parabdlica seguem numa direcdo
que contem o foco, concentrando assim o sinal. Neste ponto de concentracdo é colocado o
dispositivo receptor.

13 Cientista que estuda os passaros. Ornitologia.



62

c) Funcdo emissora/receptora:

Os paraboloides que possuem esta dupla fun¢do podem ser encontrados em radares ou
similares. Estes aparelhos utilizam a mesma antena para emissdo e recepcdo de sinais
eletromagnéticos. Sdo encontrados ainda em antenas cuja finalidade é manter a comunicagédo
bidirecional com satélites, sondas e naves espaciais que estejam localizadas a grandes
distancias. Veja Figura 73.

Figura 73: Radares de comunicacdo bidirecional - Fonte referéncia [17].

Alguns aparatos como os fornos solares e o0s projetores de som podem ser construidos
com a finalidade de se mostrar na pratica a aplicabilidade da propriedade refletora da
parabola. No capitulo posterior serdo abordadas algumas atividades que podem ser
desenvolvidas durante as aulas de Matematica e Fisica e que mostram na pratica as
propriedades das conicas aqui estudadas, especialmente a parabola.

O objetivo deste capitulo é mostrar a aplicabilidade das propriedades das conicas no
campo da Fisica buscando uma relacdo interdisciplinar com a Matematica, desde a construcdo
de aparelhos de observacdo como os telescopios a construcdo de usinas Termonucleares.
Conhecer de fato as aplicagdes destas propriedades pode levar o professor de Matematica e
Fisica a dinamizar a maneira como suas aulas sdo desenvolvidas e, por outro lado, permite a
introducdo de aparatos que gozem de tais propriedades. Estes aparatos podem e dever ser
construidos pelos proprios alunos (com auxilio do professor é claro), levando
consequentemente a sistematizacdo do contetdo a partir de sua pratica. Tais recursos podem
permitir o alcance do que fora sugerido na introducdo desta dissertacdo, que é a de tornar as
aulas de Matematica e Fisica mais inovadoras.
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CAPITULO 4

SUGESTOES DE CONSTRUCAO DE UM CONCENTRADOR SOLAR E DE UM
COMUNICADOR ACUSTICO

A melhor forma de aprender qualquer coisa é descobrindo-a por si proprio.
Deixa-os aprender adivinhando.
Deixa-os aprender provando.
N&o reveles todo o teu segredo de uma vez — deixa-os adivinhar antes de o
revelares.
Deixa-os descobrir por si proprio tanto quanto seja possivel.

George Polya.

A energia radiante esta constantemente a nossa volta sob diversas modalidades. Elas
vdo desde as ondas eletromagnéticas, raios X, micro-ondas até as ondas sonoras. Dentre as
ondas eletromagnéticas esta a radiacdo solar, que por sua vez é abundante em nossa regido.
Esta radiacdo, apesar de ser abundante, ndo € concentrada para que venha ter um
aproveitamento mais eficiente. Neste contexto pode ser introduzido o conceito de “forno
solar” — dispositivo que concentra a luz solar. Neste tipo de aparato a radiagéo solar precisa
ser concentrada para que o forno seja eficiente. Desta forma a propriedade de reflexéo da
parébola é essencial na construgdo destes fornos.

Outro dispositivo que utilizard da propriedade refletora da pardbola € um tipo de
dispositivo de comunicagdo muito interessante apelidado de “parabofone” — comunicador
acUstico. E um dispositivo eventualmente utilizado em feiras de iniciagdo cientifica que aguca
a curiosidade dos espectadores.

Dentre as diversas aplicabilidades das cOnicas abordadas até aqui, sera enfatizado a
propriedade refletora da parabola e sua aplicacdo na construcéo de dois dispositivos, citados

anteriormente, que utilizam desta propriedade para seu funcionamento.



64

4.1 Propriedade refletora da parébola e os espelhos parabdlicos.

Considere um espelho formado por um paraboloide de revolugdo. Segundo o que foi
visto no Capitulo 3 desta dissertagdo, o conjunto de raios luminosos que incide sobre a
superficie paraboloide numa direcéo paralela ao seu eixo focal, apds sofrer o fendbmeno da
reflexdo, passam a se propagar numa diregdo que passa pelo foco do paraboloide conforme
Figura 74.

Figura 74: Propriedade refletora da parabola - reflexao da luz em espelho parabdlico - Fonte referéncia [17].

4.2 Concentradores de raios solares

Um concentrador de raios solares é um dispositivo simples cujo principio basico de
funcionamento estd em aplicar a propriedade de reflexdo da parébola. Este mecanismo
permite a construgdo dos fornos solares. Estes fornos podem ser utilizados para fins
domeésticos, contudo sdo também utilizados para fins cientificos nos quais exigem uma
elevada concentracdo de energia térmica. Pode-se observar nas Figuras 75 e 76 duas das

aplicagdes destes fornos.
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Figura 76: Forno solar doméstico - Fonte referéncia [17].

4.2.1 Guia de construcdo de um concentrador de raios solares: principio dos fornos solares

A seguir sera mostrado como construir um concentrador de raios solares que pode ser
apresentado numa Feira Cientifica. Este experimento poderd ser parte de um projeto
interdisciplinar, uma vez que apresentam as propriedades fisicas da luz, a propriedade de
reflexdo da paréabola e, pelo fato de envolver fontes limpas de energia, podera ser abordado,
além da disciplina de Matematica, as disciplinas de Fisica e Biologia.

O guia a seguir, foi retirado do sitio Ciéncia Viva, conforme referéncia [28].
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Materiais necesséarios

e Uma caixa de sapatos comprida (o comprimento da caixa pode variar);
e Folha de aluminio;
e Cartolina;

e Espeto de madeira para churrasco.

Etapas da construcao

1. Desenhe uma pardbola nos lados mais longos da caixa (pode ser usado a técnica
apresentada no subitem 2.3.2) com distancia focal de 10 cm a 20 cm e cortar a

caixa (Figura 77). Deve haver rigor nos cortes.

Figura 77: Etapa 01 para construcdo do concentrador solar — Fonte referéncia [28].

2. Preencha o topo da caixa com uma cartolina, de modo que esta siga 0 contorno
parabodlico recortado na caixa (Figura 78). Construiremos assim uma superficie

parabdlica.

Figura 78: Etapa 02 para construcdo do concentrador solar - Fonte referéncia [28].
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3. Cole a folha de aluminio sobre toda a superficie da cartolina com a parte refletora
para fora. Certifique-se de que a folha de aluminio esteja perfeitamente lisa. Figura
79.

Figura 79: Etapa 03 para construcédo do concentrador solar - Fonte referéncia [28].
4. Localize o foco da parébola. Para isso posicione um papel no centro da curva.
5. Cole dois suportes laterais para posicionar o espeto (este deve passar pelo foco

localizado no item anterior). Figura 80.

Figura 80: Etapa final para construcdo do concentrador solar - Fonte referéncia [28].

6. Agora é sd espetar uma salsicha ou algo apropriado no espeto e aproveitar um dia
de sol para por em funcionamento. O tempo de cozimento pode variar dependendo

do alimento utilizado e das condi¢des climéticas.
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4.3 Comunicadores acusticos

Comunicadores acusticos séo dispositivos parabdlicos que podem ser utilizados em
comunicagdes em pequenas distancias nas feiras cientificas. Baseia-se na reflexdo de ondas
sonoras, cujo principio € o mesmo das ondas de luz. O modelo bésico baseia-se em dispor de
dois refletores distanciados de aproximadamente 35 metros, voltados um para o outro. Um
espectador, ao falar no foco de um dos refletores, produz ondas sonoras que incidem no
primeiro refletor e refletem numa diregéo paralela ao seu eixo focal. Estas ondas sé&o recebidas
pelo outro refletor numa direcdo praticamente paralela e sofrem reflexdo se dirigindo para o
foco deste. Outro espectador posicionado no foco do segundo refletor poderd compreender
claramente o que diz o primeiro espectador, caracterizando a comunicacao entre eles por meio

destes refletores. Observe a Figura 81.

Refletor 1 Refletor 2

Figura 81: Esquema simplificado de comunicagéo usando refletores parabdlicos — Fonte referéncia [27].

4.3.1 - Guia de construcdo de um comunicador acustico

A seguir sera mostrado como construir 0s comunicadores acusticos que poderdo ser
uma atragdo nas feiras cientificas. Este comunicador também e chamado de “parabofone”. As
etapas descritas a seguir, salvo modificagbes, podem ser encontradas em Fisica mais que
divertida Valadares (2002) [13] e as figuras foram retiradas do relatorio de atividades de
Humberto D. Bovolenta [29].
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Materiais necessarios

e Régua de plastico graduada, de 30 cm ou maior;

e Placas de madeirade 1,0 cm e 1,5 cm de espessura;

e Papel cartdo de dimensdes 0,80 mm x 0,80 m x 1,20 m;
e Cola branca ou adesivo instantaneo universal;

e Parafusos;

o Compasso;
e Furadeirg;
e Serrote;

e Lixas;

e Estilete;

o Lapis;

e Arame rigido.
Etapas da construcédo

1. Utilizando o papel cartdo, desenhe um molde para recorte das pegas de
sustentacdo do refletor. Tome um retangulo de 32 cm x 75 cm, fixando dois lados
concorrentes como eixos cartesianos. Em seguida marque os pontos de Ag a As,
conforme tabela 1 a seguir. Em seguida recorte 08 pecas para sustentacdo da
superficie parabdlica (Figura 82).

Figura 82: Molde e pecas de sustentacéo recortados conforme dados da tabela — Fonte referéncia [29].
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Coordenadas de largura Coordenadas de altura

X =0 Yo=3Cm

X1 = 14,4 cm y1=4cm

X2 = 25,2 cm y2=6cm

X3 =37,7cm y3 =97 cm

X4 =51,7cm ya = 15,6 cm

Xs = 62,3 cm ys =21,3¢cm

Xs =75cm Vs = 29,5 cm

Tabela 1: Dados para constru¢do do molde para confecgéo do suporte.

Os dados apresentados na tabela servirdo como entradas no sistema de coordenadas
cartesianas como sugere a Figura 83.

Figura 83: Esquema de molde com coordenadas cartesianas nos lados do retangulo — Fonte referéncia [29].

2. Recorte um disco circular de 35 cm de raio. Esta peca servird de suporte para
fixacdo das 08 pecas que sustentardo a superficie parabdlica. Veja Figura 84.

Figura 84: Disco circular de raio 35 cm para fixa¢do dos suportes — Fonte referéncia [29].
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3. Divida o disco em oito partes iguais e risque conforme se divide uma pizza,
deixando no centro um circulo de raio 2 cm. Fixe com parafuso as oito pecas,
tendo o cuidado de verificar igual espagcamento entre elas. Neste processo podem-
se utilizar parafusos para fixagdo. Para que as pegas ndo se soltem e para que haja
uma maior fixacdo das mesmas, podem-se utilizar ripas entre as oito pecas

conforme Figura 85.

Figura 85: Disco circular com suportes ja fixados — Fonte referéncia [29].

4. Construa um suporte vertical para fixar o refletor. Utiliza-se para tanto um sarrafo
de MDF medindo cerca de 1,40 m de altura por 15 cm de largura. A espessura do
sarrafo pode ser de 1,5 cm. Para dar estabilidade, fixe numa plataforma conforme
Figuras 86 e 87.

Figura 86: Suporte de sustentagao vertical — Fonte referéncia [29].
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Figura 87: Refletor acustico parcialmente montado — Fonte referéncia [29].

\

5. Coloque o papel cartdo sobre o molde do refletor, fixando perfeitamente a
estrutura e marque com um lapis. Recorte o papel segundo o molde demarcado
(Figura 88). Faca cada molde individualmente para evitar eventuais erros. Fixe
com cola cada recorte para montagem da superficie refletora (Figura 89).

Figura 88: Recorte do papel cartdo para refletor parabdlico — Fonte referéncia [29].
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Figura 89: Refletor parcialmente montado com o papel cartdo — Fonte referéncia [29].

6. Utilizando arames mais resistentes, fazer uma estrutura metalica para localizacdo

do foco do refletor. Deve ficar a cerca de 55 cm da estrutura de sustentacao.

As etapas descritas sdo para a confec¢do de um refletor parabdlico. Para que haja a
comunicacdo é necessaria a confecgdo de dois refletores. Apos estarem prontos basta por em
prética, posicionando-os conforme a Figura 81, respeitando a distancia entre 30 e 35 metros.

Existem algumas variagBes de concentradores solares e também dos refletores
parabolicos. Apesar de ser uma proposta direcionada ao ensino de Matematica, estes aparatos
podem, sem perda de generalidade, ser desenvolvidos nas aulas de Fisica e Biologia
contemplando as especificagdes do MEC quando propdem que

as competéncias gerais, que orientam o aprendizado no ensino médio, devem ser
promovidas pelo conjunto das disciplinas dessa area, que é mais do que uma reunido
de especialidades. Respeitando a diversidade das ciéncias, conduzir o ensino dando
realidade e unidade é compreender que muitos aprendizados cientificos devem ser
promovidos em comum, ou de forma convergente, pela Biologia, pela Fisica, pela
Quimica e pela Matemética, a um s6 tempo refor¢ando o sentido de cada uma dessas
disciplinas e propiciando ao aluno a elaboragdo de abstracbes mais amplas.
(BRASIL, 2000, p. 24).

Por esta perspectiva poderdo ser desenvolvidos projetos que possam contemplar as
demais areas como sugerido pelo MEC.
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CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS

O principio norteador desta dissertacdo foi a busca pela inovagdo na maneira como as
aulas de Matematica e Fisica sdo desenvolvidas. Em principio vimos que o proprio MEC
orienta a desenvolver aulas que permitam aos discentes desenvolverem habilidades cognitivas

que derivem de sua prética.

No intuito de oferecer uma maneira diferenciada e inovadora, este trabalho foi
desenvolvido com a finalidade de oferecer uma proposta de aula pratica que permita aos
discentes verificarem a validade de algumas propriedades matematicas associadas as conicas,

em especial a parébola.

O fato de ser licenciado em Ciéncias com Habilitacdo Matemaética e ser professor tanto
de Matematica quanto de Fisica me motivou ainda mais a desenvolver este estudo no qual
proponho a construgdo de dois aparatos que podem ser apresentados numa feira cientifica e
também permite a exploragdo de conceitos matemaéticos associados as cdnicas, em especial a

parébola.

Os dois experimentos propostos ndo exigem custos elevados, uma vez que podem ser
adquiridos com baixo custo. Além do mais, sdo aparatos permanentes e poderao ser utilizados
mais de uma vez. Por outro lado, a possibilidade de substituicdo de materiais por outros de
custo menor também é possivel desde que satisfaca as exigéncias do projeto. Este tipo de
substituicdo de material podera levar ao discente a pesquisa, uma vez que 0 mesmo devera
efetuar os testes necessarios para verificacdo da utilidade do material, verificando se esté de

acordo com a necessidade do projeto.

O discente pode contar com um material riquissimo a sua disposi¢do. A maneira com
0 qual o tema foi abordado fornece ao discente material complementar, ou seja, desde o
histdrico por trds do estudo das cdnicas perpassando pela maneira sintetizada como as conicas
foram abordadas até aparte propriamente de aplicacbes, culminando assim com a pratica na
construcdo dos aparelhos. No Capitulo 3, concernente as aplicagdes, encontram-se situacdes

ndo corriqueiras que podem direcionar tanto o docente quanto o discente & pesquisa para que
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possam aprofundar seus conhecimentos. Conceitos como Geoide e litotriptor ndo séo termos

tdo comuns.

Portanto, o leitor dispde de um material que contempla varias vertentes, do tedrico ao

prético passando pelo contexto histérico de surgimento das conicas.
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