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Resumo

Nesta dissertacao propomos aos professores do ensino médio uma apresentacao dos nameros
irracionais, estudando os ntiimeros, e, 7™ e \/p, com p primo. Nosso objetivo ¢ de contribuir
para o aprimoramento da aprendizagem dos nimeros irracionais pelo corpo docente do
ensino basico. Apresentamos um pouco da histdria sobre o surgimento dos ntimeros irraci-
onais, além de dar destaque aos niimeros irracionais mais comuns na escola, apresentando
suas demonstracoes de irracionalidade e algumas aplicagoes que os professores podem usar

como mais uma opcao para planejar suas aulas.
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Introducao

A ideia deste trabalho surgiu quando ministrava aulas numa turma de primeiro ano do
ensino médio sobre conjuntos nimericos, mais especificamente, conjunto dos nimeros ir-
racionais. Durante a explicacao do assunto, um estudante disse que nao havia entendido
a demonstracdo feita no livro didético sobre a irracionalidade de v/2. Apés explicar-lhe
a demonstracao, comentei sobre outros nimeros irracionais, como 7 e as raizes quadra-
das de ntmeros primos, /p. No entanto, eu nunca havia visto uma demonstragao da
irracionalidade de 7.

Certa vez li num livro, nao lembro o qual, a seguinte frase: “O professor de matemaética
precisa saber mais do que a quem ele vai ensinar”, pois desta forma o professor conseguira
ter uma visao mais ampla do problema, e foi esta visdo mais abrangente que me faltou sobre
a irracionalidade de 7, afinal, tanto eu como o estudante tinhamos o mesmo conhecimento,
ou seja, nés dois nao sabiamos o porqué da irracionalidade de 7, apenas acreditdvamos,
como se fosse uma verdade absoluta.

Deste modo, propomos apresentar uma demonstracao, que acreditamos ser acessivel
aos professores de matemadtica, da irracionalidade de 7 e também do ntimero de Euler e
e /p, com p primo. Destacamos que essas demonstracoes nao devem ser apresentadas
aos alunos, mas consideramos que é importante os professores conhece-las. Além disto,
tentamos trazer a importancia, dos nimeros irracionais para o ensino da matemaética
apresentando seu contexto histérico e algumas aplicacdes em que os nuimeros irracionais
aparecem.

O trabalho esta escrito em quatro capitulos. No capitulo I, abordamos um pouco da
historia sobre os irracionais e apresentamos duas demonstragoes sobre a incomensurabili-
dade entre lado e a diagonal de um quadrado. A primeira usando o Teorema de Pitagéras
e a segunda por construcao, usando régua e compasso.

No capitulo II, temos um breve estudo sobre a construcao dos nimeros reais, através
dos cortes de Dedekind.

No capitulo III, apresentamos as demonstragoes da irracionalidade 7, e e \/p. Nessa
parte tentamos escrever com o maximo de cuidado, evitando passos que aparentemente
sejam triviais, com o objetivo de deixar o texto mais claro.

No capitulo IV, apresentamos exemplos onde os ntimeros irracionais surgem no ensino



basico em contelddos diferentes. Possibilitando ao professor fazer sempre que possivel o

uso dos ntmeros irracionais no ensino médio como um todo.



Capitulo 1

Um pouco da histéria

1.1 Surgimento dos irracionais

E comum colocar que a geometria surgiu as margens do rio Nilo, com as constantes
medicoes de terras devido as mudancas no volume de agua do rio, estimulando os mesopo-
tamicos e os egipcios a usarem a geometria para resolver problemas praticos de cédlculo de
area. No entanto, essa matematica praticada pelos mesopotamicos e egipcios era diferente
da geometria grega, fundada em argumentagoes consistentes e demonstragoes.

Alguns relatos sobre a matemaética grega se concentram na escola pitagérica, (discipulos
de Pitdgoras) que acreditava que a esséncia de tudo, na geometria, poderia ser explicada
pelos nimeros inteiros e suas razoes. Porém, a comunidade matematica foi supreendida
com a descoberta da incomensurabilidade, ou seja, que a geometria dos inteiros e suas
razoes era insuficiente para comparar grandezas como a diagonal e o lado do quadrado ou
a diagonal e o lado de um cubo.

A descoberta feita pelos pitagoricos é cheia de incertezas, porém, é comum encon-
trarmos nos livros didaticos que a descoberta da incomensurabilidade se deu com uma
aplicacao do Teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo isdsceles.

A demonstracao é feita por reducao ao absurdo, da seguinte forma:

Sejam d e [ respectivamente a diagonal e o lado de um quadrado e suponhamos que d
e [ sejam comensuraveis, ou seja, que % é racional e igual a %, com p e g primos entre si.

Usando o teorema de pitagoras

42 =12 + 12,
d* =21
temos J
(FP=(r=2
logo



portanto p é par. Fazendo p = 2r, com r inteiro, entao

2 2

p°=2q
implica

4r? = 2q2
dai

q2 — 9,2

portanto g também é par. Mas isso é um absurdo pois, supomos p e ¢ primos entre si.
Esta demonstracao da incomensurabilidade foi bastante contestada, por [6], pela abs-
tragdo que possui, logo, vamos apresentar uma demonstragao encontrada em [6] onde a

incomensurabilidade decorre da construcao por construcao.
Proposicao 1.1. O lado e a diagonal de um quadrddo sdo incomensurdveis.

Seja ABC'D um quadrado de lado AB e diagonal AC. Suponhamos que AB e AC
sejam comensurdveis, ou seja, que existe um segmento AP que cabe uma quantidade
inteira de vezes em AB e em AC. Com a ponta seca do compasso em C e abertura C'B

marcamos o ponto By pertencente a diagonal AC, tal que CB; = CB.

D =
-~

Figura 1.1: CB; =CB

Usando a ponta seca em Bj e abertura By A encontramos o ponto P sobre o segmento
C Bj sobre a diagonal AC. Agora com a ponta seca em P e abertura r > Bj A construimos
um arco que intersecta o arco de centro A e mesma abertura r, tracando assim uma per-
pendicular & AC que intersecta AB em C7 de modo que o tridngulo retangulo AB{C1 é

iséseles, pois B1ACT é meio reto.



Figura 1.2: AB;C) = 90°

Agora com a ponta seca em Cj e abertura C1B; construimos um arco que intersecta

o arco de centro A e abertura AB; em D tal que AB1C1D1 seja um quadrado.

Figura 1.4: Quadrado AB{C1D;

Por construgao, o tridngulo CBB) ¢ isésceles, logo o angulo CBB; = C' B, B, assim con-
cluimos que 31301 = 90° — C’BBl = 90° — CélB = BglCl. Portanto o triangulo



BB1(C1 é isésceles de base BB;, deste modo B1C7; = C1B. O lado e a diagonal do qua-
drado AB1C1D1 pode ser escrito em func¢ao do lado e da diagonal do quadrado ABC'D

do seguinte modo,
AB; = AC — B1C=AC - AB

ACy =AB - BCy=AB—-B,C; =AB—- AB, = AB - AC + AB.

Como AB e AC sao comensuraveis com o segmento AP, entdo AB; e AC; também séo co-
mensuraveis com AP. Agora, observe que do mesmo modo que construimos AB;C; D em
fungao do lado e da diagonal do quadrado ABC' D podemos continuar esse processo e cons-
truir triangulos AB,, C,,D,, cada vez menores, logo para algum n € N teremos AB,C,D,
com o lado e a diagonal menor que AP tornando a comensurabilidade impossivel, portanto

um absurdo.

Figura 1.5: Quadrado AB,C,, D,



Capitulo 2
Construcao dos numeros reais

No capitulo I, vimos que os gregos j& tinham a necessidade de construir os niimeros reais. A
construcao dos ntimeros reais foi feita de forma independente por Cantor e Dedekind. Neste
tépico construiremos os numeros reias usando as ideias de Dedekind. Por conveniéncia,

omitiremos algumas das demonstragoes do trabalho.

2.1 Construcao de R a partir de Q

Precisamos introduzir novos elementos ao conjunto dos niimeros racionais para formar os

numeros reais. Para isto usaremos a nog¢ao de corte construida por Dedekind.

Definicao 2.1 (Cortes de Dedekind). Um conjunto a de niimeros racionais chama-se um

corte se satisfaz as seguintes condigoes:

.0Aaea#Q

2. ser €Exes<r,com s racional , entao s € a.

3. em « nao existe elemento maximo.

Para tornar mais clara a definicdo de corte analise os exemplos a seguir:
Exemplo 2.2. O conjunto o = {z € Q | z < —3} é um corte.
Exemplo 2.3. O conjunto = {z € Q | z < —21} nao é um corte.
Exemplo 2.4. O conjunto v = {z € Q | x > 8} nao é um corte.

Observe que o exemplo 2.2 cumpre as condigoes 1 e 2, e a terceira condicao é satisfeita
pois, sempre que tomamos um nimero x € «, existe um y = 3”7_3 que também pertence ao
conjunto e x < y. J4 o exemplo 2.3 possui um valor maximo, —21. Enquanto o exemplo

2.4 nao cumpre a condigao 2. De fato, 10 € vy e 5 < 10 mas 5 ¢ .



Antes de continuarmos nossa apresentacao sobre os cortes de Dedekind, vamos definir
o que é cota superior.
Um subconjunto nao vazio X C Q é limitado superiormente se existir um K racional
tal que
X C (o0, K].

Chamamos o nimero K de uma cota superior para X.

Como exemplo de conjunto limitado superiormente considere os seguintes casos;

Exemplo 2.5. O conjunto X = {..., =3, —2,—1} é limitado superiomente e 2 é uma cota

superior, pois X C (—o0,2].

Exemplo 2.6. O conjunto X = {1, %, %, ...} é limitado superiomente e 3 é uma cota

superior, pois X C (—o0, 3].

Exemplo 2.7. No conjunto X = {z € Q | x < r}, com r € Q, é limitado superiomente e

r é uma a cota superior, pois X C (—oo,r].

O conjunto do exemplo 2.7 é um corte, onde r é a menor de suas cotas superiores.
Deste modo, cada ntimero racional r estd associado a um corte, que sera indicado por r*.
Sendo assim, o corte do exemplo 2.2 sera representado por —3*.

Quando a menor cota superior de um corte é um ntmero racional definimos esse corte

de acordo com a definigdo abaixo.

Definicao 2.8. Os cortes que possuem como cota superior minima um niimero racional

sao chamados de cortes racionais.

Agora, apresentamos a demonstracdo de que existem cortes que nao sao racionais, ou

seja, que nao possui cota superior minima em Q.

Proposigao 2.9. Seja a = {x € Q; | 22 < 2} UQ*, entdo o é um corte que nao é

racional.

Demonstragao. A condicao 1, da definigao, é satisfeita. De fato, o # (), pois 1 € a,
e a# Q, pois 3 € Q mas 3 ¢ a.

Sejaxr € aey < x, com 3 € Q temos que analisar trés casos: se z,y € Q4,se z,y € Q°
ouse z € Qi e y € Q—*, para mostrar a segunda condigao.

No primeiro caso, como y, z sdo positivos entdo y < x implica que y? < 2 < 2, logo
y € a. No segundo caso, y,x € Q* portanto y € o para y < z. No terceiro caso, dado
que y < 0 <z entao y € a. Mostrando assim a condigao 2.

Para provar a condicao 3 da definicao de corte, precisamos mostrar que, dado x € «,

existe y € o com x < y. Para 2 < 0 é imediato que existe < y tal que y? < 2, por



exemplo y = 1. Vamos entao nos ater a valores de x > 0. Como x = %7 pois z € Q, nosso

objetivo é encontar um n, com n € N, tal que y = % + % também pertenca a «, ou seja,

p*n’® + 2pgn + ¢
q2n2

(p? = 2¢*)n® + 2pgn + ¢* < 0. (2.1)

<2

A equagao (2.1) pode ser pensada como uma fungao quadrética, cujo dominio esta
/ . ~ 2 7
restrito aos conjunto dos niimeros naturais. Como = = qu pertence a o entao ’;—2 < 2queé

equivalente a p? — 2¢% < 0, isto garante que existe um ng € N tal que y? = (% + %0)2 < 2,

pois numa funcio f definida por f(n) = (p? — 2¢*)n? + 2pgn + ¢* como (p? —2¢%) < 0 a
funcao tende ao infinito negativo quando n cresce infinitamente, mostrando que « é um
corte.

Agora mostraremos que « nao possui cota superior minima racional. Seja z = qu um

racional tal que z? > 2, ou seja, z é uma cota superior de a.. Nosso objetivo é encontrar
um t = % — % tal que t também seja uma cota superior. Ou seja

(p? — 2¢°)n? — 2pqn + ¢* > 0. (2.2)

Na equacao (2.2), como 2?2 = (5)2 > 2 entdo p? — 2¢* > 0, isto garante que existe um
p_ 1
g no

resultado j& era esperado, pois nao existe nimero racional que elevado ao quadrado seja

no tal que 2 = ( )2 > 2, mostrando que o ndo possui cota superior racional. E este

igual a 2. |
Denotamos C como o conjunto dos cortes. Neste conjunto, precisamos introduzir as
operagoes e desigualdades mostrando que, matematicamente, nao ha distincao entre C e o

conjunto dos nimeros reais. Deste modo, apresentamos a relacao de ordem em C.

2.2 Relagao de ordem em C

Comegamos definindo a desiguadade entre cortes.

Definigcao 2.10. Considere os cortes a e 8. Dizemos que a é menor do que (3, e indicamos

por a < 3 quando S\« # (). Portanto, a < 3 se existe pelo menos um racional r € 3 e
ré¢ a.

Exemplo 2.11. 0* < 2% pois, 1 € 2* mas 1 ¢ 0*

Definicao 2.12. Dizemos que um corte, «, é positivo quando « > 0* e negativo quando

a < 0*.



Teorema 2.13 (Tricotomia). Sejam « e B cortes em C entdo uma e somente uma das

possibilidades pode ocorrer:
a=p a<pf a>0.

Demonstragao: Se a = 3 temos que S\a =0 e o\B = ) o que exclui as outras duas
possibilidades. Como as possibilidades a < 8 ou a > 8 excluem a ocorréncia de a = 3,
mostraremos que o < 8 e a >  nao ocorrem simultaneamente. De fato, se a < fea >
entdo a C f e a D B, com « # [, mas por definicao de igualdade de conjuntos isso é um
absurdo.

Finalmente uma desses possibilidades deve ocorrer: @ = 5 ou o # 3. No primeiro caso,
nao temos o que demonstrar, j& no segundo caso ou S\a # () ou a\S # 0, e portanto,

terfamos a < S ou a > f. |
Teorema 2.14. A relacio < é uma relacdo de ordem em C.

Demonstragao:

,Reflexiva: Seja a € C. E claro que a = «, assim a < «; Antissimétrica: Sejam
a,B€Ccoma<fef <a. Deacordo com a tricotomia, o = §; Transitiva: Sejam
a,B,y€Ccoma< fef <, entao a < . De fato, « C e § C v assim pela

relacao de inclusao entre conjuntos a C v logo o < 7.

2.3 Operagoes em C

Iniciamos apresentado a definicao de soma de dois cortes.

Definigao 2.15. Para os cortes « e § em C definimos a 4+ 8 como sendo o corte o + 8 =

{r+s|reasepf}

Para esta defini¢ao fazer sentido, precisamos mostrar que o conjunto o+ 8 = {r + s |
r € a,s € B} é um corte. A primeira condi¢ao é que a + [ seja diferente do conjunto
vazio, o que é claro. Vamos mostrar que o + 3 é diferente do conjunto Q. Sejam ¢t € Q\«
e u € Q\B. Como t > r qualquer que seja r € a e u > s qualquer que seja s € 3, entao
t+u>r+s,logot+ué¢{r+s|recascp} portanto a+ 8 # Q.

Vamos provar a condicao 2. Sejar € a+ e s < r; como r € « + [ existem p e ¢,
racionais, tais que r = p+¢q, com p € a e ¢ € 3. Como s < p + ¢ entao existe um ¢’ < g,
com ¢ € Q tal que s=p+¢ e, como p € aeq €f, portanto s € a + 3.

Finalmente vamos mostrar a condigao 3. Seja r € a+ 3; precisamos mostrar que existe

um x € a + 3, com r < x, ou seja, a + £ nao possui elemento méximo. Como r = p + g,

10



com p € a e q € 3 entao existe um p’ € a com p’ > p e seja x = p’ +q. Observe que z > r
e x € o+ . Portanto, o + 8 nao possui maximo. [ |

Apresentamos o teorema, sem demonstracdo, que cada corte o tem um simétrico.

Teorema 2.16. Dado um corte a, existe um unico corte 3 tal que, o+ = 0*. Denotamos

B por —a.

Este corte —a é definido do seguinte modo, —a = {p € Q | —p ¢ « e —p nao é
cota superior minima de a}. Desta forma, o conjunto —a é formado pelo simétrico dos

elementos que nao pertencem a « excluindo sua cota superior minima, se existir.
Exemplo 2.17. Se a = 3* entao o corte —« sera igual a —a = —3*.
Definigao 2.18. Defininos a subtragao de dois cortes « e 3, como a — = a + (—f3).

Assim para a subtracao de dois cortes a e 3, basta somar o corte o com corte simétrico a
5. Agora vamos definir o produto de cortes; por simplicidade, vamos nos restringir apenas

a cortes positivos, isto é, cortes a > 0* e 8 > 0*.

Definigao 2.19. Sejam « e 8 cortes em C, com a > 0* e 8 > 0*. Definimos o produto

dos cortes
af=Q*U{peQ|p=ab,comaca,bef,a>0eb>0}

Do mesmo modo que um corte a > 0* possui inverso aditivo —«, podemos definir o

inverso multiplicativo, indicado por a~!, de acordo com a definicdo abaixo.
Definicao 2.20. Se a > 0* entdo existe um corte o', tal que aa ™! = 1*

Este corte a~! é definido da seguinte forma a ! = {p € Q | p<Ooup 't ¢ ae
existe ¢ ¢ o tal que ¢ < p~'}. Observe que estamos definindo o inverso multiplicativo,
por simplicidade, apenas para cortes positivos. Para tornar mais clara a definicdo acima,

considere o exemplo abaixo.

Exemplo 2.21. Seja o = 3* entdo o corte ™! = %*

Com as operagoes de adicao e multiplicacao o conjunto C é um corpo, pois satisfaz as

seguintes condigoes:
1. comutatividade: o+ 8=+ «a, «af = Ba, qualquer que seja «, 8 € C.

2. associatividade: (a+f8)+~vy=a+(8+7), (af)y = a(By), qualquer que seja a,
evyeC.

3. Elemento neutro aditivo: existe um 0* € C tal que a + 0* = «, para todo « € C.

4. Elemento neutro multiplicativo: existe um 1* € C tal que al* = «, para todo a € C.

11



5. Existéncia de inversos: dado a € C existe —a € C, tal que a 4+ (—a) = 0%, e dado

a # (0)* existe a~! tal que aa™! = 1%,
6. Distributividade: a8+ v) = af + a7, qualquer que seja o, 3 e v € C
Definigao 2.22. O conjunto C serd denomidado conjunto dos niimeros reais R.

Desta forma, cada corte de Dedekind representa um nimero real de acordo com a

definigao abaixo:
Definicao 2.23. Um corte racional 7* define o nimero racional r.
Definigao 2.24. Um corte nao racional define um nimero irracional.

Observe que o conjunto dos niimeros reais e racionais mesmo sendo um corpo ordenado
sao diferentes. Abaixo apresentamos um teorema que é verdadeiro para o conjunto R,

porém esse teorema nao é véalido no conjunto Q.
Teorema 2.25. Sejam A e B subconjuntos de R tais que:
1. R=AUB;
2. ANB = 0;
3. A#0 e B #;
4. sea€ A ef € B, entioa<pf.

Nestas condigdes existe apenas um numero real vy tal que o < v < 3, para todo o € A e

para todo B € B.

Exemplo 2.26. Considere os seguintes subconjuntos em Q.
A={reQ;|22<2}UuQ* e B={xcQy |2?>2}

Observe que os conjuntos A e B satisfazem todas as hipdteses do teorema anterior,
quando substituimos Q por R. Porém, nao existe v € Q tal que r < +, para todo r € A e
v < s para todo s € B. Informalmente é como se o conjunto dos racionais “pulassem”o
namero v deixando um “buraco”, coisa que nao acontece com o conjunto R, por isso o

conjunto R é dito completo.
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Capitulo 3
Numeros Irracionais

Ntmeros irracionais sao niimeros que possuem representacao decimal infinita e nao periddica.
Os principais numeros irracionais que temos contato, no ensino bésico, s&o o nimero T,
a constante de Euler e e as raizes quadradas de niimeros primos. Neste capitulo faremos

um breve estudo desses ntimeros demonstrando que eles sao irracionais.

3.1 O numero ¢

O numero de Euler no ensino bésico surge, normalmente, nos estudos sobre logaritmo
natural. No entanto, o nimero e apareceu na matematica em estudos relativos a juros
compostos, onde a formula de juros compostos M = Cp(1 + %)t" faz o nimero e surgir a
medida que fazemos n crescer.

O numero e é chamado de niimero de Euler, pois ele usava este niimero em seus estudos
sobre logaritmo natural, definindo e como: “aquele nimero cujo logaritmo hiperbdlico é
igual a 1”. O nimero de Euler ja tinha aparecido nos estudos de logaritmos de Napier,
neste caso, esses logaritmos tinham base %, no entanto, mesmo Napier sendo o inventor do
lagaritmo, a notagao de Euler se tornou comum, sendo usado até os dias atuais no ensino

basico.

3.2 O numero de Euler é irracional

Como os numeros irracionais nao possuem representacao decimal finita ou peridédica, uma
maneira de obtermos aproximacoes de um niimero irracional é utilizando os conhecimentos

de sequéncia.
Definigao 3.1. Uma sequéncia é uma funcao f, : N — R.

Exemplo 3.2. A fungao definida por f(n) = % produz a seguinte sequéncia
n

4100 1000 n
= 01 ool T
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Observe que os elementos da nossa sequéncia ficam cada vez mais préximo de 1 quando
fazemos n tomar valores naturais cada vez maiores. Quando isso ocorre dizemos que a

sequéncia é convergente e, neste caso, tem limite L = 1.

Definigao 3.3. Uma sequéncia f, tem limite L, se fixado um numero real r > 0 qualquer
existir um ntmero inteiro positivo N > 0, tal que para todo n > N, o niimero L pertence

ao intervalo aberto (f(n) —r, f(n) + 7). E escrevemos lim,,_,~ f(n) = L.

Quando uma sequéncia tiver um limite vamos chama-la de sequéncia convergente, caso

contrario, dizemos que a sequéncia é divergente.
n

n—+1

Usaremos a definigao (3.3), para mostrar que o limite da fungao f(n) = é 1, ou

seja, que dado r > 0 qualquer 1 € (f(n) —r, f(n) +r). De fato

n
n+1

[ 1-

n+l—n
n+1
1
n+1
1
n+1

|<r

|<r

|<r

|<r
1

n+1>-—
”

n>--—-r
r

Portanto para todo n > N, com N = % — 1, teremos que 1 € (HL+1 -, nLH +r), como
vereficado acima.

Considere a sequéncia f,,, do exemplo 3.2 formada pelos elementos f(1), f(2),..., f(n), ...
vamos construir outra sequéncia s,, somando os termos da sequéncia f,, sempre da forma:
s(1) = (1) =}

@) =f)+f@)=1+2=1

s(n) = f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(n) = 24—y f(K).

S = Ziil f(k)

A sequéncia s, assim formada possui os seguintes elementos e é chamada de soma
infinita.
1 7 37 297
27672871407

oo 1

Definiremos o niimero e como o limite da soma infinita s = )2 ; -,

a demonstracgao
desse fato pode ser encontrado em [1], porém, como motivagao, considere 2, 7182818285...

uma aproximacao do numero e. Agora veja os seis primeiros elementos da série s =
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Soo2 onde,n!=1-2-3-4-

n On"

s(0) = g =1
_ 1 1 _
s() =g +11=2
s =g+ +3 =25
s(3) = g1+ 11 + 31 + 31 ~ 2,666
5(5):&+%+%+%+%+%%2,716

Os elementos de s, estdao em ordem crescente, visto que s(n + 1) é igual a s(n) + n%rl A

> L tem como limite o nimero e, mas sempre

soma estd sugerindo que a série s = > ° ;-

com s(n) < e para todo n € NU {0}.
Proposicao 3.4. A irracionalidade do niumero de Euler e.

Demonstragao

Consideremos

1 1 1 1 1 1
=atutatatata

1
G T (3.1)

RaR

Suponha que e seja um nimero racional, ou seja, e = g, com p,q € N primos entre si.

Da equagao (3.1) temos

p 1 1 1 1 1
L. S - 3.2
q O'+1'+2‘+ +q!+(q+1)!+ (3:2)
p (1 1 1 I |
q—<m+1,+2,+ H) = > S (3.3)
n=q+1
=1
Vamos agora encontrar um valor aproximado para o somatério Z '
a1 ™
(o]
1 1 1 1
Y == + + ... (3.4)
| | | |
WSt (gDt (@ +2) (g +3)!
il—( L ! + ! + ) (3.5)
= n! (g+1)  (¢+1)(g+2) (¢+1(g+2)(g+3) '
o
11 1 1 1
— <= + + ... 3.6
2w e ey er) )

A desigualdade (3.6) ocorre porque os termos dentro do parénteses sdo, respectiva-
mente, maiores ou iguais as parcelas, dentro dos parénteses, da igualdade (3.5), desta forma

os numeros entre os parénteses da inequagao (3.6) formam uma progessao geométrica de

razao . Como a razao da progressao geométrica pertence ao intervalo —1 < —= < 1,

q+1 qul
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podemos calcular sua soma usando a férmula da soma dos termos de uma progressao

P ai A . . ~ T
geométrica, ——, onde a1 significa o primeiro elemento da progressao geométrica e r
) 1 )

significa a razao da progessao. Sendo assim

a 1 1 1
S=_" = _al__ (3.7)
Utilizando o resultado da equagao (3.7) na desigualdade (3.6) obtemos
s
n!
Portanto, a igualdade (3.3) fica escrita da seguinte forma
p (1 1 1 1 11

0<? (S 4= 42 R 3.8
q (0!+1!+2'+ +q! q'q (3:8)

p (1 1 1 1 1
O<g'[=—=+=+=+...+— < -. 3.9
q<q (0!+1!+2!+ T p (3.9)

p-q (¢ ¢ 4 q! 1
o< |———- (= — 4+ ...+ = < —. 3.10
<q <01+1!+2!+ Ty p (3.10)
Observe que na equagao (3.8) a parcela central é um nimero positivo, pois s(n) < e, e

4

como estamos supondo e = g essa desigualdade é verdadeira. Desta forma o termo central

da desigualdade (3.9) se transforma em um nimero natural porque quando multiplicamos

b 1+1+1+ +1
q 0! 21

q! por cada parcela de

os denominadores se cancelam. No entanto isso é impossivel, pois % < 1 o que significa

p (1 1 1 1
q! PRl ET R TR TR

¢ maior que 0 e menor que 1, o que é absurdo. Portanto, a hlpétese, feita inicialmente, de

p
ue e =
a q

que o ntmero natural

é um racional é falsa, logo e é um ntmero irracional. |
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3.3 Estimando o numero de Euler

O logaritmo natural, In z¢, é definido como a drea compreendida entre a hipérbole f(t) = %

)

com t > 0, 0 eixo = e as retas paralelas r =1 e x = xg.

=
53
¥

]

Figura 3.1: Gréfico Inx

1
Vamos mostrar que e = li_>m (1+ —)" para n natural positivo. Considere a faixa da
n—oo n

hipérbole compreendida entre x =1 ex =1+ %, de acordo a figura abaixo.

Figura 3.2: In1 + %

Como a funcao f(t) = %, com t > 0, é decrescente, podemos concluir que In(1 + —)
n

1 1
estd contida no retangulo de altura 1 e base —, logo In(1 + 1) < 1. Agora In(1 + =)
n

1 n n
. 1
e base = assim =<

contém o retangulo de altura <In(1+ %) Portanto,

1+

1
n

1 1 1
<In(l+-) < —
n+1 o +n) n

n 1
In(1+ — 1. 3.11
n+1<nn( +n)< ( )

Como o lim,_ nLH =1 e lim, o 1 = 1, concluimos lim,, o nIn(1 + %) = 1 ou equiva-

lentemente
1
lim In(14+ —)" = 1.

n— oo n
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Devido a continuidade da funcao In e sabendo que Ine = 1 concluimos que

1
lim (1+—)" =e.
im ( —|—n) e

n—o0

Portanto, para estimar o nimero de Euler basta tomar a expressao (1 + %)" com valores

de n cada vez maiores.

3.4 O numero 7

O simbolo 7, introduzido por Willian Jones em 1706, para representar a razdo entre o
comprimento de uma circunferéncia pelo seu diametro, sempre fascinou os matematicos.

Os povos antigos substitufam o valor de 7 por 3, como mostra um trecho do Livro dos
Reis da Biblia Sagrada.

Versiculo 13 e 14: “O rei Saloméao convocou Hirao de Tiro; ele era filho de uma
vitva da tribo Naftali, mas seu pai era um artesao de trabalhos em bronze,
na cidade de Tiro. Hirao era um artesao muito inteligente, especialista em
todos os tipos de trabalhos em bronze. Atendendo o chamado de Salomao, ele

realizou todo o trabalho seguinte”:

Versiculo 23: “Fez o "Mar de broze”de metal fundido, dez cubitos de borda

a borda, de forma circular, e com cinco cibitos de altura; uma corda de 30

cibitos de comprimento dava a sua periferia”. Neste caso o valor usado pra 7
30

foi 7 = 3, pois ™ = {5.

Nos dias atuais, sabemos que 3 é uma aproximacgao grosseira para w. Um dos primeiro
matematicos a tentar encontar um modo de melhorar as aproximagoes de 7 foi Arquimedes,
para isso ele trabalhou com poliedros regulares inscritos e circunscritos. Desta forma, em
uma, circunferéncia com diametro unitario, o valor de m estd compreendido no intervalo
entre o perimetro de poliedro inscrito e circunscrito. Assim Arquimedes encontrou que m
pertence ao intervalo entre % %, ou seja, m ~ 3, 14.

Desde Arquimedes, os matematicos vém encontrando aproximagoes cada vez melhores
de m mesmo sabendo de sua irracionalidade, fato provado por Johrann Heinrich Lambert.

A procura para determinar 7 com uma precisao cada vez melhor possui aplicagoes em
algumas areas da ciéncia como a computagao e a estatistica. Na estatistica existe uma
conjectura de que cada digito tem a mesma probilidade de aparecer na expansao decimal
de 7, esta afirmacao coincide com o resultado obtido em 1999 quando examinando 200

bilhoes de casas decimais de 7 encontraram:
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Digitos frequéncia
0 20000030841
199999147111
20000136978
20000069393
19999921691
19999917053
19999881515
19999967594
20000291044
19999869180

OO0 ||| T || W | N |+~

Observe que o resultado reforca a conjectura que os digitos de m estao distribuidos com

igual probabilidade.

3.5 Demonstragao da irracionalidade de 7

Antes de comecar a demonstrar a irracionalidade de 7, precisamos estudar algumas pro-
priedades sobre a funcao f abaixo. Estas caracteristicas serao exploradas durante a de-
monstracao da irracionalidade de .
Considere a funcao f
(1 —x)"
fl@) = ——,

n!

onde n pertence ao conjunto dos ntimeros naturais.

Lema 3.5. D*f(0) ¢ um nimero inteiro para qualquer k = 0,1,2, ..., onde D f(0) repre-

senta a imagem da k-ésima derivada de f quando x =0, e DVf = f.

Demonstragao: Considere as fungoes g e h, onde g(z) = z" e h(z) = (1 — x)", entao
f(z) = Lg(z)h(z). Usando a férmula de Leibniz para a derivada do produto de fungdes

g e h, entao

k
DF(gh) =" ( ) ) D g(x) DI h(z) (3.12)

=0 \ J
portanto
Pk .
Dkf = ~ ( ; ) Dig"DFI(1 — z)™. (3.13)
j=0 "
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Vamos agora estudar a derivada da funcao f quando 2 = 0, ou seja, D¥ f(0). Da derivada

de DIz™ temos:
0 se j<n

Djl‘n|m:0: nl se j=n (3.14)
0 se j>n

Sendo assim concluimos

DFf=0 se k<n. (3.15)

A igualdade (3.15) ocorre porque D/z™ é igual a zero sempre que k < n e

~nl n

DEF(0) =~ ( g )mpk—m _o) se k>, (3.16)

a igualdade da equacao (3.16) é o resultado do somatério da equagao (3.13), pois cada
parcela de Dz™ se anula sempre que j < n e sempre que j > n, portanto teremos como
resultado apenas a equagao (3.16) que ocorre quando j = n. Observe, agora, que 0s
coeficientes de (3.16) sdo inteiros, logo, D¥ f(0) é um inteiro, como querfamos demonstrar.
|

Do lema (3.5) e da observacao f(1 — ) = f(z), concluimos que DFf(1) = DFf(0),

logo, D¥ f(1) também é um nimero inteiro.
Proposicao 3.6. O ndmero m € um nimero irracional.

Demonstragao Vamos demonstrar a irracionalidade de 7 supondo por absurdo que

w2 = % é um numero racional, onde p e ¢ sao primos entre si, e chegando em uma

2 ¢ irracional, desta forma demonstraremos a irracionalidade

contradicao, ou seja, que T
de 7, pois, se 7 fosse racional isso implicaria que 72 também seria racional.

Considere a fungao

F(z) = ¢"(x*"f(z) = 7" 2D*f(z) + 771D f(z) — ... + (=1)"D*" f(x))

n

F(z) =) (-1)"¢"n*"**D* f(x). (3.17)
k=0
Usando a nossa hipdtese de que 72 = £ ¢ racional e D*f(0) e D*f(1) sdo intei-

ros, podemos afirmar que F(0) e F(1) sdao ntimeros inteiros, pois os denominadores de

a2 g2 g2k e cancelam quando multiplicamos por ¢".

Vamos indicar a derivada de uma funcao f por f’. Observe que
(F'(x)senmaz —nF(z)cosnz) = F"(z)senmz+nF'(x)costa —F' (z)cosma+n?F(z)sentz

(F'(x)senma — nF(x)cosmz) = F"(z)sentr + w2 F (v)senma = sentx(F"(x) + n°F(z))
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Como F(z) = ¢ (n?" f(x) — 2" 2D f(z) + 72"~ 4D*f(x) — ...+ (=1)"D?" f(x)) entdo

os valores de 72 F () e da derivada segunda de F sdo, respectivamente:
F'(z) = ¢"(n*"D?f(x) — 7" 2D f(x) + 7" DO f(z) — ...+ (-1)"D*"** f(x))
m?F(x) = ¢"(n*" 2 f(z) — 7" D f(z) + 72" 2D f(x) — ...+ (=1)"72D*" f(x))
somando essas igualdades membro a membro temos
F"(z) + wF(x) = ¢"(x*"2 f(x) — (=1)"D*" "2 f ().

No entanto, na funcao f o maior expoente de x ¢é igual a 2n, deste modo, como a quan-
tidade de derivadas é maior que o maior expoente da funcdo f, o termo (—1)"D?"+2f(z)

é igual a zero, portanto

(F'(z)senmx — nF (z)costz) = senwx(F"(z) + m*F(z)) = senmz(q" (7?72 f (z))

. , 7
%, substitufmos 72" por *Z—n, portanto

como estamos supondo que 7% =

(F'(z)senmx — wF(z)cosmx) = SenW.T(anZﬂ'Qf(l‘))

(F'(z)senmx — nF (z)costz) = p"msenmaf(z).

Seja g : [0,1] — R, tal que g(z) = F'(z)sentz—7nF(z)cosmz, do Teorema Fundamental

1
do Célculo sabemos que / g (z)dz = g(1) — g(0) deste modo:
0
1
p"7r2/ f(x)sentzdr = F'(1)senm — nF(1)cosm — (F'(0)senw0 — wF(0)cosm0)
0

pr? /01 f(z)senmaxdx = wF(1) + 7 F(0)

dividindo ambos os lados da igualdade acima por 7
1
p"ﬂ'/ f(z)senmaxdx = F(1) + F(0). (3.18)
0

Para finalizar observe que o lado direito de (3.18) é um numero inteiro, pois F'(0) e
F(1) sao inteiros. Logo, se mostrarmos que o lado esquerdo de (3.18) é um nimero positivo
entre zero e um, para um certo n € N, vamos encontrar a contradicao desejada, provando
assim que w € irracional.

Para 0 < x < 1, temos

1
0<f(z) <. (3.19)
n!
(1 —x)" _ .
Lembre-se que f(x) = ————. Aplicando a desigualdade (3.19) em (3.18), temos
n!
1 1 1
0< p"ﬂ/ f(z)senmxdr < pnﬂ/ Esenmcdx (3.20)
0 0o
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Portanto

1 1 n

1 1 2
ptT —senmxdr = p"w— senmrds = 2.
o n! n! Jo n!

'3

Como o limy, o . — 0, ou seja, existe um certo n € N tal que

nl
1

0< p"ﬂ/ f(z)senmaxdr < 1
0

o que é uma contradicao, sendo assim 7 é um nuimero irracional. |

3.6 Estimando 7

No conjunto dos niimeros racionais, quando realizamos a divisao de dois inteiros p,q € Z
e ¢ # 0 a expressao decimal encontrada ou é um nimero finito ou uma dizima infinita
periédica. Como exemplo, a fragao % = 2,125 é uma expressao decimal finita, ja a fragao
% = 6,333... possui uma expressao decimal infinita e peridédica, onde o algarismo 3 se
repete infinitamente.

Ja os ntimeros pertencentes ao conjunto dos irracionais, possuem como caracteristica
uma expressao decimal infinita e nao peridédica. Desta forma, quando escrevemos m = 3,14
estamos comentento um erro, pois 7 ¢ um numero irracional.

A introdugao de 7 no ensino béasico normalmente é estimulada atraves de experiéncias
onde os alunos cumprem a tarefa de calcular a razao da medida da circuferéncia com
seu didmetro, usando circunferéncias de varios tamanhos, para concluir que C é apro-
ximadamente 277, onde C' é o comprimento e r o raio da circunferéncia. Vamos usar
a formula para calcular o comprimento de uma circunféncia estimando valores cada vez
mais préximos de mw. Isto serve de motivagdo para o professor “mostrar”’aos alunos que
essa sequéncia nao possui periodicidade e nem tal pouco ¢ finita.

Para estimar valores cada vez mais préximos de 7 vamos usar o método de aproximacao
por poligonos regulares, onde calculamos o perimetro dos poligonos com o niimero de lados
cada vez maior. Para motivar a ideia faremos um caso particular usando um poligono de
quatro lados (quadrado).

Como o raio da circunferéncia é 1 e angulo central de cada triangulo é # = 90°
concluimos, pelo Teorema de Pitdgoras, que o lado do quadrado é v/2, entdo uma apro-

ximagao, grosseira, de 7 seria

4/2
2wr:4\/§:w=2\q:wz2,828.

Agora vamos melhorar nossa aproximacao, usando um poligono regular, dobrando o
nimero de lados do poligono atual em relagao ao imediatamente anterior. A construcao

desse poligono sera feita da seguite maneira: tome o ponto médio de arco que liga os
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Figura 3.3: Poligono de 4 lados

vértices do quadrado e construimos o octégono, e assim sucessivamente. Como mostra o

exemplo abaixo.

Figura 3.4: Poligono de 8 lados

Dos triangulos retangulos ABD e ADC' obtemos as relagoes a seguir, usando o teorema

de Pitagoras.

z? + (‘f)2 =2 (3.21)
(1—xz)*+ (\f)2 =1 (3.22)

Subtraindo a equagdo (3.22) da equagao (3.21), chegamos a solugio 2x = [2. Substi-

tuindo esse valor na equagao (3.21)
(5)2+(f)2:zg:z§—4z§+2:0:13,1—413”4:4—2.
Observe, que lg < Iy, ou seja, Ig < /2. Portanto:
(IZ2—-2)2=4-2 (3.23)
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(B—2)=—V2=13=1/2—-v2~0,76. (3.24)

Assim o perimetro do poligono regular de 8 lados é aproximadamente 8 - 0,76, que

produz uma estimacao para 7 igual

2wr:8-0,76:w:8'0’76

=~ 3,00.

Deste modo encontraremos uma aproximagcao melhor para o niimero 7, pois o perimetro
do poligono de 8 lados tende a ser mais proximo de 27r . Para calcular os termos dessa

sequéncia usaremos a seguinte recorréncia:
2 2 _ 2

(1—x)*+ (%")2 =1 (3.26)

Subtraindo a equagio (3.26) da equagao (3.25), concluimos que 2x = [3,. Substituindo

esse valor na equacao (3.25)

2 I
(%)2+(5)2:lgn:lén—zﬂ%nﬂﬁ:0:>l§n—4l§n+4:4—li.

Como o raio da circunferéncia é 1, entao l,, < 2, pois seu diametro é 2. Deste modo
4 —12 > 0 logo:
(13, —2)2=4-12 (3.27)

(13, —2)=+£/4—-12 (3.28)

perceba que a sequéncia I, é decrescente, deste modo como Iy = v/2, concluimos que

lon < 1y = v/2 sempre que n > 3. Portanto la, — 2 < 0 0 que implica
By —2=—V4-1,
mas como lo, > 0, pois é a medida de um lado do poligono. Temos
lon = £\/2 = VA =12 = Iy, = \/2 — /4 - I2.
Logo o perimetro, pa,, do poligono relugar de lado ls, é dado como 2nls,, ou seja,

pon = 2n\/2 — /4 — 2.

Assim, usando uma calculadora, podemos estimar valores cada vez melhores para 7 usando

a férmula (3.30)

27r & poy, (3.29)
a2 (3.30)
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Numero 2n de lados lop, P2an

4 V2 2, 8284
8 \/2 — /41 |3,0614
16 \/2 —/4-12 |3,1214
32 \/2 —\/4A—1 | 3,1365

Veja que os elementos da 1ltima coluna estao se aproximando de 7 forma crescente. Exis-
tem varias maneira de estimar o valor de m, para conhecer outras maneira, inclusive a

estimacao usada neste trabalho, sugerimos [5].

3.7 O nimero ,/p, com p primo, ¢ um numero irracional.

Antes de comegarmos a demonstracao que /p ¢ irracional vamos apresentar um caso par-
ticular dessa afirmagao, quando p = 2, que normalmente é encontrada nos livros didaticos

do ensino basico.
Proposicao 3.7. O nimero /2 ¢é irracional.

Demonstracao: Suponha que v/2 é racional, entdo existem nimeros inteiros m e n
tal que V2 = ™, com m e n primos entre si. Elevando ao quadrddo ambos os membros

dessa igualdade temos

m
2=— (3.31)
n
2n? = m?. (3.32)
Como m? é um niimero par entdo m também é um ntmero par, pois se m fosse fmpar

2 seria fmpar, o que é uma contradicao.

teriamos que m
Portanto m = 2k, com k € Z. Logo m? = 4k%. Substituindo m? por 4k? em (3.32),
temos

2n? = 4k* (3.33)
n? = 2k? (3.34)

portanto n? é um nimero par sendo assim n também é um nimero par. Mas isso é um

absurdo, pois supomos que v/2 = ~t com m e n primos entre si, logo m e n nao podem ser

ambos pares, pois deixariam de ser primos entre si. Portanto v/2 nao pode ser racional o

que implica que v/2 é irracional. |
Agora vamos apresentar a demonstragao que ,/p, com p primo, ¢ irracional.

Comecamos apresentando o Teorema Fundamental da Aritmética.
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Teorema 3.8. Todo numero natural maior que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico

(a menos da ordem dos fatores) como um produto de nimeros primos

Demonstragao: Usaremos o Principio de Indugao Forte. Se n = 2, o resultado é
imediato, pois 2 é um nimero primo.

Suponhamos o resultado valido para todo nimero natural menor do que n e vamos
provar que ele vale para n. Se o niimero n é primo, nada temos a demonstrar. Suponha,
entao, que n seja composto. Logo, existem nimeros naturais n; e ng tais que n = ning,
com 1 <n; <nel<ny <n. Pela Hipétese de inducao, temos que existem ndmeros
primos p1,p2,...,Pr € q1,4q2, ..., (s tais que ny = pips...pr € N2 = ¢1¢2...qs. Portanto, n =
P1P2---Prq1q2-.-qs, logo podemos concluir que todo niimero natural n é primo ou se escreve
como produto de fatores primos.

Vamos provar a unicidade da escrita do nimero em fatores primos. Suponha que
tenhamos n = p1p2...pr = q1¢2...qs, onde os p; e ¢; sdo nimeros primos. Como p1|q192...gs
temos que p; = ¢; para algum j, que, apds reordenacao de q1¢s...qs, podemos supor que

seja qi. Portanto,

pi1p2---Pr = q142---9s-

Como ps...p, < n, a hipétese de indugao acarreta que r = s e 0s p; e g; sao iguais aos
pares.

|

Como ilustragao do Teorema Fundamental da aritmética, considere o niimero 2940

pode ser escrito como o produto dos nimeros primos 2.2.3.5.7.7 = 22.3.5.7%, devido ao

teorema, esses sao os Unicos numeros primos que multiplicados vao dar como resultado
2940.

Proposigao 3.9. O nimero \/p, com p primo, € irracional.

Demonstragao: De fato, suponhamos que ,/p seja racional entao existem niimeros

inteiros a e b, primos entre si, tal que /p = 7 logo

a
P=1s (3.35)
pb® = d?. (3.36)

Na decomposicao em fatores primos de pb? o expoente de p é um nimero fmpar, ja na
decomposicio de a? em fatores primos todos os expoentes sdo pares, pois a estd elevado
ao quadrado, mas isto é um absurdo, porque de acordo com o Teorema Fundamental da
Aritmética, todos os niimeros inteiros sao escritos de modo tinico em produtos de fatores

primos. |
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3.8 Estimando /P

Para estimar o valor de /p, com p primo, vamos usar as propriedades de fungoes. Para
ser mais especifico, vamos usar as caracteristicas da funcao f : R™ — R definida como
f(x) = 2%, onde RT é o conjunto dos niimeros reais nao negativos. Esta funcao possui
propriedades interessantes que devem ser lembradas pelo professor, quando sao usadas no
ensino basico.

A primeira delas é que a funcao f é crescente ou seja, se x; < xo entdo f(x1) <
f(z2); a segunda é que a funcao f é uma funcao bijetiva. De fato, f é injetiva, pois se
f(z1) = f(z2) = 2? = 23 como x1, 2 sdo niimeros positivos, entdo z; = z2, provando
a injetividade. Finalmente f é sobrejetiva, pois dado y € R existe um z = VY tal que
f(z) = y. Como ilustracao, vamos usar as propriedades da fungao f : RT — RT definida
por f(x) = z?, para estimar um valor para /2. Primeiro, como f é sobrejetiva, isto
significa que existe, pelo menos um, = € R* tal que 22 = 2 e sua injetividade garante que
esse x é unico. O algoritmo que usaremos para conseguir encontrar uma aproximagao do
numero /2 consiste dos seguintes passos:

Primeiro tomamos dois niimeros racionais, um menor e outro maior que v/2, por exem-
plo 1 e 3 desta forma

1<vV2<3.

Agora, como f é uma funcio crescente, quando aplicarmos f a desigualdade 1 < v/2 < 3
vamos obter

12<2<3?
1<2<0. (3.37)

Como encontramos os valores 1 e 9, que sdo muitos distantes de 2, isto significa que
tanto 1 quanto 3 ndo sdo boas aproximacoes, nem por falta e nem por escesso, de /2.
Podemos escolher dois nimeros de forma que, um seja maior que 1 e o outro menor que
3. Como /2 €]1,3[, vamos melhorar nossa estimagdo encontrando intervalos cada vez
menores que contenham /2.

Para encontrar esses intervalos usaremos o ponto médio, que divide o intervalo ao meio.
Como o ponto médio do intervalo |1,3[ ¢ 2, pois 12 = 2, entdo /2 €]1,2[ ou v2 €]2,3],
observe que excluimos o 2 dos intervalos, pois 2 é racional e deste modo v2 < 2 ou v/2 > 2,
isto vai ocorrer sempre, porque o conjunto dos nimeros racionais nao nulos é fechado em
relagdo a adicdo e divisao, portanto o ponto médio serda sempre um numero racional.

Se /2 pertencer ao intervalo ]1,2[ entdo a desigualdade f(1) < f(v/2) < f(2) também

¢é verdadeira, ou seja

1<2<4 (3.38)
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assim concluimos que v/2 é um nimero entre 1 e 2.

Repetindo o mesmo processo com o intervalo |1, 2[ temos que V/2 pertence ao intervalo
]1,3[ oua]3,2[. Se V2 pertencer ao intervalo |1, 3[ entdo a desigualdade f(1) < f(V2) <
f(2) também é verdadeira, ou seja

1<2<2,25 (3.39)

assim concluimos que v/2 é um nimero entre 1 e % Na tabela mostramos os valores que

se encontra continuando o processo.

Intervalos Estimacao
12,3 | 1,56 <2<2,25
8,30 | 1,89<2<2,25
4,380 11,89 <2<2,06

11 23
8716
45
7327

V2 ~ 1,4062. Esse método funciona para qualquer \/D-

Os resultados da tabela mostram que /2 €] [ e como esse intervalo é pequeno

11 23

do intervalo |3, {z[, sendo assim

uma boa aproximacgao seria usar o ponto médio
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Capitulo 4
Aplicacoes dos numeros irracionais

Neste capitulo vamos apresentar situacoes onde os numeros irracionais surgem inevita-
velmente na matematica em alguns contetddos. Desta forma o professor pode apresentar

propriedades dos irracionais, em outros assuntos, como geometria, estatistica.

4.1 Matematica financeira

O numero e, normalmente, é apresentado aos alunos no estudo de fungao exponencial e
logaritmica.

Neste texto vamos conhecer como o niimero e surge, naturalmente, quando estudamos
matematica financeira e também na desitegracao radioativa.

Considere a seguinte situacao:

Se emprestamos R$ = 1000, 00 a juros de 10% ao ano, teremos, no fim de um ano,um
montante, M, de R$ = 1100, 00:

M = 1000 + 1000.0,1 = 1100, 00.

Agora, se emprestarmos o mesmo valor, R$ = 1000, 00, com juros de 5%, a cada 6

meses teremos, ao final de um ano:

6 meses —» M = 1000 + 1000 - 5 = 1000, 00 - (1 + ) = 1050
1 ano — M = 1000 (1 + 55) + 1000 - (1 4 5) - 55 = 1000 - (1 + )2 = 1102, 50.

Portanto, é mais vantajoso emprestar R$ = 1000 com juros semestrais do que com juros
anuais.
E se emprestamos o mesmo valor com juros de %% ou seja, 3—10, a cada 4 meses,

terfamos:

4 meses — M = 1000 + 1000 - 55 ~ 1033, 33
8 meses —» M = 1000 - (1 + ) 4+ 1000(1 + 35) - 55 = 1000 - (1 + 55)?
12 meses — M = 1000 (14 35)? 4 75 - 1000(1 + 35)? = 1000 - (1 + 55)® ~ 1103, 71 reais.
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Se dividirmos o ano em n intervalos iguais vamos receber ao final de um ano o M =

1000(1 + loin)" reais. Chamando u = 10% podemos escrever nosso montante por:

1.1

M =1000(1 + u)u'10
A medida que contamos os juros em intervalos de tempo cada vez menores fazemos
n tender ao infinto, u tende a zero. Portanto, para contarmos os juros continuamente,

durante um ano, precisamos calcular o limite:

. 1.1 1
M = 1im 1000(1 4 )16 = 1000 - €10

u—o

4.2 Desintegracao Radioativa

As substancias radiotiva possuem a caracteristica de se desintegrarem, ou seja, sua massa
vai diminuindo, de modo a formar outra substancia. A desintegracdo é feita de modo
proporcional a massa da substancia original.

Como ilustracao, analisaremos o césio-137 que possui meia-vida de 30 anos, assim sua
massa original ficard reduzida a metade apds 30 anos. No entanto, a desintegracao ocorre
de forma continua, assim para melhorar a aproximacao em um intervalo de tempo, por
exemplo, um ano, precisamos descobrir a taxa de desintegracao anual, que no caso do
césio-137 é de aproximadamente « = 0,0231. Portanto a massa de 10¢g de césio-137 depois
de 5 anos sera, aproximadamente, M = 10(1 — 0,0231) ~ 8,89g.

Agora se quisermos calcular a desintegracao em intervalos de tempo menores que um
ano, dividimos o intervalo, de um ano, em n partes e em cada uma dessas partes aplicamos

a taxa de desintegragao ', passado um ano a desintegracao do césio-137, encontramos

um valor aproximado de M = 10(1 — %)”. Para aplicarmos a taxa de desintegracao
continuamente, basta fazer o n tender ao infinito, assim a massa ao final de um ano sera
o limite abaixo

M = 1im 1001 — 2221

)n — 1060,0231 .
n—oo n

4.3 Aplicagao de 7

As aplicagbes que envolvem o nimero 7, surgem principalmente, quando estudamos formas
circulares, pois 7 é definido como sendo a razao entre o comprimento, C', e o didmetro, d,
da circunferéncia, no entanto m também aparece em outros estudos como em estatistica,

~ . 7 ’ - (17M)2
na distribuigao normal cuja férmula é dada por f(z) = \/21—26 252
o

Nosso objetivo aqui, é encontrar uma féormula para a area do circulo.
Para isto, usaremos as ideias desenvolvidas no topico anterior. Considere um poligono

relugar inscrito de n lados, esse poligono pode ser decomposto em n triangulo isoceles
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iguais, com base medindo a e altura h, e a area de cada triangulo é %

Figura 4.1: Poligono decomposto

Como o poligono regular de n lados fica dividido em n triangulos, entao a area do
poligono A, =n - % Quando fazemos n crescer, ou seja, quando aumentamos o nimero
de lados do poligono regular inscrito, o perimetro do poligono converge para 27r e a altura
do triangulo, h, converge para o raio da circunferéncia 7.

Chamando a area da circunferéncia de S, entao a area do circulo sera:

ah  an-h 2ar-r 9
n— = =

S = = 7re. (4.1)

2 2 2

Figura 4.2: Poligono decomposto
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4.4 Problema da Agulha de Buffon

Pela definicao usada para caracterizar 7 imagina-se que este nimero surja sempre que
estivermos estudando superficies circulares. Porém, o nimero 7 aparece também em
alguns estudos sobre probabilidade, como no problema da agulha de Buffon.

O filésofo e matemédtico George Louis Leclerc, o Conde de Buffon, apresentou o pro-
blema da agulha. Ele propos que sobre uma grande area plana se tragassem retas paralelas
equidistantes e fosse lancado uma agulha fina ao acaso sobre essa area, a probabilidade
da agulha cair cortando umas das retas é %, onde d é a distancia entre as retas e [ o
comprimento das agulhas.

Buffon chegou a essa expressao estudando as varidveis x e 6, onde x é a distancia do

ponto médio da agulha até a reta mais préoxima, e 8 é a inclinagao da agulha.

il

Figura 4.3: Agulha inclinada

d
’ 2
s

angulo entre % e x, ou seja, 0 €]0, 5[. Deste modo, a agulha cortard alguma reta se =

De acordo com a figura acima, = estd compreendido no intervalo ]0, $[ e # é o menor

obedecer a desiguladade
T < —cosf,
2
onde écos@ é projecao de é sobre .

Logo, a probabilidade P, da agulha atravessar uma reta é o quociente entre a area da

regiao compreendida entre os eixos e o grafico x = éCOSQ e a area do retangulo de lados

2 €3
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Figura 4.4: Grafico de x = écos@

Wl

Jo? Lcosds
P=22 (4.2)
22
2 (2

= ; * cos0d = (4.3)

2 (2 21 = 2
- = =~ Jsi =, 4.4
i | cos 0d6 - [sin 0] - (4.4)

Para d = 2] encontramos a féormula p = % Usando esta expressao Buffon sugeriu

usar esse experimento para calcular um valor aproximado pra 7. Alguns pesquisadores se

candidataram a essa tarefa conseguindo resultados bem préximos do verdadeiro valor de

T
Pesquisador | Nuimero de experimentos | Valor de 7
Wolf 5000 3,1596
Smith 3204 3,1553
Fox 1120 3,14155929
Lazzarini 3408 3,14155929

Este experimento pode ser reproduzido em sala de aula, usando folhas para representar
o plano e uma vareta para representar a agulha, como sugere [9], desta forma o professor

pode apresentar probabilidades relembrando algumas propriedades de 7.

4.5 Aplicagao de /p

Os ntimeros irracionais ,/p aparecem, constantemente, quando se deseja obter o resultado

de uma equacao do segundo grau. Essas equacgoes sao estudadas desde a antiguidade com
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o objetivo de determinar dois nimeros, = e y, cuja soma é s e o produto é igual a p.
Em termos préticos, os povos antigos queriam determinar as dimensoes de um retangulo
sabendo o seu semi-perimetro e a area.

Escrevendo o problema para a notacao dos dias atuais, nosso objetivo é resolver o

{:L‘+y = s (4.5)
ry = P

sistema abaixo:

Isolando y na primeira equacao e substituindo na segunda, encontramos a equagao do

2

segundo grau z° — sz + p = 0.

Atualmente trabalhamos com equacdes do 2° grau da forma az? + bx + ¢ = 0, com

a # 0, onde as soluctes sao

—b+ Vb2 — dac —b—+b? —4ac

2 ¢ 2

Em problemas praticos, é comum no cdlculo de v/b? — 4ac encontramos uma raiz qua-

drada de um numero primo. Como ilustracao considere o exemplo.

Exemplo 4.1. Uma situacao, onde os irracionais aparacem é no calculo do indice de

Massa(kg)

massa corporal o IMC, cuja formula é IMC = (altura)? * As pessoas sao classificadas, de

acordo com IMC' da seguinte forma:
e IMC menor que 18,5 - a pessoa estd com o peso abaixo do normal.
o IMC entre 18,5 e 24,9 - a pessoa estd com o peso normal.
e IMC entre 25 e 29,9 - a pessoa estd com sobrepeso.
e IMC maior que 30 - a pessoa estd obesa.
Assim se uma pessoa com 80kg deseja saber qual deve ser sua altura para que nao seja

classificado como obesa, entao a solugao recai em uma equagao do segundo grau.

IMC < 30

80

— < 30
(altura)? <

2
> —
30

2V6

altura > ——
3

(altura)

Novamente a solugao matemaética é o intervalo [%, oo[, porém em termos praticos o que

26
=2,

fazemos é encontrar um numero racional suficientemente proximo de
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Capitulo 5
Consideracoes finais

Com este trabalho desejo apresentar aos professores de mateméatica um material comple-
mentar para suas aulas sobre niimeros irracionais, dando destaque aos niimeros irracionais
/P com p primo, T e e, pois eles estao presente durante todo o ensino médio.

Foi apresentado um pouco da histéria e algumas demonstracées sobre ntimeros irraci-
onai além de aplicagdes que mostram como esses nimeros estao presente na vida escolar.

Busquei apresentar exemplos onde o professor possa utilizar os niimeros irracionais
em outros conteidos da metematica nao ficando restrito apenas ao topico sobre conjuntos
numericos, desta forma, o professor pode nas aulas sobre fungoes tentar estimar algum
namero ,/p ou introduzir uma aula de probabilidade usando o problema da agulha de

Buffon.
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