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Resumo

Neste trabalho, colocaremos a forma lendédria de como os quadrados mégicos surgiram
bem como sua utilizac@o por artistas entre os séculos 15 e 18. Posteriormente definimos
os quadrados magicos e quadrados mégicos normais. Por fim, estabeleceremos o conjunto
de todos os quadrados magicos de mesma ordem como espagos vetoriais, determinando
sua base e sua dimensao, exemplificando para os casos de ordem 3 e 4.
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Introducao

Acredita-se que os chineses foram os primeiros a descobrir as propriedades dos quadra-
dos magicos e provavelmente foram também seus inventores a menos de cinco séculos
de nossa era. Eles o chamavam de Lo-Shu. A lenda conta que o imperador da antiga
China, chamado Yu (2800 A. C.), da dinastia Hsia, estava meditando as margens do Rio
Lo quando emergiu uma tartaruga (considerado um animal sagrado) com estranhas marcas

-
<

‘,
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& e %

Yu percebeu que as marcas na forma de nds, feitos num tipo de barbante, podiam ser
transformadas em ndmeros e que todos eles somavam quinze em todas as dire¢des, como
se fossem algarismos magicos.

0 W
—= ot O
(S EEN \V)

No século XI foi encontrado um quadrado mégico de ordem 3 pintado no assoalho

3



4 SUMARIO

em um dos templos de Khajuraho na India. Este quadrado era semelhante ao quadrado de
Lo-Shu adicionando-se 19 a cada valor, fazendo com que cada soma seja 15+3 x 19 = 72.

23 28 21
22 24 26
27 20 25

Os quadrados magicos chegaram ao ocidente através dos drabes, que os conheceram
por influéncia da cultura hindu. Um quadrado de ordem 3 foi encontrado pela primeira
vez em um manuscrito drabe, no fim do Século VIII, e atribuido a Appolonius de Tiana
(I Século) por Berthelot. O fisico e teologista alemao Heinrich Cornelius Agrippa (1486-
1535) construiu sete quadrados magicos de ordens 3 a 9 e lhes atribuiu um significado
astrondmico. Estes quadrados representavam simbolicamente os sete planetas conhecidos
por ele incluindo o Sol e a Lua (Mercudrio, Vénus, Marte, Jipiter, Saturno, o Sol e a
Lua). Os quadrados mégicos tém grande interesse em alguns meios. Na China e na India,
ha quem use tais quadrados magicos gravados em metal ou pedra, como amuletos ou
talismas. Despertaram também interesse em alguns matemadticos, pelos problemas dificeis
que originaram, em relagdo a construcdo, classificacdo e enumeragdo dos quadrados de
uma dada ordem. Bernard Frénicle de Bessy (1602-1675), Claude-Gaspar Bachet (1581-
1638), Pierre de Fermat (1601-1665) e Leonhard Euler (1707-1783) estudaram quadrados
magicos e cubos magicos. Este ultimo ndo relacionado neste trabalho.

Também podemos constatar sua presenca em uma das obras de Albrecht Diirer (1471-
1528), que em seu quadro intitulado M elancolia insere em sua composi¢ao um quadrado
magico de ordem 4. Diirer aproveita o quadrado mégico para incorporar a data de criacao
do quadro (1514), usando os numerais 15 e 14 na parte inferior do quadrado mégico.

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

Este quadrado mégico encontra-se localiza no lado direito superior, como mostra a
figura abaixo:



SUMARIO 5

Outro artista a se deixar utilizar dos quadrados mégicos foi Antoni Galdi. Na sua obra
O Beijo de Judas, ele destaca um quadrado magico de ordem 4.
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Capitulo 1

Consideracoes Iniciais

Uma matriz n X n chama-se um quadrado mdgico de ordem n quando a soma dos ele-
mentos de cada uma de suas linhas, de cada coluna, da diagonal principal e da diagonal
secunddria (ao todo 2n + 2 somas) sdo iguais. Essa soma serd chamada de constante

mdgica ou soma mdgica.
Para n = 1, temos que qualquer matriz [a;] serd considerada um quadrado magico

cujo valor magico serd aj;.
Para n = 2, veremos que todos os elementos da matriz deve ter o mesmo valor, ou
seja, todo quadrado mégicon de ordem 2 deve ser multiplo da matriz

(1)

Para provar isso, vamos considerar o quadrado magico 2 x 2 abaixo:
a b
c d

k=a+b=c+d=a+c=b+d=a+d=b+c

Sendo assim, o valor mégico

Como a+ b = a+ cimplica que b = ¢, como ¢+ d = a + c implica que d = a € como
e como ¢+ d = b+ d implica que ¢ = d. Sendo assim, usando transitividade, concluimos

que a = b = ¢ = d = —. Dessa forma temos o seguinte desenvolvimento:
ko k
(e0)-(1)-3001)

|



8 CAPITULO 1. CONSIDERACOES INICIAIS

Para n = 3 temos uma situacdo mais complexa, pois para determinar seus nove ele-
mentos teremos que resolver um sistema de oito equagdes. Portanto, teremos diversos
quadrados magicos 3 X 3 como o representado abaixo:

a b c
d e f
g h 1

Aplicacao: Determine os 8 elementos restantes da matriz 4 x 4 abaixo, de modo a obter
um quadrado mégico:

P T N
% 00 O N
* ¥ O W

* K X X

Colocando na forma de sistema de equagdes, teremos o seguinte:

(1+2+3+a=k (6+a=Fk
445+6+0=F 154+b=kF
T+8+c+d=k b+c+d=k
e+ fHg+rh=k e+ frg+rh=k
1+4+7+e=k 124+e=k
245+8+f=k )15+ f=k
3+6+c+g==F O9+c+g=k
a+b+d+h=~k a+b+d+h==~F
1+5+c+h=k 6+c+h=k
la+6+8+e=k (a+1d+e=k
Diminuindo a primeira equagdo da dltima temos e = —8. Sendo assim, a constante
magica, k = 4, é obtida pela quinta equacdo. Desta forma, a = -2, b = f = —11.
Simplificando ainda mais o sistema teremos:
c+d=—11
g+ h=23
ctg=-95
d+h=17

c+h=-2
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Subtraindo a primeira equacgao pela quarta e somando com a quinta teremos:

c+d—d—h+c+h=-11-17-2
2c = —30
c=—15

Sendo assim, d = 4, g = 10 e h = 13. Portanto, o quadrado mégico em questio é:

1 2 3 —2
4 ) 6 —11
7 § =15 4

1.1 Quadrado Magico Normal

Um quadrado mégico de ordem n € dito normal quando os elementos, distintos entre si,
pertencem ao conjunto {1,2, 3, --- ,n?}. Dado um quadrado mdgico normal de ordem n,
podemos garantir que a constante magica depende de Unica e exclusivamente de 7, pois se
somarmos todos os elementos do conjunto {1,2,3,--- ,n?} teremos:
2(,,2
n“(n”+1

1+2+---+n2:¥.

Dividindo igualmente esse valor por cada uma das n linhas, temos que a constante
magica é:

n(n?+1)
5 :
Vejamos por exemplo, os quadrados mégicos abaixo apresentados por Malba tahan em
seu livro As maravilhas da Matemdtica:

k=

2 9 4 ,
75 3 %k:wzw
6 1 8
15 10 3 6
4 5 16 9 44241)
M1 o2 7 | 7T =

1 8 13 12
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Fato curioso € que Malba Tahan considera em suas obras apenas os quadrados magicos
normais. Os quadrados magicos, de acordo com a nossa definicao, ele chama de imperfei-
tos ou quase magicos. Por exemplo, segundo Tahan:

Outro fato curioso € que podemos construir um quadrado magico de ordem impar
obedecendo o seguinte procedimento. Para construir um de ordem 5, inicialmente colo-
caremos o nimero 1 como elemento central da primeira linha, o nimero 2 colocaremos
na posi¢ao que fica duas linhas acima e uma coluna a direita. Como o ndmero 2 saiu
superiormente do quadrado magico devemos descé-lo cinco posicdes verticalmente, repe-
tindo o procedimento para o nimero 3 e assim sucessivamente. Caso a posicao ja esteja
ocupada, devemos posicionar o nimero em questdo abaixo do nimero anterior e caso ele
saia do quadrado pela direita, devemos colocé-lo cinco posicoes a direta na mesma linha.
Construindo dessa forma, obteremos o seguinte:

0] 6 |19 2 |15|23
01225 8 |16 4

1018 | 1 [ 14 (22 10
11 (2417 20| 3 | 16
1715 (13]21] 9 | 17
2316 [19] 2 |15 23
4 112125 8 |16 | 4

1.2 Forma Geral de um Quadrado Magico 3 x 3

Iremos agora elaborar uma forma geral para os quadrados mégicos de ordem 3. Para isso,
iremos considerar a matriz abaixo um quadrado mégico e k como sendo a sua constante
magica.

a b c
d e f
g h i

Pela defini¢cao, temos que a soma de duas linha € igual a soma das duas diagonais:
a+b+c+g+h+i=a+e+i+c+e+g. Issoimplica que b+ h = 2e. Também temos
que a soma da segunda coluna, b + e + h = (b+ h) + e = 2e + e, é igual a 3e. Baseado
nisso, iremos estabelecer uma forma geral para o quadrado magico de ordem 3, mas para
isso precisaremos fixar trés valores. Fixaremos a e b do quadrado mégico e k£ como o valor
magico. Facilmente, obtemos que:

c=k—a—>.
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E 2
h=k—-b—e=k—b——-=-k—0.
e 5 3k b
k k
g:k:—c—e:k:—k—l—a+b—§:a+b—§.

k4
d=k—a—a—-b+—-=-k—2a—0.
3 3

f:k—ilk+2a+b— :2a+b—§k.

Sendo assim, podemos entender que a matriz abaixo, ou qualquer outra matriz obtida
a partir da rotacdo da mesma, é a forma geral de um quadrado magico de ordem 3.

a b k—a—2»
4 2
-k —2a—0 E 2a +b— =k
3 L9 3 5 3

Aplicacao: Vamos determinar um quadrado cujo valor magico seja 21 e que todos os seus
elementos sejam nimeros inteiros.

O valor do quadrado € providencial, pois sendo multiplo de 3 podemos garantir que
o valor central € inteiro igual a 7. Como a forma geral depende ainda de dois elementos,
a e b, iremos atribuir arbitrariamente os valores 5 e 4, respectivamente. Sendo assim, o
quadrado em questao €:
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Capitulo 2

Quadrados Magicos e Algebra Linear

Neste capitulo, estudaremos os quadrados magicos do ponto de vista da Algebra Linear.
Iremos mostrar que um conjunto (),,, formado por todos os quadrados magicos de ordem
n, € um espago vetorial e com isso determinar uma base, ou seja, estabelecer um conjunto
V' € @), com o menor nimero de quadrados magicos possiveis linearmente independentes

que geram @),,.

2.1 O Espaco Vetorial (),

Chamaremos de @),, o conjunto de todos os quadrados mégicos de ordem n. Note que (),
¢ um subespaco vetorial do espaco das matrizes quadradas de ordem n x n. De fato, pois:
(1) 0 € Q,, considerando que 0 € a matriz quadrada de (),, na qual todos os seus
elementos sao nulos.
(i1) Dados os elementos A e B pertencentes a (J,,, com k; e ks como suas respectivas
constantes magicas. Temos que:

aip Gz -+ Qin by bz -+ b
A+ B— Qg1 G2z -+ Q2p n bar b - by
Apl Qp2 **°  Qpn bnl bn? R brm

aip +bin aa+biz - a, + b,

A+ B— a1 + bor Gz + by o+ agn + boy

(n1 —i— bn1  no —i— b -+ Gnn —i— bnn

13



14 CAPITULO 2. QUADRADOS MAGICOS E ALGEBRA LINEAR

Somando os elementos da primeira linha da matriz A + B obteremos:

ajn +bi a2 +bio+ -+ a, + b, = (ann +aia+ -+ aw) + (biy + b2+ -+ b1y)

=k + ko

Repetindo esse procedimento para as demais linhas, para as colunas e para as dia-
gonais, obteremos o mesmo resultado. Ou seja, um quadrado magico de ordem n cuja
constante magica é k; + k.

(iii) Seja a € R. aeA também € um quadrado magico, ja que:

@11 aiz -+ Aip aa;; Gaip o Qllp

Q21 Q22 -+ A2y Qag; Qg -+ Ol2p
aA =« . . ) ) =

Ap1 Gp2 - App Qlp1 Qdp2 - Qlpp

Somando os elementos da primeira lina de oA obteremos:

aay + aapp + -0+ aa, = a(all +ap+--- +a1n) — Oék?l

Repetindo esse procedimento para as demais linhas, para as colunas e para as dia-
gonais, obteremos o mesmo resultado. Ou seja, um quadrado magico de ordem n cuja
constante magica € ak;.

Isto prova que (),, ¢ um subespaco vetorial e, portanto, um espaco vetorial.

2.2 Base e dimensao de (),
Consideremos inicialmente os casos n = len = 2.

Cason = 1: {(1)} é uma base de (), e, portanto, a dimensdo dim(Q;) = 1.

Cason = 2: { ( 1 1 ) } ¢ uma base e, portanto, a dimensao dim(@),) = 1.

Caso n > 3 mostraremos que (Q,, tem dimensdo n* — 2n. Para provar isso deveremos
fazer algumas consideracdes.



2.2. BASE E DIMENSAO DE Qy 15

2.2.1 Dependéncia Linear e Matrizes

Primeiramente consideremos as seguintes defini¢des:

Defini¢cao 2.2.1.1: Denotaremos M (m X n) como o conjunto de todas as matrizes m X n
e o consideraremos um espaco vetorial jd que nele se define a soma das matrizes a = [a;;]
e b = [b;;] pertencentes a M (m x n) como a;; + b;; = [a;; + b;;] e o produto da matriz a
pelo nimeros real o como ca = [aa;;).

Definicao 2.2.1.2: Seja a uma matriz m X n. Paracada 1 < ¢ < m, denotemos por L; a
i-ésima linha de a. Defimos as transformagdes elementares nas linhas da matriz a como se
segue:

1. Permutacdo das linhas L; e L; , indicada por L; <> L;.

2. Substituicdo de uma linha L; pela adi¢ao desta mesma linha com « vezes uma outra
linha L; , indicada por L; — L; + aL;.

3. Multiplicacdo de uma linha L; por um nimero real « ndo nulo, indicada por L; —
OZLZ‘.

Definicao 2.2.1.3: Uma matriz elementar de ordem n € uma matriz quadrada de ordem n
obtida da matriz identidade /,, a partir da aplicacdo de uma transformacao elementar. Para
fins deste trabalho, definimos apenas as matrizes elementares do tipo ¢;;, que € uma matriz
n X n onde a;; = 1 e as demais posi¢des tem valor zero.

Sejam a uma matriz de M (m x n) e s;,t; : M(m x n) — R as fungdes definidas por
s;(a) = soma dos elementos da i-ésima linhade ae ¢;(a) = soma dos elementos da i-ésima
coluna de a. Provaremos que as funcdes sy, - - - , S, t1, - - - , t,, 20 linearmente dependen-
tes no espago vetorial £ = F(M(m x n);R), mas o conjunto {sy, -+, Sypm_1,t1, *+ ,tn}
€ linearmente independente.

Claramente vemos que a soma de todos os elementos da matriz a € igual a soma de
todos os s; que também € igual a soma de todos os t;. Ou seja:

Z’ Q5 = Zsi(a) = Ztl(a),

i,j=1 i=1

para qualquer matriza € M (m x n). Portanto, »  s; — > t; = 0 é uma combinagdo linear
dos s; e t; com coeficientes nao-nulos que dd a fun¢do nula de F (A (m x n); R), e portanto
{s1,"**,8m,t1, -+ ,t,} é linearmente dependente. Suponhamos que
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m—1 n
Z T;S; + Zyjtj = O
1=1 j=1

Considere as matrizes elementares da forma e,,;, onde k = 1,2,--- ., n. Note que a
soma dos termos de cada linha e cada coluna € zero, exceto pela Utima linha e pela dtima
coluna, que t€ém soma 1. Assim, aplicando a funcdo acima a esta matriz, teremos que
Si(emj) = Oparat = 1,2,--- ,m — 1; tj(en,) = 0 para j # k; e tx(emir) = 1. Entdo o
somatorio acima aplicado a e,,,; €, simplesmente

yr = 0.

Como isso pode ser feito para k = 1,2,--- ,n, concluimos que y; = yo = -+ =y = 0,
e ficamos com apenas

m—1
E TiS; — 0.
=1

Consideremos agora as matrizes elementares da forma e;; onde £ = 1,2,--- ,m — 1. Te-
mos s;(ex1) = 0 parai # ke sg(ex1) = 0. Entdo a expressdo acima torna-se simplesmente

parai = 1,2,--- ;m — 1. Com isso concluimos que {sy, -, S;_1,t1, - ,t,} € linear-
mente independente.

Sejam 7,0 : M(n x n) — R as fun¢des definidas por 7(a) = soma dos termos da
diagonal principal (trago) e o(a) = soma dos termos da diagonal secunddria. Provare-
mos que, ainda paran > 3, {s1, -+, Su_1,t1, "+ ,tn, 7,0} ainda sdo fung¢des linearmente
independentes.

Para isso iremos mostra que uma combinacao linear dessas fungdes so serd igual a zero
se todos os seus coeficientes forem nulos. Sendo assim:

n—1 n
Zx,»si—l—Zyjtj + art + fo = 0.
i=1 j=1

Inicialmete vamos mostrar que o = [ = (. Consideremos a matriz a = ej;+€es—€e12—esy,
isto é:
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1 -1 0 - 0
-1 1 0 - 0
a— 0O 0 0 - 0
o 0 0 --- 0
Suponha que n > 4. Entdo a soma dos elementos de cada linha e de cada coluna
¢ zero, mas 7(a) = 2 e o(a) = 0 (esta ultima afirmacdo usa o fato de que n > 4).

Portanto, aplicando a soma acima a a, temos que 2a = 0 = « = 0. Agora, se usarmos
b = e, + €a(n—1) — €1(n—1) — €2n, OU SEja,

000 - -1 1
000 - 1 -1
b=| 0 0 0 - 0 0
0oo0o0-- 0 O

a soma de cada linha e de cada coluna é zero, 7(b) = 0 e o(b) = 2, paran > 4. Sendo
assim, 23 = 0 = [ = 0. No casa de n = 3, temos que

ti(a) =0;7(a) =2eo0 1
Si(b) =t;(b) =0;7(a) =1leo(a) =2

e portanto teriamos

20+ =0 L
{ atop=0 - O=A=0
n—1 n
Sendo assim da equacdo inicial Z ;S; + Z y;t; + at + Bo = 0 sobrou apenas
i=1 j=1

n—1 n

E ;S + E y;t; = 0. Como ja mostramos que s; € ¢; sdo linearmente independente,
i=1 j=1

concluimos que {sy, -, Sy_1,t1, -+ ,tn, 7,0} sdo linearmente independentes.

2.2.2 Combinacao Afim

Num espaco vetorial E, diz-se que o vetor v € uma combinagdo afim dos vetores vy, - - - , v,
quando se tem v = Qiv1 + - -+ + v, com g + - -- + a, = 1. Diz-se que os vetores
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vy, -, U, A0 afim-independentes quando nenhum deles € uma combinagdo afim dos de-
mais. Segundo Elon Lages Lima, as afirmag¢des abaixo sdo equivalentes:

(1) Os vetores vy, - - - , v, sao afim-independetes.
2)Seayv1+---+av,=0ea;+---+a,=0entdoa; =--- =a, =0.

3)Se ayvi+- - -+a,v,. = B+ - -+ Bro, comZai = Z/Bi entioa; = B1;- -+ s, =
i=1 =1

8,.
(4) Os vetores v9 — vq,v3 — V1, -+ , U — v Sd0 L.L
(5) A variedade afim gerada por vy, - - - , v, tem dimensdo r — 1.

De fato, se os vetores vy, — v; com k = 2,3, --- ,r fossem linearmente dependentes,

algum deles seria combinacao linear dos anteriores, € entao

N N N
UNgl — U1 = E c(vp —v) = on = 1— E cr | v+ E CLUk
k=1 k=1 k=1

que € uma combinacdo afim de vy, - -- ,vy. Devo ressaltar que a soma dos coeficientes
dessa combinagdo € igual a um.

Por outro lado, se vy, fosse uma combinacdo afim dos anteriores, terifamos

N N N
UN+1 = E OV = UN41 — E Qg | V1 = E Oék(Uk - Ul)
k=1 k=1 k=1

e, como Y «ap = 1, isso significa que vy, — v; € uma combinagdo linear dos vetores
v, — v1. Com isso concluimos que (1) < (4).

Para provar (4) < (5) consideraremos uma variedade afim £’ gerada por vy, vy, - - - , ¥,
Assim, F'— vy é um subespacgo gerado por 0, vy — vy, - - - , v, —v1. Se (4) ocorre, temos que
esses ultimos r — 1 vetores sdo linearmente independentes, entdo a dimensao de F' — v é
r — 1, ou seja, a dimensdo de ' ér — 1.

Se (5), estes ultimos 7 — 1 vetores geram um espaco de dimensdo r — 1, entdo eles t€m
de ser linearmente independentes.

(4) & (2). Se a soma dos coeficientes oy, € nula, a combinacao linear na hipétese de
(2) pode ser escrita como

T

Zakvk = Zak v + Zak(vk —vy) = Zak(vk —v) =0.
k=1 k=1 k=2

k=2
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Mas, se vale (4), a ultima igualdade implica em as = a3 = - - - = ;. = 0. Enfim, como a
soma de todos os coeficientes oy, € zero, devemos ter também «; = 0.
(2) < (3). Suponhamos que vale (2), e que

r r r r
E ARV = E ﬁkvk onde E ap = E Bk
k=1 k=1 k=1 k=1

Tomando v, = oy — [ e rearranjando estas igualdades, temos

i%vk = 0 onde i’yk = 0.
k=1 k=1

Por (2), sabemos que v, = 0 para todo k, isto é, a = B parak =1,2,3,--- 7.

(3) < (4). Suponhamos (3) vélida e consideremos uma combinag¢ao linear dos vetores
v — v que se anule:

ch(vk — ) =0.
k=2

A nossa intensdo € mostrar que estes coeficientes t€ém de ser nulos, comprovando assim
(4). Mas esta igualdade pode ser arranjada da seguinte forma:

Ovy + covg + c3v3 + - - + v, = (o + 3+ -+ + ¢)vy + Ovg + Ovg + - - - + Ov,..

Mas segundo a afirmacao (3), os coeficientes de cada v; em ambos os membros devem
permanecerem iguais, portanto ¢ = c¢3 = --- = ¢, = 0. O que nos leva a concluir que
Vg — VU1,V3 — Uy, -+, U, — v S80 linearmente independentes.

2.2.3 Funcionais Lineares e Variedade Afim

Consideraremos f1,---, f,, : E — R funcionais lineares no espaco vetorial E de di-
mensdo n. Suponhamos que estes funcionais gerem no espaco dual £* = L(F;R) uma
variedade afim de dimensdo r. Iremos provar que o conjunto F, formados pelos vetores
v € FE tais que

fi(v) = fa(v) = - = fn(v),

€ um subespaco vetorial de dimensdo n — .
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Para provar isso, vamos considerar uma variedade afim V gerada por fi, - - - , f,,,. Entdo
V € paralela ao subespaco vetorial V' — f; (gerado pelos funcionais lineares g, = fr — f1
parak =1,2,---  m,note que g; = 0). Se adimensdo de V' — f; é r, isto significa que po-
demos supor (possivelmente apés uma reordenagio) que os funcionais {g2, g3, - , gr+1}
sdo uma base G de V' — f; e os funcionais {g,+2, gr+3, - , gm } $30 combinacdes lineares
dos vetores de G.

Seja A : E — R definida por Av = (g2(v),g3(v), -+, gr+1(v)). Notemos que o
conjunto F’ do enunciado é exatamente N (A), isto é, o nicleo de A. De fato, poisse v € F,

entdo f1(v) = fa(v) = -+ = frya(v) e, portanto, gy(v) = gs(v) = -+, grya(v) = 0.
Por outro lado, se v € N(A), entdo go(v) = g3(v) = -+, gr+1(v) = 0; como so outros
funcionais g,2, gr+3, -+ , gm Sa0 combinagdes lineares destes dltimos, teremos também
gr+2(v) = 9r+3(v) == gm(“) = 0, e portanto, fl(v> = fQ(U) == fm(v)’ isto €,

v € F. Assim, ' = N(A) ja é um subespaco vetorial.

Note também que A € sobrejetiva. Se ndo fosse assim, a imagem de A estaria contida
num subespaco de R" de dimensdo r — 1, isto €, um hiperplano da forma ayxy + asxs +
-+« 4+ oz, = 0 (com os a’s ndo todos nulos). Isto significa que aygq(v) + azgs(v) +
-+« + a,gr11(v) = 0 para todo v, caracterizando que a1gs + ags + -+ + @, gr41 = 0 e
{92, 93, , gr+1} nd0 seria uma base.

Entdo /m(A) = R". Enfim, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, dim(N(A)) =
dimFE — dim(Im(A)) =n —r.

2.2.4 Calculo da Dimensao de (),

Aproveitando a notacdo utilizada no subtdpico 2.2.1 e seu objetivo principal que foi provar
que os 2n + 1 funcionais {s1,--- ,Sp_1,t1, - ,tn, 7,0} s@o linearmente independentes,
podemos concluir que os 2n funcionais {s; — 7, -+ , 8,1 — 7,1 — 7, -+ ,t, —T,0 — T}
sdo linearmente independente também. Isto significa que a variedade afim gerada por
{s1,"+ ,8n_1,t1,++ , ty, 7,0} tem dimensdo 2n.

Como a soma de todas as entradas da matriz a pode ser escrita de duas formas distintas,
a saber,

sitsyt ot st sy, =l Fly s F il iy,

concluimos que

Sn=tiHta+ Attty — S — Sy — = S,

isto é, s,, € uma combinacdo afim dos outros 2n+1 funcionais e, assim, os 2n+-2 funcionais
originais geram a mesma variedade afim V' de dimensao 2n.
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Enfim, o conjunto (),, dos quadrados mégicos de ordem n serd um subespago vetorial
de M(n x n) de dimensdo dim(M(n x n)) — 2n = n* — 2n.

Podemos verificar isso de outra forma. Observemos a seguinte definicdo e o lema a
seguir:

Definicao: Sejam I e F» subespagos vetoriais de F tais que F; N Fy, = {0}. A soma
direta Fy & F; € o conjunto de todas as somas u 4+ v, onde u € Fy e v € Fs.

Lema: Sejam fi, ..., f; funcionais lineares L.I. em V' = £(V; K). Mostre que existem
vy, ...,V vetores L.I. em V tais que:

D) V= (ﬁ Ker(f) & ] @ & [u]

b) {we Vi fil) = = fulo)} = ((\Ker(£) ® [os + - +

Consideremos o conjunto {vy, ..., vy, w, . .., w,} umabase de V e os vetores vy, ..., Uk,
como os duais dos funcionais fi, ..., fx, isto €

1, sei=3y
filv;) = q e
0, se i #j

k
Suponhamos v € ([ Ker(f:)) & [in] & -+ & [uy]. Tsso implica que fy(v) = f(v) =
=1

.= fr(v) =0ev =aqv; + ... + vk Sendo assim

fi(v)
f2(v)

@1f1(1)1) —+ Oégfl(’ljg) + ..+ Ckkfl(’l]k) =0=a;=0
Oélfg(Ul) + OéQfQ(UQ) + ...+ Oékfg(vk) =0=ay=0

fk(U) = Oélfk(Ul) + Oész(UQ) + ...+ ozkfk(vk) =0=0,=0
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k
logo v = 0 e, portanto, <ﬂ Ker(fi)> D)@ [v] CV.

i=1

Suponhamos agora que v € V entdo v = w + 101 + ... + vk, com w sendo uma

combinacao linear de wy, . . ., w,.
k

Supondo w € ﬂ Ker( f;) temos que

i=1

fi(v) = filw)+a fi(vi)+as fi(ve)+. . Farfi(ve) = fi(v) = fi(w)+a = fi(v) = o

fe(v) = fe(w)+a fr(vi)+aafe(ve)+. .t fi(vr) = fu(v) = fe(w)+an = fi(v) =

Dessa forma

k k
w; =0 — Zfi(”)vi = Uv=w+ Zfi(”)vi-
=1 =1

k k
Logo V C (ﬂ Ker(fi)> @ [v1] @ - -+ D [vy] e, portanto, V' = (ﬂ Ker(fi)> @[] ®
i=1 i=1
-+ D [Uk]
k k
Para provar (b), consideremos v € (ﬂ Ker(f,)) N[v1+- - -+vg]. Comowv € ﬂ Ker( f;)
i=1 i=1

ev € [vg + -+ vy, implica que

v € Ker(f;) filv) =0

€ = €
v =My + -+ ) ;18; : if;(gl) + Afi(ve) + -+ Mfi(vr)

Logo v = 0.
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k
Por outro lado, se v € (ﬂ Ker(fi)) +[v1 + - - - + v, isso implica que v = w+ A(vy +

i=1
k

ldots + vy), onde w € ﬂ Ker( f;). Portanto
=1

fi(w) = fi(w) + Afi(v1) + Mfi(ve) + ...+ Afi(vg) = fi(v) = fi(w) + A= fi(v) = A

fa(v) = fo(w) + Afa(v1) + Mfa(ve) + ... + Afa(vg) = fo(v) = fo(w) + A = fo(v) = A

Como se vé€ acima fi(v) = ... = fi(v) = A

Aproveitando a notacdo de 2.2.1, temos que os funcionais sy, ..., S,_1,t1,...,tn, T, 0
¢ uma base dual como o lema mostrado acima. Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem,
temos que

k
dim(Q,,) = dim(m Ker(fi)) + dim(ImR)
i=1
Consideremos cada f; como um elemento do conjunto {s1, ..., 8, 1,t1,...,tn, 7,0}

k
De acordo com (a), todo elemento do niicleo deve ser escrito como w; = v — E fi(v)vs;
i=1

v é uma matriz de ordem n e sua dimensdo é n? e existem 2n + 1 funcionais linearmente
independentes. Sendo assim

dim(Q,) =n*— (2n+1) +1

dim(Q,) =n*—2n—1+1
dim(Q,) = n*> — 2n
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Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo, trataremos de aplicacdes relacionadas com resultados obtidos no capitulo
anterior. De fato, determinaremos explicitamente uma base para ()3 e (4. Finalmente,
mostraremos como construir, por meio de combinacao linear, qualquer quadrado magico
de ordem 3 x 3e 4 x 4.

3.1 Uma base para ()3

Sabemos pelo capitulo anterior que, para n > 3, uma base de (),, tem dimensio n? — 2n
elementos. Para ()3 temos que sua dimensao € 3. Tomaremos a principio o quadrado
magico ja relaciona nesta:
4 9 2
3 5 7
8 1 6

Nosso objetivo agora € encontrar mais dois quadrados mégicos de tal forma que os trés
sejam linearmente independentes, ou seja, um deles ndo possa ser escrito como combinagdo
linear dos outros dois.

Consideremos entdo o quadrado magico b obtido da rotacdo de a no sentido horério.
Sendo assim,

a—

8 3
15
6 7 2

Vemos que ndo existe A que torne a igualdade a = Ab, pois dessa forma 4 = 8\ e
9 = 3\ o que é uma contradi¢do. Sendo assim, a e b sdo linearmente independentes.

4
b= 9

25



26 CAPITULO 3. APLICACOES

Consideremos agora o quadrado magico ¢ obtido da rotagcdo de b no sentido horario.
Sendo assim

6 1 8
c= 7 5 3
2 9 4

Veremos agora se existe A e v que satisfazem a equagdao a\ + by =c
Desta forma teremos o seguinte sistema sem solucao:

AN + 8y = 6
2\ + 4y = 8~
O que nos leva a concluir que o conjunto formado pelas matrizes a, b e c, linearmente
independentes, formam uma base de (J3. Sendo assim, qualquer quadrado mégico de or-
dem 3 pode ser escrito como combinacao linear de a, b e c.

Exemplo: Tomemos o quadrado magico d obtido da rotacdo de c
2 76
d=1| 9 5 1
4 3 8

provaremos que existe \, -y e o reais que satisfazem a equacdo d = a\ + by + cd.

AN + 8y + 66 = 2

3N+ v + 70 = 9.

S\ + 6y + 20 = 4
Multiplicando a primeira equagdo e subtraindo pela terceira, encontramos que 7 = —J.
Substituindo no sistema acima, obteremos 0 novo sistema

AN + 2y = 2
3 — 6y = 9°
5

) . 1 5
Resolvendo o sistema acima, encontraremos \ = —3 v = —3 ed = 3

Enfim, todo quadrado magico m de ordem 3 pode ser escrito da forma

4 9 2 8 3 4 6 1 8
m=A|3 5 7 |+~ 159 |+d] 75 3
8 1 6 6 7 2 2 9 4
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3.2 Uma base para ()4

Vimos que a dimensdo do espaco @,, dos quadrados mégicos n x n é igual a n? — 2n. No
caso em que n = 4, obtemos dim(Q)4) = 8. Consideremos inicialmente um conjunto com
oito quadrados mégicos de ordem 4 representados pelas matrizes abaixo:

1000 1000 0100
oo 1o L_|ooon oo 1o
A= 1looo01]”" " {o1o0o0]|” {1000

0100 0010 000 1
0100 0010 000 1
q_loo0o01 1000 c_[1roo0o0
“loo1o0|”°" o100l """ loo10]|
1000 000 1 0100

0001 1100

foroo] _[rozro

€=l 1000 “lo101

0010 0011

Consideremos z; com ¢ = 1,2, - - - | 8 ndmeros reais tais que

axry + bxy + cxs3 + dxy + exs + frg + grr + hag = 0.

Dessa forma obteremos o sistema:



28 CAPITULO 3. APLICACOES

Ty + 9 + x5 = 0

T3 + T4 + T3 = 0

Ty — 0

T + X7 = 0

rs + X + T3 = 0

Ty = 0

T1 + xz3 + x8 = 0

To + Ty = 0

r3 + X7 = 0

T2 + x5 + T3 = 0

s + ¢ = 0

gy + g = 0

Ty = 0

Ty + T = 0

o + x7 + x5 = 0
L T3 + x5 + 13 = 0

Substituindo em todas as equacdes os valores de 4 = 5 = 27 = 0, 0 sistema acima se
reduz a:

Ty + T2 + T = 0
r3 + xg = 0

Tg = 0

Tg + T3 = 0

ry + T3 + T3 = 0
Ty = 0

I3 = 0

T9 + g = 0

g + g = 0

Ty + T = 0

\

E, finalmente, substituindo x5 = 3 = x¢ = 0 no sistema acima obteremos:

ry + rg = 0
rg = 0
rT = 0
Podemos concluir com isso, que o sistema acima tem como Unica solug¢do a trivial, com

todos os coeficientes nulos. Logo, o conjunto de matrizes {a,b,c,d, e, f, g h} é linear-
mente independente e, como o nimero de elementos desse conjunto € igual a dimensao de
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(24, esse conjunto € uma base de ().
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Exemplo: Como toda matriz m € (), pode ser escrita na forma

m = axy + bry + cx3z + dxd + exs + frg + gr7 + hasg,

iremos determinar os valores de cada z; para

16 3
|5 w0
9 6
4 15

Para isso, resolveremos o seguinte sistema:

ry + X9 +
T3 + x4 +
Iy = 2
T + X7 =
Ts + Xg +
Ty = 10
r1 + x3 +
To + x4 =
r3 + X7 =
o + T5 +
Ty + X =
r1 + xg =
Ty = 4
ry + X =
o + x7 +
\ T3 + x5 +

2
11

14

xrg
xs

13
xs

xg

xrg

12

15
Tg
xs

13
8
12

14

Substituindo os valores de x4, x5 € £7 no sistema acima, obteremos o sistema:



30

T
T3
Te
Tg
T
T2
T3
T2
x1
X

4+ + 1 + +

++ +

\

X2
xs
3
xg
Z3
4
—1
Ig
xs
Tg

CAPITULO 3. APLICACOES

+  xg = 16

= 4
12
= 15

Substituindo os valores de x5, T3 € £g NO sistema acima obteremos o sistema:

T
xs
X1

+

rg = 12
0
12

Assim, m pode ser escrito de acordo com a combinacao linear abaixo:

m = 12a +4b — ¢+ 4d + 2e + 3f + 10g.
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