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Ceará, como requisito parcial para obtenção
do Tı́tulo de Mestre em Matemática. Área
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JOSÉ SAMUEL MACHADO
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Dedico este trabalho à minha esposa Isadora Bruna Luz
Machado.



ii



Agradecimentos

Agradeço, primeiramente, a Deus pelo dom da vida, pela salvação e por todas as bênçãos
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Agradeço ao meu pai e amigo José Edson Machado pelo apoio e auxı́lio em todos os mo-
mentos de minha vida.

Agradeço a toda minha famı́lia e a todos meus colegas do PROFMAT, que, não foram cita-
dos aqui, mas que contribuiram direta ou indiretamente para o fechamento deste trabalho.

Agradeço à SBM e toda a sua diretoria pela oportunidade ofertada no curso PROFMAT,
que contribuiu significativamente para com a minha vida profissional.
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roso, Marcos Melo, Michel Rebouças e principalmente ao meu professor orientador, Mar-
celo Melo, pela dedicação na qual empregou na orientação deste trabalho, sobretudo, pela
paciência.

iii



iv

“Muitos são os planos no coração do ho-
mem, mas o desı́gnio do Senhor, esse pre-
valecerá.”
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Resumo

Neste trabalho, colocaremos a forma lendária de como os quadrados mágicos surgiram
bem como sua utilização por artistas entre os séculos 15 e 18. Posteriormente definimos
os quadrados mágicos e quadrados mágicos normais. Por fim, estabeleceremos o conjunto
de todos os quadrados mágicos de mesma ordem como espaços vetoriais, determinando
sua base e sua dimensão, exemplificando para os casos de ordem 3 e 4.

1



2 SUMÁRIO



Introdução

Acredita-se que os chineses foram os primeiros a descobrir as propriedades dos quadra-
dos mágicos e provavelmente foram também seus inventores a menos de cinco séculos
de nossa era. Eles o chamavam de Lo-Shu. A lenda conta que o imperador da antiga
China, chamado Yu (2800 A. C.), da dinastia Hsia, estava meditando às margens do Rio
Lo quando emergiu uma tartaruga (considerado um animal sagrado) com estranhas marcas
no casco.

Yu percebeu que as marcas na forma de nós, feitos num tipo de barbante, podiam ser
transformadas em números e que todos eles somavam quinze em todas as direções, como
se fossem algarismos mágicos.  4 9 2

3 5 7
8 1 6


No século XI foi encontrado um quadrado mágico de ordem 3 pintado no assoalho
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em um dos templos de Khajuraho na Índia. Este quadrado era semelhante ao quadrado de
Lo-Shu adicionando-se 19 a cada valor, fazendo com que cada soma seja 15+3×19 = 72.

 23 28 21
22 24 26
27 20 25



Os quadrados mágicos chegaram ao ocidente através dos árabes, que os conheceram
por influência da cultura hindu. Um quadrado de ordem 3 foi encontrado pela primeira
vez em um manuscrito árabe, no fim do Século VIII, e atribuı́do a Appolonius de Tiana
(I Século) por Berthelot. O fı́sico e teologista alemão Heinrich Cornelius Agrippa (1486-
1535) construiu sete quadrados mágicos de ordens 3 a 9 e lhes atribuiu um significado
astronômico. Estes quadrados representavam simbolicamente os sete planetas conhecidos
por ele incluindo o Sol e a Lua (Mercúrio, Vênus, Marte, Júpiter, Saturno, o Sol e a
Lua). Os quadrados mágicos têm grande interesse em alguns meios. Na China e na Índia,
há quem use tais quadrados mágicos gravados em metal ou pedra, como amuletos ou
talismãs. Despertaram também interesse em alguns matemáticos, pelos problemas difı́ceis
que originaram, em relação à construção, classificação e enumeração dos quadrados de
uma dada ordem. Bernard Frénicle de Bessy (1602-1675), Claude-Gaspar Bachet (1581-
1638), Pierre de Fermat (1601-1665) e Leonhard Euler (1707-1783) estudaram quadrados
mágicos e cubos mágicos. Este último não relacionado neste trabalho.

Também podemos constatar sua presença em uma das obras de Albrecht Dürer (1471-
1528), que em seu quadro intitulado Melancolia insere em sua composição um quadrado
mágico de ordem 4. Dürer aproveita o quadrado mágico para incorporar a data de criação
do quadro (1514), usando os numerais 15 e 14 na parte inferior do quadrado mágico.


16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1



Este quadrado mágico encontra-se localiza no lado direito superior, como mostra a
figura abaixo:
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Outro artista a se deixar utilizar dos quadrados mágicos foi Antoni Galdı́. Na sua obra
O Beijo de Judas, ele destaca um quadrado mágico de ordem 4.
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Capı́tulo 1

Considerações Iniciais

Uma matriz n × n chama-se um quadrado mágico de ordem n quando a soma dos ele-
mentos de cada uma de suas linhas, de cada coluna, da diagonal principal e da diagonal
secundária (ao todo 2n + 2 somas) são iguais. Essa soma será chamada de constante
mágica ou soma mágica.

Para n = 1, temos que qualquer matriz [a11] será considerada um quadrado mágico
cujo valor mágico será a11.

Para n = 2, veremos que todos os elementos da matriz deve ter o mesmo valor, ou
seja, todo quadrado mágicon de ordem 2 deve ser múltiplo da matriz(

1 1
1 1

)
Para provar isso, vamos considerar o quadrado mágico 2× 2 abaixo:(

a b
c d

)
Sendo assim, o valor mágico

k = a+ b = c+ d = a+ c = b+ d = a+ d = b+ c

Como a+ b = a+ c implica que b = c, como c+ d = a+ c implica que d = a e como
e como c+ d = b+ d implica que c = d. Sendo assim, usando transitividade, concluı́mos

que a = b = c = d =
k

2
. Dessa forma temos o seguinte desenvolvimento:(

a b
c d

)
=

(
k
2

k
2

k
2

k
2

)
=
k

2

(
1 1
1 1

)
7
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Para n = 3 temos uma situação mais complexa, pois para determinar seus nove ele-
mentos teremos que resolver um sistema de oito equações. Portanto, teremos diversos
quadrados mágicos 3× 3 como o representado abaixo: a b c

d e f
g h i


Aplicação: Determine os 8 elementos restantes da matriz 4 × 4 abaixo, de modo a obter
um quadrado mágico: 

1 2 3 ∗
4 5 6 ∗
7 8 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗



Colocando na forma de sistema de equações, teremos o seguinte:

1 + 2 + 3 + a = k
4 + 5 + 6 + b = k
7 + 8 + c+ d = k
e+ f + g + h = k
1 + 4 + 7 + e = k
2 + 5 + 8 + f = k
3 + 6 + c+ g = k
a+ b+ d+ h = k
1 + 5 + c+ h = k
a+ 6 + 8 + e = k

→



6 + a = k
15 + b = k
15 + c+ d = k
e+ f + g + h = k
12 + e = k
15 + f = k
9 + c+ g = k
a+ b+ d+ h = k
6 + c+ h = k
a+ 14 + e = k

Diminuı́ndo a primeira equação da última temos e = −8. Sendo assim, a constante
mágica, k = 4, é obtida pela quinta equação. Desta forma, a = −2, b = f = −11.
Simplificando ainda mais o sistema teremos:

c+ d = −11
g + h = 23
c+ g = −5
d+ h = 17
c+ h = −2



1.1. QUADRADO MÁGICO NORMAL 9

Subtraindo a primeira equação pela quarta e somando com a quinta teremos:

c+ d− d− h+ c+ h = −11− 17− 2

2c = −30
c = −15

Sendo assim, d = 4, g = 10 e h = 13. Portanto, o quadrado mágico em questão é:
1 2 3 −2
4 5 6 −11
7 8 −15 4
−8 −11 10 13



1.1 Quadrado Mágico Normal
Um quadrado mágico de ordem n é dito normal quando os elementos, distintos entre si,
pertencem ao conjunto {1, 2, 3, · · · , n2}. Dado um quadrado mágico normal de ordem n,
podemos garantir que a constante mágica depende de única e exclusivamente de n, pois se
somarmos todos os elementos do conjunto {1, 2, 3, · · · , n2} teremos:

1 + 2 + · · ·+ n2 =
n2(n2 + 1)

2
.

Dividindo igualmente esse valor por cada uma das n linhas, temos que a constante
mágica é:

k =
n(n2 + 1)

2
.

Vejamos por exemplo, os quadrados mágicos abaixo apresentados por Malba tahan em
seu livro As maravilhas da Matemática: 2 9 4

7 5 3
6 1 8

→ k =
3(32 + 1)

2
= 15


15 10 3 6
4 5 16 9
14 11 2 7
1 8 13 12

→ k =
4(42 + 1)

2
= 34
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Fato curioso é que Malba Tahan considera em suas obras apenas os quadrados mágicos
normais. Os quadrados mágicos, de acordo com a nossa definição, ele chama de imperfei-
tos ou quase mágicos. Por exemplo, segundo Tahan:

Outro fato curioso é que podemos construir um quadrado mágico de ordem ı́mpar
obedecendo o seguinte procedimento. Para construir um de ordem 5, inicialmente colo-
caremos o número 1 como elemento central da primeira linha, o número 2 colocaremos
na posição que fica duas linhas acima e uma coluna a direita. Como o número 2 saiu
superiormente do quadrado mágico devemos descê-lo cinco posições verticalmente, repe-
tindo o procedimento para o número 3 e assim sucessivamente. Caso a posição já esteja
ocupada, devemos posicionar o número em questão abaixo do número anterior e caso ele
saia do quadrado pela direita, devemos colocá-lo cinco posições à direta na mesma linha.
Construindo dessa forma, obteremos o seguinte:

0 6 19 2 15 23
0 12 25 8 16 4
10 18 1 14 22 10
11 24 7 20 3 16
17 5 13 21 9 17
23 6 19 2 15 23
4 12 25 8 16 4

1.2 Forma Geral de um Quadrado Mágico 3× 3

Iremos agora elaborar uma forma geral para os quadrados mágicos de ordem 3. Para isso,
iremos considerar a matriz abaixo um quadrado mágico e k como sendo a sua constante
mágica.  a b c

d e f
g h i


Pela definição, temos que a soma de duas linha é igual a soma das duas diagonais:

a+ b+ c+ g+h+ i = a+ e+ i+ c+ e+ g. Isso implica que b+h = 2e. Também temos
que a soma da segunda coluna, b + e + h = (b + h) + e = 2e + e, é igual a 3e. Baseado
nisso, iremos estabelecer uma forma geral para o quadrado mágico de ordem 3, mas para
isso precisaremos fixar três valores. Fixaremos a e b do quadrado mágico e k como o valor
mágico. Facilmente, obtemos que:

c = k − a− b.
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h = k − b− e = k − b− k

3
=

2

3
k − b.

g = k − c− e = k − k + a+ b− k

3
= a+ b− k

3
.

d = k − a− a− b+ k

3
=

4

3
k − 2a− b.

f = k − 4

3
k + 2a+ b− k

3
= 2a+ b− 2

3
k.

i = k − a− k

3
=

2

3
k − a.

Sendo assim, podemos entender que a matriz abaixo, ou qualquer outra matriz obtida
a partir da rotação da mesma, é a forma geral de um quadrado mágico de ordem 3.

a b k − a− b
4

3
k − 2a− b k

3
2a+ b− 2

3
k

a+ b− k

3

2

3
k − b 2

3
k − a


Aplicação: Vamos determinar um quadrado cujo valor mágico seja 21 e que todos os seus
elementos sejam números inteiros.

O valor do quadrado é providencial, pois sendo múltiplo de 3 podemos garantir que
o valor central é inteiro igual a 7. Como a forma geral depende ainda de dois elementos,
a e b, iremos atribuir arbitrariamente os valores 5 e 4, respectivamente. Sendo assim, o
quadrado em questão é:  5 4 12

14 7 0
2 10 9

 .
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Capı́tulo 2

Quadrados Mágicos e Álgebra Linear

Neste capı́tulo, estudaremos os quadrados mágicos do ponto de vista da Álgebra Linear.
Iremos mostrar que um conjunto Qn, formado por todos os quadrados mágicos de ordem
n, é um espaço vetorial e com isso determinar uma base, ou seja, estabelecer um conjunto
V ∈ Qn com o menor número de quadrados mágicos possı́veis linearmente independentes
que geram Qn.

2.1 O Espaço Vetorial Qn

Chamaremos de Qn o conjunto de todos os quadrados mágicos de ordem n. Note que Qn

é um subespaço vetorial do espaço das matrizes quadradas de ordem n× n. De fato, pois:
(i) 0 ∈ Qn, considerando que 0 é a matriz quadrada de Qn na qual todos os seus

elementos são nulos.
(ii) Dados os elementos A e B pertencentes a Qn, com k1 e k2 como suas respectivas

constantes mágicas. Temos que:

A+B =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
... . . . ...

an1 an2 · · · ann

+


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn



A+B =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

...
... . . . ...

an1 + bn1 an2 + bn2 · · · ann + bnn


13
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Somando os elementos da primeira linha da matriz A+B obteremos:

a11 + b11 + a12 + b12 + · · ·+ a1n + b1n = (a11 + a12 + · · ·+ a1n) + (b11 + b12 + · · ·+ b1n)

= k1 + k2

Repetindo esse procedimento para as demais linhas, para as colunas e para as dia-
gonais, obteremos o mesmo resultado. Ou seja, um quadrado mágico de ordem n cuja
constante mágica é k1 + k2.

(iii) Seja α ∈ R. αA também é um quadrado mágico, já que:

αA = α


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
... . . . ...

an1 an2 · · · ann

 =


αa11 αa12 · · · αa1n
αa21 αa22 · · · αa2n

...
... . . . ...

αan1 αan2 · · · αann


Somando os elementos da primeira lina de αA obteremos:

αa11 + αa12 + · · ·+ αa1n = α(a11 + a12 + · · ·+ a1n) = αk1

Repetindo esse procedimento para as demais linhas, para as colunas e para as dia-
gonais, obteremos o mesmo resultado. Ou seja, um quadrado mágico de ordem n cuja
constante mágica é αk1.

Isto prova que Qn é um subespaço vetorial e, portanto, um espaço vetorial.

2.2 Base e dimensão de Qn

Consideremos inicialmente os casos n = 1 e n = 2.

Caso n = 1: {(1)} é uma base de Q1 e, portanto, a dimensão dim(Q1) = 1.

Caso n = 2:
{(

1 1
1 1

)}
é uma base e, portanto, a dimensão dim(Q2) = 1.

Caso n ≥ 3 mostraremos que Qn tem dimensão n2 − 2n. Para provar isso deveremos
fazer algumas considerações.
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2.2.1 Dependência Linear e Matrizes
Primeiramente consideremos as seguintes definições:

Definição 2.2.1.1: Denotaremos M(m× n) como o conjunto de todas as matrizes m× n
e o consideraremos um espaço vetorial já que nele se define a soma das matrizes a = [aij]
e b = [bij] pertencentes a M(m× n) como aij + bij = [aij + bij] e o produto da matriz a
pelo números real α como αa = [αaij].

Definição 2.2.1.2: Seja a uma matriz m × n. Para cada 1 ≤ i ≤ m, denotemos por Li a
i-ésima linha de a. Defimos as transformações elementares nas linhas da matriz a como se
segue:

1. Permutação das linhas Li e Lj , indicada por Li ↔ Lj .

2. Substituição de uma linha Li pela adição desta mesma linha com α vezes uma outra
linha Lj , indicada por Li → Li + αLj .

3. Multiplicação de uma linha Li por um número real α não nulo, indicada por Li →
αLi.

Definição 2.2.1.3: Uma matriz elementar de ordem n é uma matriz quadrada de ordem n
obtida da matriz identidade In a partir da aplicação de uma transformação elementar. Para
fins deste trabalho, definimos apenas as matrizes elementares do tipo eij , que é uma matriz
n× n onde aij = 1 e as demais posições tem valor zero.

Sejam a uma matriz de M(m× n) e si, tj : M(m× n)→ R as funções definidas por
si(a) = soma dos elementos da i-ésima linha de a e tj(a) = soma dos elementos da i-ésima
coluna de a. Provaremos que as funções s1, · · · , sm, t1, · · · , tn são linearmente dependen-
tes no espaço vetorial E = F(M(m × n);R), mas o conjunto {s1, · · · , sm−1, t1, · · · , tn}
é linearmente independente.

Claramente vemos que a soma de todos os elementos da matriz a é igual a soma de
todos os si que também é igual a soma de todos os tj . Ou seja:

m,n∑
i,j=1

aij =
m∑
i=1

si(a) =
n∑

i=1

ti(a),

para qualquer matriz a ∈M(m×n). Portanto,
∑
si−

∑
ti = 0 é uma combinação linear

dos si e tj com coeficientes não-nulos que dá a função nula de F(M(m×n);R), e portanto
{s1, · · · , sm, t1, · · · , tn} é linearmente dependente. Suponhamos que
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m−1∑
i=1

xisi +
n∑

j=1

yjtj = 0.

Considere as matrizes elementares da forma emk onde k = 1, 2, · · · , n. Note que a
soma dos termos de cada linha e cada coluna é zero, exceto pela útima linha e pela útima
coluna, que têm soma 1. Assim, aplicando a função acima a esta matriz, teremos que
si(emj) = 0 para i = 1, 2, · · · ,m − 1; tj(emk) = 0 para j 6= k; e tk(emk) = 1. Então o
somatório acima aplicado a emj é, simplesmente

yk = 0.

Como isso pode ser feito para k = 1, 2, · · · , n, concluı́mos que y1 = y2 = · · · = yk = 0,
e ficamos com apenas

m−1∑
i=1

xisi = 0.

Consideremos agora as matrizes elementares da forma ek1 onde k = 1, 2, · · · ,m− 1. Te-
mos si(ek1) = 0 para i 6= k e sk(ek1) = 0. Então a expressão acima torna-se simplesmente

xi = 0.

para i = 1, 2, · · · ,m − 1. Com isso concluı́mos que {s1, · · · , sm−1, t1, · · · , tn} é linear-
mente independente.

Sejam τ, σ : M(n × n) → R as funções definidas por τ(a) = soma dos termos da
diagonal principal (traço) e σ(a) = soma dos termos da diagonal secundária. Provare-
mos que, ainda para n ≥ 3, {s1, · · · , sn−1, t1, · · · , tn, τ, σ} ainda são funções linearmente
independentes.

Para isso iremos mostra que uma combinação linear dessas funções só será igual a zero
se todos os seus coeficientes forem nulos. Sendo assim:

n−1∑
i=1

xisi +
n∑

j=1

yjtj + ατ + βσ = 0.

Inicialmete vamos mostrar que α = β = 0. Consideremos a matriz a = e11+e22−e12−e21,
isto é:
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a =


1 −1 0 · · · 0
−1 1 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 0

 .

Suponha que n ≥ 4. Então a soma dos elementos de cada linha e de cada coluna
é zero, mas τ(a) = 2 e σ(a) = 0 (esta última afirmação usa o fato de que n ≥ 4).
Portanto, aplicando a soma acima a a, temos que 2α = 0 ⇒ α = 0. Agora, se usarmos
b = e1n + e2(n−1) − e1(n−1) − e2n, ou seja,

b =


0 0 0 · · · −1 1
0 0 0 · · · 1 −1
0 0 0 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 0 0

 .

a soma de cada linha e de cada coluna é zero, τ(b) = 0 e σ(b) = 2, para n ≥ 4. Sendo
assim, 2β = 0⇒ β = 0. No casa de n = 3, temos que

Si(a) = ti(a) = 0; τ(a) = 2 e σ(a) = 1

Si(b) = ti(b) = 0; τ(a) = 1 e σ(a) = 2

e portanto terı́amos {
2α + β = 0
α + 2β = 0

⇒ α = β = 0.

Sendo assim da equação inicial
n−1∑
i=1

xisi +
n∑

j=1

yjtj + ατ + βσ = 0 sobrou apenas

n−1∑
i=1

xisi +
n∑

j=1

yjtj = 0. Como já mostramos que si e ti são linearmente independente,

concluı́mos que {s1, · · · , sn−1, t1, · · · , tn, τ, σ} são linearmente independentes.

2.2.2 Combinação Afim
Num espaço vetorialE, diz-se que o vetor v é uma combinação afim dos vetores v1, · · · , vr
quando se tem v = α1v1 + · · · + αrvr, com α1 + · · · + αr = 1. Diz-se que os vetores
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v1, · · · , vr são afim-independentes quando nenhum deles é uma combinação afim dos de-
mais. Segundo Elon Lages Lima, as afirmações abaixo são equivalentes:

(1) Os vetores v1, · · · , vr são afim-independetes.
(2) Se α1v1 + · · ·+ αrvr = 0 e α1 + · · ·+ αr = 0 então α1 = · · · = αr = 0.

(3) Se α1v1+· · ·+αrvr = β1v1+· · ·+βrvr com
r∑

i=1

αi =
r∑

i=1

βi então α1 = β1; · · · ;αr =

βr.
(4) Os vetores v2 − v1, v3 − v1, · · · , vr − v1 são L.I.
(5) A variedade afim gerada por v1, · · · , vr tem dimensão r − 1.

De fato, se os vetores vk − v1 com k = 2, 3, · · · , r fossem linearmente dependentes,
algum deles seria combinação linear dos anteriores, e então

vN+1 − v1 =
N∑
k=1

ck(vk − v1)⇒ vN+1 =

(
1−

N∑
k=1

ck

)
v1 +

N∑
k=1

ckvk

que é uma combinação afim de v1, · · · , vN . Devo ressaltar que a soma dos coeficientes
dessa combinação é igual a um.

Por outro lado, se vN+1 fosse uma combinação afim dos anteriores, terı́amos

vN+1 =
N∑
k=1

αkvk ⇒ vN+1 −

(
N∑
k=1

αk

)
v1 =

N∑
k=1

αk(vk − v1)

e, como
∑
αk = 1, isso significa que vN+1 − v1 é uma combinação linear dos vetores

vk − v1. Com isso concluı́mos que (1)⇔ (4).
Para provar (4)⇔ (5) consideraremos uma variedade afim F gerada por v1, v2, · · · , vr.

Assim, F −v1 é um subespaço gerado por 0, v2−v1, · · · , vr−v1. Se (4) ocorre, temos que
esses últimos r − 1 vetores são linearmente independentes, então a dimensão de F − v1 é
r − 1, ou seja, a dimensão de F é r − 1.

Se (5), estes últimos r− 1 vetores geram um espaço de dimensão r− 1, então eles têm
de ser linearmente independentes.

(4)⇔ (2). Se a soma dos coeficientes αk é nula, a combinação linear na hipótese de
(2) pode ser escrita como

r∑
k=1

αkvk =

(
r∑

k=1

αk

)
v1 +

r∑
k=2

αk(vk − v1) =
r∑

k=2

αk(vk − v1) = 0.
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Mas, se vale (4), a última igualdade implica em α2 = α3 = · · · = αr = 0. Enfim, como a
soma de todos os coeficientes αk é zero, devemos ter também α1 = 0.

(2)⇔ (3). Suponhamos que vale (2), e que

r∑
k=1

αkvk =
r∑

k=1

βkvk onde
r∑

k=1

αk =
r∑

k=1

βk.

Tomando γk = αk − βk e rearranjando estas igualdades, temos

r∑
k=1

γkvk = 0 onde
r∑

k=1

γk = 0.

Por (2), sabemos que γk = 0 para todo k, isto é, αk = βk para k = 1, 2, 3, · · · , r.

(3)⇔ (4). Suponhamos (3) válida e consideremos uma combinação linear dos vetores
vk − v1 que se anule:

r∑
k=2

ck(vk − v1) = 0.

A nossa intensão é mostrar que estes coeficientes têm de ser nulos, comprovando assim
(4). Mas esta igualdade pode ser arranjada da seguinte forma:

0v1 + c2v2 + c3v3 + · · ·+ crvr = (c2 + c3 + · · ·+ cr)v1 + 0v2 + 0v3 + · · ·+ 0vr.

Mas segundo a afirmação (3), os coeficientes de cada vi em ambos os membros devem
permanecerem iguais, portanto c2 = c3 = · · · = cr = 0. O que nos leva a concluir que
v2 − v1, v3 − v1, · · · , vr − v1 são linearmente independentes.

2.2.3 Funcionais Lineares e Variedade Afim
Consideraremos f1, · · · , fm : E → R funcionais lineares no espaço vetorial E de di-
mensão n. Suponhamos que estes funcionais gerem no espaço dual E∗ = L(E;R) uma
variedade afim de dimensão r. Iremos provar que o conjunto F, formados pelos vetores
v ∈ E tais que

f1(v) = f2(v) = · · · = fm(v),

é um subespaço vetorial de dimensão n− r.
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Para provar isso, vamos considerar uma variedade afim V gerada por f1, · · · , fm. Então
V é paralela ao subespaço vetorial V − f1 (gerado pelos funcionais lineares gk = fk − f1
para k = 1, 2, · · · ,m, note que g1 = 0). Se a dimensão de V −f1 é r, isto significa que po-
demos supor (possivelmente após uma reordenação) que os funcionais {g2, g3, · · · , gr+1}
são uma base G de V − f1 e os funcionais {gr+2, gr+3, · · · , gm} são combinações lineares
dos vetores de G.

Seja A : E → Rr definida por Av = (g2(v), g3(v), · · · , gr+1(v)). Notemos que o
conjunto F do enunciado é exatamenteN(A), isto é, o núcleo deA. De fato, pois se v ∈ F ,
então f1(v) = f2(v) = · · · = fr+1(v) e, portanto, g2(v) = g3(v) = · · · , gr+1(v) = 0.
Por outro lado, se v ∈ N(A), então g2(v) = g3(v) = · · · , gr+1(v) = 0; como so outros
funcionais gr+2, gr+3, · · · , gm são combinações lineares destes últimos, teremos também
gr+2(v) = gr+3(v) = · · · = gm(v) = 0, e portanto, f1(v) = f2(v) = · · · = fm(v), isto é,
v ∈ F . Assim, F = N(A) já é um subespaço vetorial.

Note também que A é sobrejetiva. Se não fosse assim, a imagem de A estaria contida
num subespaço de Rr de dimensão r − 1, isto é, um hiperplano da forma α1x1 + α2x2 +
· · · + αrxr = 0 (com os α’s não todos nulos). Isto significa que α1g2(v) + α2g3(v) +
· · · + αrgr+1(v) = 0 para todo v, caracterizando que α1g2 + α2g3 + · · · + αrgr+1 = 0 e
{g2, g3, · · · , gr+1} não seria uma base.

Então Im(A) = Rr. Enfim, pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, dim(N(A)) =
dimE − dim(Im(A)) = n− r.

2.2.4 Cálculo da Dimensão de Qn

Aproveitando a notação utilizada no subtópico 2.2.1 e seu objetivo principal que foi provar
que os 2n + 1 funcionais {s1, · · · , sn−1, t1, · · · , tn, τ, σ} são linearmente independentes,
podemos concluir que os 2n funcionais {s1 − τ, · · · , sn−1 − τ, t1 − τ, · · · , tn − τ, σ − τ}
são linearmente independente também. Isto significa que a variedade afim gerada por
{s1, · · · , sn−1, t1, · · · , tn, τ, σ} tem dimensão 2n.

Como a soma de todas as entradas da matriz a pode ser escrita de duas formas distintas,
a saber,

s1 + s2 + · · ·+ sn−1 + sn = t1 + t2 + · · ·+ tn−1 + tn,

concluı́mos que

sn = t1 + t2 + · · ·+ tn−1 + tn − s1 − s2 − · · · − sn−1,

isto é, sn é uma combinação afim dos outros 2n+1 funcionais e, assim, os 2n+2 funcionais
originais geram a mesma variedade afim V de dimensão 2n.
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Enfim, o conjunto Qn dos quadrados mágicos de ordem n será um subespaço vetorial
de M(n× n) de dimensão dim(M(n× n))− 2n = n2 − 2n.

Podemos verificar isso de outra forma. Observemos a seguinte definição e o lema a
seguir:

Definição: Sejam F1 e F2 subespaços vetoriais de E tais que F1 ∩ F2 = {0}. A soma
direta F1 ⊕ F2 é o conjunto de todas as somas u+ v, onde u ∈ F1 e v ∈ F2.

Lema: Sejam f1, . . . , fk funcionais lineares L.I. em V ′ = L(V ;K). Mostre que existem
v1, . . . , vk vetores L.I. em V tais que:

a) V =
( k⋂
i=1

Ker(fi)
)
⊕ [v1]⊕ · · · ⊕ [vk]

b) {v ∈ V ; f1(v) = · · · = fk(v)} =
( k⋂
i=1

Ker(fi)
)
⊕ [v1 + · · ·+ vk]

Consideremos o conjunto {v1, . . . , vk, w1, . . . , wn} uma base de V e os vetores v1, ..., vk,
como os duais dos funcionais f1, ..., fk, isto é

fi(vj) =


1, se i = j
e
0, se i 6= j

Suponhamos v ∈
( k⋂
i=1

Ker(fi)
)
⊕ [v1]⊕ · · · ⊕ [vk]. Isso implica que f1(v) = f2(v) =

. . . = fk(v) = 0 e v = α1v1 + . . .+ αkvk. Sendo assim

f1(v) = α1f1(v1) + α2f1(v2) + . . .+ αkf1(vk) = 0⇒ α1 = 0

f2(v) = α1f2(v1) + α2f2(v2) + . . .+ αkf2(vk) = 0⇒ α2 = 0

...

fk(v) = α1fk(v1) + α2fk(v2) + . . .+ αkfk(vk) = 0⇒ αk = 0
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logo v = 0 e, portanto,
( k⋂
i=1

Ker(fi)
)
⊕ [v1]⊕ · · · ⊕ [vk] ⊂ V .

Suponhamos agora que v ∈ V então v = w + α1v1 + . . . + αkvk, com w sendo uma
combinação linear de w1, . . . , wn.

Supondo w ∈
k⋂

i=1

Ker(fi) temos que

f1(v) = f1(w)+α1f1(v1)+α2f1(v2)+. . .+αkf1(vk)⇒ f1(v) = f1(w)+α1 ⇒ f1(v) = α1

...

fk(v) = fk(w)+α1fk(v1)+α2fk(v2)+. . .+αkfk(vk)⇒ fk(v) = fk(w)+αk ⇒ fk(v) = αk

Dessa forma

wi = v −
k∑

i=1

fi(v)vi ⇒ v = w +
k∑

i=1

fi(v)vi.

Logo V ⊂
( k⋂
i=1

Ker(fi)
)
⊕ [v1] ⊕ · · · ⊕ [vk] e, portanto, V =

( k⋂
i=1

Ker(fi)
)
⊕ [v1] ⊕

· · · ⊕ [vk].

Para provar (b), consideremos v ∈
( k⋂
i=1

Ker(fi)
)
∩[v1+· · ·+vk]. Como v ∈

k⋂
i=1

Ker(fi)

e v ∈ [v1 + · · ·+ vk], implica que


v ∈ Ker(fi)
e
v = λ(v1 + · · ·+ vk)

⇒


fi(v) = 0
e
f1(v) = λf1(v1) + λf1(v2) + · · ·+ λf1(vk)
f1(v) = λ = 0

Logo v = 0.
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Por outro lado, se v ∈
( k⋂
i=1

Ker(fi)
)
+[v1+ · · ·+vk], isso implica que v = w+λ(v1+

ldots+ vk), onde w ∈
k⋂

i=1

Ker(fi). Portanto

f1(v) = f1(w) + λf1(v1) + λf1(v2) + . . .+ λf1(vk)⇒ f1(v) = f1(w) + λ⇒ f1(v) = λ

f2(v) = f2(w) + λf2(v1) + λf2(v2) + . . .+ λf2(vk)⇒ f2(v) = f2(w) + λ⇒ f2(v) = λ

...

fk(v) = fk(w) + λfk(v1) + λfk(v2) + . . .+ λfk(vk)⇒ fk(v) = fk(w) + λ⇒ fk(v) = λ

Como se vê acima f1(v) = . . . = fk(v) = λ.

Aproveitando a notação de 2.2.1, temos que os funcionais s1, . . . , sn−1, t1, . . . , tn, τ, σ
é uma base dual como o lema mostrado acima. Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem,
temos que

dim(Qn) = dim
( k⋂
i=1

Ker(fi)
)
+ dim(ImR)

Consideremos cada fi como um elemento do conjunto {s1, . . . , sn−1, t1, . . . , tn, τ, σ}.

De acordo com (a), todo elemento do núcleo deve ser escrito como wi = v −
k∑

i=1

fi(v)vi;

v é uma matriz de ordem n e sua dimensão é n2 e existem 2n + 1 funcionais linearmente
independentes. Sendo assim

dim(Qn) = n2 − (2n+ 1) + 1

dim(Qn) = n2 − 2n− 1 + 1

dim(Qn) = n2 − 2n
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Capı́tulo 3

Aplicações

Neste capı́tulo, trataremos de aplicações relacionadas com resultados obtidos no capı́tulo
anterior. De fato, determinaremos explicitamente uma base para Q3 e Q4. Finalmente,
mostraremos como construir, por meio de combinação linear, qualquer quadrado mágico
de ordem 3× 3 e 4× 4.

3.1 Uma base para Q3

Sabemos pelo capı́tulo anterior que, para n ≥ 3, uma base de Qn tem dimensão n2 − 2n
elementos. Para Q3 temos que sua dimensão é 3. Tomaremos a princı́pio o quadrado
mágico já relaciona nesta:

a =

 4 9 2
3 5 7
8 1 6


Nosso objetivo agora é encontrar mais dois quadrados mágicos de tal forma que os três

sejam linearmente independentes, ou seja, um deles não possa ser escrito como combinação
linear dos outros dois.

Consideremos então o quadrado mágico b obtido da rotação de a no sentido horário.
Sendo assim,

b =

 8 3 4
1 5 9
6 7 2

 .

Vemos que não existe λ que torne a igualdade a = λb, pois dessa forma 4 = 8λ e
9 = 3λ o que é uma contradição. Sendo assim, a e b são linearmente independentes.

25
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Consideremos agora o quadrado mágico c obtido da rotação de b no sentido horário.
Sendo assim

c =

 6 1 8
7 5 3
2 9 4

 .

Veremos agora se existe λ e γ que satisfazem a equação aλ+ bγ = c
Desta forma teremos o seguinte sistema sem solução:{

4λ + 8γ = 6
2λ + 4γ = 8

.

O que nos leva a concluir que o conjunto formado pelas matrizes a,b e c, linearmente
independentes, formam uma base de Q3. Sendo assim, qualquer quadrado mágico de or-
dem 3 pode ser escrito como combinação linear de a,b e c.

Exemplo: Tomemos o quadrado mágico d obtido da rotação de c

d =

 2 7 6
9 5 1
4 3 8

 .

provaremos que existe λ, γ e δ reais que satisfazem a equação d = aλ+ bγ + cδ.
4λ + 8γ + 6δ = 2
3λ + γ + 7δ = 9
8λ + 6γ + 2δ = 4

.

Multiplicando a primeira equação e subtraindo pela terceira, encontramos que γ = −δ.
Substituindo no sistema acima, obteremos o novo sistema{

4λ + 2γ = 2
3λ − 6γ = 9

.

Resolvendo o sistema acima, encontraremos λ = −1

3
, γ = −5

3
e δ =

5

3
.

Enfim, todo quadrado mágico m de ordem 3 pode ser escrito da forma

m = λ

 4 9 2
3 5 7
8 1 6

+ γ

 8 3 4
1 5 9
6 7 2

+ δ

 6 1 8
7 5 3
2 9 4

 .
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3.2 Uma base para Q4

Vimos que a dimensão do espaço Qn dos quadrados mágicos n× n é igual a n2 − 2n. No
caso em que n = 4, obtemos dim(Q4) = 8. Consideremos inicialmente um conjunto com
oito quadrados mágicos de ordem 4 representados pelas matrizes abaixo:

a =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

 , b =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0

 , c =


0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 ,

d =


0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0

 , e =


0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 , f =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0

 ,

g =


0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0

 e h =


1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1

 .

Consideremos xi com i = 1, 2, · · · , 8 números reais tais que

ax1 + bx2 + cx3 + dx4 + ex5 + fx6 + gx7 + hx8 = 0.

Dessa forma obteremos o sistema:
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x1 + x2 + x8 = 0
x3 + x4 + x8 = 0
x5 = 0
x6 + x7 = 0
x5 + x6 + x8 = 0
x7 = 0
x1 + x3 + x8 = 0
x2 + x4 = 0
x3 + x7 = 0
x2 + x5 + x8 = 0
x4 + x6 = 0
x1 + x8 = 0
x4 = 0
x1 + x6 = 0
x2 + x7 + x8 = 0
x3 + x5 + x8 = 0

.

Substituindo em todas as equações os valores de x4 = x5 = x7 = 0, o sistema acima se
reduz a: 

x1 + x2 + x8 = 0
x3 + x8 = 0
x6 = 0
x6 + x8 = 0
x1 + x3 + x8 = 0
x2 = 0
x3 = 0
x2 + x8 = 0
x1 + x8 = 0
x1 + x6 = 0

.

E, finalmente, substituindo x2 = x3 = x6 = 0 no sistema acima obteremos:
x1 + x8 = 0
x8 = 0
x1 = 0

.

Podemos concluir com isso, que o sistema acima tem como única solução a trivial, com
todos os coeficientes nulos. Logo, o conjunto de matrizes {a,b, c,d, e, f ,g,h} é linear-
mente independente e, como o número de elementos desse conjunto é igual a dimensão de



3.2. UMA BASE PARA Q4 29

Q4, esse conjunto é uma base de Q4.

Exemplo: Como toda matriz m ∈ Q4 pode ser escrita na forma

m = ax1 + bx2 + cx3 + dx4 + ex5 + fx6 + gx7 + hx8,

iremos determinar os valores de cada xi para

m =


16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

 .

Para isso, resolveremos o seguinte sistema:



x1 + x2 + x8 = 16
x3 + x4 + x8 = 3
x5 = 2
x6 + x7 = 13
x5 + x6 + x8 = 5
x7 = 10
x1 + x3 + x8 = 11
x2 + x4 = 8
x3 + x7 = 9
x2 + x5 + x8 = 6
x4 + x6 = 7
x1 + x8 = 12
x4 = 4
x1 + x6 = 15
x2 + x7 + x8 = 14
x3 + x5 + x8 = 1

.

Substituindo os valores de x4, x5 e x7 no sistema acima, obteremos o sistema:
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x1 + x2 + x8 = 16
x3 + x8 = −1
x6 = 3
x6 + x8 = 3
x1 + x3 + x8 = 11
x2 = 4
x3 = −1
x2 + x8 = 4
x1 + x8 = 12
x1 + x6 = 15

.

Substituindo os valores de x2, x3 e x6 no sistema acima obteremos o sistema:
x1 + x8 = 12
x8 = 0
x1 = 12

.

Assim, m pode ser escrito de acordo com a combinação linear abaixo:

m = 12a+ 4b− c+ 4d+ 2e+ 3f + 10g.
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