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Resumo: Este trabalho apresenta uma andlise da existéncia de solucoes de uma classe
de equagoes diofantinas lineares e nao lineares (Equagao de Pell). O estudo da existéncia
das solugoes é abordado de forma diferente do método classico. Todas as solugoes pro-
postas estao relacionadas diretamente as fragoes continuas. Problemas de aplicacao sao
formulados e verificados através da teoria apresentada.
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1 Introducao

O método classico de resolucao das equacoes diofantinas lineares envolve o algoritmo
euclidiano utilizado de tras para frente. A proposta deste trabalho é apresentar uma
analise da existéncia de solugoes de certas equagoes diofantinas lineares, assim como mos-
trar a existéncia de solugoes da equagao de Pell (equacao diofantina nao linear) a partir
do ponto de vista das fragoes continuas e das equacoes de diferencas.

Basicamente, provamos resultados que dao resposta ao problema de encontrar solugoes
para as equacoes diofantinas mx & ly = c e para as equacoes de Pell 2% — dy? = £1.

Diversos autores tém realizado estudos neste campo. Kenneth H. Rosen (1984) de-
senvolveu as solucoes da equacao de Pell 22 — dy? = £1 utilizando fracoes continuas. Na
atualidade, Delfim Dias Bonfim e Gilmar Pires Novaes (2015) abordam a existéncia de
solucoes de equacoes diofantinas lineares com a utilizacao de fragoes continuas simples,
além disso, apresentam a férmula do determinante, a qual, em particular, mostra que o
méaximo divisor comum de dois convergentes consecutivos € 1.

Carlos Gustavo T. de A. Moreira (2011) faz uma representagao de nimeros reais por
meio de fragoes continuas e apresenta as condi¢oes para obtencao de aproximacoes diofan-
tinas. Por sua parte Saber Elaydi (2004) apresenta o enquadramento tedrico de equagoes
de diferencas aplicadas as fracoes continuas e as equacoes diofantinas lineares e nao line-
ares.

Neste trabalho, seguimos as ideias dadas por Saber Elaydi (2004), para provar a ca-
racterizacao de fragoes continuas, através de uma equacao de diferenca de segunda ordem,
para posteriormente provar o primeiro resultado (Teorema 5.2), que mostra a existéncia
de solucoes de equacao diofantina linear mx — ly = c. Similarmente, o segundo resultado
(Teorema 5.4) nos fornece a existéncia de solugoes no caso mx + ly = c.
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Por tltimo, para mostrar a existéncia das solucoes da equacao de Pell 22 — dy? = +1
(Teorema 5.5), analisamos as solugoes propostas utilizando os Teoremas 4.2 e 4.3 como
referéncias, por meio dos quais verificamos quando uma fragdo é uma convergente da
fracao continua simples.

Além disso, utilizamos uma equacao importante para demonstrar a proposta e, por
fim, verificamos a unicidade dessas solugoes com o resultado do lema 4.1.

Todas as propostas de solucoes abordadas estao diretamente relacionadas com as fragoes
continuas.

2 Fracoes Continuas

Nesta secao apresentaremos uma introducao sobre as fragoes continuas com teoremas
importantes. A partir dai temos uma estrutura matematica suficiente para desenvolver a
proposta do trabalho. Veremos posteriormente que as fragoes continuas estao intimamente
ligadas com algumas equacoes de diferencas de segunda ordem. Iniciamos com a definigao
de fracoes continuas abordada em [3].

Definicao 2.1. Dados os nimeros inteiros ag, ay, as, ..., by, ba, ..., uma expressao da forma
by
2
a1+
3
as +
as + ...
¢ chamada de fracdo continua. Quando b, = 1, k = 1,2,..., e ap,k = 1,2,3,... sao

inteiros positivos a fragdo continua é dita simples, isto €, (1) tém a forma:
1

ao +
2 as =+ ...

Uma fragdo continua simples € dita finita, se (1) admite a forma

1
a0+

ay + 1
.+ I
Ap—1 + —
ag
Uma forma alternativa de definir uma fracao continua simples é através do uso de
recorréncia. Denotamos por |a] a parte inteira de a, como sendo o maior inteiro menor
do que ou igual a a, isto é, |a| é o unico inteiro tal que |a] < a < |a] + 1 e a parte
fraciondria de a como {a} =a — |a| € [0,1). Dado « € R, definimos recursivamente

ag =, ap=|oy

1 1

ap — Qg B {Oék}’

ese ap €7, api= para todo k£ € N.



Se, para algum k, o = a; temos

1
r =g = |ag, a1, as, ..., a] = ag + i
a; + 1
..+
Ap—1 + —
ag
Caso contrario, denotamos
1
T = oy = |ag, a1, as,...| =ag+ i
@+ ———
as +
as + ...

Os termos ag, ai, as, ..., a sao chamados quocientes parciais da fracao continua sim-
ples. A k—ésima aproximacdo ou k—ésima reduzida de uma fragao continua simples

xr = [ag, ai, az, ...| é definida como Pe _ [ag, a1, az,...,a;], k> 0,ondepy € Zeq, € N>0
dk

~ . . Pk ‘ A . ~ P .
sao primos entre si. — denotara a sequéncia de reduzidas da fracao continua simples de z.
qk

. . p ~ , .
Dado um numero racional x = =, em que ¢ > 0, sua representacao sera finita, e seus

coeficientes a; sao obtidos através do algoritmo de euclidiano, onde:

D = apq+r, 0<r <g,
q = mri+re, 01y <y,
r1 = agra+r3, 0<r3 <rs,
Th—1 = QiTk Th+1 = 0
Portanto,
1 1
r=%"=ay+—=ag+ 75 = o+ T = =G+ 1
a1+ = a0+ —— a1 +
& ay + — 1
*T G2t
...+_
ag

Antes da demonstracao da Proposicao 2.1 definiremos as equacoes de diferenca de segunda
ordem, segundo o autor [2].

Definicao 2.2. Uma equagao linear de diferenca de sequnda ordem tem uma expressao
geral da forma:
{ Yk = ayk—1 + byr—2,
Yo € Y1

Onde yo e y1 sao informados e a e b sao constantes.

A proposicao 2.1 demonstrada por indugao sera de grande importancia para a demons-
tracao da proposta deste trabalho.



Proposicao 2.1. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) ag, ay, ag, ... € R tal que a, > 0,
para todo k > 1, definimos sequéncias (py) e (qx) por

P = @rpe—1 + Pr-2, compo=dag € pr=doar+1 , 54,
Gk = akQr—1 + Qr—2, cOM G =1eq = T
1
Entao temos, [ag, a1, as, ..., ax) = ap + i = I&, VEk > 0.
ap + T
1 1
.+ 1
ag—1 + —
ag

Além disso,
PrQe-1 — Pr—1qr = (=1, VE > 1.

Demonstragao. A prova serd por indugao em k. Para k = 0 temos [ag] = ag = ? — Dk
4k
1 apay + 1
Para k = 1, temos [ap; a1] = ag + — = ———— = 2y
ai a 41
Para k = 2, temos;
a9 apaias + ag + as
Qg; a1, G| = ag + = ag + =
[ 0, 2] 0 ap + é 0 a1y + 1 aias + 1
_ az(agn +1)+ap _ aspr+po _ pe
azar + 1 arxqi+q G2
Suponha que a afirmagcao seja vélida para k. Para k + 1 em lugar de k, temos;
1
[ao;alaa’%"'vak?ak-‘rl] = [aﬂ;a17a27"'7ak+ ]
Qg1
1
B (ak + ak“) Pk—1 + Pk—2
1
<ak + ak+1) Gk—1 + Qr—2
_ ap1(aRPr—1 + Pr—2) + Pr1
arr1(akgr—1 + qe—2) + qr1
_ @k+1Pk + Pk
k+19k + k-1
_  Pet1
Qrt1
Vamos agora mostrar, por inducao, a segunda afirmacao. Temos;
p1go — poqi = (apar + 1) — agay = 1 = (—1)% e, se pr1qr — Pedisr = (—1)F,
Prt2Qkt1 — Pret1Ghvz =  (QksaPrir + Pr)qes1 — (Qkt2Gesr + @r)Pri
= —(Per1qr — Prqrs1)
= (-1
— (_1)k+1.
]



2.1 Convergentes

Como qualquer ntimero racional pode ser representado sob a forma de uma fragao
continua simples,

D _
- = [CLOaal"”aak—l;ak]

onde ag ¢ um inteiro positivo, negativo ou zero, e aq, as, ..., a; Sao inteiros positivos.
Consideremos as fragoes

ap 1 1
a=—, G=ut— G=a+—7,-
1 a9
Q9 + —
as
Tais fragoes sao chamadas de primeiro, segundo, terceiro, ..., convergentes respectiva-

mente, da fragdo continua [ag, @, ..., ax_1, ax| com o k-ésimo convergente igual a prépria
fragao continua.
Consideramos,

aq 1 a1as + 1 . D2

01:_:&OndeplzaleCh:laCZ:al"’_:— ;
1 q1 az a2 a2

onde ps = ajas + 1 e g = as. Se calcularmos cs, ¢4, ¢5, obtemos, respectivamente:

asp2 +p1_ P3 of = a4P3 + P2 Pa P +P3s _ Ds
- _7 - _7 5 - _7
asq2 +q g3 a4q3 +q2 Q4 asqs +q3 G5

Observando estes resultados podemos conjecturar que os numeradores p;’s e os deno-
minadores g;’s dos convergentes ¢;’s satisfazem as seguintes relagoes:

Pk = QpPr—1 + Pr—2 € Gk = AxQr—1 + Gr—2

O Corolario 2.1 mostra que o mdc(py, qx) de todo convergente é igual a 1.

Corolario 2.1. Para todo convergente ¢, = @, temos que mdc(pg, qx) = 1.
qk

Demonstragdo. Pela Proposicao 2.1 temos que prgr—1 — pr—1qx = (—1)F. Isto nos diz que
qualquer divisor comum de py e g deve ser um divisor de 1 ou -1. Logo o mde(pg, qgx) =
1 O

2.2 Aproximacgoes Sucessivas

Aqui descreveremos um processo de obtencao de aproximacoes sucessivas, por racionais,
para um nudmero irracional.
Seja ov um irracional e seja a; = |/, isto é, a; é o maior inteiro menor que «. Logo,

1
a=a +—,
x
e, claramente, r1 = —— ¢é irracional e x1 > 1. Podemos, pois escrever x; na forma
o — aq
1
T = as + —
)



onde ay = |z1], x9 irracional e xo > 1. Podemos repetir este processo, obtendo:

1 1
a=a1+—, 1 =G+ —,Tyo=as+ —, ++ , T = App1 + , (3)
T o) x3 Tr41

onde todos os aj, > 1 s@o inteiros com (k > 1) e todos os z}, > 1 s@o irracionais. O
fato de cada xj, ser irracional nos garante que este processo pode ser repetido um niimero
qualquer de vezes. Utilizando (3), vemos que

1 1
a:a1+_:a1+—1:a1+—1:a1—|— 1

1 a2+— a2+—1 CL2+

i) 1

as + l’_ as + —1
° ag + —
Ty
Definigao 2.3. A fracdo continua (2) € dito convergente ao limite L se klim cp = L, caso
—00
contrario serd dito divergente. Neste caso denotamos

lai, a,as,...] = kli_r}noo[al, a9, ...y Qg

2.3 Propriedades dos Convergentes

O Teorema 2.1 seguinte demonstrado em [5] serd util para determinar algumas propri-
edades dos convergentes de uma fracao continua simples.

Teorema 2.1. As sequéncias cy, co, c3, ... dos convergentes de uma fragao continua satisfaz
as sequintes propriedades:

(Z) 1 <3<y <cer << Coks1
(ZZ) Cy > Cqy > Cg > ... > Cog
(’L’L’L) Cokt1 < Copy2 < Cof.-

O Teorema 2.2 requer conhecimentos de demonstracao por inducao, onde a demons-
trac@o se encontra em [5].

Teorema 2.2. Para qualquer nimero real o temos:

QPg—1 + Pr—2
A1, Q9 ..., A1, )] = ———————= 4
a1, az e-1,9] aqr—1 + Qr—2 (4)

onde ay,as, as, ... € uma sequéncia infinita de inteiros positivos com a possivel exce¢ao de
ai e as sequéncias py e q, sao dadas por

p0:17 pflzov q0:07 q71:1

Dk = QpPk—1 + Pr—2 € Qp = QpQr—1 + Qp—2,k > 1.

Sao necessarias algumas definigoes de [8] para o desenvolvimento dos teoremas seguin-
tes.

Definigao 2.4. O numero real o é dito ser um quadrdtico irracional se o € irracional e
se a € uma raiz do polinomio quadrado com coeficientes inteiros, isto €,

Ao+ Ba+C =0,

onde A, B, e C sdo inteiros.



Definicao 2.5. O quadrdtico irracional o é chamado reduzido se o > 1 e —1 < o <0,
onde o/ € o conjugado de a.

Defini¢ao 2.6. A frac¢io continua |ag;aq,aq,...] € chamada de puramente periddica se
existe um numero inteiro tal que ar = apyg, onde k =1,2,3,..., de modo que
[ag; ax, ag, ...] = [ao; ar, Gz, @z, -, Gp_1)-

Definicao 2.7. O comprimento n do periodo de uma fracdo continua puramente periodica
€ o numero de algarismos da parte periodica da fracdo continua.

O Teorema 2.3 estd demonstrado em [8]

Teorema 2.3. A fracao continua simples do quadrado irracional o € puramente periodica

se, e somente se, a € reduzido. Além disso se a € reduzido e o = [ag; ay, as, ..., ax|, entdo
~ . -1 J

a fra¢do continua de — € [ay; Gr—1, .., Qo).

Considerando, agora, a sequéncia ay, as, as, ... dada por (3) e a sequéncia dos conver-

gentes ¢ = Pk, Sabemos que,

qk
1 1
a = a+— =[ag, 1] = a1, a2 + —]
T 1 i)
= a1, a2, x2) = [a1, a2, a3 + x_]
3
1
= [al,a,z,ag,l‘g] = [al,ag, vy Qpe_q + ]
Tk—1

= [a17a27a37'“7ak717xk’71]
e pelo Teorema 2.2 temos

Tk—1DPk—1 + Dr—2
Th-1Qk-1 + Qr—2

o= [a1,a2,a37 ---;ak—hxk—l] =

Tomando a diferenga

Tp—-1Pk—-1 + Pk—2  Pk-1

O — Cp—1 = -
Tr—1qQk-1 T Qk—2  Qr—1

_ —(Pr—1qk—2 — Pr—2qk — 1)
Qo1 (Tr—1qk—1 + Qr—2)
- (—1)*
Qo1 (Tr—1qk—1 + Qr—2)

podemos concluir que lim (a — ¢x_1) = 0 uma vez que a sequéncia g é crescente e 0s
k— o0

ndimeros x}, sao positivos. Portanto a = lim ¢ = lm [a, a9, ...,ax] = [a1, a2, a3, ...,
k—o0 k— o0
ou seja, o limite da sequéncia dos convergentes da representagao do irracional « sob a

forma da fragao continua é igual ao proprio «.
O Teorema 2.4 mostra que toda fracao continua representa um irracional e o Teorema

1
2.5 demonstra que todo convergente de « satisfaz |a — Pr < —. As demonstragoes serd
q 4qj.
apresentadas em [5].
Teorema 2.4. Toda frag¢ao continua simples infinita [a1, as, as, ...] representa um irraci-

onal.



Teorema 2.5. Todo convergente ¢ = P de « satisfaz
dk

. . . Pk ~ ~ p
Teorema 2.6. Seja o um irracional e — os convergentes da expansao da fragao continua
4k

a
— for um racional com b > 0 tal que

de a. S
eo. Se o

a
\a__\<\a_@
b dk

para algum k > 1, entao b > q,. Mais ainda, se |ab — a| < |agy — pi| para algum k > 0,
entao b > qriq-

O Teorema 2.6 ¢ demonstrado em [5] por contradigao.
O Teorema 2.7 mostra quando um irracional definido por uma sequéncia recursiva é um
valor da fragao continua simples infinita, a demonstragao esta em [8].

Teorema 2.7. Seja a = ag um irracional e definir a sequéncia recursiva por
1
ar = |ag], agp1 = —— para k =0,1,2, ...
Qp — ag

Entao o é o valor da fragdo continua simples infinita [ag, a1, ...].

3 Equacoes Diofantinas Lineares

Nesta secao apresentaremos uma nocao basica sobre as equagoes diofantinas da forma
mx + ly = ¢, onde procuramos solugoes inteiras com coeficientes inteiros, com m e [ nao
sendo simultaneamente nulos.

3.1 O Casomx—Ily=c

Ha varios problemas de aritmética cuja a resolucao esta representada pela solucao da
equagao mx — ly = ¢ no conjunto dos inteiros. Assim, temos a definicao de uma solugao
particular abordada em [7] .

Definicao 3.1. Uma solugao particular arbitraria de mx £+ ly = ¢ € um par ordenado
(x0,%0) de nimeros inteiros tal que mxg + lyg = c. .

A solugao geral da equagao mx — ly = ¢ sera apresentada na Proposigao 3.1.

Proposicao 3.1. Seja (xg,y0) a solugcdo particular da equa¢ao mx — ly = ¢, onde
mdec(m,l) = 1. Entao, a solu¢do geral (x,y) € Z da equagdo é:

xr=ux9+lt,y =1yo+mt,t €Z.



Demonstracao. Seja x,y uma solucao de mx — ly = ¢, logo,
mxg — lyp = mx — ly = c.

Consequentemente,
m(z — o) = Uy — yo).
Como mde(m, 1) = 1, segue-se que [|(x — zg). Logo, x — zq = lt,t € Z.
Substituindo a expressao de z — z(, temos y — yg = mt, o que prova que as solucoes sao
do tipo exibido. Como no enunciado (x,y) é solugao, entao;

mx — ly = m(xo +1t) — l(yo +mt) = mxy — lyo = c.

3.2 O Casomxr+ly=c

Na Proposigao 3.2 o autor [1] apresenta a solugao geral da equagao mz + ly = ¢ no
conjunto dos inteiros.

Proposicao 3.2. Suponha que a equacdo mz +ly = ¢, com mde(m,l) = 1, tenha solugdo
e seja xg = n,yo = k a solucao particular. A solugio geral (x,y) € Z da equagdo é dada
por:

r=n+Ilt, ey=k—mt.

Demonstragcao. Temos que mn + [k = mx + ly = c. Logo,
m(z —n) =1k —y),

que, de modo totalmente andlogo ao que foi feito na demonstracao da Proposicao 3.1,
implica no resultado. [

4 Equacao de Pell

A equacao de Pell é um caso particular das equacgoes diofantinas nao lineares. Nesta
secao trataremos apenas as equacoes da forma z? — dy? = +1.

4.1 O Caso 2> —dy’ =1

Denota-se por d um inteiro positivo. Estamos interessados na equacio z? — dy? = 1,
com x e y inteiros. Se d ¢ um quadrado perfeito, digamos d = k?, temos que z? —
dy* = (z — ky)(z + ky) = 1 admite apenas as solugoes triviais y = 0,2 = +1. O caso
interessante é quando d nao é um quadrado perfeito, e portanto v/d é um irracional (de
fato, se vd = §7 com mdc(p,q) = 1 e g > 1, terfamos d = Z—z o que é um absurdo, pois
mdc(p,q) = 1 = mdc(p?, ¢*) = 1, donte Z_z nao pode ser inteiro). Nesse caso a equagao
¢ conhecida como equacao de Pell.

O Teorema 4.1 demonstrado em [6] mostrara que a equacio 2% — dy? = 1, com d diferente
de um quadrado perfeito, possui solucao nao trivial em inteiros positivos.

Teorema 4.1. A equacio x*> — dy? = 1, com d diferente de um quadrado perfeito, possui
solucdo ndo trivial em inteiros positivos, isto €, com x + yvd > 1.



4.2 O Caso 2> —dy?> = —1

Se d nao é um quadrado perfeito. A equacao ? —dy? = —1 nem sempre possui solucao,
de fato se p é um divisor primo de d temos que 2% — dy? = 2> = —1(mod p), assim uma
condicao necessaria para a existéncia de solugao é que todo divisor primo de d seja 2 ou
da forma 4k + 1. Porém, esta condicao ainda nao é suficiente. O seguinte teorema da uma

relagao entre as solugoes fundamentais das equagoes z* — dy* = 1 e 22 — dy?> = —1 (como
antes, a solucao fundamental de 22 — dy? = —1, quando esta equacao tem solucao inteira,
é 0 menor nimero da forma a + bv/d com a e b inteiros positivos tais que a? — db* = —1).

Os Teoremas 4.2 e 4.3 demonstrados em [8] é referenciado no Teorema 5.5.

Teorema 4.2. Seja d e m inteiros tal que d > 0, d nao é um quadrado perfeito, e

x

lm| < Vd. E se 2? —dy? = m, entio — ¢é uma convergente da fragio continua simples de
Y

V.

Teorema 4.3. Seja d um inteiro positivo que nao € um quadrado perfeito. Definimos

Dk + Vd (d—pii)
g = —< >, ar = |an], prt1 = akQr — pr, € Qry1 = . » para k =1,2,3, ...
Qr Qr
quando ag = Vd. Além disso, Pk denota o k-ésimo convergente da erpansao da fragao
qk

continua simples de v/d. Entdo
pi — dgi = (=1)"' Qpy1.
O resultado do Lema de 4.1 sera utilizado na demonstracao do teorema 5.5.

Lema 4.1. Se n € o comprimento do periodo da expansao em fracao continua simples de
\/E, entdo Q. =1 se, e somente se, k=nj, com j=1,2,3,...

Demonstracio. Se Qry1 entdo Qr = Vd + pr = Qo + pr. portanto a, = ag + pr. Conse-
quentemente;

d — p?
Pr+1 = axQr — pr = ao = i, Qk+1:¢:d_pg:Ql

Qs
Como n é o comprimento do perfodo de V/d, k+1 = 14+nj, onde j > 1. Agora se k = nj,
entdo Qn; = Qo, uma vez que o periodo de {Qx} é também n. ]

5 Proposta

5.1 A Equacao mz —Ily=c

Para determinar as solugoes da equacao mx — ly = ¢ a dificuldade esta relacionada em
encontrar solucao para a equacao mx — ly = 1, pois para determinar a solu¢ao devemos
verificar algumas hipdteses.

Assim basta multiplicar por uma constante ¢ € N* e aplicar a Proposicao 3.1 que
obtemos a solucao geral para mx — ly = c.
Diante da dificuldade de encontrar a solucao para a equacao mx — ly = 1. Este trabalho
propoe uma forma de resolver este problema, onde utilizaremos fra¢oes continuas para
determinar as solugoes. Inicialmente temos o seguinte resultado.
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Teorema 5.1. Todas equacoes diofantinas da forma mx — ly = 1, possuem as sequintes
solucoes inteiras:

T = qr-1+ qil 7 T = —qk—1+ qil
,Vk >0 impar et € Z e ,Vk >0 pareteZ
{ Y = Pk—1 + pit P { Y = —Pr—1 T Pil P
em que,
Dk = QkPr—1 + Pr—2, COM Py = ag € p1 = apay + 1
Tk = akqe—1 + Q—2, cOm g =1eq =a k> 1
PrQe—1 — Pr-1Ge = (—1)"*

Demonstracgao. Para a equacdo mx — ly = 1 ter solugao é preciso que mdec(m,1)|1, ou
m

seja, mdc(m, 1) = 1, assim m e [ sdo primos entre si, entdo podemos representar — como

l

~ , Pk m - , - . .
uma fracao continua, onde — = T Em uma fracao continua py e g, sao primos entre si,
qk

Dk m . .
como — = T’ assumimos que pr = m e qp = [. ou seja,

gk

m 1
r ! ay +
1 1
.+
Qp—1 + —

ag

Pela Proposicao 2.1, temos as equacoes de diferenca:

Qk = OpQr—1 + Qx—2, com qo =1 e q1 = a1 3Oy &y ee

Além disso,
PrQi—1 — Pi—1qr = (—1)*71, para todo k > 1,

Portando segue que:

I) Para todo inteiro & > 0 impar

T = Q-1+ qit
,tEZL
{ Y = Pr—1 + Dit

Fazendo as substitui¢oes, obtemos;

mx — ly = prt — @y = Pe(qr—1 + qt) — qe(Pe—1 + prt)
= PrQr—1 + PrQrt — QePr—1 — QEPrt = Prr—1 — QEPr—1
= (=) =1.

IT) Para todo inteiro k& > 0 par

T = —Qr—1+ @l
gt EL
{ Y = —Pk—1 + it

11



Fazendo as substituicoes, obtemos;
mr — Iy = ppv — @y = pre(—qe—1 + qt) — qe(—pr—1 + Pit)
= —PrQr—1 + PrQrt + @Pe—1 — @it = —(PrGr—1 — QrPr—1)
= —(-D*!
= (-1)F?=1.

Para demonstrar as solugdes usaremos a equacao prqr—1 —pr—1qx = (—1)*~! da Proposicio
2.1. Como concluimos py = m e q, = [, assim

maq,_1 — lpr_1 = (1)1 (6)
Portanto:

I) Para todo inteiro k£ > 0 impar

A partir de (6), temos mqg_1 — Ipr—1 = 1, assim (gx_1,pr—1) é uma solugao particular.
Logo pela Proposicao 3.1 a solugao geral é dada por:

{IZ%—H-QIJ te7

Y = Dr1 T it
II) Para todo inteiro k > 0 par

A partir de (6), temos mqy—1 —Ipg—1 = —1 multiplicando por (—1), resulta m(—gx_1) —
[(—pr—1) =1, assim (—qx_1, —pr—1) ¢ uma solucdo particular. Logo pela Proposicao 3.1
a solucao geral ¢ dada por:

= —qp_ t
{x k-1 + Gk ten

Y= —pr—1 +ppt
O

Do Teorema 5.1 temos para todo inteiro £ > 0 impar ou par, as solucoes particulares,
respectivamente:

Lo = Qk—1 Lo = —qk—1

Yo =Dk-1 Yo = —Dk-1

Diante disso, temos o teorema.

Teorema 5.2. As equacgoes diofantinas da forma mx — ly = ¢, possuem as Sequintes
solucoes inteiras:

:E:qu—l_l_qk;t . fE:_CQk—1+th
,Vk >0 impar et € Z, ,Vk >0 par et € Z.
{ Y = cpr—1 + pit b { Y = —CPr—1 + pit b

Demonstra¢ao. Como (xg,yo) é solugao particular da equagao mx —ly = 1, temos mxy —
lyo = 1. Multiplicando por ¢ € N* na tultima igualdade obtemos,

cmxg — clyy = ¢ = m(cxo) — l(cy) = c.
Logo (cxg, cyo) é a solugao particular para a equagao mx — ly = ¢, assim a solugao geral

¢ dada por:

T = —Cqr—1 + qit

NVk>0paret e Z.
Y = —Cpr—1 + pit P

]

T = Cqr—1 + qit
Y = cpr—1 + pit

‘v’k>01’mparet€Z,{

12



5.1.1 Aplicagao
Exemplo 5.1. Utilizando fragoes continuas resolveremos a equac¢ao 34x — 6y = 8.

Solugao: A equagao tem solugao pois mde(34,6)|8, e é equivalente a 17x —3y = 4. Deter-
minando a solugao particular (zg, yo) para a equacao 17x — 3y = 1. Como mdc(17,3) = 1,

podemos escrever a fragao 3 na forma da fracao continua simples. Pela divisao euclidiana

temos:
17 = 3x5+2
3 = 2x1+1
2 = 1x2+0.
Logo,
17 1
3254——1:[5,1,2]:[@0,&1,@2.

14+ =
+2

Pela Proposicao 2.1, temos as equacoes de diferenca:
Pk = QkPr—1+ Pr—2, COmM Py = ag € p1 = apay + 1 k=934
Qe = Q-1+ Gr—2, comgo=1eq=au T

Além disso,
PrQr—1 — Pr—1qx = (—1)*7*,  para todo k > 1,

ou seja,

p0:a0:5 q0:1
p1:a0a1+1:5—|—1:6 q1:a1:1
P2 =agp1+po=2x6+5=17 Q=@ +qp=2x1+1=3.

Substituindo os valores na equagao prqr_1 — Pr_1qr = (—1)*~1, para todo k > 1.
Obtemos;

Para k = 2 temos, peq1 — p1ge = 17 x 1 — 3 x 6 = —1. Multiplicando por —1 obtemos
17(—1)—3(—6) = 1. Para determinar a solugao da equagao 17z —3y = 4, basta multiplicar
por 4 a ultima equagao, obtendo 17(—4)—3(—24) = 4, onde a solugao particular é zo = —4
e 1Yo = —24. Logo a solucao geral sera:

r=—4+3t r=c(—q1)+ @t
telZ teZ.
{ y=—244 1Tt €& { y = c(—p1) + pot <

Exemplo 5.2. Utilizando fracoes continuas resolveremos a equacgao 120x — 21y = 6.

Solugao: A equagao possui solugao pois mdc(120,21)|6, e é equivalente a 40x — Ty =
2. Determinando a solugao particular (zg,y) para a equagao 40x — 7y = 1. Como

mde(40,7) = 1, podemos escrever a fragao - na forma da fracao continua simples. Pela

divisao euclidiana temos:
40 = 7Tx5+5

Hx1+2
= 2x24+1
= 1x2+0.

CRIGIEEN |
|
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Logo,

40 1
—:5+—1:[5,1,2,2].
14+ ——

1
94 =
+2

Pela Proposicao 2.1, temos as equacoes de diferenca:

Pr = QrPr_1 + Pr_2, COM Py = ag € p; = apa; + 1 L — 934
Gk = QpQr—1 +qr—2, comqg =1 eq = R S

Além disso,

PrQre—1 — Pr—1qx = (—1)F,  para todo k > 1.
ou seja,
Po=ap =9 qo =1
pr=apa; +1=54+1=6 gp=a =1

P2=ap1 +Po=2X6+5=17 @=aqp+qp=2x1+1=3
p3=asps+p1 =2x174+6=40 @ =a3¢2c+q =2%x3+1=T.

Substituindo os valores na equagao prqr_1 — Pr_1qx = (—1)*~1, para todo k > 1.
Obtemos:

Para k = 3 temos, p3qs —p2q3 = 40 x3—7x 17 = 1. Para determinar a solucao da equacao
40x — Ty = 2, basta multiplicar por 2 a tltima equagao, obtendo 40(6) — 7(34) = 2, onde
a solucao particular é xy = 6 e yg = 34. Logo a solugao geral é dada por:

r=6+Tt T = cqy + qst
teZ.

{y:34—|—40t tez, {ychg—i—pgt <
5.2 A Equacao mz+ly =c

Para determinar as solucoes da equacgao mx + ly = ¢ a dificuldade também esta relacio-
nada em encontrar a solugao para mx + ly = 1, como comentado na subsecao 5.1. Assim
basta multiplicar por uma constante ¢ € N* que temos a solucao para mx + ly = c.

Teorema 5.3. todas equacoes diofantinas da forma mx + ly = 1, possuem as sequintes

solucoes inteiras:

= (p_ t = —(Qp_ t
T = k1 G ,Vk >0 impar et € 7, t Q=1+ G Vk >0 pareteZ.
Y= —Pr—1— Pkt Y = Pk—1 — Pxl
em que,
Dk = QpPg—1 + Pr—2, COM Py = ag € Py = Aoy + 1
Gk = Q-1+ qr—2, comqo =1 eq = a; k> 1
PrQe—1 — Pre—1qr = (—1)1

Demonstragao. Para a equacao mz + ly = 1 ter solugao é preciso que mde(m,1)|1, ou
m

seja, mdc(m, 1) = 1, assim m e [ sdo primos entre si, entdo podemos representar T como

14



~ ; Pk m ~ , ~ .
uma fragao continua, onde — = T Em uma fragao continua o py e g sao primos entre
dk
. Pk m . .
si, como — = T assumimos que pr = m e qx = [. Ou seja,
dk
m 1
dk l 1
-t 1
Qp—1 + —
Qg

Pela Proposicao 2.1, temos as equacoes de diferenca:

k. = axQr—1 + qr—2, com g =1 eq =a; e TE S

Além disso,
Prr—1 — Pr—1qx = (—1)"*,  para todo k > 1,

Portando segue que:

I) Para todo inteiro k£ > 0 impar

= Qr_ t
{x k-1 + Gk ten

Y= —Pr—1— Pl ’
Prosseguindo,

mz + 1y = prx + @y = pr(qe—1 + qxt) + qu(—pr—1 + —pit)
= PkQr—1 + Prqrt — QPr—1 — QPrt = Prdr—1 — QkPr—1
=(-1)F"'=1.

IT) Para todo inteiro k& > 0 par

{HU:—le—Fth tez

Y = DPr—1 — Pit
Temos,

mx + 1y = ppv + @y = pr(—qre—1 + q@t) + @(Pr—1 — Prt)
= —DrQr—1 + PrQrt + @rPe—1 — GPrt = —(PrQe—1 — QkPr—1)
= — (=
=(-1)"?=1.

Para exibirmos as solucdes usaremos a equacao prqe—1 — pr—1qr = (—1)*~! da Proposicio
2.1. Como concluimos py = m e ¢, = [, assim

ma._1 — lpr_1 = (—1)"* (7)

Portanto:

I) Para todo inteiro k& > 0 impar

15



A partir de (7), temos mqx_1 — Ipx—1 = 1 equivalente a mqx_1 + [(—px—1) = 1 assim
(qr—1, —pr—1) é uma solugao particular. Logo pela Proposi¢ao 3.1 a solugao geral é dada
por:

T = k-1 + qit ez
Y= —DPr-1+ Pl
II) Para todo inteiro k > 0 par

A partir de (6), temos mqg_1—Ipr—1 = —1, multiplicando por (—1), resulta m(—qx_1)+
Ipr—1 = 1, assim (—qx_1,pr—1) € uma solugdo particular. Logo pela Proposi¢ao 3.1 a
solugao geral é dada por:

T=—qr-1+ @l
teZ
{y=mA+mt

]

Do Teorema 5.3 obtemos para todo inteiro k£ > 0 impar ou par, as solucoes particulares,
respectivamente:

Lo = k-1 Lo = —qk-1

Yo = —Dk-1 Yo = Pk—1

Diante disso temos o seguinte teorema:

Teorema 5.4. As equacoes diofantinas da forma mx + ly = ¢, possuem as sequintes
solucoes inteiras:

P = -1+ it ,Vk > 0 impar et € Z, T Che V>0 paret ¢
Y = —CPr-1 — pit Y = cpr—1 — Prl
Z.

Demonstra¢ao. Como (g, yo) é solugao particular da equacao max + ly = 1, temos maxy +
lyo = 1. Multiplicando por ¢ € N* obtemos,
emxg + clyy = ¢ = m(cxg) + l(cyo) = c.

Logo (cxg, cyo) € a solugdo particular para a equagdo mx + ly = ¢, assim a solugao geral
¢ dada como:

T = k-1 + Gt ,Vk > 0 impar e ¢ € Z, v e At ,Vk > Oparet e
Z.

]

5.2.1 Aplicagao

Exemplo 5.3. Utilizando fragoes continuas resolveremos a equagao 48x + Ty = 5.
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Solugao: A equagao possui solugao pois mde(48, 7)|5. Determinando a solugao particular

(20, Y0). Como mdc(48,7) = 1, podemos escrever a fra¢ao — Da forma da fracao continua

simples. Pela divisao euclidiana temos:

48 = TxX6+6
7 = 6x1+1

6 = 1x6+40,
Logo,
48 1
14 =
+6

Pela Proposicao 2.1, temos as equacoes de diferenca:

Pk = QpPk—1 + Pk—2, COM Py = ag € P1 = apay + 1 L — 934
Qr = QpQr—1 + qr_2, com gg=1¢e ¢ = aq ) y Dy Ty een

Além disso,
PrQi—1 — Pr—1qx = (—1)* ! para todo k > 1,

ou seja,

p0:a0:6 qOZI
pr=apa, +1=6+1=7 g =a =1
pr=ap1+po=6XT+6=48 @ =aq+qp=06x1+1=7

Substituindo os valores na equagao prqr_1 — Pr_1qr = (—1)*~1, obtemos:

Para k = 2 temos, pogs — p1ga = 48 X 1 =7 x 7 = -1 =48 x (-1)+7x7 =1.
Para determinar a solucao da equacao 48x — Ty = 5, basta multiplicar por 5 a equagao
48(—1) + 7(7) = 1, obtendo 48(—5) + 7(35) = 5, onde a solucao particular é oy = —5 e
Yo = 35. Logo a solucao geral é dada por:

{x:—5+7t T = —cq + ot

teZ.
y=cp—pat S

y = 35 — 48t comt € Z, {

Exemplo 5.4. Utilizando fragoes continuas resolveremos a equagao Hdx + 21y = 906.

Solugao: A equagao possui solugao pois mde(54,21)[906. A equacao b4z + 21y = 906
¢ equivalente a 18z + 7y = 302. Determinando a solugao particular (zg,y). Como

18
mdc(18,7) = 1, podemos escrever a fragao - na forma da fracao continua simples. Pela

divisao euclidiana temos:

18 = 7Tx24+14
4x14+3
Ix1+1

= 1x3+4+0.

W i = 00
|

Logo,
18 1
1
7 14 —
14 =
* 3

=[2,1,1,3].
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Pela Proposicao 2.1, temos as equacoes de diferenca:

Dk = QpPr—1 + Pr—2, COM Py = ag € p1 = apa; + 1 E_934
Qk — aqu_l + q1<:—27 com QO — 1 e (J1 = ) 9y Ty oo
Além disso,
Prh—1 — Pe—1qx = (—1)*71 para todo k > 1.
ou seja,
Po=ag =2 g =1

p1:a0a1+1:2><1—|—1:3 q1:a1:1
p2:a2p1+p0:1><3—|—2:5 QQZG,QQ1+QO:2X1+1:3
ps=asp2+p1 =3Xx0+3=18 @g=a3@2+q=3x2+1=7

Substituindo os valores na equacio prqr—1 — Pr—1qx = (—1)*~1, para todo k > 1.
Obtemos;

Para k = 3 temos, p3ga —pagqz = 18 x2—7x5 =18 x 2+ 7 x (—=5) = 1. Para determinar a
solugao da equagao 18x+ Ty = 302, basta multiplicar por 302 a equagao 18(2)+7(—5) = 1,
obtendo 48(604) 4+ 7(—1510) = 302, onde a solugao particular é xy = 604 e yo = —1510.
Logo a solucao geral é dada por:

{Q3:604+7t te7 {J}:CQQ—FQgt

y = —1510 — 18t Yy = —cps — pst tez.

5.3 Equacao de Pell 22 — dy? = +1

Aqui mostraremos uma proposta de resolucao da equacao de Pell utilizando fracoes
continuas.

Teorema 5.5. Seja d um inteiro positivo que nao € um quadrado perfeito. Seja Pk 0
dk

k-ésimo convergente da fracdo continua simples de Vd, com k = 2,3,4,... e sejan o
comprimento do periodo desta fracao continua. Entao temos:

e Para a equacdo > —dy*> =1 e j =1,2,3,... as sequintes solugoes positivas:
T =DPjn-1 Y = qjn-1, €ASO N par
T = Pojn—1 Y = Qojn—1, CASO N Tmpar.

e Para a equacdo > — dy? = —1 e j = 1,2, 3, ... as sequintes solugoes positivas:

Nao existe solucao, caso n seja par, ou
T =Peji-1)n-1 Y = 4(2j—1)n—1, CASO N 1MPArT.

x
Demonstracao. A partir do Teorema 4.2, temos que — é uma convergente da fragao

continua simples de Vd, ou seja, © = py ¢ y = i ¢ utilizaremos a equacio pi —dq; =
(—=1)*1Qpy1 do Teorema 4.3, para analisar os casos;

18



I) Equacao 2% — dy* =1

i)Para n par temos;

2 —dy? = piy —dgi,
= (=1)"Qjn
= (-
= 1.
ii) Para n impar temos;
SL’2 - dy2 = p%jnfll_ dq%jnfl
_ (_1)2‘7'7LQ2jn
_ (_1)2]n
= 1.
1) Equagao x? — dy? = —1
i) Para n fmpar temos;
a? —dy* = p%ijl)nfl - dq(22j71)n71

= (1) DQu;
= (1)
(=1)"

= -1

Para mostrar que as equacoes 2 — dy?> = %1 nao tém outras solucoes, utilizaremos
novamente a equagao

pi - qu = (—1)k+1Qk+1,
do Teorema 4.3.

Assim para Q41 = 1, temos a equagdo pi — dgi = (—1)¥1. O Lema 4.1 mostra que
Qi1 = 1, se, e somente se, n|(k + 1).

Portanto;

e Para equacao x*> — dy*> = 1, (k + 1) serd par, assim:
o Se n for par, temos k + 1 =nj, com j =1,2,3,.... Consequentemente, k =nj — 1.
o Se n for impar, temos k + 1 = ns, onde s = 25, j = 1,2, 3, .... Consequentemente,

k=sn—1=2nj—1.

e Para equacao x* — dy* = —1, (k + 1) serd fmpar, assim:
o Se n for par, temos k + 1 = nj, impossivel (k + 1) ser impar, pois se n é par k + 1
serd par para j = 1,2,3,....
o Se n for impar, temos k+ 1 = nt, com t = 2j — 1 para j = 1,2, 3, ... (como n é impar
t tem que ser {mpar para k+ 1 ser impar). Consequentemente, k =tn—1= (2j—1)n—1.
Assim provamos que as solucoes propostas sao solucoes para as equacoes x> —dy? = £1.
O
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5.3.1 Aplicagao
Exemplo 5.5. Utilizando fragoes continuas resolveremos a equagdo x? — 15y% = 1.

Solucgao: Como 15 nao é um quadrado perfeito, podemos escrever /15 como uma fracao
continua. Ou seja,

1 V1543 1
V16 =34+ — - == = /15 =34+ —
71 ! 6 V15 +3
6
1 1
V1 =3+ T — Iy =V15+3 — 15=3+ T
1+ — 14—
To V15 +3
1 V1543 1
1 6 1
14+ 1 1+ 1
6+ — 6+ ——
3 V1543

Assim, pela Definicao 2.6 os xps com k = 2, 3,4, ... irdo repetir,
V15 =13;1,6,1,6,1,6,...] = [3;1,6].

Portanto o comprimento do periodo dessa fracao continua é n = 2. Utilizando as equagoes
do Proposigao 2.1 obtém-se:

Pk = pPg—1 + Pn—k, COM Po = Qg € Py = Aoy + 1 b =934
Gk = apQr—1 + qr—2, com qo = 1 e g1 = ay T

Temos
Po =3 g =1
pr=aa+1=1x3+1=4 G=a =1
p2=aspr+po=06x4+3=27 @=aq@+q@p=06x1+1=7
p3=azps+p1 =1x27+4=31 G=a3q¢+q =1x74+1=38

Py = asp3z + po =6 x 31 + 27 = 213 Gs = a4q3 +q =6 X8 +7 =255
p5:a5p4—|—p3:1><213—|—31:244 Q5ZG5Q4+Q3:1X55+8:63
P = agPs + pa = 6 X 244 + 213 = 1677 qg = agqs + q2 = 6 X 63 + 55 = 433

Logo, as solucoes para a equacao z2 — 15y? = 1 sao

(p17QI) = (47 1)7 pOiS 42 — 15 x 12 =1
(p3,q3) = (31,8), pois 31> — 15 x 8% = 1
(ps, gs) = (244,63), pois 244% — 15 x 63* =1

(pjn—b an—l) para ] - 1a 27 37
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Exemplo 5.6. Utilizando fracoes continuas resolveremos a equacdo x* — 2y* = 1.

Solucao: Como 2 nao é um quadrado perfeito, podemos escrever v/2 como uma fracao
continua. Ou seja,

1 1
V2=1+— = 1=V24+1 = V2=1+
1 V241
1 1
V2=1+ 1 — 2y=V241 = V2=1+ 1
24 — 2+
1) \/§+1
1 1
\/§:1+—1 — 233:\/5—{-1 — \/§:1+ 1
2+ 2+
1 1
2+ — 2+ 1
3 2+
V2+1

Assim, pela Definicao 2.6 os xps com k = 1,2, 3, ... irdo repetir,
V2 =1[1;2,2,2,..] = [1;2].

Portanto o comprimento do periodo dessa fracao continua é n = 1. Utilizando as equagoes
da Proposi¢ao 2.1 obtem-se:

Dk = agPk—1 + Pr—2, COM Py = ag € p1 = apa; + 1 934
Qqr = QrQr—1 + Qx—2, COM g = 1le 1 = aq 3 Dy Ty e

Temos
po=1 q =1
p1:a1a0—|—1:2><1—|—1:3 q1:a1:2
p2=ap1+po=2x3+1=7 @=aq@ +qp=2X%X2+1=5

ps=asps +p1 =2x74+3=17 Gs=a3¢2+ ¢ =2x5+2=12
p4:a4p3—|—p2:2><17—|—7:41 Q4:CL4Q3+QQ:2X12+5:29
p5:a5p4+p3:2><41—|—17:99 q5:a5q4+q3:2><29+12:70
D6 = aePs +pa = 2 X 99 + 41 = 239 g5 = agqs + qu = 2 X 70 + 29 = 169

Logo, as solucoes para a equacao z2 — 2y = 1 sao

(1, @) = (3,2), pois 3° =2 x 2> =1
(p37Q3> - (17, 12), pOiS 172 — 2% 122 -1
(ps, q5) = (99,70), pois 092 2% 702 =1

(p?jn—la q2jn—1) para ] = 17 2a 3a
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Exemplo 5.7. Utilizando fracoes continuas resolveremos a equacdo x* — 82y? = —1.

Solugao:
Como 82 nao é um quadrado perfeito, podemos escrever /82 como uma fracao continua.
Ou seja,

1 1
V82 =9+ — = 1, =v82+9 = V2=9+4+ ——
Iy ! V8219
V82 =9+ = 25=182+9 = 82=9+ i
18+ — 184 ——
Ty V82 +9
1 1
\/82:9+—1 = 23=+1824+9 = 82=9+ T
18 + 1 18 + i
T3
18 4+ ——
V82 +9

Assim, pela Definicao 2.6 os xps com k = 1,2, 3, ... irdo repetir,
V32 = [9: 18,18, 18, ...] = [9; I8.

Portanto o comprimento do periodo dessa fracao continua é n = 1. Utilizando as equagoes
da Proposi¢ao 2.1 obtem-se:

P = @iPi—1 + Pr-2, cOm pg=dag e pr =apar +1 , 5 o,
Gk = agQr—1 + Qr—2, cOm go =1l e q = a; T

Temos

Po=9

p1:a1a0+1:18x9+1:163

P2 = agp1 + po = 18 X 163 + 9 = 2943

D3 = aspy + py = 18 X 2943 + 163 = 53137

Ps = asps + p3 = 18 X 959409 + 53137 = 17322499

Pe = agPs + pg = 18 x 17322499 4 959409 = 312764391

g =1

g1 = a1 = 18

G2 = aoq1 +qo =18 X 184+ 1 =325

q3 = asqs + g1 = 18 x 325 4+ 18 = 5868

Qs = a4q3 + g9 = 18 x 5868 + 325 = 105949

Qs = asqs + g3 = 18 x 105949 + 5868 = 1912950

Gs = agqs + q4 = 18 x 1912950 + 105949 = 34539049
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Logo, as solucoes para a equacao z2 — 82y? = —1 sao

(Po, q0) = (9, 1), pois 9> =82 x 1 = —1
(P2, q2) = (2943,325), pois 2943° — 82 x 325% = —1
(P4, qa) = (959409, 105949), pois 959409° — 82 x 105949 = —1

(p(2j71)n717 Q(2j71)n71) para ] = 17 27 37

6 Consideracoes Finais

Qualquer tema dentro da Teoria dos Numeros desperta interesse nos matematicos.
Neste trabalho, foram desenvolvidos alguns tépicos como equagoes diofantinas lineares,
equagao de Pell e fragoes continuas que poderao ser aprofundados de acordo com o inte-
resse dos estudiosos ou necessidade académica.

A abordagem deste trabalho estd relacionada as solucoes das equacgoes diofantinas li-
neares e das equacoes de Pell.

Existem alguns métodos tradicionais para determinar estas solugoes como o algoritmo
euclidiano. No entanto, a proposta deste trabalho e diferenciada das tradicionais, uma
vez que aborda solugoes com a utilizagao das fragoes continuas.

Para auxiliar no entendimento da resolucao das equacoes diofantinas lineares e das
equacoes de pell utilizando os conceitos e as propriedades das fragoes continuas, este
trabalho desenvolveu todo o contetido necessario, como defini¢oes, lemas, corolarios, pro-
posicoes, teoremas e outros para facilitar o entendimento da proposta.

Portanto, qualquer graduando em ciéncias exatas que despertar interesse pelo tema
proposto, podera utilizar este trabalho como objeto de estudo.
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