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RESUMO

Palavras-chave: Modelos Matematicos, Musica, Teoria de Fourier

Nesta dissertacdo sdo abordadas as relagoes e modelos matematicos existentens na
musica. Enunciando as noc¢des de acustica e psicofisica para explicar o som. Sao
utlizada as Funcdes Periddicas e Teoria de Fourier para construir as relacoes de harmo-
nicos. A partir de conhecimentos fisicos sobre mecéanica, faz-se a construcao de mode-
los matematicos para explicar o comportamento dos instrumentos de cordas, sopro e
membranas (percussdo), utilizando equacoes diferenciais. Estuda-se as relagdes entre
os comprimentos de corda, as notas musicais e as escalas musicais, mostrando trés
escalas historicamente relevantes (Pitagdrica, Justa e Temperada). Conhecendo-as, é
possivel perceber as relacdes modulares que elas possuem. E feita a construcio alge-
brica que justifica a aritmética modular para classificar a escala cromaética (escala de
12 semitons) e apresentadas as transformacoes geométricas no plano, além de como
elas sdo usadas em composices. Ao término é sugerida uma atividade didatica com o
intuito de enriquecer a pratica escolar na educacao basica, usando a musica no ensino

de Funcoes Trigonométricas.
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ABSTRACT

Keywords: Mathematical Models, Music, Fourier Theory

This Master Thesis studies the mathematical relations and models in music. Setting
out the acoustics and psycho-physical notions in order to explain sound. Using peri-
odic functions and Fourier theory to build relationships of Harmonics. From physical
knowledge about mechanics, mathematical models are built to explain the behavior
of string instruments, wind and membranes (percussion) using differential equations.
It studies the relationships between the lengths of rope, musical notes and musical
scales showing three scales historically relevant (Pythagorean, Just and Equally tem-
pered). Knowing them, it is possible to understand the modular relationships they
display. The algebraic construction that justifies the modular arithmetic is made to
classify the chromatic scale (scale of 12 semitones) and the geometric transformations
on plane are shown and its uses on composition. At the end, it is suggested a didactic
activity in order to enrich school teaching practice in basic education, using music and

sine waves.
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INTRODUCAO

Quando procura-se bibliografias sobre Matematica na musica, percebemos que ha
poucos livros disponiveis em portugués sobre esse tema, mas uma rapida pesquisa
por materiais de Fisica ou mesmo de Neurociéncia nos mostra a presenca massiva de
matematica em trabalhos nas dreas que explicam a musica, respectivamente, a acistica
na Fisica e a psicofisica (drea que estuda as relacdes entre as sensacoes subjetivas e os
estimulos fisicos, e procura estabelecer relacbes quantitativas entre ambos) da audicao

na Neurocéncia.

Querendo ajudar aos que gostam tanto de matematica como de musica esse trabalho
foi estruturado. Para atingir esse objetivo, as obras de Benson [4] e Roederer [[18]]

formaram a espinha dorsal deste trabalho.

No primeiro capitulo é feito um pequeno passeio histérico ao trabalho de Pitdgoras.
A sua construgdo da escala musical é a base para a nossa musica. Com a evolucédo da
matemadtica e dos musicos, vemos como forma-se a Escala Justa e por fim a Escala Tem-

perada. Nesse passeio, sdo mostradas as construcdes pelas razdes e pelos logaritmos.

Seguindo nossa viagem comec¢amos a explorar no segundo capitulo as direfentes

relacoes matemadticas na musica.

A partir da observacdo de padrdes, conseguimos mostrar as relacdes aritméticas da
escala para, em seguida, fazer a construcdo de grupo segundo a algebra para entdo
mostrar que a escala musical se comporta como um Subgrupo Modular dos Inteiros, e

como as operagdes de soma e multiplicacdo estdo definidas na escala musical.

Seguindo no mesmo capitulo estudaremos os elementos geométricos na musica, que
envolvem principalmente o uso da partitura e o modo pelo qual as técnicas de compo-

sicdo seguem as transformacdes geométricas no plano.

No terceiro e quarto capitulos veremos com mais énfase a influéncia de Benson [4]]
e Roederer []18]].

No terceiro é apresentado o tratamento do som como uma onda mecanica descrita

através das fungdes trigonométricas seno e cosseno, um pincelada do funcionamento
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fisico do ouvido (psicofisica) e da sobreposicdo de ondas. Com essas informacgdes é

apresentado o trabalho marco no estudo das ondas, a Teoria de Fourier.

No quarto, nos apropriamos da obra de Benson [4] para mostrar como podemos

construir o modelo fisico de alguns instrumentos musicais.

Por fim, no quinto capitulo, além de compreender melhor a musica, é sugerida uma

atividade didatica como estratégia motivadora no ensino da Matematica.

A%
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Historicamente a musica sempre esteve presente na sociedade. As primeiras referén-

cias matematicas atribuidas a musica fazem alusbes a Pitagoras.

“ ‘Um certo Pitdgoras, numa das suas viagens, passou por acaso numa
oficina onde se batia numa bigorna com cinco martelos. Espantado pela
agradavel harmonia (concordiam) que eles produziam, o nosso filésofo
aproximou-se e, pensando inicialmente que a qualidade do som e da har-
monia (modulationis) estava nas diferentes méos, trocou os martelos. As-
sim feito, cada martelo conservava o som que lhe era proprio. Apos ter reti-
rado um que era dissonante, pesou os outros e, coisa admiravel, pela graca
de Deus, o primeiro pesava doze, o segundo nove, o terceiro oito, o quarto
seis de néo sei que unidade de peso.” Assim descreve Guido d’Arezzo (992
-1050?), no seu pequeno mas influente tratado de musica Micrologus, a
lenda que atribui a Pitdgoras (sec. VI AC) a descoberta fundamental da de-
pendéncia dos intervalos musicais dos quocientes dos primeiros nimeros
inteiros, i.e., parafraseando o romano Boécio (sec. VI), “a grande, espan-
tosa e muito subtil relacdo (concordiam) que existe entre a musica e as

proporcdes dos nimeros (numerum proportione)’

Em termos dos comprimentos de uma corda esticada, em particular do
monocordio, aquelas proporcoes simples traduzem-se no unissono, dado
pela razdo 1 : 1, na oitava (diapason) por 1 : 2, na quinta (diapente) por
2 : 3 e na quarta (diatessaron) por 3 : 4. Estas razdes podem ser obtidas a
partir daqueles quatro niumeros inteiros, correspondendo, respectivamente,
a uma corda de comprimento igual a 12 unidades (unissono), reduzida a
metade 6 (oitava), a 8 unidades (quinta) ou a 9 (quarta).” (Rodrigues,
1999) [17]
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A importéancian que os gregos davam as relacoes numéricas era tal que elas as apli-

cavam incluisive em outras dreas, como a musica na harmonia celeste.

Observando as proporgdes entre 6, 8, 9, 12 (ou a oitava, a quinta, a quarta e o unis-
sono) eles construiram a primeira escala musical matemadtica. O instrumento usado
para essa construcdo era o monocordio. Ele era composto de uma corda esticada, fixa
nas extremidades. Havia uma haste mdvel que era usada para dividir a corda segundo
as relacOes anteriores para gerar sons diferentes e harmoniosos. Essa seccao da corda

a forcava a vibrar em diferentes frequéncias.

A frequéncia estd relacionda a altura do som, qualidade que hoje atribuimos as notas
musicais. As notas foram padronizadas ao longo dos anos com o objetivo de podermos

registrar e reproduzir as composi¢des. Segundo Julliani (2003) [[14]:

“O primeiro algoritmo que aparece baseava-se no alfabeto. As sete primei-

ras letras representavam os sete primeiros sons da escala.”

A partir de um hino a Sao Jodo Batista, o monge Guido de Arezzo nomeou essas
notas (tabela [1)):

Letra | Nome Hino

C Ut (d6) | Ut queant laxis

D Ré REsonare fibris
E Mi Mlra gestorum
F Fa FAmuli tuorum
G Sol SOLve polluti
A La LAbii reatum
B Si Sancte Ioannes.

Tabela 1: HINO DE SAO JOAO BATISTA

1.1 ESCALA PITAGORICA

Ao analisarmos os pesos dos martelos de Pitagoras (6, 8, 9, 12) podemos perceber

as seguintes relagoes:

Essa proporcdo é chamada de quinta na musica.



1.1 ESCALA PITAGORICA

Por outros lado, temos também:

_ 2
12

6 3
8 4
Essa propor¢do é chamada de quarta em musica. A partir dessas duas proporcoes foi

elaborada a escala.

Seja ¢ o comprimento de uma corda necessarios para que sua frequéncia seja um dé
médio (C). Temos

Nome Musical | Propor¢do | Comprimento de Corda Nota
Tonica 1:1 c Dé
Oitava 2:1 5 D6 (dobro da frequéncia)
Quinta 3:2 %c Sol
Quarta 4:3 %c Fa

Tabela 2: Propor¢des Musicais Pitagdricas

Consideremos agora a seguinte notacao: (Pereira [[15]])
Seja a 12d6, C1(D61), cuja unidade de comprimento é c.

Uma oitava de C; serd C;, com comprimento 5.

Definicdo 1. A m-ésima quinta de DS pertencera a n-ésima oitava, e é obtida pela

(' ()

equacao

Definicdo 2. A n-ésima oitava é tal que:
1\ n+1 1\7
o(3) <Qn=e(3)

paran € N
Partiremos agora nao da quinta, mas da primeira quarta:

3 3c
Quarta de C; = CZ =4 = F

3
Quinta de F; = ZC

WIN

= % = (2 (que € a oitava de C;)
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Quinta de C; = c.% =— =G

A partir desses passos, sdo obtidas as demais notas:

2)2c e D,

2c 2
intade Gy = —.2 = (7 =
Quinta de Gq 33 3 9
Como o Ré obtido estd na oitava acima, o multiplicaremos por 2 para que seja trazido

uma oitava para baixo.

4c 8¢
Dy2=—2=—=D
2. 9 9 1

Essa passo era o que faltava para completar o algoritmo.

2 1
QumtadeDl—%gzngl
l6c 2 32
Quinta de A; = 26;5:%:]51
EZZ—%.Z—%—IQ
64c 2 128
Quinta de E1—8—1C§ 243C=Bl

Esse procedimento é chamado de ciclo das quintas. Observe como ficaram dispostas
as notas na figura

Nota | Comprimento | Frequéncia | Nome
Dé 1:1 1:1 Tonica
Dé 1:2 2:1 Oitava
Sol 2:3 3:2 Quinta
Fa 4:3 4:3 Quarta
L4 16:27 27:16 Sexta
Mi 64:81 81:64 Terca
Ré 8:9 9:8 Segunda
Si 128:243 243:128 Sétima

Tabela 3: Notas, frequéncias e comprimento em relacdo a D6

A frequéncia da onda é inversamente proporcional ao comprimento da corda.
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Bon]
Si 0 Dic#-Heb
11 . 1
% !
lo#-5ibh Re
103 2
T -
la 9 — — 3 Be#Mib
- it
B 4
Sal#-Lak M
£ \.
T l 5
5l H Fa
Fa%-5olk

Figura 1: Ciclo de Quintas.
Em Rodrigues (1999) [17]]

2
8

9 26 o o 9 2%
/ \/8\/243\/8\/8\/8 \/243
| J | | | 1 | | \I
dé fa 1a do’

ré mi il sol a si

Vi % 8 Y3 Voo e w Y0 Ty

Figura 2: Razdes na Escala Pitagdrica.

Em Roederer (2002) [[18]

Observemos a disposicdo das notas e a subtracdo da cada fragdo na figura [2}
A diferenca de 1 é chamada de tom, e a de 1/2 é chamada semitom.

Escalas musicais baseada na sequéncia 1, 1, 1/2, 1, 1, 1, 1/2 (5 tons, 2 semitons)

sdo chamadas diatonicas. A construcdo da Escala Pitagoérica por quintas forca essa
configuracgao.

Na musica ocidental moderna a escala utilizada é a Escala Cromadtica, que é equi-

valente a Escala Diat6nica, mas onde cada tom é divido em dois semitons. Com essa
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redistribuicdo ficamos com uma escala composta por 12 semitons, que na Escala Pita-
gorica equivale a
256 28
243 3
Essa notacgdo carrega um pequeno problema, pois se um tom € %, dois semitons sdo

8 n8 16 . ; .
5—55—5 = §TO Se comparamos os dois hd uma pequena diferenca:

9 16
3 =1,125 310 ~ 1,1098...

Partindo de D¢ e fazendo o ciclo de quintas, ou partindo de D6 e descendo quartas,

criamos o ciclo das quintas Pitagéricas, figura

1:1

4:3 3:2
c
F G
16:9 98
B D
32:97  Eb A 2716
e E
81:64
6561:4096 o B
Ll ]1'\.:
2187:2048 243:128
729:512

Figura 3: Ciclo Pitagdrico de Quintas.

Observe a diferenca entre a Ab e G#, a chamada coma Pitagdrica. Em Benson(2011) [[4]

Na musica ocidental moderna, # (sustenido) e b (bemol) coincidem. Na Escala

Pitagdrica:



1.2 A ESCALA JUSTA

G# 6561:409 =~ 1,6018
Ab 128:81 =~ 1,58
Essa diferenca passa desapercebida a ouvidos destreinados, e vale
6561/4096 g
128/81 2

Por conta da diferenga existente, Benson (2011) [4] chama o ciclo de quintas de

espiral de quiantas, e o representa conforme a figura

S
™
M
/ ,—fﬂ_-m-_--\-\_"‘-\-\.
Lo Fa |
/ ‘f R=h \\Fh.-
S - b
| bb Lak &
| .'J Do b M
| | ! !
] il Fol & S b

Figura 4: Espiral de Quintas.
Em Rodrigues (1999) [17]]

1.2 A ESCALA JUSTA

A Escala Pitagdrica ndo foi a tinica desenvolvida baseada em proporg¢des. A Escala
Justa é bastante parecida com a Pitagorica, pois inicia-se a partir da quinta e da quarta.

A Escala Justa busca mitigar a dissonancia buscando a propor¢do mais harmoénica ou

consonante, conforme a tabela 4| e a figura



ESCALAS MUSICAIS

Razdo de Frequéncia (n/m) | Intervalo
1/1 Unissono
. . 2/1 Oitava
Consonancias “Perfeitas” -
3/2 Quinta
4/3 Quarta
5/3 Sexta Maior
o ) 5/4 Terca Maior
Consonancias“Imperfeitas”
6/5 Terca Menor
8/5 Sexta Menor

Tabela 4: Consonancias da Escala Justa.

Em Roederer (2002) [[18]

— Intervalos

/VWVVV\

|e ml a to] sn

'/l % Y 73 s/3 1Ys z/1 o

Figura 5: Razdes na Escala Justa.

Em Roederer (2002) [118]]

desta forma temos para Escala Diatonica a tabela
E para a Escala Cromadtica temos a tabela [6}

Nesse caso, temos dois intervalos que valem um tom (9:8 e 10:9), e um semitom
16:15, além da diferenca entre G# e Ab. Essas pequenas diferencas impossibilitam que
um pega composta em determinado tom, ou para determinado instrumento seja repro-

duzida em outro instrumento ou tom, pois o acimulo de comas causa dissonancia.

O método utilizado para resolver esse problema veio no século XVII.

10



1.3 A ESCALA TEMPERADA

Nota | Proporcao
Dé 1:1
Ré 9:8
Mi 5:4
Fa 4:3
Sol 3:2
La 5:3
Si 15:8
D6 2:1

Tabela 5: Proporcoes e Notas na Escala Justa Diatonica de D6

Nota | Proporcao
D6 # 25:24
Sib 9:5

Mi b 6:5

Fa # 45:32

Sol # 25:16
Lab 8:5

Tabela 6: Proporcdes e Notas na Escala Justa Cromatica de D6

1.3 A ESCALA TEMPERADA

Segundo Pereira (2013) [[15]:

O espectro de frequéncias audiveis é claramente um dominio continuo,
um intervalo. Uma escala, contudo, é apenas uma amostra discreta desse
espectro, isto €, um conjunto de pontos escolhidos dentro do intervalo de
frequéncias. Muitos povos ao longo da histéria da humanidade construi-
ram suas escalas musicais baseadas em certos pardmetros preestabelecidos.
Nao era uma escolha aleatoria.

Até a Idade Média, o modelo matemadtico de escala criado por Pitdgoras
era o mais aceito pela comunidade musical no Ocidente, todavia havia ou-
tros, e outros estavam sendo desenvolvidos para tentar corrigir as “falhas”
do modelo grego. Talvez o préprio Pitdgoras também tenha percebido que

o intervalo entre duas notas da escala, quer dizer, entre a frequéncia sonora

11



ESCALAS MUSICAIS

das notas, nio era sempre o mesmo. Os intervalos entre um DO e um RE,
ou entre um RE e um MI, ndo eram os mesmos que os intervalos entre MI
eFAouentre SIeDO[...]

Essa pequena diferenca entre alguns intervalos foi objeto de estudo por
parte de musicos do ocidente por séculos, até que se entendeu que, na
verdade, ndo havia como ajustar esse modelo de escala, era necessario
pensar em outro modelo. [...]

O Renascimento trouxe consigo novas ideias. Houve um grande avango
cientifico e tecnoldgico e também nas artes, em geral. Na musica, em parti-
cular, havia a necessidade de se transpor melodias para outras tonalidades,
0 que na época nao era possivel, pois a Escala Pitagérica nao favorecia tal
procedimento. Com isso, uma peca composta para determinada tonalidade
ndo poderia ser executada em outra, pois as relagdes entre as notas (inter-
valos) variavam de acordo com o tom a ser escolhido. Portanto, os inter-
valos entre as notas pareceriam soar “desafinados”. A solucdo encontrada
para corrigir esse problema foi o temperamento da escala, isto é, a divi-
sdo equanime dos intervalos para que eles pudessem estar a uma mesma

distancia entre si.

Bach usou esse modelo de afinacdo e compos “O Cravo Bem Temperado"(Das Wohl-

temperierte Klavier).

A ideia matemadtica por traz do temperamento da escala é: dois intervalos adjacentes

quaisquer possuem uma razao constante.

O método utilizado foi dividir uma oitava em 12 “intervalos” tais que

X, _ Xn+1
anl Xn ’

ou o intervalo i que forma a oitava é dado por
1'12 =2
ou seja, um semitom €
. 12
i= V2~1,0595.

Para facilitar a afinacdo dos instrumentos, ao longo do tempo foi introduzida uma sub-
divisdo de cem partes para cada intervalo, chamada cents. Uma vez que um semitom

é i12 = 2, cem cents sdo um semitom:

Cl00 ;100

12



1.3 A ESCALA TEMPERADA

Notas | Poténcia
C 20/12
C# /Db | 21/12
D 22/12
D# /Eb | 23/12
E 24/12
F 25/12
F#/Gb | 26/12
G 77/12
G#/Ab | 28/12
A 29/12
A# /Bh | 210/12
B 211/12
C 212/12

Tabela 7: Escala Temperada Diatonica de D

Temos a escala (tabelal[7)):

A escala temperada resolve o problema do padrdo da afinacé@o e é o modelo adotado
atualmente. Ha pequanas diferencas quando comparamos as razoes de consonancia do
intervalo temperado e das demais escalas (tabela [8), gerando uma diferenca minima
entre a razdo ideal da nota e a nota temperada. Apesar disso, a diferenca é tdo pequena

que nao chega a ser notada.

Escala Justa Escala Pitagorica | Escala Temperada
Intervalo
Razdo | Cents | Razdo | Cents | Razao Cents
Oitava 2000 | 1200 | 2000 1200 2000 1200
Quinta 1500 702 1500 702 1498 700
Quarta 1333 498 1333 498 1335 500

Terca Maior | 1250 | 386 | 1265 408 1260 400
Terca Menor | 1200 | 316 | 1184 294 1189 300
Sexta Maior | 1667 | 884 | 1687 906 1682 900
Sexta Menor | 1600 | 814 1580 792 1587 800

Tabela 8: Razdes de Frequéncia dos Intervalos Consonantes das Trés Escalas

13






MUSICA E SEUS ELEMENTOS ARITMETICOS,
ALGEBRICOS E GEOMETRICOS

2.1 PADROES MATEMATICOS DA ESCALA CROMATICA

A Escala Cromdtica € a escala padrdo usada na musica ocidental moderna. Ao longo
dos tempos ela foi aprimorada até se obter o modelo atual que inclui o temperamento
logaritmico. Ela possui 12 semitons e obedece a um certo padrado: ao término de sua
sequéncia completa, ela reinicia com a diferenca de uma oitava mas, formalmente,

com a mesma nota. Nesse caso podemos atribuir a cada nota um nimero (tabela@):

C 1 | C 13 | C 25 | C 37 | C 49
C#ouDb | 2 | C#ouDb | 14 | C#ouDb | 26 | C#ouDb | 38 | C#ouDb | 50
D 3 |D 15| D 27 | D 39 | D 51
D#ouEb | 4 | D#ouEb | 16 | D#ouEb | 28 | D# ouEb | 40 | D# ou Eb | 52
E 5 |E 17 | E 29 | E 41 | E 53
F 6 | F 18 | F 30 | F 42 | F 54
F#ouGb | 7 | F#ouGh | 19 | F#ouGh | 31 | F#ouGh | 43 | F#ouGb | 55
G 8 |G 20 | G 32 |G 44 | G 56
G#ouAb | 9 | G#ouAb | 21 | G#ouAb | 33 | G# ouAb | 45 | G# ou Ab | 57
A 10 | A 22 | A 34 | A 46 | A 58
A#ouBb | 11 | A# ouBb | 23 | A#ouBb | 35 | A#ouBb | 47 | A# ouBb | 59
B 12 | B 24 | B 36 | B 48 | B 60

Tabela 9: Valores para as notas da Escala Cromdtica

15



MUSICA E SEUS ELEMENTOS ARITMETICOS, ALGEBRICOS E GEOMETRICOS

Percebemos um comportamento repetitivo na tabela. Apés Si vem D&, antes de todos
os Dos estdo sempre Sis, ndo importa qual Si ou D6 escolhamos. O mesmo vale para
as demais notas. Isso sugere um comportamento ciclico na distribuicdo das notas ao
longo da Escala Cromatica. Entdo é possivel utilizar determinar qual nota vem apoés k

semitons baseado na aritmética dos restos.

Essa relagdo é chamada relacdo de equivaléncia , e usamos a notacao:

k = I mod nfll

parak, I meZ,, m#0,e0 <l <m

No nosso caso m = 12 entdo atribuiiriamos as notas os valores da tebela(10):

C
C# ou Db
D
D# ou Eb
E
F
F# ou Gb
G
G# ou Ab
A
A# ou Bb
B 11

|0 (IN|on|lh|lW|INIPR|O

[
(=)

Tabela 10: Valores para as notas da Escala Cromdtica em moédulo 12

Se temos um La e desejamos subir 20 semitons
20 = 8 mod 12

Ou seja, é equivalente a subir 8 semitons e chegar em um F4, apenas diferindo de

oitavas.
Em posse desse conhecimento, fazemos a seguinte observacao:
e de D6 para Sol é uma quinta, que sdo 7 semitons;

e de D6 para Fa é uma quarta, que sdo 5 semitons.

1 1&-se k é congruo a I médulo m, e significa que m divide (k — I), ou em nota¢io matemdtica, m|k — I

16



2.1 PADROES MATEMATICOS DA ESCALA CROMATICA

Através das quintas e das quartas é que se determinou a Escala Cromadtica com todos
os seus 12 semitons. Veja o comportamento delas segundo a aritmética dos modulos,
comecando pelas quintas:
quinta — G
0 +7 = 7

quinta — D
7 +7 = 14 = 2mod12

quinta — A
2 +7 = 9

A quinta — E

9 +7 = 16 = 4mod12
quinta — B
4 7 =11

B quinta — F#
11 +7 = 18 =6modl2

F# quinta — C#
6 +7 = 13 = 1mod12

C# quinta — G#
1 +7 = 8

G# quinta — D#
8 +7 = 15 = 3mod12

D# quinta — A#
3 +7 = 10

A# quinta — F
10 +7 = 17 =5mod12

quinta — C
5 +7 = 12 = Omod12

17
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Agora para as quartas:

18

quarta
+5

quarta
+5

quarta
+5

quarta
+5

quarta
+5

quarta
+5

quarta
+5

quarta
+5

quarta
+5

quarta
+5

quarta
+5

quarta
+5

Bb
10

Eb
15 = 3mod12

Ab
8

Gb
13 = 1mod12

F#
6

B
11

E
16 = 4mod12

O

D
14 = 2mod12

C
12 = Omod12



2.1 PADROES MATEMATICOS DA ESCALA CROMATICA

Colocadas dessas formas essas informagde parecem apenas fatos interessantes e pon-

tuais. Tomemos alguns pontos mais formais sobre aritmética e algebra abstrata.

2.1.1 Elementos de Algebra Abstrata

Nesse capitulo faremos uma revisdo dos conceitos essenciais para compreender o
comportamento matematico existente nas escalas musicais. Usaremos algumas ideias
de Hefez (2006) [13]], Evaristo (1999) [11].

Definicao 3. Seja * uma operacao binaria no conjunto X. O elemento e € X diz-se

elemento neutro para esta operagao se e sé se
Xke=e*xx=x,
Vx € X.

Proposicdo 2.1. Unicidade do Elemento Neutro: Toda a operagdo bindria tem no mdximo

um elemento neutro.

Demonstragdo. Suponha-se que e e ¢ sdo ambos elementos neutros para a operacao .

Temos entao:

e x ¢ = é(porque e é elemento neutro),

e x & = e(porque ¢ é elemento neutro).

Concluimos portanto que e = é. O

Quando a operagdo * tem identidade e, é possivel introduzir a no¢do de elementos

inversos. A definicdo € a seguinte:

Definicdo 4. O elemento x € X diz-se invertivel se e s6 se existe y € X tal que:

X*xy=yxx=e.

Neste caso, y diz-se inverso de x.

Proposicao 2.2. Inverso: Seja * uma operagdo associativa em X. Se x € X tem inverso

a direita y , e inverso a esquerda z, entdo y = z e x € invertivel.

19



MUSICA E SEUS ELEMENTOS ARITMETICOS, ALGEBRICOS E GEOMETRICOS

Demonstragdo. Supomos que y,z € A sdo tais que x * y = z * x = e. Temos entao

xxy=e =zx(X*xy)=z porquezxe=z
= (z*x)*xy =z porque a operacdo € associativiva
=exy=2z porque z x x = e

=Yy=z porqueexy =1y
O

Definicdo 5. A estrutura algébrica (X, *) diz-se um mondide se satisfaz as seguintes
propriedades:

i) A operagao *x tem identidade em X;

ii) A operagdo € associativa, i.e., (x * y) *z = x * (y * z), para Vx,y,z € X.

Definicdo 6. O mondide (G, *) diz-se um grupo se e s6 se todos os elementos de G sdo

invertiveis. O grupo diz-se abeliano se a sua operacdo é comutativa.
Proposicao 2.3. Se (G, x) é um grupo (com elemento neutro e), temos:
D) Seg,geheGegxh=g¢"xhouhxg=hxg,entdo g=g (leis do corte);
ii) Em particular; se g x g = g entdo g = e;

iii) A equagdo g * x = h (respectivamente x x ¢ = h), tem como solugdo tinica x = g~ * h

(respectivamente x = hx g~1 ), onde g~1 € o inverso de g em relagdo a .

Demonstracdo. 1)
gxh=¢*xh = (¢gxh)yxh '=(¢*xh)xh~! porque h é invertivel
= g*x(hxh 1) =¢ *(hxh~!) por associatividade
= gxe=g"xe porque hxh ' =e
=g=g porque e € identidade
A demonstracdo para h * g = h * g’ segue analoga. Provando assim (i).
i)
gxg=g = gxg=g*e porque gxe=g
=g=e
iii)
gxx=h =g lxgxx=¢g1xh aplicando ¢! em ambos os lados
=exx=g 1xh porque g lxg=e

=x=g¢1xh porque e x x = x

20
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A demonstragdo para x * g = h segue andloga. Provando assim (iii).

O]

Definicdo 7. Um subconjunto nao-vazio H de um grupo (G, *) € chamado de subgrupo

de G se, e s se, H é um grupo com a operacéo de G.

Proposicao 2.4. Um subconjunto ndo-vazio H de um grupo (G, ) é um subgrupo se, e

S0 se:
i) eg € H;
ii) sea,b € Hentdoaxb € H;

iii) sea € H, entdoa ! ¢ H

Demonstragdo. Verifiquemos inicialmente que a operagdo * estd em H pela definicdo
de subgrupo e que a operagdo sendo associativa em G é associativa em qualquer sub-

conjunto e, em particular, é associativa em H.

i) da definicao de de grupo, H possui elemento neutro é. Da definicdo de subgrupo,

H C G, logo, é € G. Como o elemento neutro € Unico, ¢ = eg

ii) Como G é fechado em relagdo a %, da definicdo de subgrupo H é fechado em

relacdo a *, logoa*x b € H;

iii) pela definicdo [6] para ser um grupo todos os elementos de H se todos seus ele-
mentos sdo invertiveis. Como G é fechado em relacdo a *, H é fechado em relacdo

axea leH

O]

Em particular, para nossa analise futura, R forma um grupo em relacdo a soma (IR, +)
e em relacdo a multiplicacdo (R*, -). Como Z C R, em particular Z é um subgrupo de
(R, +) e de (R*, ).

Definicao 8. Congruéncia médulo H: Sejam (G, *) um grupo e H um subgrupo de G.
Dados a,b € H dizemos que a é congruente a b médulo H se e s6 se, a xb~! € H.
Nesse caso, escrevemos a = bmod H. Caso contrdrio, dizemos que a ndo é congruente
a b mod H e escrevemos a # bmod H. Chamamos esta relacdo bindria em G de

congruéncia modulo H.
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Mais uma vez olharemos para os grupos (Z, +) e (Z*,-), que levam a fazer sentido
a relacdo de equivaléncia (ou congruéncia), antes citada em Z*, mas agora também

para Z~

Definicdo 9. Grupo Ciclico: Um grupo (G, -) é chamado ciclico se e s6 se existe a € G,

tal que G = (a) = {a";n € Z}. Nesse caso, dizemos que a é um gerador de G.

Definicao 10. Grupo modular em Z,,: Um grupo em Z,, é um grupo contido em Z,

com{meZt/Z,=0,1,...,m—1}. Por construcdo Z,, é um grupo ciclico.

Proposicao 2.5. Sejam a,b,m,n € Z. comm,n > 1.

Se a = bmodm e n|m, entdo a = bmodn

Demonstragcdo. Sem perda de generalidade, suponha b > a.

Se a = bmodm , entdo m|(b — a). Como n|m segue que n|(b — a) O

Proposicao 2.6. Geradores de Z.,,: Os geradores a de Z, sdo tais que mdc(m,a) = 1

Demonstragdo. Como Z,, C Z., pela defini¢do [9] os geradores de Z,, sdo da forma

{a";n € Z.}. Logo a™ = 0mod m, Logo ™ = 1modm, ..., a" = (m — 1) mod m.

Suponha mdc(m, a) = k, coma = k- p1* ... p,", todo elemento gerado é multiplo

de k, e por consequéncia todo elemento de Z,, sera a” = 0 mod k.

Pela proposicéo todo elemento de Z,, é tal que:
a=bmodm = a=bmodk

Para todo b < k. Logo, b = 0, pois para cada a" todo elemento de Z,, é multiplo de k,

o que implica que k =1

2.1.2 Elementos de Aritmética e Algebra em Muisica

Agora temos elemento suficientes para olhar para a Escala Cromadtica (ou mesmo

uma escala cuja oitava esta dividida em n parte).

Definicdo 11. A Escala Cromadtica é um subgrupo do grupo modular Z,, para a opera-

cdo de soma, que representaremos por (Zq3, +).
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Essa definicdo nos explica porque as quintas e as quartas sao responsaveis pela cons-
trucdo dela:
mdc(12,5) = 1
mdc(12,7) =1

Quartas e quintas, sdo geradores para (Z;, +)

Analogamente, 1 e 11 (segunda menor e sétima) completam o grupo dos geradores
de (Z12,+)

. . . 1 .

Na musica moderna, o semiton é v/2 = 212, em outras palavras, cada unidade de
(Z17,+) pode ser escrita como %an. Usando o logaritmo, a variacdo de frequéncias
continua fazendo sentido para a soma em (Z1,+), € 0 elemento que une essas duas

ideias é numerador da fracao %, tal que k = bmod 12.

Para o grupo (Zy3, -) é possivel transpor a multiplicacdo, visto que um elemento do

grupo, multiplicado por 3, nos leva a:
k k 3
351n2 = (Elnz) .
2.1.3 A Oitava e a Base 2

O principal elemento comum das Escalas Pitagdrica, Justa e Temperada é a oitava.
N3o ao acaso, mas relacionada a consonincia existente entre a oitava e a tonica ser
muito maior que com os demais harmonicos. Conforme mostrado anteriormente (cap.
1.4.2 e tabela [13), a relacdo de uma frequéncia sonora f; com sua oitava estd na
proporcdo 2 : 1, ou seja, a oitava possui uma frequéncia que é o dobro de f;. A propria

construcao da escala temperada ja utiliza o 2 como base para a sua razao.

Frequéncias | Nome Musical
f1 Tonica
2f 12 Oitava
4f 22 Oitava
8f1 3% Oitava

Tabela 11: Oitavas e Base 2

As poténcias de 2 (4, 8, 16, ...) essencialmente sdo interacOes de oitavas.
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Como vimos anteriormente, a Escala Cromatica (12 semitons) e a oitava foram os
padrodes escolhidos, mas € possivel fazer escalas com outros inteiros como base ou com
mais de 12 semitons ( chamaremos qualquer um desses casos de escalas n-cromaticas
). Entretanto o que verificamos € que se essa relacdo ndo continua expressa em funcao

das oitavas, chegamos em um intervalo irracional.

Por exemplo, expressar uma escala baseada no 3 e obter um oitava:

3% .f1=2f
=3"=2
Que somente faz sentido para um x irracional.

E mais, qualquer intervalo temperado que ndo seja uma oitava, € irracional. Veja o

teorema que Wright (2009, [21]) cita sobre escalas e oitavas:

Teorema 2.7. Irracionalidade do Intervalo Igualmente Temperado:

Seja I um intervalo entre duas notas na escala n-cromdtica. Se I ndo é uma interagdo

de oitavas, I € um intervalo irracional.

Demonstracdo. Suponha que I tem razdo x € Q*. O intervalo modular dado por I esta
em Z tem ordem finita, i.e., n interacdes de [ implica em k oitavas, para algum inteiro

positivo n e algum inteiro positivo k, ou seja:

Sabemos que x possui fatoragdo tnica x = p1*1.p5*...p;".onder >0, p1, p2,..., pr

sdo primos distintos e a1,42,...,&, # 0. o que nos leva a:

X" = (p1Mph2 .. iyt = 2k

Como 2F é de base 2, 0 Unico primo possivel na fatoragdo de x" é p1 = 2.

Logo, x" =21 é um intera¢do de oitavas.
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2.2 ELEMENTOS GEOMETRICOS EM MUSICA

2.2.1 Notagdo e Representagdo Grdfica Tradicional da Musica

Em musica (principalmente em musica erudita) ¢ muito comum o uso da pauta de
cinco linhas (ou pentagrama) para transcricdo das obras. Ela pode ser simples (figura

[6) ou mesmo conter multiplas combinagdes (figuras[7]e[8).

Figura 6: Pauta de 5 linhas

Figura 7: Pauta dupla de 5 linhas
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Figura 8: Pauta de 5 linhas contendo multiplas “entradas” (claves)

Nesse sistema, no inicio de cada linha € incluida uma clave (chave), que denota a
nota de referéncia. Desta forma podemos deteminar a altura de uma nota em Escala
Diatonica ou em Escala Cromadtica. A clave mais conhecida € a clave de sol (figura ED,
entretanto hd outras (figura[10).

Figura 9: Clave de sol

F—R—IB—u

Figura 10: Claves de F4, D6 na Terceira Linha, D6 na Quarta Linha e Clave de Percusséo.

A posicédo do simbolo em relacdo as linhas também influencia a altura da referéncia
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0 R

. . || 1 1
Clave de Sol ] — —
(X 7 '

Do BEe Mi Fa Sol La 51 Do Eé Mi Fa Sol Sol{3)

| 158

Figura 11: Posicdo das Notas da Escala Diatonica segundo a Clave de Sol.

Para a clave de sol, as notas ficam com a seguinte disposicao na Escala Diatonica
(figura[11])

Essa referéncia pode ser estendida para a pauta dupla (figura[12]) ou para multiplas
pautas (figura[13]).
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L1y ] utinu
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Do Be Mi Fi Sol La S Do DoRé Mi Fi SelLa Si Do

"
;
=

Figura 12: Posicdo da Notas da Escala Diatonica segundo as Clave de Sol e Fa.

£ |
P . 1 1 1
Clave de Sol : : T [ — -
e I 1 1 1 y =
DB B e —
Do BEe Mo Fa Sol La 51 Do Eé Mo Fa Sol Soliy)
Clave de Fa -
{4* linha) i
Mi Fa Sol La %1 Do Re Mi Fa Sol La Si Fa(2)
) " |
Clave de Do B e — — bt
{-I"' l.i.ll.llEl} Ir I : f t . 1I
51 Do BEée Mo Fa Sol La 51 Do Eé Mi Fa Do(3)
: i
Clave de Do ——+—1 —  —
(3" linha) 1 1 — —t—+— i
Eé Mo Fa Sol La S Do Beée M Fa Sol La Do(3)

Figura 13: Posicdo da Notas da Escala Diatonica segundo as Clave de Sol, F4, DS na Terceira
Linha e D4 na Quarta Linha.
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No caso da Escala Cromatica, sdo usados os simbolos referentes ao sustenido e ao
bemol antes de cada ponto na pauta para indicar o aumento ou decréscimo de meio
semitom, ou o bequadro (simbolo fj, anula um sustenido ou bemol em uma escala cujo
acidente faz parte) (figura[14)

éJ;J s se= Ef———

Figura 14: Representacédo de Sustenido e Bemol na Pauta.

Os simbolos usados para marcar cada nota representam a duracdo que cada nota

deve ter quando tocada (figura[15]), ou o tamanho da pausa que o musico deve fazer

(figura[16).

o # a ah ﬁ &

1/2 1/4 /8 1/16 1/32  1/64

[==1

Figura 15: Representacdo de tempo de duracdo das Notas na Pauta.

- = ? o % af o~

——

1 1/2 1/4 /& 1/16 1/32 1 /64

Figura 16: Representacdo de tempo de duracdo das Pausas na Pauta.

H4 ainda diversos simbolos e elementos dentro da teoria musical que ditam com-

passo, ritmo, instensidade com que o acorde é tocado.

2.2.2 Transformagbes Geométricas no Plano

Definicdo 12. Transformacdo geométrica é uma aplicagdo bijetiva entre duas figuras

geométricas, no mesmo plano ou em planos diferentes, de modo que, a partir de uma
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figura geométrica original se forma outra geometricamente igual ou semelhante a pri-

meira

Definicdo 13. Isometria é uma transformacdo geométrica que preserva distancia en-
tre pontos e amplitude dos angulos, i. e., a figura inicial e o seu transformado sao

congruentes.

Definicdo 14. No plano, uma reflexdo de eixo r é uma transformacdo geométrica que

a cada ponto C faz corresponder um ponto C’ , tal que:
e CC’ é perpendicular ao eixo;

e as distancias de C e de C’ ao eixo sdo iguais.

Figura 17: Reflexdo em torno do eixo e

A reflexdo tem as seguintes propriedades:

e Uma figura e a sua imagem por reflexdo sobre um eixo de reflexdo sdo congru-

entes;

e Se dobrarmos a folha pelo eixo de reflexdo r, a figura original e a sua imagem

sobrepdem-se ponto por ponto;
e A reflexdo muda o sentido dos dngulos, mas mantém a sua amplitude.

Definicdo 15. Rotacdo de centro D e amplitude « é uma transformacgdo geométrica

que a cada ponto B faz corresponder um ponto B’ tal que:
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e DB=DB';

e /BDB =u.

Figura 18: Rotagdo ao redor do ponto F
A rotacdo é considerada positiva quando se move no sentido anti-horario e negativa
quando se move no sentido hordrio.

.. ~ . —
Definicdo 16. A translacdo associada ao vetor u pode ser representada por T:e faz

corresponder a cada ponto P um ponto P’ tal que:

1u=PP' .

e As figuras sdo geometricamente iguais;

e As translacoes conservam a direcdo e o comprimento de segmentos de reta, e as

amplitudes dos angulos.
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Figura 19: Translacéo pelo vetor U

Definicdo 17. Uma translacéo refletida (ou reflexdo transladada ou glissoreflexdo) é
uma isometria que resulta de uma reflexdo seguida de uma translacéo paralela ao eixo

de reflexdo.

Essas transformacoes sdo todas isométricas. Ha outras transformacées que nao sdo

isométricas, como o homotetia.

Definicio 18. Uma homotetia é definida pelo seu centro O e por uma razio k. E a

aplicacao afim que a cada ponto P faz corresponder o ponto P’ tal que

- —
OP'=kx OP.

e O ponto O € o centro da Homotetia.
e O numero real k é a razdo da homotetia:

- Se |k|> 1, a imagem é maior que o objeto e a homotetia é uma ampliacéo.
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Figura 20: Glissoreflexdo pelo vetor U

Homotetia positiva

Figura 21: Homotetia positiva e negativa em relacdo ao ponto E

- Se |k|< 1, a imagem é menor que o objeto e a homotetia é uma reducéo.

A hometeia conserva direcdo, paralelismo, amplitude e o sentido dos angulos orienta-

dos.
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2.2.3 Transformagdes Geomeétrica presentes na Miisica

O uso de padrdes na composi¢do musical é pratica muito comum por diversos com-
positores, e inclusive a aplicacdo de repeticdes de determinaos trechos ocorre com
frequéncia também. Vemos isso com bastante facilidade analisando as pautas musi-
cais. Neste texto usaremos a metodologia sugeriada por de Marins, Pompeu e Bassa-

nezi, 2015 [8]], para identificar as transformacdes geométricas presentes na musica.

No intuito de estabelecer um método de representacdo de uma deter-
minada melodia numa codificagdo coerente para uma analise matematica,
faremos uso de um plano com um sistema de coordenadas cartesianas x0y,
uma representacdo bastante trivial do ponto de vista cientifico. Cada nota
da escala musical utilizada nas composi¢des tem propriedades que a iden-
tificam. Duas dessas propriedades sdo “frequéncia de oscilacdo do som”,
chamada de altura, e “ periodo temporal em que esse som é executado”,
ou seja, sua duracao. Podemos, entdo, traduzir uma partitura musical atra-
vés de uma funcédo discreta f(t) que relaciona a cada nota um valor inteiro,
por exemplo: dé = 0, do# = 1, ré = 2, ré# = 3 etc, conforme demonstra

a figura

-,

| B &
| ]
-

SR e i
|I'? I éllJ#llld.‘"ﬂ T T T #FT T T 1 w_ﬂfl "Ihilihﬁ

Figura 22: Representacdo de uma partitura musical em um plano x0y [8]].
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No gréfico anterior, o eixo y apresenta a informacéo relacionada a altura
do som, isto é, tomando-se como referencial a nota dé central (frequéncia
de 261 Hz) quanto mais aguda - em relacdo ao d6 central - for essa nota
mais sua representacao estara deslocada superiormente e, da mesma forma
quanto mais grave for uma dada nota em relacdo ao dé central, mais sua
representacdo estard deslocada inferiormente. A duragdo da nota, que in-
dica o tempo no qual ela deve continuar sendo executada é associada ao
comprimento de cada segmento horizontal, na convencéo grafica adotada.

(de Marins, Pompeu e Bassanezi, 2015 [8])

Usando esse artificio os autores [|8] mostraram como as transformac¢de geométri-
cas estdo presente na musica utilizando-se para isso de exemplos de fugas e canones
encontrados em composi¢des de Bach(figuras 23| e [24).

Johann Sebastian Bach foi um dos maiores compositores do periodo Barroco.

7

A palavra “barroco” é provavelmente de origem portuguesa, significando
pérola ou joia de formato irregular. De inicio, era usada para designar o
estilo da arquitetura e da arte do século XVII, caracterizado pelo emprego
excessivo de ornamentos. Mais tarde, o termo passou a ser empregado pe-
los musicos para indicar o periodo da histéria da musica que vai do apareci-

mento da épera e do oratétio até a morte de J. S. Bach. (Bennet, 1988 [3]]).

No inicio do periodo barroco, os canones eram as composicoes mais co-
muns e distinguiam-se muito pouco do cantochao unissono da Idade Média.
Eles baseavam-se numa simples defasagem da melodia inicial em cada voz
ou instrumento executante. Assim, sob a andlise grafica proposta, tais me-
lodias seriam apenas translacoes horizontais (no eixo x). O fator dessa
translagdo, isto €, o inicio da melodia da segunda voz coincidindo com um
momento adequado da primeira voz deve ser tal que a execucgdo simultanea
das melodias cause uma sensacdo agradavel ao ouvinte. A determinacdo
dos valores possiveis de tal coeficiente ndo sera aqui apresentada, ja que
demandaria um aprofundamento na teoria de harmonia, que nao é o foco
do presente estudo. Posteriormente, os canones, principalmente nas obras
de Bach, sdo aprimorados e ja ndo ocorre uma simples defasagem da melo-
dia, mas também uma translagao vertical (no eixo y), pois a segunda voz

executa uma melodia tendo um inicio defasado em relacdo a primeira e
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com todas as notas mais agudas ou mais graves que as da primeira voz.
O célculo desse fator de deslocamento também exigiria um estudo mais
aperfeicoado de harmonia e nédo serd aqui apresentado. Nos trechos apre-
sentados a seguir é possivel visualizar um caso de translagdo horizontal
simples, no cAnone n°2 da “Arte da Fuga” (figura[25).

Também € possivel observar uma translagdo obliqua (vertical e horizon-
tal) na fig. em que é representada a variacdo n°18 das “Variacoes
Goldberg”.

Devido ao desenvolvimento técnico e cultural da época e as experién-
cias realizadas por Bach, surge a forma de composi¢do conhecida por fuga,
caracterizada por um tema que € apresentado e depois modificado de diver-
sas maneiras. Uma dessas maneiras € o contraponto por inversao que pode
ser observado, em nossa representacdo matematica como uma reflexao ho-
rizontal composta com uma translacao horizontal. O trecho analisado é da
15%variacdo das “VariagOes Goldberg” [27]

Também pode ser percebida em algumas composicoes uma reflexdo verti-
cal quando a melodia complementar executa a melodia principal invertida
em relacdo a uma reta paralela ao eixo y3. Essa transformacdo garante a
sensacao musical de repeticdo do motivo inicial, porém executado com a in-
versdo do tempo (do fim para o comeco). (de Marins, Pompeu e Bassanezi,
2015 [8)
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Figura 23: Trecho Musical original (a) e representacdo da translagdo horizontal (b) e vertical

(o) [8].
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Figura 24: Trecho Musical original (a) e representacdo da reflexdo horizontal (b) e vertical

(o) [8].
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Figura 25: Canone n°2 da “Arte da Fuga” - Translacéo horizontal [8]]
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Figura 26: Variacdo n°18 das “Variacoes Goldberg” - Translacoes horizontal e vertical
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Figura 27: Variacdo n°15 das “Variagdes Goldberg” - Reflexdo e Translacdo horizontais [8]]
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Figura 28: Canone a duas vozes da “Oferenda Musical” - Reflexdo vertical [8]]
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VIBRACOES, SONS PUROS E A TEORIA DE
FOURIER

3.1 A SENOIDE E AS ONDAS

A ciéncia descreve o som como uma onda mecéanica (figura [29) que se propaga
normalmente pelo ar. Entretanto, o meio de propagacdo também pode ser um liquido
ou um solido (como a madeira ou metal, materiais de construgdo de instrumentos

musicais, ou o nylon, material de uma corda).

2

/\ N /\ N /\ N
—\/ iV

2 sz Vn 72

11z 13mi2 v

Figura 29: Representacdo grafica de uma onda conforme interpretacdo cientifica

Os matematicos e fisicos costumam representar uma onda por uma funcéo trigo-
nométrica. As funcgdes trigonométricas sdo classificadas como funcdes periddicas, i.e.,
funcoes f(x) onde dado certo valor k, temos f(x) = f(x+k) = f(x+2k) = --- = f(x +nk).

Nesses casos k é chamado de periodo da onda.
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Dentre as funcdes trigonométricas, destacamos as fungdes seno e cosseno, pois sao

as mais adequadas para descrever uma onda.

f:R—[-1,1], f(x) =sen(x) (3.1)

f:R—[-1,1], f(x) = cos(x) (3.2)

Dados a,b,ced € R, coma, b # 0 temos:

f:R—[-a,a], fx)=a (sen(bx + c)> +d (3.3)

f:R—[-a,a], f(x)=a (sen(bx + c)) +d (3.4

O gréfico do seno é chamado senoide e do cosseno, cossenoide. Ambas as funcoes

possuem graficos semelhantes, onde 4, b, c e d representam as seguintes caracteristicas:

AMPLITUDE: como as imagens de ambas funcdes estdo restritas ao intervalo [—1, 1],
quando as multiplicamos por uma constante a, suas imagens passam a ficar res-

tritas ao intervalo [—a, a] (figura[30);

y

g(z) = 3 sen(z)

Figura 30: senx (em preto) e 3senx (em vermelho)
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PERIODO: por sua origem no circulo trigonométrico, € natural esperar que 7t esteja

de alguma forma relacionado a essas fungoes. O periodo de repeticao delas é 2,
i. e.

sen(x) = sen(x +2m) = - - - = sen(x + n27)

cos(x) = cos(x +27T) = - - - = cos(x + n2m).

A partir disto, multiplicar o dominio da fun¢do por uma constante b provocara
uma variagao inversamente proporcional em seu periodo, i.e, se a onda possui
periodo x, ao multiplicar por uma constante b, (b # 0) veremos na imagem
grafica da funcdo no espaco doperiodo x, agora “cabem” b periodos. Se olharmos
a figura 31} veremos que ao multiplicar o dominio por dois, hd dois periodos em
comparacao a onda original, o que nos mostra que ele ficou mais curto; dividindo
o dominio por dois, somente fica metade em relacdo ao original, ou seja, ele ficou

mais comprido:

PN TN

/,(J = sen (0.5§)

Figura 31: senx (em preto) , sen% (em azul) e sen2x (em vermelho)

DESLOCAMENTO HORIZONTAL (FASE): Nao é necessario que o seno inicie em (0, 0)e

o cosseno inicie em (0, 1). Um deslocamento de ¢ no dominio da fung¢éo nos per-
mite determinar deslocar o ponto de inicio do grafico (figura|32)).

Por conta disso, podemos nos apropriar do fato que:

sen(x) = cos(x — g). (3.5)
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9 () sen (z + 1)

Figura 32: senx (em preto) e sen(x + 1) (em vermelho)

Essa igualdade nos mostra basta um deslocamento na fase de uma das fungdes

para que seus graficos sejam coincidentes (figura 33)):

2 Vil

|
-

~

Figura 33: senx (em verde) e cos(x — %) (em verde)

DESLOCAMENTO VERTICAL: As func¢bes seno e cosseno sdo restritas ao intervalo
[—1,1], i.e., nas suas formas simples (f(x) = senx e f(x) = cosx)o maior valor
que a funcao atinge € 1, e o menor valor é —1, ficando restrita a atingir valores
entre esses dois. Entretanto, podemos deslocar essa funcdo em relacdo ao eixo
vertical somando uma constante d. Isso fard com que a curva “suba” ou “desca”,

e a imagem ficard restrita a [—a +d, a + d] (figura[34).

Agora, podemos adequar qualquer onda periédica simples por uma fungao seno.
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Figura 34: senx (em preto) e 1 + senx (em vermelho)

3.2 SONS PUROS E O OUVIDO

Quando falamos em ouvir ou perceber sons, devemos lembrar que ha diversos “ti-
pos” de ondas. Nossos érgéos sensitivos possuem a capacidade de perceber diferentes
frequéncias de ondas. Enquanto os olhos percebem certo espectro da chamada luz
visivel, nossos ouvidos ja ndo percebem. Ha certas frequéncias que nem mesmo sdo

audiveis ou visiveis, mas que eventualmente percebemos.

O som possui algumas qualidades que o caracterizam:

e ALTURA: A altura de um som estd relacionada a frequéncia da onda que o des-
creve. Para nossos ouvidos, uma onda com maior altura possuira maior frequén-

cia e soara mais aguda.

A definicdo cientifica de frequéncia diz que ela é a periodicidade com que certo
evento acontece. Podemos definir a frequéncia f de uma onda de periodo T

como:

1
f== (3.6)

A unidade de medida de frequéncia é o Hertz (Hz).

e INTENSIDADE: A intensidade de um som estd relacionada com a amplitude da
onda que o descreve. Uma onda com maior amplitude terd maior intensidade, e

assim perceberemos um maior volume (medido em decibeis, dB).

e DURACAO: A duracio de um som é o tempo que nossos ouvidos o percebem.
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e TIMBRE: O timbre de um som é uma qualidade ou caracteristica prépria do som,
que nos faz distinguir vozes de pessoas diferentes, ou o som de instrumentos

diferentes, ainda que estejam tocando a mesma nota. E]

Nossa capacidade de ouvir um som esta ligada a forma que o ouvido se adequou ao
longo dos anos a mecanica do som. Entretanto hd limitagdes do espectro audivel, nao

s6 da nossa espécie, mas de outras como ¢ possivel verificar na tabela

Espécies Faixas de Frequéncias (Hz)
Tartaruga 20 - 1000
Peixe-dourado 100 - 2000
Sapo 100 - 3000
Pombo 200 - 10000
Pardal 250 - 12000
Humano 20 - 20000
Chimpanzé 100 - 20000
Coelho 300 - 45000
Cao 50 - 46000
Gato 30 - 50000
Porquinho-da-india 150 - 50000
Rato 1000 - 60000
Camundongo 1000 - 100000
Morcego 3000-120000
Golfinho-Roaz 1000 - 130000

Tabela 12: Faixa de Frenquéncia Auditiva de Diferentes Espécies

(Por R., FAY, em Benson, 2007 [4])

Segundo Roederer (2002) [18]:

Quando um som causa um movimento harmoénico simples do timpano
com caracteristicas constantes (frequéncia, amplitude, fase), ouvimos o
que é chamado de som puro. Um som puro soa desinteressante, e a musica

ndo ¢ feita simplesmente de sons puros.

1 Apesar de estarmos falando de sons puros, o timbre esta intimamente ligado a sobreposi¢do de ondas,
principalmente dos harménicos. Essa sobreposicédo de ondas de diferentes frequéncias determina o timbre
do som.
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Entretanto, podemos compreender como o ouvido percebe os sons a partir do seu
comportamento para sons simples. A estrutura ouvido externo (orelha, concha, canal)
sdo responsaveis pela captacdo do som, que fazem o timpano vibrar, e por consequén-
cia, fazem o trio de ossos martelo, bigorna e estribo vibrarem também. Ossos que tem

por fungdo transmitir as vibracoes para o ouvido interno, pela coclea.

Ouvido externo Ouvido Ouvido interno
médio

Aparato vestibular com
com canais semicondutores

Nervo vestibular

Ossiculos
=
K]
=
=

Nervo coclear

(

(a)
Pavilhio Coclea
s ‘Janela redonda
Timpano .
(" (membrana timpénica) Trompa de Eustdquio
\ Janela oval
Cavidade nasal
Cadeia de ossos
Hapelnovi] Pesitint Membrana basilar
| |
® Tmpao— ) () 000 Helicotrema
Apice

Base Disténcia linear ao longo X
da membrana basilar

Figura 35: (a) vista esquematica do ouvido (Flaganagan, 1972, figura 4) (fora de escala); (b)
a céclea desenrolada (bem simplificada); em ROEDERER, 2002 [18]]

A céclea, do tamanho de uma bola de gude, é um ttinel em espiral, como
uma casca de caracol, através do osso temporal humano. Essa cavidade,
vista na Figura [35|b numa versdo estendida e altamente simplificada, estd
dividida em dois canais, scala vestibuli e scala timpani, preenchidos com
um liquido incomprimivel, o perilinfo (um liquido filtrado diretamente do
fluido cérebro-espinhal). Ambos os canais se comportam como um Unico
sistema hidrodinamico por estarem conectados numa das extremidades, o

apice, por meio de um pequeno orificio no duto que os separa. Esse orifi-
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50

cio se chama helicotrema. A secdo inferior estd isolada por uma membrana
elastica na “janela redonda”(Figura [35|b). A parti¢cdo que separa ambas as
scalae é , ela propria, um duto altamente estruturado, de secdo transver-
sal triangular também chamado scala media (Figura [3€]), preenchido com
outro fluido, o endolinfo. As suas fronteiras sdo a membrana basilar, que
comporta o proprio 6rgao sensorial (6rgao de Corti), a membrana Reissner,
que serve para separar o perilinfo de endolinfo, e a parede lateral rigida da

coclea.

Scala vestibuli (perilinfo)

Stria vascularis

Scala media (endolinfo) B8

Células capilares ~ Membrana

Externas lectorial
as

Internas

Lamina
reticular

Membrana
basilar

nervosas

!ESP"“I . Barras e tdnel
intraganglidnica de Corti 1O
Ligamento
espiral
Scala tympani (perilinfo)

Neurdnios cocleares

Figura 36: Secdo transversal do érgao de Corti. Em ROEDERER, 2002 [[18]

A elasticidade da membrana basilar determina as propriedades hidrodi-
namicas basicas da coclea. Num ser humano adulto, a membrana tem cerca
de 34 mm de comprimento desde a base (a extremidade da entrada) até
0 apice; por causa da sua variacio gradual de largura e espessura, hd um
decrécimo de 10000 vezes na rigidez, desde a base até o dpice, o que da
a membrana basilar a sua funcdo fundamental de andlise de frequéncias.
As vibragbes transmitidas pela cadeia de ossos a janela oval sdo converti-
das em oscilacoes pelo perilinfo na scala vestibuli. As diferencas de pressao
resultantes, através da dibisdo coclear, entre as duas scalae flexibilizam

a membrana basilar para cima e para baixo, colocando-a em movimento
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com uma bandeira tremulante; a medida que essa onda se propaga para
o apice, a sua amplitude chega ao maximo num certo ponto que depen-
derad da frequéncia de entrada e serd amortecida rapidamente na direcéo
do 4pice. Cerca de 16000 unidades receptoras, chamadas células capilares,
dispostas em uma fileira “interna” e trés dispostas em fileiras “externas” ao
longo da membrana basilar, captam os movimentos desta ultima e passam
os sinais as células nervosas, ou neurénios, que estdo em contato com elas.
(ROEDERER, 2002, [[18])

3.3 SOBREPOSIGCAO DE SONS SIMPLES

Ao compormos duas ondas senoidais podemos ter diferentes resultados.
FREQUENCIAS, FASES E AMPLITUDES IGUAIS

a senx +a senx = 2a senx

Que gera uma duplicacdo da amplitude (figura [37).

Figura 37: 2senx + 2senx = 4senx . 2senx (em verde), 2senx (em preto) e 4senx (em azul)
FREQU]::NCIAS E FASES IGUAIS, AMPLITUDES DIFERENTES
a senx +b senx = (a +b) senx

Que gera uma soma de amplitudes (figura|38]).

FREQUENCIAS E AMPLITUDES IGUAIS, FASES DIFERENTES

senx +sen(x +¢) :Zsen((x)+(2x+¢)) cos<(x)_§x+¢)) :ZSen(zx;(P) cos(2x2+¢)
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Figura 38: 2senx + (—3)senx = (—1)senx . 2senx (em preto), (—3)senx (em vermelho e )
(—1)senx (em azul).

Como os picose vales (pontos maximo e minimos locais em um gréfico ) néo
coincidem mais, o maximo e o minimo da funcao resultante € menor que a soma

da amplitudes. Além disso, hd um deslocamento na fase da onda resultante

(figura[39).

¥

w2 EZ) & EZ)

Figura 39: senx (em preto), sen(x + 1) (em vermelho) e senx + sen(x — 1) (em azul).
Para o caso fases opostas temos:

senx + sen(—x) = 2 sen(oc);j) COS(OC)_ZJ) =2 sen(%) cos(zjx) =0

Que anula a funcao (figura [40).

AMPLITUDES IGUAIS E PERIODOS DIFERENTES Formalmente, temos:

senx +seny = 2 sen(gczﬂ) cos(%)
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Figura 40: senx + sen(—x) = 0. Sen(x) (em preto), sen(—x) (em vermelho) e senx + sen(—x)
(em azul)

Graficamente, sdo provocadas diferentes distorcoes na onda. Os casos abaixo sdo

(y = kx) (figura[41), e caso (y = kx + ¢) (figura[42).

Figura 41: senx (em preto), sen2x (em vermelho) e senx + sen2x (em azul)

Figura 42: senx (em preto), sen(2x + 7r) (em vermelho) e senx + sen(2x + 7v)(emazul)
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Verificamos que tanto a diferenca de fases, mas principalmente a diferenca de frequén-
cias pode gerar grandes distor¢oes na onda resultante (a sobreposicdo de sons comporta-

se como um sistema linear).

Especificamente para a audic@o, a percepcdo das ondas originais a partir da resul-
tante pode ser bem dificil. Roederer (2002) [[18] mostra diferentes estudos sobre a
audicdo de ondas sobrepostas duas a duas, e percebe-se que especialmente para pe-
quenas diferencas pode ser muito difificil de se perceber. Esse fenémeno auditivo é
chamado de banda critica é parte do mecanismo psicofisico de diferenciacdo desses

sons. A figura [43|mostra os limites da banda critica.

Hz gng
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o

o
1

.
.
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500 1000 2000 3000 4000 5000
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Diferenga de freqiiéncia f»

N C U R N
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Figura 43: Largura da Banda Critica Afcp e o limite de discriminacdo da Frequéncia central.
Largura da Banda Critica Afcp (segundo Zwicker, Flottopr e Stevens, 1957) e o limite de
discriminacdo da Frequéncia central de um estimulo de dois sons (escalas lineares). A diferenca
de frequéncia correspondente a trés intervalos musicais é mostrada para comparacdo. Em
Roederer (2002) [18]

3.4 A TEORIA DE FOURIER

Assumindo agora que senos e cossenos representam as mesmas ondas, apenas com
diferencas de fases, voltemos a analisar o comportamento da um corda vibrante e a

andlise do movimento harmonico.

No século XVII um tema muito estudado foi o comportamento das ondas e das fun-

¢Oes que as descreviam.

54



3.4 A TEORIA DE FOURIER

Joseph Fourier trouxe uma teoria que mostra como elas poderiam ser representadas

através de harmonicos (senos e cossenos) ou séries complexas.

Considere uma particula de massa m, submetida a uma forca F em direcdo a posi-
cdo de equilibrio y = 0, cuja magnitude € proporcional a distincia y da posicdo de

equilibrio.

F=—k.y

Nesse caso, k é chamado constante de forca do Movimento Harménico Simples.

Pela Lei de Movimento de Newton:

F=m.a

Com
aZy
= or

Combinando essas equacoes temos a equacdos diferencial:
%y  ky
—~ 4+ 2 =0 3.7
o2 m 3.7)
Facamos y(t) = ¢, para um certo A constante. Substituindo teremos:
k At

ket
m

82

@(em) +

. 2
Substituindo 25 (e*) = A2

keAt
AeMe—— =0
m

k
(— + A2> eM=0
m
Como e™ #0, VA finito, temos que a equacéo é zero quando:

£+/\2=0
m
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Fatorando para A, encontramos as raizes complexas:

A= ﬂ ouil= _ﬂ
m m
Araiz A = —% nos fornece a solucao:
_ivk
yi(t) =cre” !

sendo ¢; uma constante arbitraria.

. i ~
Araiz A = % nos fornece a solucao:

iVE
ya(t) = coe !
sendo ¢, uma constante arbitraria.

A solucao geral é dada pela soma das solucoes acima:
ivky

_ivk
y() = y1(t) + ya(t) = ya(t) = () = cre™ m F + coe'

Aplicando a identidade de Euler ¢**"f = e*cos(B) + ie“sen(p) :

y(t) =1 (cos(\/Zt) —1 sen(\/Zt)> ) (cos(\/Zt) +1i sen(\/Zt))

Reagrupando os termos,

y(t) = (a1 + C2)COS(\/zt) +i(—cy + c2)sen(\/zt)

Chamando c¢; +c; = A e i(—c1 + ) = B, temos a solugéo:

k k
y=A cos(\/; t)+B sen(\/; t), (3.8)

que equivale a:

y = c sen( % t+¢) (3.9)

Ondec = VA2+B2etan ¢ = §.
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Figura 44: Corda vibrante fixa pelas estremidades fracionada em 1/2.

Em Benson (2011) [4]

Suponhamos agora que a corda ndo tem um peso fixo, mas que a massa inicialmente
presa na particula agora fica distribuida uniformemente na corda fixa pelas extremida-

des.

Benson (2008) [[4] diz que essa corda vibra com frequéncia f = 2+/k/n t, como visto
na equacao Cada vez que ela é fracionada (i.e. presionada de modo a vibrar com

1/n de seu comprimento, com n € IN) sua frequéncia de vibracdo sera:

y= Acos2\/k/mt)+ B sen(2\/k/m t)
y= Acos(3\/k/mt)+ B sen(3/k/mt)

y= Acos(n\/k/mt)+B sen(n\/k/mt)

Figura 45: Corda vibrante fixa pelas estremidades fracionada em 1/3.

Em Benson (2011) [4]
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Ou seja, é possivel que uma corda vibre com mais de uma frequéncia, e a equacdo

geral do movimento de uma corda vibrante é:

i (An COS(HW t)+ B, sen(rm/k/? t)), (3.10)

n=1

y

Definicdo 19. Dada uma onda de peiodo T, com frequéncia F = 1/T, a velocidade
angular dessa onda sera:

w =2nF

Proposicao 3.1. Dadas duas fungoes periddicas fi e fo de mesmo periodo T, e constantes

reais a1 e ap, a fungdo h(x) definida por:
h(x) = a1 f1(x) + a2 fo(x)

¢ periddica de periodo T.

Demonstragdo. Diretamente temos:

h(x) = a1 f1(x) + a2 fo(x) = a1 f1(x + T) + azfo(x + T) = h(x + T) = h(x)

O]

Sabemos que seno e cosseno sao definidos a partir do circulo trigonométrico, cujo
comprimento é 271, e que seu perido também z’e 27t. Pela proposicdo [3.1| podemos

. 7 27T
concluir que a sen(nx) + b cos(nx) tem periodo <.

Proposicao 3.2. Sejam fi, f> ... fu fungbes periddicas de mesmo periodo T, e constantes

reais a1, &y ... &y. A fungdo H(x) definida por:
H(x) = a1 f1(x) + azfo(x) + ... + & fu(x)

é periddica de periodo T.

Demonstragcdo. Demonstremos por induc¢éo sobre n.

Chamemos:

hi(x) = a1 f1(x)
ha(x) = a1 f1(x) + o fo(x)
h3(x) = a1 f1(x) + o f2(x) + a3 f3(x)
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H(x) = hy(x) = a1 f1(x) + a2 fo(x) + ... + & fu ()

Para n = 2 nossa condicfo inicial é dada pela proposicdo Por hipétese indutiva
temos:

hu1(x) = a1 fr(x) + @z fo(x) + ... + @1 fu-1(x)

Temos entao:

hn—1(X) + n fu(x) = a1 f1(x) + a2 fo(x) + ..+ a1 fru—1(x) + a0 fu(x) = hu(x) = H(x)
O

Ja conseguimos provas que ha ondas periddicas que podem ser descritas como somas
de outras funcdes periddicas.

A seguir sdo apresentadas as relacoes de ortogonalidade (Santos [[19]). Elas sao

ferramentas que nos auxiliardo no calculo dos coeficientes da Série de Fourier:

Proposicao 3.3. Relagbes de Ortogonalidade

ey
T m27x n27x
/0 (cos( T ). sen( ” )) dx=0 (3.11)
b)
T 0, sem#n
/ (cos(mznx) . cos(nznx)) dx=< T (3.12)
0 T n —,sem=n
2
9
T 0, sem#n
/ (sen(mzmc) . sen(”znx)) dx=< T (3.13)
0 T n S Sem=n

Demonstragdo. a)

/OT (cos(sznx) Sen(n2:x)> dx =
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m27tx n2mx m2mx  n2mnx
2/ T ) + sen( T T )dx)—
T Z(m +n)7Tx 2(m — n)mx B
5/0 (sen(#) sen(#)dﬂ =
2m+n)mx T 1 T 2(m — x| T
5)2(m+n)7'c cos(——7 )‘o 212(m — ) 0s( T )‘0 -
1 T T
5 [m cos(2(m +n)m) — N+ cos(O)}
1 T
~5 {m cos(2(m — n)mr) — oy cos(O)} =
Como:
m+n=%ki, m—n=k
m#mn, mn € Zi = ki, k, € Z*
E:
cos2km =1,Vk € Z
2 sgreme ~ srem) 2 a2z =
212m+n)r 2m+m)ym)  212m—m)mr 2m—m)m |
1 1
3[0] —3[0] =0
b) Caso m # n:
T m27x n27mx
/0 (cos( T ). cos( " ))dx =
m27‘cx n2mx m27tx  n2mnx
/ ( A )dx)‘
/ 2(m + n)nx) N cos(z(m —Tn)rcx)dx> _
1 T 2m+n)mx 3T 1 T 2(m —n)mtx 1T
2 [2(171 +n)7w en( T )}0 " 2 [Z(m —n)r en( T )}0 B
T
W [sen (Z(m + 1’1)7‘[) — sen 0} + m [sen (2(m — n)r() — sen O}
Como:
m+n=%k;y, m—n=kp
m#mn, mn e Z; = ki, ko € Z*
E:
senkmt=0,Vk € Z
T T
W+ [sen (Z(m + n)n) — sen 0] + yTETp—Y [sen (2(m — n)n) — sen 0} =0

60



3.4 A TEORIA DE FOURIER

Caso m = n:

T n27mx n27mx
/0 (cos( 7 ) + cos( " ))dx =
n2mx 2
cos( T )) dx =

T
b
/OT (1 +cos(4n77fx)> dx =

1
2
%[x+ %sen@nnxﬂz =

) —-0- %sen(O)} =

Eng

/OT (sen(szﬂx) . Sen(n2:x)> dx =

n
1 T
STy (4
2[ +47TnS€7’l n
1

c¢) Casom #n:

m27tx n2mx m27wx  n27x
2/ T ) — cos( T + T )dx)-
Z(m — n)nx 2(m + n)mx 3
5 ) (o) eon P ) -
T 2(m — n)mc 2(m+mn)mx T
2‘ A —mr T ‘0 +2‘2(m+n)7'[ sen(—— )‘o -
T T
— im—mym [sen (Z(m — n)r[) — sen 0} + Wm+mn [sen (Z(m + n)r[) — sen 0}
Como
m+n=%k;, m—n=k
m#mn, mneZ; = ki, ky € Z*
E:
senkmt=0,Vk € Z
T T
— W —mn [sen (2(m — n)n) — sen O] + W) [sen (2(111 + n)n) — sen 0} =0
Caso m = n:

/OT (sen(nz;rx) + sen(nzfx)> dx =
/OT (sen(nzj?x)ydx =
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X =

T (sen(”zT”x )2 + (sen(”sz‘))2
) : d

;/OT ((Sen(nZ;x))Z + cos(nz,;w) — cos(nzfx)) + (sen(nzfx))Z)dx =

) 1 e o

%’x+ %sen(élnnx) ‘Z =
%‘T+ %sen (47171) —0-— %sen (O) ‘ =

1 T
Ur|-T
2‘ 2
O

A Teoria de Fourier diz que podemos descrever uma onda através de uma série

trigonométrica da forma:

f0) = L;—O +,§ [ancos<27;ﬂn9> + bnsen(zz,ne)} (3.14)

Onde ag, a,, e b,, sdo constantes.

Como o periodo do seno e do cosseno € 27, usaremos a forma:

£(0) = % + i (ancos(n(?) + bnsen(n())) (3.15)

n=1

Vamos agora definir como determinar esses coeficientes.

O primeiro fator relevante é que todas essas séries sdo uniformemente convergentes.

Deste forma temos:

ap-
f(8) = % + :;1 (ancos(n(?) + bnsen(n9)>

Integremos no intervalo[0, 27t]:

Oznfw)de = /Om EX y (ancos(n6) + busen(n6) ) | d6 =

n=1
27 00

ao 271 27
= do— + Z </0 ay,cos(nb)do +/0 bnsen(ne)dG)

0 2 n=1
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= a—ox’m a
> = Ttdg
Que nos leva a:
1 27
a=— | fe)d0 (3.16)
f(8) = 2 (ancos(n(?) + bnsen(n(?))

Multipliquemos ambos os lados por cos(m6):

cos(mB)f(0) = cos(m@)( i (a cos(m@)+ Db sen(n@))) =

E integremos no intervalo[0, 27]:

ao 27 00 27
> cos(m0)do + Z (an/ cos(nB)cos(mb)do+
0 il 0

27
bn/ sen(n@)cos(m@)d@) = TTay,
0

Pelas equacdes|3.11}(3.12/e[3.13]

Para m > O:

1 27
- ;/0 cos(m) f(8)do (3.17)

f(0) = i (ancos(n9)+bnsen(n9)>

Multipliquemos ambos os lados por sen(m#@):

sen(m@)f(0) = sen(m(?)( i (ancos(mG) + bnsen(nﬁ))> =

E integremos no intervalo[0, 277]:
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ao 27 s 27
> sen(m@)do + Z (an/ cos(nf@)sen(mb)do+
0 o1 0

27
bn/ sen(n@)sen(m@)dé)) = 1Thy
0

Pelas equacdes|3.11}[3.12/e(3.13]

Para m > 0O:

1 27
b, = E/o sen(m8) f(6)d6 (3.18)

Definicdo 20. Funcdo Seccionalmente Continua: f € seccionalmente continua em um
intervalo [a, b] se ela é continua em um numero finito de subintervalos, exceto em
um numero finito de pontos (Py, Py, ..., P,) onde a funcdo deve ter limites laterais a
esquerda e a direita, sendo que a diferenca entre esses limites em cada P; deve sempre

ser finita.

Defini¢do 21. Fungdo Seccionalmente Diferencidvel: f € seccionalmente diferencidvel

em um intervalo [a, b] se f e sua derivada f’ sdo seccionalmente continuas em [a, b].

Com essa bagagem agora vamos nos aprofundar nas ideias de Fourier.

Teorema 3.4. Teorema de Fourier: Seja f : R — R uma Fungdo Seccionalmente
Diferencidvel e periddica da periodo T. A representagdo de f dada pela equagdo

converge em cada x para %[f(x —0) + f(x +0)], isto é:

[f(x = 0)+ f(x +0)]

N| =

azi + ,;1 (ancos(nG) + bnsen(n(%)) =

Proposicao 3.5. Séries de Fourier para Fungdes Pares: A série de Fourier para a fun¢do

f, par, periddica, é dada por:

ao >
~ 20 ; 0
f(x) > +n§ (u cos(n ))

Demonstragdo. Seja f par e, por simplicidade, T = 2L, onde L é meio periodo. Pelas
equacdes(3.16 [3.17] e [3.18| temos:
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T L
ag = :g/o f(x)dx = Z/o f(x)dx
2 T 4 (L
a, = ?/0 f(x)cos(nbx)dx = f/o f(x)cos(nfx)dx

b, = ;/()Tf(x)sen(n(?x)dx = ;/LLf(x)sen(nGx)dx =0
O

Proposicao 3.6. Séries de Fourier para Fungoes Impares: A série de Fourier para a fung¢do

f, itmpar, periddica, é dada por:

[ee]

f)~ Y (bnsen(n9)>

n=1

Demonstragdo. Seja f impar e, por simplicidade, T = 2L, onde L € meio periodo. Pelas

equacgdes[3.16] [3.17]e[3.18| temos:

T L
ag = z/o F(x)dx = /_Lf(x)dx )
a, = ;/()Tf(x)cos(n()x)dx = ;/LL f(x)cos(nBx)dx =0

b, = i/()Tf(x)sen(nGx)dx = LLL/OL f(x)sen(nbx)dx

O
3.4.1 Coeficientes Complexos
Sabendo que:
e = cosO +isenf,onde send = ei0+2€i9 (3.19)
‘ i0 _ ,—i0
e 1 = cosh — isend, onde senf = 5 (3.20)
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3.

66

Podemos reescrever:

% i (ancos (n0)+0b sen(n@))

n=1

Onde:

an = 20
)
E param > 0,
a_am+bm
T2 2
o Gm _ bm
T2 2

As equacoes|3.11}[3.12|e[3.13], para T = 27 ficam:

2, . 0,sem #n
/ ezm9€1n9d9 — ’ 74
0 27, sem=n

As equagdes|3.16}(3.17|e[3.18] para T = 27 ficam:

1

27 .
& = —/ e~ im0 £(0)do
0

27

4.2 Harmoénicos

Conforme Santos (2004) [119]:

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Neste contexto denominamos as funcdes e/”“* de harménicos, ou seja,

os constituintes fundamentais de uma onda qualquer. Dizemos que e/“* ¢

o primeiro harménico (ou harménico fundamental, pois possui a mesma

frequéncia de f); e ¢?2“* ¢ o0 segundo harmonico (sua frequéncia é o dobro

da frequéncia de f); e e3w¥ ¢ o terceiro harmonico (sua frequéncia é o
triplo da frequéncia de f); e assim por diante. A equacéo [3.21] chamada

equacdo de sintese, nos diz que f pode ser sintetizada pela soma de infini-

tos harmonicos cujas frequéncias sdo multiplos inteiros de sua frequéncia

fundamental. Nesta soma, a contribuicdo de harmonico é ponderada pelo
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respectivo coeficiente w,,, dado pela[3.23| chamada equacdo de andlise. .. .,
o coeficiente a, nos informa a amplitude e o angulo de fase de cada um

dos harmoénicos constituintes de f.

Essa descricdo é a chave para explicar o comportamento do som enquanto musica,

acordes e como funciona um instrumento musical.

Segundo Roederer, a sobreposicdo de sons com frequéncias que diferem por um
pequeno valor provocam no ouvido uma sensacao de "batimento" do som. Isto esta

diretamente relacionado a banda critica.

Quando a diferenca de frequéncias é suficientemente grande, podem ocorrer basi-
camente duas sensacOes: consonancia ou dissonancia. Por exemplo, um som com
frequéncia f; e segundo som com frequéncia f, = 2f;. Musicalmente essa relacdo
¢ chamada oitava, e justamente a oitava que melhor soa junto com uma frequéncia

inicial qualquer, que chamaremos de fundamental.

A primeira pista sobre as relacoes musicais entre frequéncias estd na equacao da

Teoria de Fourier:

y = A cos(ny/k/m t) + Bsen(ny/k/m 1), (3.24)
Que dé o componente de frequéncia m f1, chamado m-ésimo hamoénico superior de
f1. O harmonico € um multiplo inteiro de f;.

O nivel de consonéncia entre um som e seus harmoénicos ocorre seguindo um certo

padrdo. As escolhas entre as propor¢des estdo na tabela[13}

Frequéncias | Nome Musical | Proporcdo
f1 Tonica 1:1
fi—2f Oitava 2:1
2f1 =3f Quinta 3:2
3f1—4f Quarta 4:3
4f1 —5f Terca Maior 5:4
5f1—6f1 Terca Menor 6:5

Tabela 13: Relacoes entre frequéncias e Proporcoes Musicais

Quando a relacdo néo segue esses padroes, ocorrem distor¢des no periodo e, conse-

quentemente, na percep¢do do som. Esse fendmeno é entdo chamado de dissonancia.
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MODELOS DE INSTRUMENTOS MUSICAIS

Uma vez que olhamos para a teoria de Fourier e estabelecemos o som como uma
soma de senos e cossenos, observaremos a construcdo de alguns modelos de vibracdo
sonora nos instrumentos musicais, e perceberemos que nos diferentes casos, sempre
teremos uma variacdo da Equacdo da Onda ajustada caso a caso para explicar os sis-
temas fisicos que os representam. Para esse fim, nesse capitulo foi feito um recorte de

Benson [4]], com algumas inse¢des de outros autores.

4.1 O MODELO DA CORDA VIBRANTE

Instrumentos de corda cobrem uma grande leva de instrumentos musicais, entre
eles os pianos, violdes, violdocelos, violinos, harpas. O conceito geral é que hd uma ou
mais cordas presas pelas extremidades, havendo sobre elas uma tensdo. Essas cordas
ressoam o ar (no caso da harpa) ou uma caixa actistica (como o violdo). A corda é
posta em movimento via um mecanismo que pode ser um arco (violinos e celos), um

“martelo” (piano) ou mesmo os dedos (violdo e harpa).
Como citado anteriormente, consideremos uma corda presa palas extremidades, de
modo que o deslocamento y na corda seja fun¢do do tempo f e da posi¢do na corda x.
y=y(x,t)

Na vibracdo ha ondas transversais e longitudinais. Por simplicidade vamos desconside-

rar as ondas longitudinais.
Sejam:

T: tensdo na corda (medido em Newton, N = kg.m/ s2)
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p: densidade linear da corda (kg / m)

Tsinfx)

Figura 46: Deslocamento em uma Corda

Temos: 5
y
tanf(x) = ==
anf(x) P
Em um trecho da corda (figura [46), de x a x + Ax, a componenete vertical a es-
querda serd —Tsenf(x), e a direita sera Tsenf(x + Ax). Para um 6(x) suficiente-

mente pequeno,

senf(x) ~ tanf(x)

Temos entao:

Ttan6(x + Ax) — TtanfB(x) =

dy(x +Ax) dy(x)\ _
T( ox © ox )‘

EES dx
Ax

<6y(x+Ax) _9y(x) )
TAx

~
~

2

97y
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4.1 O MODELO DA CORDA VIBRANTE

A massa do seguimento da corda é aproximadamente ~ pAx. Pela 2?Lei de Newton

temos:
F:m.a,coma=32t¥
Logo:
TAxaj;Z R (pr)gzt}Z/

E enquanto 0(x) for pequeno, a equacdo da onda sera:

%y _ ,9%
3= (4.2)

T
c=4]—
/;

“a velocidade da onda é diretamente proporcional a tensdo na corda e

Onde:

No sistema das cordas vibrantes

inversamente proporcional a densidade linear da corda. (Juliani, 2003)
[14] 2

Para essa equacdo o método de D’Alembert de fatorar é til (Figueiredo 2000 [[10]):

%y ,0%y

ot2 9x2

(G2 (3 -ed) o
E chamando:
U=x+ct
v=x—ct
Substituindo teremos:

9y _dydu  dydv _
ot ou ot Jv It
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Diferenciando:

3%y 3 sy\du 9y /9y D
anga (a%a?*aZ(a]:)a?_
92 92 92 92

C(CTLE B augz) N C<Cau$/v B CaT%) -

02 02 02
2 y y ¥
¢ <C8u2 dudo 87)2) (4.3)
E de maneira andloga:
9y _9dyodu  0yov
0x oJuox 0vox
2 2 2 2
U (4.4)

oxZ  oul “uov 92

O que leva a equacéo em:

32 2y 92 32 2y 92
2( 9%y %y Y _ 2 (9% y y
¢ (C8u2 2500 802) ¢ (8u2 2500 802>

Ou:
BZy B
oudv

Integrando:

//auav -

Que da como solucdo geral:

= f(u) +g(v)

Ao retornar o problema, revertendo as variaveis substituidas, temos:

y=f(x+ct)+g(x—ct)
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4.1 O MODELO DA CORDA VIBRANTE

Essa equacdo representa duas ondas viajando pela corda com dire¢des opostas a

partir do ponto onde a corda foi tensionada.

As condicoes de contorno sdo x = 0 ou x = [, y = | (independente de t). Substi-

tuindo x = 0 temos:
0=f(ct)+g(—ct), Vt

Logo:

§(A)=—f(=A), VA

Entao:

y=f(x+ct)— f(ct —x)

O sentido fisico da expressdo é que a onda viaja para a esquerda, no fim da corda

ela reflete e volta para a direita. Isso chama-se “principio de reflexao”.

A outra condigdo de contornonosdad x =l ey = 0.

Fl+ct) = f(l—ct)

Entdo para todo t:

FA) = f(A+21), ¥V A

Oportunamente, esses dados provam o Teorema de D’Alembert listado a seguir:

Teorema 4.1. Teorema de D’Alambert:[Solugdo Geral da Equagdo da Onda] A solugdo

geral da equagdo da onda:

E dada por:
y=f(x+ct)+g(x—ct)

Solugodes que satisfazem as condi¢des de contorno:
y =0 PARA x = 0;

y =0 PARA x = [;
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Para todos os valores de t sdo da forma:
y=f(x+ct)— f(—x+ct)

Onde:
f(A)=f(A+2]), VA

Como ela é uma funcado periédica (de periodo T = 2I), é possivel reescrevé-la por

uma expansao da série de Fourier. Para a fundamental, a equacdo assume a forma:

f(x) = Ccos<?+¢) (4.5)

E seu n-ésimo harmonico é da forma:

f(x):Ccos(w+gb) —Ccos<w+¢) (4.6)

Desde que as fun¢des obedecam as condicdes de contorno necessarias, pela teoria
de Fourier podemos usar a identidade sen u + senv = 2sen(u + v)cosz(u — v) e

reescrever a equacio [4.6] como:

*) @4,)

f(x)=2C sen(%) cos( i 4.7)

Onde a frequéncia do n-ésimo harmoénico sera:

4.2 0 MODELO DO TUBO DE AR

Vejamos agora o comportamento de outros instrumentos: os instrumentos de sopro.
Esses instrumentos provocam a vibracdo do ar através da vibracdo de uma coluna
de ar dentro de seus corpos tubulares, conicos ou mesmo com outros formatos. Essa
classe de instrumentos inclui as flautas, trombones, trompetes, tubas, clarinetas, oboés

e outros mais.

Tomemos como varidveis a pressdo acustica e o deslocamento do ar, e suponhamos

que inicialmente o ar encontra-se em repouso. Seja:
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4.2 0O MODELO DO TUBO DE AR

¢(x,t): o deslocamento da coluna de ar na posi¢do x do tubo no momento ¢.

p(x,t): apressdo acustica. Nesse caso temos p a pressdo do ar em repouso, P(x, t) a

pressdo absoluta. p(x, t) é dado por:
p(x,t) = P(x,t) —p

Nessa situacdo, a lei de Hooke traz:

9¢

PZ—Bg

Com B sendo o Médulo Eldastico do ar. Pela lei de Newton:

o _ _ 9%
ax ~ Por
Combinando as equacdes:
02¢ 1 0%¢
E: 52 52
p _19p
0x2 2 9t2 (4.9)
Onde:

B
c=4/—
/i

¢(x,t) =0, se o tubo estd fechado no fim, Vt.

As condicOes de contorno sdo:

p(x,t) =0, se o tubo estd aberto, Vt.

Para um tubo aberto em ambos os lados, como a flauta, o comportamento da pressao
acustica é¢ o mesmo da corda vibrante, ou seja, obedece o teorema de D’Alembert

O comportamento geral da onda sonora aperece representado na figura

No caso dos instrumentos cujo fim é fechado, como o oboé, o deslocamento é for-
cado para zero, o que faz com que os harmoénicos muiltiplos de inteiros impares sejam

predominantes.

Os tubos conicos se comportam como tubos abertos.
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X > XX
(X X> XXX

Pressao Deslocamento

Figura 47: Comportamento do deslocamento e pressdo do ar em um tubo com 1, 2 e 3 buracos,

formando nodos.

Observe a diferenca de fases. Em Benson (2007) [[4]

4.3 O MODELO DA MEMBRANA ELASTICA

Tomemos como exemplo o tambor. Ele ndo possui um corda ou coluna que possam
ser tratados como unidimensionais. Ele é recoberto por uma pele, uma superficie

bidimensional.

Para esse caso temos a densidade p(Kg/m?), suponhamos que o contorno possui
tensdo T uniforme. Essas condicOes iniciais nos levam a interpretar que toda a super-
ficie da pele esta sob tensdo uniforme. Seja entdo um retangulo de dimensbes Ax e
Ay sobre a superficie, e z o deslocamento perpendicular na superficie. A tensdo nas
laterias (direita e esquerda) € T Ay. Pela argumentagdo anterior (eq. :

(TAy)(Axgii)

Ja na horizontal:

(TAx) (Ayg;)

A forga ascendente na superficie é:

0%z 9%z
(TAxAy)(w + 8y2>
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4.3 0O MODELO DA MEMBRANA ELASTICA

A massa dos elementos na superficie é aproximadamente pAxAy. Pela lei de New-

ton:
02z 92z

0%z
(TAxAy) (ﬁ + 8y2> ~ (pAxA)

a2

02z 02z 92z
oo = T3+ ay2>

Chamando ¢ = \/ %z

%z, ( 0%z 9%z )

P Cre i

A solucdo geral dessa equacgdo é uma combinacao linear de [, (%) e Y, (“”)

c
(Juliani, 2003) [14]], ecomo r — 0 = Y, — — oo temos:

z = A]n(%)sen(wt + ¢)sen(nb + )

sdo as solucdes da equacdo da onda. A condicbes de contorno sdo: z = 0, r = a4,
Vt, w. Segue que

wa
Ja(55) = 0.

Os zeros desses tipos sdo um conjunto discreto, infinito, e pertencem as funcgdes de
Bessel.

Essa é mais uma variacdo da Equacdo da Onda, mas a abordagem necessaria a de-
monstracdo foge ao escopo matemadtico desse trabalho.
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APLICAGCOES DIDATICAS

Formar o professor da educacao basica, enriquecer sua a pratica didatica pela apli-
cacdo da Matematica, sendo ensinada objetivando despertar um maior interesse dos
alunos e mais profundo conhecimento matematico. Esse é o grande objetivo da pro-
posta do PROFMAT.

Segundo os PCN’s (Pametros curriculares nacionais) [[16]:

e A Matematica é componente importante na construcao da cidada-
nia, na medida em que a sociedade se utiliza, cada vez mais, de co-
nhecimentos cientificos e recursos tecnoldgicos, dos quais os cidadaos

devem se apropriar.

e A Matematica precisa estar ao alcance de todos e a democratizacdo

do seu ensino deve ser meta prioritaria do trabalho docente.

e A atividade matematica escolar ndo é “olhar para coisas prontas e
definitivas”, mas a construgéo e a apropriacdo de um conhecimento
pelo aluno, que se servird dele para compreender e transformar sua

realidade.

e No ensino da Matemadtica, destacam-se dois aspectos basicos: um con-
siste em relacionar observacoes do mundo real com representacoes
(esquemas, tabelas, figuras); outro consiste em relacionar essas repre-
sentagdes com principios e conceitos matemadticos. Nesse processo, a
comunicac¢do tem grande importancia e deve ser estimulada, levando-
se o aluno a “falar” e a “escrever” sobre Matematica, a trabalhar com
representacoes graficas, desenhos, construcoes, a aprender como or-

ganizar e tratar dados.
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e A aprendizagem em Matematica esta ligada a compreensao, isto €, a
apreensdo do significado; apreender o significado de um objeto ou
acontecimento pressupde vé-lo em suas relacbes com outros objetos
e acontecimentos. Assim, o tratamento dos conteudos em comparti-
mentos estanques e numa rigida sucessao linear deve dar lugar a uma
abordagem em que as conex0es sejam favorecidas e destacadas. O
significado da Matematica para o aluno resulta das conexdes que ele
estabelece entre ela e as demais disciplinas, entre ela e seu cotidiano
e das conexoes que ele estabelece entre os diferentes temas matema-

ticos.

e Aselecdo e organizacdo de conteudos ndo deve ter como critério iinico
a légica interna da Matematica. Deve-se levar em conta sua relevancia
social e a contribuicdo para o desenvolvimento intelectual do aluno.

Trata-se de um processo permanente de construcao.

e O conhecimento matemadtico deve ser apresentado aos alunos como
historicamente construido e em permanente evolu¢do. O contexto
histdrico possibilita ver a Matematica em sua pratica filosofica, cienti-
fica e social e contribui para a compreensao do lugar que ela tem no

mundo.

e Recursos didaticos como jogos, livros, videos, calculadoras, compu-
tadores e outros materiais tém um papel importante no processo de
ensino e aprendizagem. Contudo, eles precisam estar integrados a
situacdes que levem ao exercicio da andlise e da reflexdo, em ultima

instancia, a base da atividade matematica.

e A avaliacao é parte do processo de ensino e aprendizagem. Ela incide
sobre uma grande variedade de aspectos relativos ao desempenho dos
alunos, como aquisicdo de conceitos, dominio de procedimentos e de-
senvolvimento de atitudes. Mas também devem ser avaliados aspectos
como selecdo e dimensionamento dos conteudos, praticas pedagdgi-
cas, condicbes em que se processa o trabalho escolar e as proprias

formas de avaliacdo.

Essas sdo hoje as diretrizes de ensino de Matematica.

Nota-se claramente uma tendéncia de ensinar mais uma matematica aplicavel, con-

textualizada, mas que na pratica acaba muito distante da comprensao dos alunos.
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O ponto chave dessa dindmica é transformar o aluno em protagonista do processo

de aprendizagem:

As caracteristicas de nossa tradicdo escolar diferem muito do que seria
necessdrio para a nova escola. De um lado, essa tradicdo compartimenta
disciplinas em ementas estanques, em atividades padronizadas, néao refe-
ridas a contextos reais. De outro lado, ela impde ao conjunto dos alunos
uma atitude de passividade, tanto em funcao dos métodos adotados quanto
da configuracdo fisica dos espacos e das condi¢des de aprendizado. Estas,
em parte, refletem a pouca participacdo do estudante, ou mesmo do pro-
fessor, na definicao das atividades formativas. As perspectivas profissional,
social ou pessoal dos alunos nio fazem parte das preocupacgoes escolares;
os problemas e desafios da comunidade, da cidade, do pais ou do mundo
recebem apenas aten¢do marginal no ensino médio, que também por isso
precisaria ser reformulado (PCN+ Ciéncias da Natureza, Matemadtica e sua

tecnologias [7]])

Esse fato pode ser associado com desenvolvimento da pesquisa em matemadtica ao

longo do tempo, pois

Na verdade, a producdo matematica tem ocorrido de modo supostamente
desvinculado de um contexto socio-culturalpolitico e com pouca preocupa-
¢do em tornar-se utilitdria ou mais bem definida em suas metas - o que,
de certo modo, diferencia a Matemadtica de outras Ciéncias. De fato, tal
producdo apresenta-se como fruto exclusivo da mente humana, resultando
numa linguagem que almeja essencialmente elegédncia e rigor. Bassanezi
(1999) [11.

Entretanto, D’Ambroésio (1996) [9] diz que

A matemadtica vem passando por uma grande transformacdo. Isso é ab-
solutamente natural. Os meios de observacdo, de colecao de dados e de
processamento desses dados, que sdo essenciais na matematica, mudaram
profundamente. N&o que se tenha relaxado o rigor, mas, sem duvida, o

rigor cientifico hoje é de outra natureza.

A linha de acdo sugerida é entdo a de fazer os alunos criarem seus modelos matema-

ticos do mundo para atingir a “posse” dessa poderosa ferramenta que é a Matematica.
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Seguindo a linha de Biembengut, (2007) [6] sugerimos que cada atividade leve em

conta que

“Na modelacdo o professor pode optar por escolher determinados modelos,
fazendo sua recriacdo em sala, juntamente com os alunos, de acordo com

o nivel em questdo, além de obedecer ao curriculo inicialmente proposto.”

Recomendamos bastante cuidado com a aplicagdo da modelagem para nao ser ape-
nas mais uma aula qualquer, e pelo contrdrio, mantendo a proposta sugerida por Bi-
embengut (2008) [5],

O professor deve comecar apresentando o tema aos alunos e, a partir
dele, reconstruir o modelo matematico que quer trabalhar. Como método
de ensino, o professor pode usar a modelagem da seguinte maneira: ex-
por o assunto, delimitar o problema, desenvolver o contetido, apresentar
exemplos, resolver e interpretar o problema. Dessa forma, ele pode usar
um outro modelo matematico para outro conteido, ou o mesmo modelo

para outro conteudo

Modelar matematicamente um problema para fins de ensino € muito mais que apre-
sentar uma féormula que traz ou aproxima os resultados desejados. Consiste entdo na
criacdo de um situacdo onde o aluno é posto contra um problema e precisa mobilizar
um conjunto de competéncias para compreender o fenomeno o qual se deseja modelar,
quais variaveis sdo relevantes, qual o nivel de interferéncia que outras variaveis ou situ-
acoes afetardo o problema inicial, qual a real finalidade do modelo (por consequéncia
qual o nivel de refinamento necessario ao modelo), a interpretagdo dos resultados em

relacdo ao problema proposto, entre outros.
Conforme Bassanezi (2012) [2]]:

Um problema real ndo pode ser representado de maneira exata em toda sua
complexidade por uma equacdo matemadtica ou um sistema de equacdes.
Um modelo deve ser considerado apenas como um retrato ou simulacdo
de um fenémeno e sua validagdo depende muito da escolha das varidveis
e das hipédteses formuladas. é muito frequente em se tratando de modelar
um fendomeno ou um experimento, obtermos equacoes para descrever as
“variacdes” das quantidades (varidveis de estado) presentes e consideradas
essenciais. Desta forma, as leis que regem tal fenomeno sdo traduzidas por

equagodes de variacgoes.

E ainda:
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1. Argumento formativo — enfatiza as aplicagdes matemadticas, a per-
formance da Modelagem Matemadtica e a resolucéo de problemas como
processos para desenvolver capacidade em geral e atitudes dos estu-
dantes, tornando-os explorativos, criativos e habilidosos na resolucdo

de problemas.

2. Argumento de competéncia critica — focaliza a preparacdo dos estu-
dantes para a vida real como cidaddos atuantes na sociedade, compe-
tentes para ver e formar juizos proprios, reconhecer e entender exem-

plos representativos de aplicagdes de conceitos matematicos.

3. Argumento de utilidade — enfatiza que a instru¢do matemadtica pode
preparar o estudante para utilizar a matemadtica como ferramenta

para resolver problemas em diferentes situagoes e areas.

4. Argumento intrinseco — insiste em que a inclusdo de Modelagem, reso-
lucdo de problemas e aplicacoes fornece ao estudante um rico arsenal
para entender e interpretar a prépria matemadtica em todas as suas

facetas.

5. Argumento de aprendizagem — garante que 0s processos aplicativos
facilitam ao estudante compreender melhor os argumentos matemati-
cos, guardar os conceitos e os resultados e valorizar a prépria mate-
matica.

6. Argumento de alternativa epistemoldgica — A modelagem também
se encaixa no Programa Etnomatemadtica, indicado por D’Ambrdsio
(1990) “que propde um enfoque epistemoldgico alternativo associado
a uma historiografia mais ampla. Parte da realidade e chega de ma-
neira natural e através de um enfoque cognitivo, com forte fundamen-
tacdo cultural, a acdo pedagdgica” atuando, dessa forma, como uma
metodologia alternativa mais adequada as diversas realidades socio-

culturais.

E como motivador, deixamos a seguinte frase:

Quanto mais se modela a natureza, mais se conclui que ela é perfeita. (Rod-

ney Carlos Bassanezi)

Com essas justificativas e orientacdes, nos encaminhemos a uma proposta de ativi-

dade para trabalho na educacdo basica.
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5.1 PROPOSTA DE ATIVIDADE: O SOM E OS SENOS

Nesta se¢do sugerimos uma atividade didatica para ampliar o portifdlio do professor.
Para desenvolver essa atividade foi utilizado o software Mathematica.

Com projecdo da tela, primeiramente apresenta-se o modelo da onda sonora:

y(t) = sen()

Projeta-se a onda, e entdo explica-se o significado de 6.

Em seguida, apresenta-se o modelo coloca-se a onda:

y(t) =asen(b 6+ ¢)

E mostra-se quais as distor¢oes que a, b e ¢ provocam no seno.

Com a funcdo play do Mathematica € possivel reproduzir o som gerado pela onda,

usando o comando Play (Sin (f*2*pi*t), e retirando da tabela[14]as diferentes frequén-

cias das notas musicais.

Nota Nome Frequéncia (Hz)
C D6 262
C# | DO Sustenido 277
D Ré 294
D# | Ré sustenido 311
Mi 330
F Fa 349
F# | Fa sustenido 370
G Sol 392
G# | Sol sustenido 415
A La 440
A# | La sustenido 466
B Si 494

Tabela 14: Tabela de Frequéncias da Notas Musicas para a Escala Temperada de Dos.

Adaptado de Goto (2009) [[12]

Pode-se fazer experimentos:
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Dobrando a frequéncia (oitava da nota);

Multiplicando a frequéncia por 3/2 (quinta);

Multiplicando a frequéncia por 4/3 (quarta);

Somando diferentes notas (compondo acordes);

Ouvindo e comparando a difereca do som produzido por um seno e do som

produzido por um cosseno.

Busca-se que o aluno identifique:

Quando a frequécia aumenta, o som torna-se mais agudo;

Quando a frequécia aumenta, a curva fica mais comprimida dentro do grafico,

isto é, pode ver mais vezes uma volta completa do seno;

senx e cos(x — 75);

Quanto maior a amplitude maior é o volume do som.
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