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RESUMO

Apresentamos neste trabalho um estudo sobre as equagdes de diferencas autbnomas li-
neares e ndo lineares que descreve um sistema dinamico discreto. Para o caso linear, o objeti-
vo foi encontrar uma solugdo analitica da evolucgdo temporal do sistema e a partir desta solu-
cdo estudamos a estabilidade do sistema. No caso do néo linear, na impossibilidade de deter-
minar uma solucdo analitica, o que procuramos foi uma compreensao sobre a evolucdo quali-
tativa do sistema, ou seja, fizemos um estudo qualitativo de uma familia de mapas logisticos
discretos, onde a partir da variagdo de um parametro verificamos alguns comportamentos co-
mo: pontos fixos, orbitas periodicas, bifurcacdo e caos. Em ambos 0s casos, estudamos alguns
modelos simples relacionados a Economia, Demografia ou Ecologia como exemplos de apli-

cacdes dos aspectos teodricos estudados.

Palavras-chave: equac@es de diferencas, ponto fixo, estabilidade e mapas.



ABSTRACT

Here we present a study of the equations of linear and nonlinear autonomous differ-
ences that describes a dynamic discrete system. For the linear case, the objective was to find
an analytical solution of the time evolution of the system and from this solution we study the
system stability. In the case of nonlinear, it is impossible to determine an analytical solution,
what we seek is an understanding of the qualitative evolution of the system, ie, did a qualita-
tive study of a family of discrete logistic maps, where from the change in a parameter we
found some behaviors such as fixed points, periodic orbits, bifurcation and chaos. In both cas-
es, we study some simple models related to Economics, Demography and Ecology as exam-

ples of applications of the theoretical aspects studied.

Keywords: difference equations, fixed point, stability and maps.
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INTRODUCAO

A investigacdo de fendmenos em diversas areas, como: Economia (no caso do modelo
da oferta e procura), Ecologia (no caso da evolucdo de duas populages isoladas que atuam de
forma competitiva entre si), Fisica (na dindmica de particulas e corpos rigidos), Demografia
(no caso de movimento de populacbes, ou grupos de pessoas, de uma regido para outra), o
estudo de sistemas de controle, neurologia, eletricidade entre outras, séo realizadas por meio
de modelos matematicos descritos por sistemas dindmicos. [7], [15] e [34].

Sistema dindmico ¢ “um conjunto de estados possiveis juntamente com uma regra que
determina o estado presente em termos de estados passados” (ALLIGOOD; SAUER; YOR-
KE, 1996, p.1). Estes estados representam informacdes que caracterizam o sistema num dado
instante de tempo.

A importéncia dos estudos tedricos de sistema dindmico é prever o futuro ou explicar
o0 passado de modo cientifico. Para fazer isso, € necessario conhecer como as coisas sdo e
compreender as regras que governam as mudancas que ocorrerao, isto €, se a evolugao tempo-
ral de um sistema é medida de forma continua, tem-se um sistema dindmico continuo, cuja
evolucdo é governada por uma ou mais equagdes diferenciais, caso a evolugdo temporal seja
medida em tempo discreto, tem-se um sistema dindmico discreto onde a evolucdo deste siste-
ma € governada por uma ou mais equacoes de diferencas. (MONTEIRO, 2006).

Neste trabalho o foco esta centrado nos estudos das equagdes de diferencas autbnomas
lineares e ndo lineares e suas aplicagdes. Entretanto, as equacdes de diferencgas aparecem tam-
bém na modelagem aproximada de um sistema continuo no tempo por meio de um sistema
discretizado no tempo equivalente, conforme [22] e [35]. Sendo assim, este trabalho esta or-
ganizado do seguinte modo.

No primeiro capitulo, iniciamos o estudo com a caracterizacdao geral de uma equacao
de diferencas, determinamos a solucdo geral das equacdes e de sistemas de equacGes de dife-
rencas lineares autbnomas usando teorias relativas a algebra linear, resolvemos alguns exem-
plos dessas equacdes e de sistemas de equacbes que modela alguma aplicacdo em Economia,
Demografia e Ecologia. Na sequéncia, estudamos a estabilidade das equacdes e dos sistemas
de equacdes de diferengas lineares autdbnomas a partir de uma solugdo geral e graficamente
usando o diagrama Cobweb e o plano de fases, finalizamos com a anélise de estabilidade dos

modelos de crescimento populacional e presa-predador.
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No segundo capitulo, tratamos das equacGes de diferencas ndo lineares autbnomas. A
importancia desse estudo da-se pelo fato de que “a natureza ¢é essencialmente nao linear. As-
sim, sua descricdo a partir de modelos lineares fica sempre restrita a uma pequena regido, nao
permitindo a correta compreenséo de diversos aspectos a ela associada. Ao se falar em nature-
za, pode se imaginar sistemas mecanicos, elétricos, biomeédicos, econémicos, sociais. Dentre
tantos outros.” (SAVI, 2006, p.18).

Dessa forma, apresentamos alguns conceitos basicos relacionados a dinamica das
equacOes ndo lineares, também denominadas de mapas. Geralmente, ndo € possivel determi-
narmos uma solucdo geral para estas equacdes, pelo fato destas ndo satisfazerem o principio
da superposicdo, valido no caso linear. Assim, para determinarmos o comportamento dinami-
co do sistema ndo linear, fizemos a linearizacdo desse sistema nas vizinhancas do ponto fixo,
obtendo entdo a evolucdo qualitativa do sistema. Para isso, estudamos uma familia de mapas
logisticos discretos e mostramos que dependendo do valor do pardmetro r as Orbitas conver-
gem ou divergem dos valores fixos, oscilam entre esses valores dando origem aos periodos ou
ndo oscilam entre esses valores tornando-as aperiddicas quando evoluem para o caos.

A respeito de orbitas periddicas destacamos dois importantes resultados. O primeiro é
o0 teorema de Li e Yorke, publicado em 1975, num famoso artigo intitulado “Periodo Trés
implica Caos”, vide [16]. Neste teorema foi provado que se um modelo discreto unidimensio-
nal tiver pontos periodicos de periodo trés, entdo ele terd pontos de todos os periodos possi-
veis e consequentemente o caos. O segundo é o teorema proposto por Sarkovskii, publicado
em 1964, numa revista de pouca divulgacdo, onde provou que, se um modelo discreto unidi-
mensional tiver drbita de periodo m, entdo existirdo orbitas com todos os periodos n, tais que
m precede n no ordenamento proposto pelo mesmo. (VIANA, 2011).

Por fim, estudamos dois modelos de sistemas dinamicos discretos nao lineares, com-
peticdo entre duas espécies num mesmo habitat e 0 modelo presa-predador discreto, onde a
partir desses modelos bastante simples observamos equilibrio ecoldgico, crescimento ilimita-
do, extin¢do, sensibilidade as condic@es iniciais e flutuacdes irregulares dessas populagdes, ou

seja, caos.
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CAPITULO 1

1 TEORIA BASICA DAS EQUACOES DE DIFERENCAS LINEARES AUTONOMAS

A teoria apresentada neste capitulo baseia-se principalmente nas referéncias [7], [18],
[22] e [29].

Um sistema é de tempo discreto se o tempo n € um numero inteiro. Normalmente to-
ma-se n € Zg. A evolugdo temporal deste sistema é governada por uma ou mais equagdes de
diferencas, que é um tipo de equacdo que relaciona o valor de uma variavel x,, € R no instan-

te n a valores de x,, em outros instantes, tais como, n + 1,n + 3,n — 2. (MONTEIRO, 2006).

1.1 Equacéo de Diferenca

Definicdo 1.1.1 (Representacdo). Uma equacédo de diferenca € uma relacdo funcional da for-
ma

Xn+k = f(Tl, Xn+k-1rXn+k=2) = Xn+1s xn)' (11)

onde f:Z{ xR—->R,x, ER e n € Z§.

Definicéo 1.1.2 (Ordem). A ordem de (1.1) ¢ definida pela diferenga entre 0 maior e 0 menor
indice temporal i de x; que aparecem na equacao.

Exemplos:

Xn+1 = 3%y, € de ordem 1

Xn43 + 7Xpss — 2Xpeq = 0, é de ordem 2

Xn47 — 3Xp4o = 6, € de ordem 5

Definigdo 1.1.3 (Lineares e N&o Lineares). A equagdo (1.1) é dita linear se f é linear nas
variaveis x,,, ..., X, Em geral uma equacgéo de diferenca de ordem k é linear se esta escrita
na forma

fo)xnpr + LMW Xpipq + -+ fica(Mxpg1 + fi(M)x, = g(n), (1.2)
onde fi(n), 0<i<k e g(n) sdo fungdes reaiscom fy(n) #0 e fr,(n) #0,x, ER e
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n € Zt.
Uma equacdo que ndo satisfaz as condi¢des acima é denominada néo linear.
Exemplos:
Xn41 = 3%, + 5, é linear
Xn42 = 5x, — 2n3, é linear
Xp+1 = Xp(1 — x;,), € ndo linear

k T
Xpsy1 = TN (—) é ndo linear

Xn

Defini¢do 1.1.4 (Homogénea e Ndo Homogénea). Se g(n) = 0 em (1.2), entdo a equacdo é
dita homogénea, caso contrério, a equacao € ndo homogénea ou completa.

Exemplos:

Xn+1 — 3x, = 0, homogénea

Xn42 — 3Xn41 + 2x, = 5, ndo homogénea

Xn4+3 + 5x, = 3n, nd0 homogénea

Definicdo 1.1.5 (Autbnoma e Nao Autonoma). Se f ndo depende diretamente de n na equa-
cdo (1.1), entdo a equacdo € dita autbnoma ou invariante no tempo, neste caso 0s coeficientes
séo constantes e f: R = R.
Caso contrario, a equacdo é ndo autbnoma ou variante no tempo.
Exemplos:
Xn41 = 5X,40, € aUtONOMa
Xn41 = X, + 2n, € ndo autbnoma
Xn41 = 7NX,, € Nd0 autbnoma

Xp41 = 5™Xp41 — Xy, NA0O autbnoma

Neste trabalho em particular trataremos das equacgdes e dos sistemas de equacdes de
diferencas lineares e néo lineares autbnomas.
1.2 Equacéo de Diferenga Linear Auténoma de Primeira Ordem

Uma equacdo de diferenca linear E.D.L. autbnoma de 12 ordem é a equagdo que de-

pende de uma geracdo anterior. Sua forma geral é dada por
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Xnsi1 = Xy + b, (1.3)

onde a, b € R séo constantes com a # 0 e x,, € R.

1.3 Solucéo Geral da Equacao de Diferenca Linear de Primeira Ordem

A solucéo de uma E.D.L. de 12 ordem ¢é facilmente obtida por iteracéo.
Consideramos a E.D.L. homogénea x,,., = ax, (1.4), com condicdo inicial x,. Por
iteracdo, obtemos:
X1 = ax
x, = ax; = a’x,

X3 = ax, = adx,

X, = ax, (1.5)
que é a solucdo geral de (1.4).

Por inducdo, demonstramos a validade de (1.5) de acordo com [7]. Como x, é valido,
por ser condicdo inicial, supomos que (1.5) é verdadeira para n = k (hipdtese indutiva), ou
seja,

xe = akxg .
Verifiquemos entdo, paran = k + 1.
E facil ver que da relacio de recorréncia e da hipotese indutiva, obtemos:

k k+1

Xps1 = X = A.a“xg = a1 x,

ou seja,

k+1

Xg+1 = A7 " Xo

0 que prova a validade para Vn € N, portanto (1.5) é solucdo de (1.4). ]

Consideramos agora, a E.D.L. ndo homogénea
Xp41 = aX, +b,b # 0, (1.6)
com condicao inicial x,. Por iteracdo, obtemos:
X1 =axy+b
X, = ax; + b = a’x, + ab

X3 =ax, +b=a3xy+a*bh+ab+b
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n—-1
X, = axg + Z a'b.
i=0

Usando a formula da soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica, ob-
temos:

X, =a"y +b (a:__ll) paraa # 1, .7
que ¢ a solucdo geral de (1.6).
Por inducédo, demonstramos a validade de (1.7) de acordo com [7]. Como x, é valido,

por ser a condi¢do inicial, supomos que (1.7) é verdadeira para n = k (hip6tese indutiva), ou

et b ak -1
x, = akx, — |

seja,

Verificamos entédo, paran = k + 1.
E facil ver que da relacdo de recorréncia e da hipotese indutiva, obtemos:

Xps1 =axi +Db
= a(akxo +b [%]) +b

baktl-ab
oty 4 200
a-—1
baktl-ab+b(a-1)

ak+1x0 +
a—-1

bak+1_b

a-1

ak+1_1]
a-1

= ak*1lx, +

=af*lx, + b [
O que prova a validade para Vn € N, portanto (1.7) é solucdo de (1.6). ]
Se a = 1, a solucdo é dada por:

Xn = X, + nb. (1.8)
1.4 Exemplos de Aplicacdes das Equacdes de Diferencas Lineares de Primeira Ordem
Os exemplos a seguir envolvem as equacdes de diferencas lineares de primeira ordem,

cujas solucdes séo facilmente obtidas por iteracdo, ou seja, composicéo de funcdo. Deste mo-

do podem ser facilmente trabalhados no Ensino Médio. Além disso, podem ser explorados
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outros conceitos matematicos nesses exemplos como: progressdo geomeétrica, funcdo expo-

nencial, taxas de crescimento e decrescimento entre outros.

Exemplo 1.4.1 (Datagéo pelo Carbono-14). Willard Frank Libby foi um pesquisador e profes-
sor de quimica que descobriu 0 método de datacdo conhecido por radiocarbono (carbono-14),
recebendo por isto o Prémio Nobel de Quimica de 1960. As pesquisas de Libby revelaram que
a proporc¢do de carbono-14 nas plantas e animais é a mesma que a da atmosfera desde que a
planta ou 0 animal esteja vivo. A partir que a planta ou o0 animal morre a quantidade de carbo-
no-14 existente nos seus tecidos comeca a decrescer gradativamente segundo uma razao r, de
tal modo que essa quantidade dividira pela metade a cada 5700 anos aproximadamente, é 0
que se chama de meia vida do carbono. Este método permite determinar a idade de um fossil
ou de um objeto muito antigo feito de madeira de forma bastante precisa. [8]
a) Determine a razdo r do decrescimento do carbono-14.
b) Se a quantidade de carbono-14 observada num osso de um animal € 60% da quantidade
inicial de carbono-14, determine a idade desse 0sso.
Solucéo.
Seja C,, a quantidade de carbono-14 que o0 0sso de um animal contém no ano n. A quantidade
de carbono-14 no ano n + 1 ¢ igual a quantidade de carbono-14 no ano n menos a quantidade
decrescida no ano n, ou seja,

Cny1 = Cp =70 = (1 —1)Cy.
Note que o0 modelo matematico descrito se refere a uma E.D.L. homogénea.
De (1.5) vem que a solucdo desta equacéo é

Cn = (1 —=7)"C,,

onde C, ¢ a quantidade de carbono-14 que o animal possuia no exato momento que morre.

a) De acordo com o enunciado, para n = 5700 a quantidade de carbono-14 se reduz a metade
da quantidade inicial, ou seja,

1
5Co = (1=1)57°°C,

logo,

r=1_s7o%.
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b) Usando o fato de que r =1 — 570‘\’/0,_5 e de que foram observados 60% da quantidade
inicial de carbono-14, pretende-se determinar o nimero de anos que 0 0SS0 possui. Esta situa-
cdo traduz-se em

0,6C, = (1 —1r)"C,,

ou seja,
In(0,6) = nIn(0,55) ,
isto €,
In(0,6)
=——=5700,
"= 1n(0,5)
0 que resultaem n = 4201 anos. ]

Exemplo 1.4.2. (Juros). Suponha-se que seja feito um depdsito de valor ¥V no fim de cada
periodo fixo numa aplicacdo financeira. Sabendo que a taxa de juros por cada periodo é r e
que no periodo 0 houve um depdsito de valor V,, qual o valor acumulado ao fim de n perio-
dos?
Solucéo.
Seja V,, o valor acumulado ao fim de n periodos. O valor acumulado no fim do periodo n + 1
é igual ao valor acumulado no periodo n com os juros ganho neste periodo mais o deposito
efetuado. Esta situacdo traduz-se em

Vipr =W+l +V,
ou seja,

Voe1 = (1 +DV, + V.
Note que o modelo matematico descrito se refere a uma E.D.L. ndo homogénea.

De (1.7) vem que a solucdo desta equacéo é

v, = (141", +V(1+r)n_1
n= T e T Ty — 1
isto é,
1+r)* -1
Vn=(1+r)nvo+v%.

Por exemplo, supondo R$ 300,00 o valor inicial de depdsito, R$ 100,00 o valor depositado
ao fim de cada periodo a uma taxa fixa de juros de 5% por periodo, ao fim de 30 periodos

teremos:

V., = 300 x 1,05" + 100 105" —1
no ' 0,05
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= 2300 x 1,05™ + 2000 .

Assim, ao fim de 30 periodos o valor acumulado é de R$11.940,50 aproximadamente. m

Exemplo 1.4.3 (Amortizacdo-Sistema Price). O sistema price de amortizacdo € o processo de
quitacdo de um capital (empréstimo ou financiamento) por meio de uma sequéncia de paga-
mentos periodicos constantes a qual denominaremos de prestacBes. Tais prestacdes sdo for-
madas por duas parcelas: as quotas de amortizacoes, que corresponde a devolugdo do capital
ainda devido e os juros sujeito a uma taxa r por periodo de pagamento correspondentes aos
saldos do capital ainda ndo amortizados. [32]
a) Determine o saldo devedor depois de transcorrido n meses do empréstimo.
b) Determine o valor da prestacéo.
Solucéo.
a) Seja D,, o saldo da divida ap6s o n-ésimo pagamento da prestacdo P. O Saldo da divida
apos o (n + 1)-ésimo pagamento é igual ao saldo da divida ap6s 0 n-ésimo pagamento mais 0
respectivo juros ocorridos durante o periodo n + 1, menos o pagamento efetuado no periodo.
Esta situacdo traduz-se em

Dyy1 =D, +7rD,—P=1+r)D,—P.
De (1.7) vem que a solucdo desta equacéo €

D, = (1+7)"Dy — (“”n‘l]. ,

(1+r)-1

ou seja,
D,=1+71)"Dy—[(1+1)"— 1].§,

onde D, € o saldo da divida inicial.

b) Como a divida sera quitada num tempo n quando D,, = 0, entdo a prestacdo a ser paga de-

ve ser igual a:
P
0=0+7r)"Dy—[(1+7r)"— 1].?,
ou seja,
P.[A+r)"—1]=A+r)".D,.1,
isto é,
b (1+7r)" Do.r Dy.7
_(1+r)”—1_1 1

INEETE
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logo,
Dy.7
P= W
Por exemplo, supondo um empréstimo habitacional de R$ 250.000,00 a uma taxa fixa
de juros de 2% ao més, por um periodo de quitacdo correspondente a 20 anos, tem-se que 0
valor da prestacdo mensal é de

p — 250000 x 0,02
~1—(1+40,02)-240’

ou seja, a prestacdo é de R$ 5043,52. |

1.5 Equacéo de Diferenca Linear Autonoma de Ordem Superior

Uma E.D.L. autbnoma homogénea de ordem k é uma equacao que depende de k gera-

cOes anteriores. A forma geral dessa equacéo é dada por
Xn+k + Q1 Xnik—1 + A2Xnsg—2 + -+ Qg_1Xn41 + QeXn = 0, (1.9)
onden € Z§, x, € R, a; € R sdo constantes com a;, # 0.

A equacdo (1.9) pode ter vérias solugdes particulares, conforme veremos no decorrer
do capitulo. A representacéo de cada uma dessas solugdes, usa-se a notagao x; ,, X, ,, ..., Onde
o primeiro indice identifica uma diferente solucdo e o segundo indice representa a variavel
discreta independente, que em muitas situacfes se interpreta como sendo tempo. Assim, re-
presenta-se o0 conjunto {xl,n' X2 ...,xk,n} como sendo um conjunto de k solugbes particula-

res da equacao (1.9).

1.6 Solucado Geral da Equacao de Diferenca Linear de Ordem Superior

Segundo (LUENBERGER, 1979), a equacdo homogénea desempenha um papel cen-
tral na especificacdo de solugbes para a equacdo ndo homogénea. H& duas observacbes que
indicam a importancia das equagGes homogéneas para a teoria das equacgdes lineares. A pri-
meira é que a diferenca entre duas solucdes da equacdo ndo homogénea deve satisfazer a
equacdo homogénea. A segunda diz que se uma solucdo da equacdo homogénea é adicionada

a uma solucgdo particular da equacdo ndo homogénea, o resultado também é solucdo da equa-



20

cdo ndo homogénea. Estas duas observacGes serdo justificadas no decorrer do capitulo por
meio de teoremas na obtencdo da solucédo geral da equacdo ndo homogénea.
Os teoremas e defini¢des a seguir sdo necessarios para a obtencdo do conjunto funda-

mental de solucgdes e consequentemente a solucdo geral de (1.9).

Teorema 1.6.1 (Existéncia e Unicidade das Solugfes). Seja uma equacédo de diferenca da
forma x, ., + f(N, Xpak—1) Xnsk—2» » Xns1, Xn) = 0 (1.10), onde f é uma funcdo real arbi-
tréaria, definida sobre uma sequéncia finita ou infinita de valores inteiros consecutivos de
n(n=mngyny+ 1,ny+2,..). A equacdo possui solucdo Unica correspondente a cada espe-
cificacdo arbitraria de k condigdes iniciais x,, , Xp 11, -) Xpg+x—1-

Demonstracao.

Suponhamos que 0s valores x, , Xp,+1, - Xn,+k—1 €Sta0 especificados. Entdo a equagdo de
diferenca linear (1.10), com n = n,, pode ser resolvida de forma Unica para x, ., por sim-
ples evolugdo da funcdo f. Uma vez que x, .k € conhecido, a equacdo de diferenca (1.10)
com n = ny + 1 pode ser resolvida para x,, x4 € assim, para todos os valores consecutivos

de n. Portanto, a equagdo possui solucdo Unica para cada condicdo inicial especificada. ]

Definicdo 1.6.2 As solugdes x4 5, X2 5, ..., X S0 linearmente independentes se é impossivel
encontrar uma relagéo da forma c;yx; , + cx5, + -+ + X, = 0, exceto pela configuragéo
¢, =c¢c, =-=c,=0. Caso seja possivel encontrar a relagdo acima com as constantes
€1,Cz,..., Ck, N30 todas iguais a zero tal que a relacéo seja satisfeita, entéo x; ,,, X2 ) - , Xin

séo linearmente dependentes.

Exemplo 1.6.3 Considere a relagédo 3x;, — 2x,, + x3, = 0, as solugdes x;, =1,x,, =
2" e x3, = 2™ —3 para n € Z{, sdo linearmente dependentes, pois ao substitui-las na
relacéo acima satisfaz a igualdade. Agora, sejam as solugoes x;, = 1,x,, = 2" e x3, = 3"
é facil ver que estas sdo linearmente independentes, pois ao substitui-las na relacdo acima,

somente satisfaz a igualdade se todos os coeficientes forem iguais a zero. |

Teorema 1.6.4 (Principio da superposi¢éo). Se xi ,, X p, ..., Xk SA0 todas solucdes linear-
mente independentes da equacédo de diferenca linear homogénea (1.9), entdo qualquer combi-

nacao linear destas k solucdes
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Xn = C1 X1 + CoXpp + o+ CiXpe s
onde c;, c,, ..., c S0 constantes arbitrarias, € também uma solucéo de (1.9).
Demonstracao.
Substituindo x;,, = ¢1x1 5 + C2Xp, + -+ + CxXg , €M (1.9), Obtemos:
(c1Xin+k + CaXomare + -+ CieXignak) + A1 (C1X0nek—1 + C2Xo i1 + = F CiXpgnak—1) + o+
a (Clxl,n +Coxppn + o0+ ckxk’n) =0.
Desenvolvendo e reagrupando, obtemos:
CiXin+k T C2Xomik T+ Xk T Q101X nik—1 T A1C2Xopip—1 + -+ A1 CpXppy—1 + -+
ArCi1X1n + A CoXyp + - + A CrXgn =
(C1X1n4k T Q101X k-1 + o+ AkC1Xy ) + (C2Xo ik + Q12X k-1 + o0+ QpCaXap) + oo +
(CkXgn+k T A1 Cx X pik—1 + "+ ApCrXn) =0+ 0+ -+ 0=0.
Portanto, qualquer combinacdo linear destas k solugdes (Clxl,n + cxpp + 0+ Ckxk,n) é

solucdo de (1.9). [ ]

Definicdo 1.6.5 Um conjunto fundamental de solucgdes {xl,n' X2 ...,xk,n} da equacéo de di-
ferenca linear homogénea (1.9) é qualquer conjunto de k solucGes de (1.9) linearmente inde-

pendentes.

Teorema 1.6.6 (Conjunto fundamental de solugbes). Se x,, é qualquer solucdo da equacao de
diferenca linear homogénea (1.9), entdo x,, pode ser expressa em termos de um conjunto fun-
damental destas k solucdes na forma,

Xn = C1X1pq + CoXpp + 0+ CiXie s
para as constantes c,, c,, ..., ¢, que podem ser obtidas pelas condi¢des iniciais.
Demonstracao.
Seja y;,¥,, ..., ¥x as k condicdes iniciais. Pelo Teorema 1.6.1 (Existéncia e Unicidade das
Solugbes) para cada y;, i =1,..,k existe uma unica solucdo x;, da E.D.L. (1.9) com
Xn, = Vi, Para um ny = 0 fixo. Assim, x;,, i = 1,...,k sdo k solugbes da E.D.L. (1.9). Se-
gue pelo Teorema 1.6.4, que estas solugdes séo linearmente independentes. Portanto, tem-se

0 conjunto fundamental de solugdes. |

Observe que pelo Teorema 1.6.1, conclui-se que quando séo dadas k condi¢des inici-
ais, a equacéo (1.9) tem solugdo unica (solucéo particular). Se ndo for dada nenhuma condi-

cao, a solugdo da equacdo de diferenca de ordem k dependera de k constantes arbitrarias (so-
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lucdo geral). Esta observagdo nos leva a defini¢cdo de uma solucdo geral da equacdo de dife-
renca linear.

Considerando que trataremos em particular as equacdes de diferencas lineares auto-
nomas, as definices e teoremas a seguir serdo importantes para determinarmos a solucéo

geral dessas equagoes.

Definicdo 1.6.7 Se a equacdo de diferenca linear possui os coeficientes constantes, entdo
existe uma sequéncia geométrica que é uma solucéo de (1.9), isto &, existe uma solucdo da

forma x,, = A™, onde A € um nimero complexo.

Teorema 1.6.8 Uma condi¢do necessaria e suficiente para que a sequéncia geométrica
x, = A" seja solucdo de (1.9), é que a constante A satisfaca a equacao caracteristica (1.11).
Demonstracao.
(=) Supomos que A™ seja solugéo de (1.9), pela substituicdo de A™ em (1.9) obtemos:

ANtk 4 al/ln+k_1 + az/ln+k_2 4o g ak—1/1n+1 + q A" = 0.
Multiplicando esta equacdo por A~™ encontramos

A+ a2+ a,2% 2 + o+ ap_ A+ a, = 0. (1.11)

O polindmio acima é um polinémio de grau k, de coeficientes reais, chamado de polinémio
caracteristico ou equacéo caracteristica de (1.9) e pelo Teorema Fundamental da Algebra, tal
polindbmio pode ser fatorado em k termos de primeiro grau, de modo que o polinémio tenha k
raizes no campo complexo, vide [10].
(< )Reciprocamente supomos que A* + a; A% + a,A*2 + -+ + a1 A + a, = 0. Multipli-
cando esta equacdo por A™, obtemos:

Antk 4 a11n+k—1 + az/ln+k_2 + o ak—1/1n+1 + q A" = 0.
Se x,, = A", encontramos que

Xn+k T A Xnik—1 + -+ Qg1Xp41 + apxy =0,

0 que comprova o teorema. [ ]

Teorema 1.6.9 Se as raizes caracteristicas 44, 1,, ..., 4; S@0 todas distintas, entdo o conjunto
{AL, A3, ..., A4} € um conjunto fundamental de solucgdes de (1.9).

Demonstracéao vide [7].



23

Teorema 1.6.10 Se A for uma raiz com multiplicidade k > 1, ou seja, A; = A, = - = A, =
A, o conjunto {A", nA™, n?A™, ..., n*~1A"} é um conjunto fundamental de solucdes de (1.9).

Demonstracéao vide [7].

A sequir, definiremos a solucdo geral da E.D.L. homogénea (1.9) nos diferentes casos

que dependem se as raizes sdo: reais e distintas, complexas ou multiplicidade k > 1.

Defini¢do 1.6.11 (Raizes Distintas). Se as raizes 14, 1,, ..., A, sao distintas, segue pelo Teo-
rema 1.6.9 que o conjunto de solugdes {A7, 17, ..., A}} é o conjunto fundamental destas k so-

lucdes de (1.9). Entdo pelo Teorema 1.6.6, a solucéo geral de (1.9) pode ser escrita na forma
k

— n
Xn —Zci/ll-,ci eER,
i=1

Definicdo 1.6.12 (Raizes Complexas). Se as raizes A sdo complexas, elas ocorrem em pares
conjugados, ou seja, A =a+hi e A =a—bi com a,b €R, b # 0, ja que os coeficientes
a,, a,, ..., a; de (1.9) sdo reais. Assim, os pares de raizes de (1.9) sdo complexas e distintas do
tipo 4, = a; + byi, A, = a, + byi, ..., A, = ay * byi. Segue pelo Teorema 1.6.9 que o con-
junto de solugdes {A}, A3, ..., Ax} é o conjunto fundamental destas k solugdes de (1.9). Entéo
pelo Teorema 1.6.6, a solucdo geral de (1.9) pode ser escrita na forma

Xp = AT + A + -+ Ay, ¢ ER, (1.12)

Pondo-as A;s na forma trigonométrica, teremos:

A; = p[cosO + isend] e A, = p[cosf — isend],

onde

p=+a?>+b?e 0 =arctg (g)
Aplicando a formula de Moivre, obtemos:
A = p™[cos nf + isennf] e AT = p™[cos nh — isen nf].
Assim, substituindo os A"'s e 2's em (1.12), acrescentando novas constantes e fazen-
do os célculos necessarios, obtemos:
Xy, = p1[Bicos nB; + B,sen nb, ]| + p}[Bscos nf, + Bysen nf,| + -+ +

+ Pk [B(ak-1)c0s N6y + Byisen néy],
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onde 0s B;s € R sdo constantes a serem determinadas a partir das condicoes iniciais impostas.

Definicdo 1.6.13 (Raizes de Multiplicidade k > 1). Se A for uma raiz com multiplicidade
k > 1,o0useja, A; = A, = -+ = A, = A, segue pelo Teorema 1.6.10 que o conjunto {A", nA™,
n?A", ..., nk¥=1A"} é o conjunto fundamental destas k solugdes de (1.9). Entdo pelo Teorema
1.6.6, a solucéo geral de (1.9) pode ser escrita na forma
Xp = CA" + CnA™ + c3n?A" + -+ n*TIA" ¢, ER,

ou ainda,

k

X, = Zcikn(l +n+n?+--+n*1),c ER,
i=1

onde 0s ¢;s sdo constantes a serem determinadas a partir das condigdes iniciais impostas.

Agora, definiremos a solugéo geral da E.D.L. autbnoma ndo homogénea.
A forma geral dessa equacdo é dada por
Xn+k + A Xpig—1 + AoXpip—2 + -+ Qo1 Xpi1 + AeXn = b, (1.13)
onden € Z§, x, € R, a; e b € R sdo constantes com a; e b # 0.

Os teoremas a seguir sdo necessarios para a obtencao da solucéao geral.

Teorema 1.6.14 Se x4 ,, e x,, séo solucgdes de (1.13), entdo x,, = x; , — x5, € uma solucéo
da equacéo correspondente
Xn+ke + A1 Xnsk—1 + QpXppp-2 + -+ Qg Xnyq + agxy = 0. (1.14)

Demonstracao.
Por hipétese temos:

Xin+k T QX1 pik—1 F o F Qpo1X1 041 + QX =D

Xom+k T Q1Xonik-1 0+ Qeo1Xo 41 + AXon = b
Subtraindo essas duas relagdes, obtemos:
(X1n+k = X2n+k) + A1 (X1 nek—1 = Xzner-1) + o+ Qo1 (X ne1 — Xone1) + Ge(Xyn —
xz,n) =0,

ou seja, x; , — X, € umasolugdo de (1.14). m

De acordo com (ELAYDI, 2005), geralmente a solucdo geral da equacdo homogénea
(1.14) e considerada como a solu¢do complementar da equacdo ndo homogénea (1.13) e vai
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ser indicada por x.,. Uma solucéo da equacgdo ndo homogeénea (1.13) € chamada de solugéo
particular e sera denotada por x,,,. O proximo resultado nos da um algoritmo para gerar todas

as solucdes da equacdo ndo homogénea (1.13).

Teorema 1.6.15 Qualquer solucédo x,, de (1.13) pode ser escrita como
k

Xn = z CiXin t Xpn

i=1
onde {xl,nrxz,nr ...,xk,n} € um conjunto fundamental de solucdes da equacdo homogénea
(1.14).
Demonstracao.

Observa-se que de acordo com o Teorema 1.6.14, x, — x,, , € uma solucéo da equagéo ho-
mogénea (1.14) . Assim, x, — x, , = P CiX;n, paraalgumas constantes c;.
Portanto, o teorema anterior leva a definigcdo das solucdes gerais da equacdo ndo homogénea

(L.13)como x,, = xcp + Xpp. ™

1.7 Sistemas de Equacdes de Diferencas Lineares Autbnomas

Até agora nos preocupamos com equacdes de diferencas lineares, ou seja, equacdes
com apenas uma variavel independente e uma variavel dependente. No entanto, existem mui-
tas situacbes-problema nos campos da Economia, Ecologia, Fisica, Demografia e outros que
envolvem mais de uma variavel dependente. Em decorréncia da natureza destas situacoes-
problema, sistemas de equacdes de diferencas lineares S.E.D.L. surgem espontaneamente na
sua modelagem.

Segundo (LUENBERGER, 1979, p.90), “a base para esta abordagem € a no¢do de um
sistema de equacdes de primeira ordem, em tempo discreto.” Além disso, o sistema de primei-
ra ordem tem importancia especial, pois qualquer equacdo ou sistema de equacdes de ordem
k podem ser facilmente convertidos em equivalente sistema de equagdes de primeira ordem.

Um sistema com k equaces de diferencas lineares autbnomas de primeira ordem é re-

presentado na forma
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Xin+1 = A11X1n T A12X 0 + 0+ QX + b,

Xon+1 = A21X10 T a223.62,n + -+ ayXpn + by , (1.15)
Xen+1 = Ag1Xin T ApaXon + o+ QX + Dy
Escrevendo este sistema usando a notagdo matricial, temos:

X1n+1 A - Ak [*1in b;

Ixz "“‘ I Gz - G2k Fzn | bal o e g

Xken+1 akz Akre | | Xk,n by,

ou ainda,
Xny1 = Ax, + B, (1.16)

onde n € Z}, os vetores x,, € R¥, A = [a;;] € uma matriz de dimenséo k X k com
a;; €ER,Vi,j=12,..,keBE R¥* é um vetor constante.
Se B = 0 o sistema é homogéneo cuja representacdo é da forma
Xpy1 = AXp. (1.17)

Conforme observamos, a escrita matricial enfatiza a semelhanca entre sistemas de
equacOes e uma Unica equacao.

Dizemos que um vetor x,, é solucdo para a equacdo (1.16) se suas componentes satis-
fazem o sistema de equacdes (1.15).

De acordo com (BOYCE e DIPRIMA, 2006), a teoria geral para sistemas de k equa-
cOes lineares de primeira ordem € bastante semelhante a teoria para uma Gnica equacdo linear
de ordem k e que os principais conceitos sobre a estrutura desses sistemas estdo enunciados
nos Teoremas 1.7.1 e 1.7.2. Estes sdo bastante semelhantes aos teoremas correspondentes
1.6.4 e 1.6.6 da secéo anterior.

Teorema 1.7.1 (Principio da superposicao). Se 0s Vetores xj ,, X5 n, ..., Xk $80 solucdes line-
armente independentes do sistema (1.17), entdo qualquer combinacéo linear destas k solucdes
Xp = C1X1n + CoXopn + o+ CkXi s

também ¢é solucdo, onde ¢y, c,,..., ¢, Sa0 constantes arbitrarias.

Demonstracéao vide [7].

Teorema 1.7.2 (Conjunto Fundamental). Existe um conjunto fundamental de solugdes do
sistema (1.17) de dimenséo k.

Demonstracao.
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Seja vy, v, ..., v, 0S k vetores unitarios de R¥. Pelo Teorema 1.6.1 (Existéncia e Unicidade
das Solugdes), para cada v;, i = 1, ..., k existe uma unica solugdo x;, do sistema (1.17) com
Xpn, = V;, parang = 0 fixo. Assim, x;,, i =1, ..., k sdo k vetores solucdes do sistema (1.17).
Segue pelo Teorema 1.7.1, que estas solucdes sdo linearmente independentes. Portanto, tem-

se 0 conjunto fundamental de solugdes de dimensao k. ]

Para aprofundamento da teoria sobre S.E.D.L. consulte as referéncias [4], [7] e [17].

Além desses teoremas vistos acima, ao trabalharmos com S.E.D.L. necessitaremos re-
ver alguns conceitos basicos sobre a algebra linear necessario para a defini¢do da solugéo ge-
ral. Para efeito de ilustracdo ao representarmos o S.E.D.L. por uma matriz A € R¥*¥ precisa-
remos saber calcular A™, se tal matriz é diagonalizavel, o problema se resume em calcular
poténcias de uma matriz diagonal, que € exatamente trivial, ja que basta elevar a essa poténcia
cada elemento da diagonal. Mas e quando a matriz ndo é diagonalizavel? Serad necessario rea-

lizar uma grande quantidade de operacdes
n—1operagodes

A" = AAA. A,
tornando-se extremamente trabalhoso.

Diante desta situacdo, primeiramente sera necessario revisarmos alguns conceitos so-
bre autovalores e autovetores de uma matriz, condi¢do para sua existéncia e como determina-
los. Introduziremos o conceito de diagonalizacdo de matriz, algumas condi¢des para que a
matriz seja diagonalizavel e por fim, como calcular as poténcias de uma matriz diagonaliza-
vel.

Assim, os teoremas e defini¢des da algebra linear necessario para este estudo encon-
tram-se no decorrer do capitulo ou no apéndice, onde fizemos uma breve revisdo sobre a teo-

ria relativa a algebra linear.

Definicéo 1.7.3 (Autovetores e Autovalores). Se A € R¥** entdo um vetor ndo nulo v em
R* é chamado um autovetor de A se Av é um multiplo escalar de v, ou seja,

Av = Av,
para algum escalar A. O escalar A é chamado um autovalor de A se existe solugdo ndo trivial v

para Av = Av, este v é um autovetor associado a A.
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Observe que pode escrever Av = Av como Av = (Al)v, ou ainda (A—Al)v=20
(1.18), onde I é uma matriz identidade k X k.

Se (A — AI) for inversivel (ou seja, se seu determinante for diferente de zero), o siste-
ma (1.18) terd exatamente uma solucao, com v = 0, solucao trivial.
Como queremos v # 0, estamos procurando o valor de A para 0s quais

det(A—AI) =0,
0 que resulta em um polinémio
A+ a2+ a5 + oo+ ap_ A+ a, = 0. (1.19)

A equacdo (1.19) e chamada de polinbmio caracteristico ou equacao caracteristica de
A, cujas raizes A sdo chamadas de autovalores de A.

Para encontrar os autovetores, basta substituir o valor do autovalor no sistema (1.18) e

encontrar o autovetor. O autovalor serd, entdo, associado ao autovetor encontrado.

1.8 Solucéo Geral de Sistemas de Equaces de Diferencas Lineares

De acordo com [29] consideramos o S.E.D.L. homogéneo
Xns1 = Axy, (1.20)
onde n € Z§, os vetores x,, € R¥, A = [a;;] é uma matriz de dimens&o k x k com a;; € R,
Vi,j=1.2,..,k.
Dado uma condigdo inicial o vetor constante x, € R¥, por iteracio obtemos:
x, = Axg
x, = Ax; = A%x,

X3 = sz = A3X0

Xn = A"Xx,, (1.21)
que é a solucdo geral de (1.20).

Por inducdo, demonstramos a validade de (1.21) de acordo com [7]. Como x,, € valido,
por ser condicdo inicial, supomos que (1.21) é verdadeira para n = k (hipdtese indutiva), ou
seja,

x, = A x,.

Verifiqguemos entdo, paran = k + 1.

E facil ver que da relagio de recorréncia e da hipotese indutiva, obtemos:
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Xpp1 = Ax, = A A¥xy = AF1x,,
ou seja,
— Ak+1
Xp+1 = A" X,

0 que prova a validade para vn € N, portanto (1.21) é solugdo de (1.20). ]

Consideramos agora, 0 S.E.D.L. ndo homogéneo
Xp41 =Ax, + B, B %0, (1.22)
onde n € Z}, os vetores x,, € R¥, A = [a;;] € uma matriz de dimenséo k X k com a;; € R,
Vi,j =1,2,..,k e B € R é um vetor constante.
Dado uma condicéo inicial o vetor constante x, € R¥. Por iteraco, obtemos:
X, = Axo+ B
x, = Ax, + B = A’x, + AB
X3 =Ax, + B = A%x, + A’B+ AB + B

n-1
X, = Ax, +ZAiB. m
i=0

Os teoremas a seguir mostram a validade desta formula de acordo com [7].

Teorema 1.8.1 Qualquer solugdo x,, de (1.22) pode ser escrita na forma x, = A"xy + x5,
para uma escolha apropriada do vetor constante x, e uma solugdo particular x,, ,,.
Demonstracao.
Seja x,, uma solugdo de (1.22) e x,, , uma solucdo particular de (1.22).
Se yn = Xp — Xpp, €NtAO
Yn+1 = Xn+1 — Xpn+1

= Axy, — Axyp

= A(xn = Xpn)

= Ayn
Assim, y,, € uma solugdo do sistema homogéneo (1.20).
Logo,

yn = A"Yo,
isto e,

— n
Xn — Xpn = Axy,
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portanto,
Xn = A"Xo + Xp p,

concluindo a prova do teorema. ]

Teorema 1.8.2 A solucéo particular do sistema (1.22) pode ser escrita na forma

n-1

— i —
Xpn = Z A'B com x,,=0.

i=0

Demonstracao.

n
— i
Xpn+1 = ZA B
i=0

=A°B+ A'B ..+ A" B+ A"B

n
= A°B + Z A'B
i=1

n-1
= Z A™*1B + B

=0

n—1

Z A'B

i=0

=A +B

= A[x,.] + B.
Logo, x,, € solucdo de (1.22) com x,, = 0. Portanto, a solugéo geral de (1.22) pode ser

escrita na forma
n—-1
x, = A™xy + Z A'B com x,,=0. =
i=0

A seguir, definiremos a solugéo geral dos S.E.D.L. nos diferentes casos que dependem

se os autovalores sdo: reais e distintos, complexos ou multiplicidade k > 1.

Definicdo 1.8.3 (Autovalores Reais Distintos). Se a matriz A € R¥*k possui k autovalores
reais e distintos A; A, ..., A, sejam v, v, ..., v} 0s k autovetores associados respectivamente
aos autovalores, entdo pelo Teorema A.1, estes autovetores séo linearmente independentes e
pelo Teorema A.2 a matriz A é diagonalizavel. Assim, a matriz A pode ser escrita como

A=PDP,
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onde
P=[vy, v, .. v] eD=diag[A; A, .. Al

Pelo Teorema A.4, temos

A" = pp"pT1,
Assim, a solugéo geral de (1.20) pode ser escrita como:

x, = A"x, = PD"P ™ 1x,.
Podemos ainda explicitar a formula x,,, ou seja,
x, = (PD"P~V)x, = PD" (P 1x,).

Denotando a coluna P~1x, que apareceu aqui como segue

€1
C=Plxy,= lcﬂ.
Ck
Pela multiplicacdo matricial temos:

x, = PD"(P"1x,)

/1711 0 v 07712

n :
| B |
0 .. 0 Apflck

1
= [A" An e A C2
= [Afvy + vy + -+ v |

Ck

= i ATvy + cu BJvy + -+ ¢ Ay
Em particular, os coeficientes ¢; para o valor inicial x, sdo tais que
Xg = i A0y + ¢, A0, + -+ e A%V = cv; + Uy o+ Oy Vg,

ou, equivalente, PC = x,, ou seja, C = P71x, . ]

Definicéo 1.8.4 (Autovalores Complexos). Se a matriz A € R¥** possui k autovalores com-
plexos e distintos, entdo existem k autovetores linearmente independentes o que implica uma
matriz A diagonalizavel. Sendo a matriz A real, os autovalores complexos surgem em pares de
autovalores conjugados, isto ¢, A =a+bi e A =a — bi com a,b € R, b # 0, formam um
par de autovalores conjugados. Pela Proposicdo A.6, se v = v + iv; € um autovetor de A
associado ao autovalor complexo A = a + bi, ou seja, Av = Av, entdo v = vy — iv; também
é um autovetor de A, mas associado a A = a — bi. Assim, a solu¢io complexa associada ao

par (4, v) é dada por
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Xn = A"xy.
Pelo Teorema A.2 temos
A=PDPle
pela Proposicdo A.6
A4 0 0 .. 0
) [0 A0 .00 ]
P=[v, 7, v W]eD=|lg o ~ =~ il
ls N QJ
0 0 0 Ak
Segue pelo Teorema A.4 que
A" = ppnp1,
Assim, a solucdo geral de (1.20) pode ser escrita como:
x, = A"xq = PD"P~1x,. n

Definicdo 1.8.5 (Autovalores de Multiplicidade K > 1). Se A for um autovalor da matriz
A € R**k com multiplicidade k > 1, ou seja, A; = A, = --- = A, = A, estes autovalores repe-
tidos podem em alguns casos gerar menos do que k autovetores linearmente independentes
associados a esse autovalor. Isto significa que uma combinacéo linear deles ndo pode repre-
sentar todo o espaco de solucdo, o que implica ndo encontrarmos uma matriz P que diagonali-
za a matriz A. Entdo, pela Definicdo A9, podemos determinar autovetores generalizados
Wy, W,, ..., Wi_7 associados ao autovalor A, os quais sao linearmente independentes pelo Teo-
rema A.10 tal que uma combinagdo entre os autovetores v, w;, w,, ..., Wy_; gere uma base
para 0 R¥. Com isso é possivel determinamos a matriz P que diagonaliza a matriz 4, sendo a
matriz diagonal de A uma matriz /] na forma de Jordan conforme mostra 0 Teorema All.

Assim, a matriz A pode ser escrita como

A=PJP
sendo
J,, 0 0 .. 0
|[0 I> O]I
P = [‘U w; Wy .. Wk—l] e /=10 O J3 = &)
S R oJ
L) 0 o w Ji

onde cada bloco J; tem uma mesma entrada A; em toda diagonal, e uns acima dela, sendo to-

das as outras entradas iguais a zero, isto ¢,
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0 A4 1 0
Li=l0 0 4 -

. . . 1

0O O Ai
Segue que pelo Teorema A.4 que

A" = pjnp1,
Assim, a solucdo geral de (1.20) pode ser escrita como:

X, = A"xqg = P/"P " lx,. m

1.9 Representacdo de Equagdes de Ordem Superior sob a forma de Sistemas

Segundo (LAY, 1999), uma abordagem moderna do estudo de uma equacédo de dife-
renca linear de ordem k é substituir a equacdo por um sistema equivalente de equacdes de
diferencas lineares de primeira ordem, escrito como x,,,, = Ax, + B, paran = 0,1,2, ..., onde
os vetores x,, pertencem ao R¥, A € R¥** e B € R* s&o vetores constantes.

A definigéo a seguir justifica a escrita de uma E.D.L. na forma matricial.

Defini¢cdo 1.9.1 Uma equacdo de diferencas linear de ordem k,

Xn+k T A Xpig—1 + QoXpig—2 + 0+ Qo1 X1 + QX = b
pode ser transformada num sistema linear de primeira ordem com k equacfes de primeira
ordem e k varidveis, em seguida escrita na forma matricial.

De acordo com [7] e [18] para construir uma representacao do sistema adequado,
define-se k variaveis de estado como k valores sucessivos de x,,. Usa-se a notagao z; ,, z, p,
, ..., onde o primeiro indice identifica uma diferente variavel de estado e o segundo indice re-
presenta a variavel discreta independente para escrever as equacfes auxiliares de reducdo de
ordem.

Em particular, fagcamos:

Zon = Xn+1 = Z1n+1

Z3n = Xn+2 = Z2n+1

Zk-1n = Xn+k-2 = Zk-2,n+1
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Zkn = Xn+k-1 = Zk—-1,n+1-
Com estas defini¢Oes, segue-se imediatamente que:
Zin+1 = Z2n

Zon+1 = Z3n

Zgk—2n+1 = Zk-1,n
Zg-1n+1 = Zkn -
O valor de z, ,,+1, pode ser encontrada a partir da equacéo original fazendo
Zin+1 = —ApZin — Ag—1Z2;n — - — Q2Zg—1n — Q1 Zkn + D.
Definindo o vetor de estado z,, que tem componentes z; ,,, z; p, ..., Z , aCima, produz
o sistema linear

(Zin+1= 0Z1,+ 225
Zoan+1 = Ozl,n + OZZ,n + Z3n
Z3ns1 = 0zy, +0z5, + 0z3, + 24, )

sz,n+1 = —QgZin — Ag-1Zan — -~ ApZg—1n — Q1Zgn T

que pode ser escrito na forma matricial

0 1 0 0 1 [0]
| O 0 1 I (O]
Zpir =1 ¢ : o ~ |z, +10]b,
[ 0 1 J [J
—Qag —Ag-1 .. —Az —a 1
isto é,
Zpy1 = Az, + B,
onde
0 1 0 0 [Zl,n 0 [21,01
[ 0 0 1 : ] |Zz,n |r0-i |Zz,0|
A=l : “ |, z, =1%3n|,B=10|e z, =|%30]
[ 0 1 J l : J H l : J
—Ar —Qg-1 .. —Qz —aq Zkn b Zk,0

para n € Z¢, onde os vetores z, € R¥, A = [a;;] € uma matriz de dimensdo k x k com
a;; €ER, Vi,j =1.2,..,k, B € R*éum vetor constante e z, € R* é um vetor constante que
representam as condicdes iniciais impostas.

Se b = 0 na equagdo inicial, entdo temos um sistema homogéneo

Zny1 = AzZy.
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Neste trabalho o método de resolugdes das E.D.L. de ordem superior, sera feita com
base na teoria de S.E.D.L.

1.10 Exemplos e Aplicagdes das Equacdes de Diferencas de Ordem Superior e de Siste-
mas de Equac0es de Diferencas Lineares

Exemplo 1.10.1 (Fibonacci). Leonardo de Pisa foi um matematico italiano que ficou conheci-
do como Fibonacci por ser filho de Bonacci. Em 1202, escreveu um livro denominado Liber
Abacci, nele contém uma grande quantidade de assuntos relacionados com a Aritmética e
Algebra da época e realizou um papel importante no desenvolvimento matematico na Europa
nos séculos seguintes.

Um dos problemas encontrados neste livro é o da sequéncia de Fibonacci: 1,1,2,
3,5,8,... . Esta sequéncia foi utilizada para descrever o crescimento de uma populacdo de coe-
Ihos. Os nimeros descrevem o nimero de casais em uma populacdo de coelhos depois de n
meses se for suposto que:

* N0 primeiro més nasce apenas um casal;

« casais amadurecem sexualmente (e reproduzem-se) apenas apds o segundo més de vida;

* ndo ha problemas genéticos no cruzamento consanguineo;

« todos 0s meses, cada casal fértil d& & luz um novo casal,

« 0s coelhos nunca morrem. [9]

a) Escreva um modelo matematico que descreve a sequéncia de Fibonacci.

b) O modelo matematico encontrado em (a), permite encontrar um a um 0s termos seguintes.
E se quisermos um termo qualquer, como por exemplo, xz,? Observe que seria uma tarefa
extremamente trabalhosa. Para isso, determine a solucdo geral que permita encontrar qualquer
termo da sequéncia sem precisar calcular os termos antecedentes.

Solucéo.

a) Usando o fato de que o casal de coelhos recém-nascido torna-se fértil apds dois meses de
vida, dividiremos os casais de coelhos em trés classes: os recém-nascidos, adultos ap6s um
més de vida e adultos férteis apds dois meses de vida.

Denotando o nimero de casais de coelhos apds cada més n por x,,, temos que o0 nume-

ro de casais ap0s 0 més x,,,, sera igual a soma do numero de casais adultos apds 0 més x,,, 1,
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com o nimero de casais recém-nascidos no més anterior x,,, gerados pelos casais que torna-
ram se férteis apos 0 més n + 2. Esta situacdo traduz-se em

Xn+2 :xn+1+xnl n =0 com Xg = X1 = 1.

b) O modelo matematico encontrado em (a) é uma equacdo de diferenca linear de segunda
ordem.
Pela Defini¢do 1.9.1, podemos usar as equacOes auxiliares x, .1 = ¥n € Vn+1 = Xn+2,

para escrever o sistema:

{xn+1 =Yn
Yn+1 = XntYn’
isto é,
Xn+1 _ 0 17[*n
[yn+1] - [1 1 [yn]'
ou seja,
Xn+1 = Axp,
onde
0 1
a=; 1l
Pela Definig¢éo 1.7.3 (Autovetores e Autovalores), os autovalores de A sdo dados por
-1 1 71_ 2 a4 _
det|7t 1 |=0e22-a-1=0
onde os autovalores sdo 1; = Sl e d, = 15 .

2
Como A possui dois autovalores distintos, pelo Corolario A.3, A é diagonalizavel. Os
autovetores v,, v, associados aos autovalores 1, A, respectivamente sdo dados por

(., 1)v=0

1 1-21
—1+5 -1-+/5
Assim,v1=< 2 > ev2=< 2 )
1 1

A matriz P que diagonaliza A é dada por

et ey o

P=[v, v,]= l 2 2 l cujainversaé P! = )
1 1 -1 -1+/5
V5 2V5

sendo D a matriz diagonal de A,



[1++/5 ]
I 0 |
p=| 2 l
I 1- 5|
| © >
Pelo Teorema A.2 (Diagonalizacdo), podemos escrever:
1+ x/_ 12
—-1+vV5 -1- \/— 0 |7z
A=PDpP' = INE]
- - 2 2
1 1 I 0 - V5 Il—1
I =
Segue pelo Teorema A.4 (Poténcia de matriz), que
1+V5\" 1
-1+V5 -1-v5 0 —
A”=PD”P‘1=[ I l(Z) |1
1 1 0 (ﬂg) -
2 V5
A solucdo geral € dada por
X, = A™x,,
isto €,
[(1+V5\" . e
-1+v5 —-1-+5]\73 IIE
Xn = 2 2 | “
1 1 l 0 1-+5 J|_1
2 V5

Logo, a solucdo da equacdo inicial é a primeira componente de x,,:

=l - (59

Portanto, para encontrarmos o valor do termo x5, fagamos:

n+1

xso_f[ 2

1+V5

2v/5
—1+4++5

2v/5

ol ol
—_—

1+/5
2v5
—14+5]
2v/5

1+\/—]

_1+\/—|[1]
"5 |

51 51
1+v— _ (1—_@) ]:20.365.011.070.
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Uma observacdo importante € que o nimero — € 0 nimero de ouro, que é frequen-

V5

temente representado por @, logo 1_7 =—-=—-¢"1

Assim podemos reescrever x,, da seguinte forma:

®n+1 _ [_Q—l]n+1 ®n+1 + Q)—(n+1)
Xn = \/g = \/g .
Outro fato interessante é que a medida que n cresce o quociente
a, = xi: comn > 1,

converge para o valor numérico de @, isto é,
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(Z)n+1 + (Z)—(n+1)

. e e \/g e @n‘l‘l + @—(Tl+1) B
dm ap = lm = m =g gw S Mg -9 .
V5

Exemplo 1.10.2 Determinar a solucdo geral da equacdo de diferenca x,,., = 6x,41 — 9%y,
com condic0es iniciais x, = 1 ex; = 9.
Solucéo.

Usando as equacgdes auxiliares x,,1 = ¥ € Yn+1 = Xn+2, POdemos escrever o siste-

ma
{xn+1 =Yn
Yns1 = — 9%, +6)’
isto e,
Xn+1] _ [0  11[*n
yn+1] B [—9 6] [yn]’
ou seja,
Xn+1 = Axp,
onde
710 1
A= [_9 6].
Os autovalores de A, sdo dados por:
-1 1 7_ 2 _
det| gl |=0e22-61+9=0.

Logo, A = 3 € o autovalor com multiplicidade 2.
O autovetor v associado ao autovalor A = 3 é dado por:

(—A 1

_9 6—A)v=0'

Assim, v = (;)

Como o autovalor A = 3 gerou apenas um autovetor e a matriz A tem dimensao 2, se-
gue que ndo é possivel escrever a matriz P que diagonaliza a matriz A. Entdo, pela Defini¢ao
A9 e pelo Teorema A.10, podemos determinar um autovetor generalizado linearmente inde-
pendente. Assim, determinamos a matriz P que diagonaliza a matriz A, sendo a matriz diago-
nal de A uma matriz J na forma de Jordan.

Logo, o0 autovetor generalizado w para o autovetor A = 3 ¢ dado por:

(5 6l )v=r=(§ Iv=0)
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ondew = ((1))

A matriz P que diagonaliza A é dada por:

1 0

P=[v w]= [é 2] cujainversa é P~ = [_3 1)

sendo J a matriz diagonal de 4,

By

e R

A solucdo geral é dada por

Logo,

Xn, = A™x,,
isto e,
1 0113 n3* 411 011
n = [3 1”0 3n ][—3 1 [9]'
Portanto, a solucdo da equacdo inicial é dada pela primeira componente de x,,:

x, =3"+6n3""1. =m

Exemplo 1.10.3 Determinar a solucdo geral da equacgéo de diferenca x,, ., = —2x,,41 — 2Xp,
com condic0es iniciais x, = 1 e x; = 4.
Solucéo.

Usando as equacdes auxiliares x,.q = ¥n € Vn+1 = Xn42, POdemos escrever o siste-

ma
{xn+1 =Yn
Ynt1 = —2Xxn—2Yp’

isto é,

Xn+1 _ 0 1 Xn

yn+1] N [—2 —2] [yn]'
ou seja,

Xn+1 = Axp,

onde

_10 1
4= ol
Os autovalores de A, sdo dados por:

det| % 0o +214+2=0.

2
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Logo, os autovaloressdio 1, = —1+i e 4; = —1 —i.
Como A possui dois autovalores distintos, pelo Corolario A.3, A é diagonalizavel.

Os autovetores v,, 7; associados aos autovalores 1,, A, respectivamente, sio dados por

(3 5,

onde pela Proposicdo A.6, temos que o0s autovetores séo

"= (—11+ ) e (—11— )

A matriz P que diagonaliza A é dada por

)v=0,

1

- —i
_ _ 1 1 1 L cp-1_ |2 2
P=[v vl]_[—1+i _1_i],cu1a|nversaeP =l i)
2 2
sendo D a matriz diagonal de A,
-1+ 0
D_[ 0 —1—i]'
Logo,
1—-i =i
R R | 1 1[-1+i 0 2 2
A=PDP _[—1+i —1—i” 0 —1—i] 1+i i
2 2
A solucdo geral € dada por
X, = A™X,,
isto é,
1—-i —i
to = | 1 1 ][(—1+i)" 0 ] 2 7[1]
n -1+ —-1-i 0 (1-D"]|1+1i i 4r
2 2
onde a solucdo da equacdo inicial é dada pela primeira componente de x,,:
=14+ D" (-1-0D" 5(=14+D™ 5(=1—0"
L )

Aplicando a formula de Moivre,
(a+ bi)" = p™(cosnb + isennf) e (a— bi)" = p™(cos nb — isen nH)
onde
p=+a*>+b? e 0 =arctyg (%),
para
(=1+ D" e (—1—1i)"de (*), obtemos:
p=v2,
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0 =arctg(—1) = %n,
3n 3 3 3
(-1+)"= V2" (cos n— + isen n—) e (—1-D"= V2" (cos n— —isen n—)
4 4 4 4
Substituindo estes resultados em (*), obtemos:
_ \/En ( 3 iy 37'[) 4 \/fn ( 3 371)
Xn = ——|c0s N+ isenn— 5 (cos n-—isenn—
Sx/in( 37T+, 371),_'_5\/5”( 3r | 37r>_
5 (cos n-t+isenn—- i 5 \cos n—-—isenn—-|i.

Portanto, a solugdo da equacao inicial é

3n 3r
Xn =\/§n (cos nT+ SSennT). [

Exemplo 1.10.4 Determine a solucéo geral da equacéo de diferenca ndo homogénea
Xn43 = 2Xp42 + Xne1 — 2x, + 5, com condigdes iniciais xo = —1, x; =0ex, = 1.
Solucéo.

Usando as equacdes auxiliares x, .1 = ¥n, Vn+1 = Xn42 = Zn € Zna1 = Yn+2 = Xn+3,

podemos escrever o sistema

Xn+1 = Yn
Yn+1 = Zn ,
Zps1 = —2Xp + Y, +22,+5
isto e,
Xn+1 0 1 0][*n 0
Yns1|=[0 O 1[[Vn|+ |0}
Zn+1 -2 1 21lzn 5
ou seja,
Xn+1 = Axy, + B,
onde

0 1 0 0
0 0 1| e B=|o0|.
-2 1 2 5
Os autovalores de A, séo dados por:

-1 1 0

det| 0 =2 1 |=0o3-22%2-21+2=0.
-2 1 2-2

Logo, os autovaloressdo A, = -1, 1, =1 e A3 = 2.

Como A possui 3 autovalores distintos, Corolario A.3, A é diagonalizavel.
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Os autovetores v,, v, e v3 associados aos autovalores A,, 1, e A5 respectivamente sao

-1 1 0
0 -1 1 v=0.
-2 1 2—-21

-1 1 1
Assim, v; = < 1), vy, = (1) e vy = (2)
-1 1 4

A matriz P que diagonaliza A é dada por

dados por

11 1
-1 1 1 [3 2 6]
P=| 1 1 2], cuja inversa é P‘1:|1 % _71|
3 3
sendo D a matriz diagonal de A,
-1 0 O
D=0 1 o0
0 0 2
Pelo Teorema A.4, temos:
-1 1 -1
-1 1 1" 0 oyf® 2 &
At=pDp"P1=11 1 2 0 1 01 > 7
— n
114l 0o o 20, o
3 34
[ (G L G DL U SR s DL ]
3 3 2 2 6 2 3
3 2 2 6 2 3
S e L O iy
3 2 2 6
A solucdo geral é dada por
n-—1
xnzA"xo+ZAiB,
i=0
isto e,
-1)" 2" -H" 1 -D" 1 2™ 7
v,z ey ento1
3 3 2 2 6 2 3 1
(=™ 2" D™ 1 D™ 1 e
Xp = |— 1-2— - - ——+2=|| of+
" 3 3 2 12 6 2 “3| 4
-1)" 2" -H" 1 - 1 2"
G PRI G S S G VN SO
3 2 2 6 2 3
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—1)¢ 2 -1t 1 -1t 1 2]
GO LRI A G VN S G VL O
n-1 3 3 2 2 6 2 3 0
(-1)! 20 (-1 1 -t 1 2t
+ —_—t1-2= ——+= —+2=Il0f=
= 3 + 3 2 +2 6 2 315
(-1)¢ 2 (-1 1 (-1} 1 2
3ttty — 5ty T T2ttE
(— m 337
12 +28E_30E_E
o L YL
12 12 12 12
3D g 108
L 12 12 12 12
Portanto, a solucdo da equacdo inicial é dada pela primeira componente de x,,:
Xo=-7"L 4282 302 -2 u
12 12

Observe que 0 método de resolucdo usado nos exemplos de equagdes de diferencas de
ordem superior envolve alguns conceitos basicos de algebra linear, contetdo ndo abordado no
Ensino Médio. Assim, como sugestdes para o trabalho dessas equacdes no Ensino Médio,
podem-se usar as defini¢Ges 1.6.11, 1.6.12 e 1.6.13, juntamente com os resultados dos teore-
mas 1.6.14 e 1.6.15 para determinar as solucdes dessas equacoes.

Para efeito de exemplificagdo, revisitaremos o Exemplo 1.10.1 (Fibonacci), onde en-

contraremos a solucdo geral por meio das sugestdes acima.

Exemplo 1.10.1 (Revisitado) Fibonacci. Na alternativa (b) deste exemplo pede-se que de-
termine a solucéo geral da equacéo de diferencas x,,., = x,4+1 + X, com condicdes iniciais
Xo =x1 = 1.
Solucéo.

A equacdo caracteristica de x,,, = Xp41 + X, € A2 — 1 —1 = 0, cujas raizes séo da-

das por:

1++5 1-+5

1= e l, = >
Pela Definicéo 1.6.11 a solucéo geral é dada por
Xp = AT + A5 .

Usando as condigdes iniciais x, = x; = 1, as constantes c; e c, podem ser obtidas re-

solvendo-se o sistema,
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C1 +c, =1
1+v5\" 1+v5\"
Cl 2 +C2 2 =
V5+1 V5-1
LOgO,Clzﬁ e szﬁ'

Portanto, a solucdo geral é

_\/§+1<1+\/§>n+\/§—1<1—\/§>"
=0 2 25 2 '

1_i_\/§n+1 1_\/§n+1
=) -5 o

Observe que, caso seja uma equacao de diferenca linear ndo homogénea autbnoma, o termo

isto &,
1
V5

Xn =

ndo homogéneo é uma constante, sendo assim, uma solu¢do particular neste caso seré do tipo
x, = k,. Logo, para determinarmos o valor de k, basta substituir x,, = k,, na equacao e fazer

os calculos necessarios, conforme [18].

Exemplo 1.10.5 (Crescimento Populacional). Uma populacdo de passaros foi descrita compu-
a
tando-se o perfil da populacdo de fémeas x, = []:] da espécie, onde a, e j, representa o

namero de fémeas adultas e jovens presentes n anos apds os valores iniciais a, e j, serem

observados. O modelo supde que esses nimeros estdo relacionados pelas seguintes equacoes:

1 1
An+1 = Ean + Z]n_
Jn+1 = 20y

. . 1 1 . . .
Isso significa que 5 dos adultos e " dos jovens vivos no ano n sobrevivem para 0 ano

n + 1 e que cada fémea produz 2 jovens por ano em meédia. [24]
Supondo que os valores iniciais foram a, = 100 fémeas adultas e j, = 40 fémeas jo-
vens, determine:
a) A solucdo geral do sistema.
b) A populacéo de fémeas adultas e de jovens ap6s 10 anos.
Solucéo.
O sistema pode ser representado pela matriz
1
A= lz
2

OB
e—
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cujos autovalores sao,

1
11:1312:_5.

1 1
Os autovetores associados sao H e l 4].
1 1

Por conveniéncia, podemos utilizar maltiplos v, = B] ev, = [_ﬂ respectivamente.

A matriz diagonalizadora é P = B _41] cujainversaé P~ = 1[

4 1

-2 1

Issonos dd A = PDP~1 e para cada n > 0, podemos calcular A™ explicitamente:

111" 0 44222 1o (=)
eere=fy 0 Gy 11
2 2

Assim, obtemos:

a 1|[ ]|
o] = =m0 = 40 = 3| |
| ]

ou seja,
_ 220 80 (—1)" . 440 320 (—1)"

=75\

b) Paran = 10, temos:

220 80 -1\ 440 320 /—1\'°
mo=3+5(7) =B e w=g -3 (3) . =

2

Um objeto de interesse para os demdgrafos € o0 movimento de populagdes, ou grupos
de pessoas, de uma regido para outra. Vamos considerar aqui, um modelo simples para a vari-
acao da populacdo de uma cidade e dos suburbios vizinhos ao longo de certo periodo de anos.
[15]

Exemplo 1.10.6 (Demografia). Suponha que estudos demograficos mostrem que, a cada ano,
cerca de 5% da populacdo da cidade se mudam para os subdrbios vizinhos (e 95% permane-

cem na cidade), enquanto 3% da populacdo dos suburbios se mudam para a cidade (e 97%
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permanecem nos suburbios). Dado que a populacéo inicial € de C, = 600000 habitantes na
cidade e S, = 400000 nos suburbios, determine: [15]

a) Um sistema que represente esses dados.

b) A solucéo geral do sistema.

Solucéo.

a) Considerando que C,, é a populagdo da cidade no ano n e S,, é a populacdo dos suburbios
no ano n, temos:

Cni1 = 0,95C, + 0,03S,
Sp+1 = 0,05C, + 0,97S,,’

b) O sistema pode ser representado pela matriz

A_[0,95 0,03
~ lo,05 0,97

cujos autovalores sdo,
Al = 1612 = 0,92

Os autovetores associados respectivamente sdo v; = [g] e v, = [_11]

3

5 _11],cujainversaéP‘1 =1[1 1] e

A matriz diagonalizadora é P = [ sl —3

b= [(1) 0,?)2]'

Isso nos dd A = PDP~1 e para cada n > 0, podemos calcular A™ explicitamente:

0 ]1[1 1]_3 3+ 5(0,92)" 3—(0,92)"]

An=PDnP_1=[3 1][171 1 _
5 —uf0o (092)"sl5 —-31 8|5-5(0,92)" 5+ 3(0,92)"f

Assim, obtemos:

[ n] = Agny = L[3+5(092)"  3-(092)" ] [600000
S T T 7 0T g5 -5(0,92)" 54 3(0,92)" 400000

_[375000 + 225000. (0,92)"]
~ 1625000 — 225000. (0,92)™f

ou seja,
C, = 375000 + 225000.(0,92)" e S, = 625000 — 225000.(0,92)™. [ |
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1.11 Teoria da Estabilidade das Equagdes de Diferencas Autdbnomas

A partir de agora, nosso objetivo é estudar o comportamento assintotico, ou seja, a

evolugéo temporal de um sistema dindmico discreto descrito pela equagéo de diferenca
Xn+1 = f(xn), (1.23)

onde f:R->R, x, ER e n € Z.

Entende-se por evolucdo temporal de um sistema dindmico o comportamento determi-
nado pela k equagOes desse sistema a medida que o tempo n passa.

Assim, verificaremos se x,, para n — oo converge, diverge, mantém-se invariante, isto
é, x,, = x, ou oscila em relacdo a uma solucdo do sistema, ao qual denominaremos de ponto
fixo ou ponto de equilibrio desse sistema, que segundo (ELAYDI, 2005, p.9), “este ponto é o
sujeito de estudo da teoria da estabilidade.”

Para uma melhor compreensdo sobre o comportamento assintotico de um sistema di-
némico, apresentaremos a seguir os teoremas e as defini¢es necessarios.

Os teoremas e as definicbes comuns aos casos lineares e ndo lineares seréo tratados
nesta secdo, ja os especificos do caso nao linear serdo abordados no proximo capitulo.

A teoria apresentada nesta secdo baseia-se principalmente nas referéncias [5], [7],
[21], [29] e [35].

Definicdo 1.11.1 (lteragdo). Chama-se a iterada de ordem k da funcdo f no ponto x, & ex-
pressao

e o) = F(F (- (F(x0)) ) ok € 23,

k vezes

O valor de f(x,) € conhecido como a primeira iterada de f no ponto x,.

Isso é facil de ver, pois considere o sistema dinamico discreto x,,; = f(x,) com
condicdo inicial x,.

A aplicacdo sucessiva da funcao f, ou seja, a composicdo de f para o valor x,, permi-
te determinar a evolugéo temporal desse sistema cuja representacao € dada pela sequéncia de
estados,

Xo
x1 = f(xo)
xzzf(x1):f(f(xo ))=f2(xo)

x3 = ) = £ (F((0))) = F3(x0)
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X = f*(x0)
Note-se que f°(xo) = xg € xpiq1 = [ (xo) = f(fn(xo)) = f(xn).

Definigdo 1.11.2 (Orbita). Chama-se Orbita (0) o conjunto de todas as iteradas da fungéo

(1.23) no ponto x, para k € Z¢, isto é

0(x0) = {xo ;f(xo)»fz(xo)' ---'fk(xo)}-

Definigdo 1.11.3 (Ponto fixo ou de equilibrio). Um ponto x* no dominio de f € dito ponto de
equilibrio de (1.23) se for um ponto fixo de f, isto &, f(x*) = x".

Em outras palavras, x* é uma solucdo constante de (1.23), pois se x, = x* for o ponto
inicial, entdo x; = f(x*) = x*, x, = f(xy) = f(x*) = x* e assim por diante, ou seja, ndo

ocorrem variages do estagio n para o n + 1 para qualquer n € Z.

Exemplo 1.11.4 Seja a equacéo de diferenca x,.; = x3, onde f(x) = x3. Determine os pon-
tos fixos.
Solucéo.
De acordo com a defini¢do acima para se determinar os pontos fixos, resolve-se a equagéo
fx™) =x7,
ou seja,
x*3 = x*.
A solucdo dessa equacdo sdo os pontos fixos:
x*==1,x"=0e x*=1.

A definicdo (ponto fixo) diz que x* é um ponto que iterado permanece invariante. Gra-
ficamente, um ponto fixo é a abcissa do ponto onde o gréafico de f intersecta a reta y = x. Na
figura (1.1) pode-se visualizar a representacdo grafica dos pontos fixos da equacdo de diferen-

cas x,4.q = x5 quando se considera f(x) = x3.
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Figura 1.1: Pontos fixos de f(x) = x3. [7]

Segundo (DEVANEY, 1992, p.36) “um dos critérios mais simples para garantir a exis-

téncia de pontos fixos € uma consequéncia imediata do seguinte fato importante do calculo:”

Teorema 1.11.5 (Valor Intermediério). Suponha f : [a, b] = R € continua e que y, encontra-
se entre f(a) e f(b). Entdo, existe um x, no intervalo [a, b] com f(x,) = y,.

Demonstragéo vide [5].

Simplificando, este teorema diz-nos que uma fungéo continua assume todos os valores entre
f(a) e f(b) no intervalo [a, b]. Uma consequéncia imediata é o proximo teorema conforme
(DEVANEY, 1992, p.36).

Teorema 1.11.6 (Teorema do ponto fixo). Suponhamos que f : [a, b] — [a, b] é continua
definida em [a, b] c R. Entdo existe um ponto fixo para f em [a, b], isto é, existe x, € [a, b]
tal que f(xg) = xo.
Demonstracdo. Definamos, H : [a, b] = [a, b], por H(x) = F(x) — x. Observe que 0s zeros
de H sdo os pontos fixos de F.

Como F € continua, temos que H é continua. Notemos que F(a), F(b) € [a, b], logo
F(a)>a e F(b)<b, segue que F(a)—a=H(a)=0e F(b)—b=H(b)<0. Pelo
Teorema do Valor Intermediario, existe x, € [a, b] tal que H(xy) = 0, ou seja, H(xy) =

F(xy) —xo = 0, logo, F(x,) = x,. Portanto, x, € um ponto fixo de F em [a, b]. |

Exemplo 1.11.7 A funcdo f(x) = 1 — x? definida no intervalo I = [0,1] satisfaz as condi-
coes do teorema 1.11.6.

De fato, notamos que f(I) = I, entdo f tem um ponto fixo em I. Para encontrar o ponto fixo

resolvemos a equacdo f(x) = x, ou seja, 1 — x? = x, de onde obtemos x, = (—1 + \/E)/Z.
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Notemos que existe outra solucdo da equacdo no valor de (—1 - «/E)/z que n&o pertence ao

intervalo. [26]

1.12 Estabilidade de Pontos Fixos ou de Equilibrio

Segundo (ELAYDI, 2005), um dos principais objetivos dos estudos de sistema dina-
mico é a andlise do comportamento de suas solugdes com relagdo a sua evolucao a partir de
condigdes iniciais que estdo proximas a seus pontos fixos. Este estudo constitui a teoria de
estabilidade.

De acordo com o comportamento dessas solu¢des com relacdo ao ponto fixo x*, este
pode classificar-se em: assintoticamente estavel (atrator) e instavel (repulsor). A definicédo e

0s teoremas a seguir justificam estas classificacoes.

Definigdo 1.12.1 Seja x* um ponto fixo de f: ] — J, com J € R. Entdo, x* € atrator se existe
uma vizinhanga de x* em J tal que, para todo x, nessa vizinhanca f™(x,) com n > 0 apro-
xima de x*. De modo analogo, um ponto fixo x* € dito repulsor se para todo x, numa vizi-

nhanga de x*, f™(x,) se afasta de x*.

Teorema 1.12.2 (Ponto Fixo Atrator). Se x* é um ponto fixo atrator para f. Entdo existe um
intervalo I que contém x* em seu interior no qual a seguinte condicéo é satisfeita: se x, € I,
entdo f™(x,) € I paratodon e f™(x,) = x* quando n — oo.

Demonstragéo vide [5].

Teorema 1.12.3 (Ponto Fixo Repulsor). Se x* € um ponto fixo repulsor para f. Entdo existe
um intervalo I que contém x* em seu interior no qual a seguinte condicdo é satisfeita: se
Xo € I € xy # x*, entdo existe um inteiro n > 0 tal que f™(x,) & I.

Demonstracéao vide [5].

De acordo com (LUEMBERGER, 1979), hd um caso intermediario que ndo é coberto
pelos teoremas de estabilidade anteriores. Assim, uma andlise adicional é necessaria para ca-
racterizar o comportamento & longo prazo das solugGes x,,. Neste caso, 0s termos da érbita

f™(x,) tém valor constante, podendo oscilar em ciclos. Portanto, a solugdo nem tende para o
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infinito e nem para o ponto de equilibrio. O sistema néo é nem instavel, nem assintoticamente
estavel. Esta situacdo intermediaria especial é referida como a estabilidade marginal. E um
importante caso especial, provenientes de varias aplicacoes.

Também segundo (VIANA, 2012), neste caso o0 autor classifica o ponto de equilibrio
como neutro ou marginalmente estavel.

Para compreendermos melhor os teoremas acima, apresentaremos uma técnica grafica
para ajudar a entender e visualizar o comportamento das solucdes de x,,., = f(x,), onde f
pode ser linear ou ndo, nas proximidades dos pontos de equilibrio, que segundo (ELAYDI,
2005, p.13) “é um método grafico importante para visualizar a estabilidade do ponto de equi-

librio conhecido como Diagrama Teia de Aranha ou Diagrama Cobweb”,

1.13 Diagrama Cobweb ou Diagrama Teia de Aranha

E um método grafico em que se podem visualizar as sucessivas iteradas proximas ao
ponto de equilibrio. Para isso, consideramos no sistema cartesiano, os valores de x,, no eixo
das abcissas e x,,; no eixo das ordenadas e obtemos o gréfico ajustado x,,; = f(x,,), onde
f pode ser linear ou ndo. Os pontos de equilibrio sdo dados pela interseccéo do gréafico de f
com a bissetriz x,,,; = x,,. Dado um valor inicial x, tragamos um segmento vertical até en-
contrar o grafico de f, obtendo a ordenada f(x,). Do ponto (xo f (xo)), tracamos um seg-
mento horizontal até intersectar a bissetriz x,,.; = x,, encontrando no eixo das abcissas
x; = f(x,) e dai novamente tragamos um segmento vertical até ao grafico de f. Continuando
este processo podemos determinar a orbita x,, £ (x,), f2(xg), ..., f ™ (x0).

Se x, for um ponto inicial na vizinhanca de um ponto de equilibrio x*, a 6rbita de x,
da uma indicacéo clara da estabilidade de x*, pois indica como evolui x, quando ha um pe-
queno desvio de x*.

Nas figuras (1.2) e (1.3) representamos os Diagramas Cobweb para estudar a estabili-

dade respectivamente dos pontos de equilibrio x;, x5 e x* daequacéo logistica

f(xn) =Xn+1 = rxn(l - xn)-
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Figura 1.2: Diagrama Cobweb de Figura 1.3: Diagrama Cobweb de
Xnt1 = 2,5%,(1 — x). [7] X1 = 3,43x,(1 — xp). [7]

Observando os diagramas acima, podemos classificar a estabilidade dos pontos de
equilibrio xi,x; e x* de acordo com os Teoremas 1.12.2 e 1.12.3. Esta classificagdo se
aplica a qualquer tipo de modelo discreto, seja ele linear ou n&o.

Assim, temos:

» x; é instavel (repulsor), pois para qualquer valor x, relativamente proximo de x;, a Orbita
Xo, f(x0), f2(x0), ..., f™(x,), vai-se afastando progressivamente de x; a medida que n cresce,
figura (1.2).

» x; & assintoticamente estavel (atrator), pois para qualquer valor x, relativamente proximo
de x3, a Orbita x,, f (xo), f?(x0), ..., f™(x,), Vai-se aproximando progressivamente para x; a
medida que n cresce, figura (1.2).

e x* é marginalmente estavel, ou seja, é estavel, mas ndo assintoticamente estavel, pois para
qualquer valor x, relativamente proximo de x*, a érbita x,, f(x,), f2(xo), ..., f™*(xo), Man-
tém-se proxima dele, no caso da figura (1.3) em forma de oscilagdo em torno do ponto x* a

medida que n cresce.

1.14 Estabilidade da Equacdo de Diferenca Linear de Primeira Ordem

Comecgamos analisando a E.D.L. homogénea autbnoma de primeira ordem

Xp41 = aX,, a # 0, (1.24)

que tem como solucéo geral x, = a™x,, conforme o resultado em (1.5).
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Primeiramente vamos encontrar o ponto fixo de (1.24) para em seguida estabelecer
um critério de estabilidade para este ponto.

Temos dois casos a serem considerados:

1° Caso: Para a = 1.

Pela Defini¢do 1.11.3 devemos ter:
Xn+1 = Xn-
Substituindo este resultado em (1.24), obtemos:
Xp = aXp, © X, — X, = 0.

Logo, teremos infinitos x* pontos fixos.

29 Caso: Para a # 1.

Pela Defini¢do 1.11.3 devemos ter:
Xn+1 = Xn-
Substituindo este resultado em (1.24), obtemos:
Xp = ax, © x, = 0.
Logo, teremos um Unico ponto fixo
x* = 0. (1.25)
Para obtermos um critério se o ponto de equilibrio (1.25) é estavel ou instavel, toma-
mos a solucdo geral de (1.24),
X, = ax,.
* Se |al < 1, x* é assintoticamente estavel (atrator), pois os valores de x,, convergem para 0
ponto de equilibrio quando n — oo, ou seja,
lim a™x, =x* = 0.
n-oo
Para 0 < a < 1 a convergéncia € monotona e para —1 < a < 0 os valores de x,, alternam de
sinal o que leva a uma convergéncia oscilatoria, conforme mostra a figura (1.4).
* Se |a] > 1, x* é instavel (repulsor), pois os valores de x,, divergem do ponto de equilibrio
quando n — oo, 0U Sgja,

lim a" x, = too.
n—-oo

Para a > 1, temos os seguintes resultados:
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lim a™ x, =
n—->oo

{+00,xO >0
—00,x, < 0’

Neste caso, a divergéncia é monotona, conforme mostra a figura (1.4).

Para a < —1, temos 0s seguintes resultados:

+o00, n par, xo >0

) —o0o0, n par, x, <0
lim a™ x, = » Tt Pan Yo :
n—co —oo, n Impar, x5 >0
+00, n impar, x, <0

Neste caso, os valores de x,, alternam de sinal o que leva a uma divergéncia oscilatoria, con-
forme mostra a figura (1.4).

* Se |a| = 1, x™ é marginalmente estavel, ou seja, é estavel, mas ndo assintoticamente estavel,
pois as orbitas de valores proximos do ponto de equilibrio se mantém préximas dele.

Para a = 1, quando n — oo 0s valores de x,, S840 constantes e iguais ao ponto de partida x,, ou
seja,

1 n —
lim a™ xy = x,.

n—oo
Neste caso, conforme ja visto, teremos infinitos pontos fixos, marginalmente estaveis, ver
figura (1.4).
Para a = —1, quando n — oo 0s valores de x,, alternam entre x, e — x,, OU Seja,

{ Xy, M par

1 n —
lim a™ x, —x,, 1 {mpar

n—-oo

Neste caso, a sucessao x,, forma um ciclo de periodo-2 em torno do ponto fixo (marginalmen-
te estavel), conforme mostra a figura (1.4).

Graficamente, temos:

Figura 1.4: Representacdo gréfica da solugdo a™x, para uma condicéo inicial x, > 0 e distin-
tos valores de a. Linha superior: 0 < a < 1,a = 1 ea > 1. Linha inferior: —1 < a < 0,
a=—-lea< —1.[36]
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Consideramos agora, a equacgédo de diferenca linear autbnoma ndo homogénea de pri-
meira ordem,
Xp41 = aX, +b,com a,b # 0. (1.26)

Pela Definicdo 1.11.3, fazendo x,,,.; = x,, obtemos o ponto fixo de (1.26), isto €,

xnzaxn+b<:>xn=1_a,

logo,

xt =2 (1.27)

T 1-a’

De (1.7), temos que a solucdo geral de (1.26) é dada por
b
Xn = ax, + =2 (1—-a"),paraa # 1,

podendo ser reescrita como
Xp = (g —x")a™ + x7, (1.28)
0 que nos permite analisar a estabilidade do ponto de equilibrio segundo os valores de a ob-
tendo situacGes andlogas ao caso homogéneo.
Para a = 1, a solugéo tem a forma x,, = x, + bn, de acordo com o resultado em (1.8).
Assim, temos dois casos a considerar:
*Se b > 0, tem-se x,, > x, € x,, € Uma sucessdo monotona crescente com

lim x,, = +oo.

n—-oo

*Se b <0, tem-se x,, < x, € x,, € UMa sucessdo monotona decrescente com

lim x, = —oo.
n—-oo

Neste caso, ndo se tem ponto fixo, isso pode ser verificado facilmente.
Considere a E.D.L.
Xpn41 = axXp, +b,coma=1c¢e b #0.

Pela Defini¢do 1.11.3, temos:

x*=x*+Db,
ou seja,

x*—x"=b.
Como b # 0, isso é impossivel, portanto ndo ha ponto fixo.

Podemos resumir nossa analise no seguinte critério de estabilidade para modelos linea-

res afins:
e |a] < 1: x* é assintoticamente estavel. Sendo que a convergéncia € mondtona, se

0 < a < 1; ou oscilatoria, se —1 < a < 0.
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e |a] > 1: x* é instavel. Sendo que a divergéncia € mondtona, se a > 1; ou oscilatoria se
a<-—1.
ea=1

— b # 0: ndo existe ponto fixo e a sucesséo x,, tende ao infinito.

— b = 0: existem infinitos pontos fixos (marginalmente estaveis), a sucesséo x,, é
constante e igual a condicéo inicial x,.
e a = —1: x* é marginalmente estavel e a sucessdo x,, forma um ciclo de periodo-2 em torno

do ponto fixo. m

Exemplo 1.14.1 (Fenémeno de Teia de Aranha em Economia). Consideramos um modelo
matematico que relaciona oferta e a demanda de um produto para o qual pretendemos encon-
trar um preco de equilibrio tal que ndo haja excesso de oferta nem insatisfacdo da demanda.
Seja V}, 0 nimero de unidades fornecidas (vendidas) pela empresa no periodo n , E,, 0 nUmero
de unidades pedidas (encomendadas) no periodo n e p,, 0 preco por unidade. Admitamos
ainda que se tem um modelo de mercado simples, ou seja, as encomendas dependem linear-
mente do preco por unidade, que se traduz por:
En = —ap, + b,

em que a e b sdo constantes reais positivas. A constante a na equagdo anterior, também
conhecida como a curva de procura, representa a sensibilidade dos consumidores em relacao
ao preco. O sinal negativo aparece porque, em geral, 0s aumentos de precos implicam um
decréscimo de encomendas.

Por outro lado, a capacidade do fornecedor depende do preco que praticou no periodo
anterior. Vamos supor que essa dependéncia também ¢€ linear, ou seja,

Vi1 = cpp +d,

em que c e d sdo constantes reais positivas. A constante ¢ na equacdo anterior, também
conhecida como a curva da oferta, representa a sensibilidade dos fornecedores em relagcdo ao
preco. Aqui, o coeficiente de p, tem sinal positivo, pois quanto maior é o preco mais
possibilidades tem a empresa de fornecer produtos no periodo seguinte.

Supomos que o mercado define preco final do produto tal que a demanda dos produtos
seja igual a sua oferta, ou seja,

Ent1 =Vny1 © —appir + b =cpy + d,

isto é,
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—C b—d
Pn+1 = 7pn + a

Fazendo as seguintes substituicoes:

—c b—d

A=— e B= ,
a a

obtemos:

Pn+1 = Apn + B, (1.29)

que tem a forma de uma equacdo de diferencas linear de 12 ordem com coeficientes A e B

constantes.
Neste modelo, o ponto de equilibrio (preco de equilibrio) € p* = ﬁ, conforme o re-

sultado em (1.27). Este € o ponto de interseccdo da curva da oferta e da curva da procura, ou
seja, 0 ponto onde a quantidade ofertada é exatamente igual a quantidade procurada. Para pre-
cos acima do preco de equilibrio havera excesso de oferta, enquanto que para pre¢os abaixo
do preco de equilibrio havera excesso de procura.

A solucéo geral da equacdo (1.29), com condig&o inicial p, de acordo com o resultado
em (1.7) é

pn=A"py+ B (%), para A4 # 1. (1.30)
Usando o fato de que o preco de equilibrio é
,_ B
P =14
e o resultado obtido em (1.28) podemos reescrever (1.30), como
B B
Pn = (po - E) At +—. (1.31)

O termo A = _76 de (1.31) é a razdo das constantes relacionadas com a oferta e com a

procura. Esta razdo determina o comportamento da sequéncia de precos.

Assim, temos trés casos a considerar:

1. —1<A<O0
2. A=-1
3. A<-1

Discutiremos os trés casos graficamente usando o diagrama Cobweb. Em seguida,

comprovamos os resultados analiticamente.



58

1°Caso: —1<A<0.
& p(n+1)

T~

=

» p(n)

Po

Figura 1.5: Preco de equilibrio assintoticamente estavel. [7]

De acordo com a figura (1.5), observamos que p* € assintoticamente estavel. Pois, a cada
iteracdo, o0s pre¢os oscilam em torno do ponto de equilibrio p*, mas convergindo para ele.

Calculando o limite de p,, quando n — oo, obtemos:

B
i = |i _ n _ = p*
Jim Pn ‘rll‘i?o(p" 1—A)A T2 1-4A~ P
ou seja, p,, converge para p* a medida que n cresce. Logo, o preco de equilibrio p* € assinto-

ticamente estavel.

2°Caso: A = —1.

P(n+1)

- p(n)

Figura 1.6: Preco de equilibrio marginalmente estavel. [7]

De acordo com a figura (1.6), observamos que p* é marginalmente estavel. Pois, a cada
iteracdo, 0s precos oscilam em torno do ponto de equilibrio p* entre apenas dois valores, se

para n, tem-se p,, entdo p; = B —pgy € py = Po.
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Calculando o limite de p,, quando n — oo, obtemos:

* Sen é par,
B B
lim p,, = lim (po - —) A" + —— =p,.
n—-oo n—-oo A
» Sen é impar,

B B
. _ . _ n — _
A Py = i‘l?o(p" 1—A)A t1=a=B P
ou seja, p,, oscila entre dois valores p, e B — p, a medida que n cresce. Logo, o preco de

equilibrio p* é marginalmente estavel.

3°Caso: A < —1.

r N

p{n+1)

= p(n)

N

Figura 1.7: Preco de equilibrio instavel. [7]

De acordo com a figura (1.7), observamos que p*é instavel. Pois, a cada iteracdo, 0S precos
oscilam em torno do ponto de equilibrio p*, mas divergindo progressivamente dele.

Calculando o limite de p,, quando n — oo, obtemos:

_ _ B\ B
i‘lﬂlop"ﬂ‘l?o(poﬁ—/l)/l LTS ik

ou seja, p,, diverge de p* a medida que n cresce. Logo, preco de equilibrio p* é instavel. [7]

Os exemplos a seguir ilustram a teoria estudada acima como iteragéo, orbita, ponto de
equilibrio e estabilidade da equacdo de diferenca linear autbnoma de primeira ordem
Xn41 = X, + b,
para diferentes valores de a e b. Se b = 0 temos 0 caso homogéneo, cujo unico ponto fixo é

igual a zero. Assim, estudaremos os casos em que b # 0.
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Estes exemplos podem ser facilmente trabalhados no Ensino Médio, pois se tratam de
uma funcdo afim. Além disso, varios conceitos matematicos podem ser explorados nestes
exemplos como: sequéncias, fungdo crescente e decrescente, ponto de interseccdo entre duas

retas, coeficiente angular, analise de gréficos e outros.

Exemplo 1.14.2 Estudar a estabilidade da equagéo de diferenca x,,,; = 0,5x,, + 2, conside-
rando a condicao inicial x, = 2, construindo o diagrama Cobweb no Winplot.
Solucéo.
Primeiramente determinamos o ponto fixo de
Xn41 = 0,5x, + 2.
Isto e,
x*=05x"+ 2,
obtemos:
x* = 4, é o ponto fixo.

Se considerarmos x, = x* = 4 as sucessivas iteradas formardo a 6rbita (4,4,4, ...), ou
seja, a partir deste valor a E.D.L. ndo sofre variacdo do estagio n para o estagio (n + 1), en-
tdo dizemos que x* = 4 € um ponto de equilibrio.

Agora, verificamos o comportamento de x,, para n — co. Para isso, tomamos x, = 2
suficientemente proximo de x* = 4 e iteramos a E.D.L. cinco vezes. Assim, temos:

Xo =2; X1 =3; x, =35 x3 =3,75; x, = 3,875 e x5 = 3,9375.
Observamos que a medida que n cresce as iteradas aproximam-se cada vez mais do ponto fixo
x* =4,

Pelo resultado de (1.27), o ponto fixo da equagéo de diferencas ndo homogénea, tam-

bém pode ser obtido por:
x* = %a.

E do resultado (1.28), a solucdo geral pode ser escrita como:

Xn = (xg —x")a™ + x7,
Assim, obtemos:

x, = (2 —4)0,5" + 4,
ou seja,

Xp, = —2.0,5™" + 4.

E facil ver que x,, paran — oo, converge para x* = 4.

Podemos visualizar este comportamento através do diagrama Cobweb, figura (1.8).
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Xn+1

f Kn)= 0,5Xn + 2

Xn

t t t t t
—1 1 2 3 4 5
Xo x>

Figura 1.8: Diagrama Cobweb para x,,; = 0,5x, + 2, com x, = 2.

Portanto, o ponto fixo é assintoticamente estavel (atrator). m

Exemplo 1.14.3 Estudar a estabilidade da equacgéo de diferenga x,,,; = 2x,, — 3 consideran-
do a condigéo inicial x, = 2, construindo o diagrama Cobweb no Winplot.
Solucéo.
Primeiramente determinamos o ponto fixo de
Xpeq1 = 2Xxp — 3.
Isto €,
L
l1—a 1-2 '
Se considerarmos x, = x* = 3 as sucessivas iteradas formardo a érbita (3,3,3, ...), ou

seja, a partir deste valor a E.D.L. ndo sofre variagdo do estagio n para o estagio (n + 1), en-
tdo dizemos que x* = 3 € um ponto de equilibrio.

Agora, verificamos o comportamento de x,, para n — oo. Para isso, tomamos x, = 2
suficientemente proximo de x* = 3 e iteramos a E.D.L. quatro vezes. Assim, temos:

Xo=2,x1=1,x,=-1; x3=-5e x, = —13.
Observamos que a medida que n cresce as iteradas divergem-se cada vez mais do ponto fixo
x* = 3.
Pelo resultado de (1.28), a solucdo geral pode ser escrita como:
Xn = (xg —x")a™ + x".
Assim, obtemos:
x, = (2 —-3)2" + 3,



ou seja,
X, =—2"+3.

E facil ver que x,, paran — oo, diverge de x* = 3.

Podemos visualizar este comportamento através do diagrama Cobweb, figura (1.9).

Xn—+1

f(XN) =2Xn - 3
XN = Xn-+1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—13 —12 —11 —10 —9 —8 —7 —6 —5 —4 —3 —2

1

‘s
—6 4
7
_s 4
_o 4
_10 A
11 A
12 4

—13 -

Figura 1.9: Diagrama Cobweb para x,,,; = 2x,, — 3, com x, = 2.

Portanto, o ponto fixo € instavel (repulsor). [ |
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Exemplo 1.14.4 Estudar a estabilidade da equacdo de diferenca x,,,; = —x, + 6 consideran-

do a condigéo inicial x, = 3, construindo o diagrama Cobweb no Winplot.

Solucéo.
Primeiramente determinamos o ponto fixo de
Xpy1 = —1x, + 6.
Isto €,
b 6

*

X

“1-a 1-(-1)

3

Se considerarmos x, = x* = 3 as sucessivas iteradas formardo a 6rbita (3,3,3, ...), ou

seja, a partir deste valor a E.D.L. ndo sofre variagdo do estdgio n para o estagio (n + 1), en-

tdo dizemos que x* = 3 € um ponto de equilibrio.

Agora, verificamos o comportamento de x,, para n — co. Para isso, tomamos x, = 4

suficientemente proximo de x* = 3 e iteramos a E.D.L. cinco vezes. Assim, temos:

Xo =4 x1=2; x, =4; x3=2; x4, =4ex; =2.

Observamos que a medida que n cresce as iteradas oscilam-se entre os valores 2 e 4 em torno

do ponto fixo x* = 3.
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Pelo resultado de (1.28), a solucdo geral pode ser escrita como:

X, = (xg —x")a™ + x7,
Assim, obtemos:

Xp=0@l-3)(-1D"+3,
ou seja,

X, =(1D"+3

E facil ver que x,, paran — oo, oscila em torno de x* = 3, cujos valores de oscilag&o sio:
Se néparx, =4ese néimparx, = 2.

Podemos visualizar este comportamento através do diagrama Cobweb, figura (1.10).

\;_ Xn+1
(&3
F(XN) = - XN + &

5 4 XN =X n+1

xXn

s s s s |
t t t t 1
1 2 3 4 5 (&)
xX* <o

Figura 1.10: Diagrama Cobweb para x,,,; = —x,, + 6, com x, = 4.

Portanto, o ponto fixo é marginalmente estavel. m

Exemplo 1.14.5 Estudar a estabilidade da equacéo de diferengas x,,,; = x,, + 2 consideran-
do a condicdo inicial x, = 1, construindo o diagrama Cobweb no Winplot.
Solucéo.
Comoa=1,aE.D.L
Xn+1 = Xn + 2,
ndo possui ponto fixo, ou seja,
xX*=x"+2,
onde
x*—x"=2.

Logo, ndo ha ponto fixo.
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Entdo verificamos o comportamento de x,, para n — co. Para isso, tomamos x, = 1 e
iteramos a E.D.L. cinco vezes. Assim, temos:
Xo=1,x,=3;x,=5x3=7;, x,=9ex; = 11.
Observamos que partindo de uma condicdo inicial qualquer x, a medida que n cresce as ite-
radas subsequentes tende ao infinito.
Pelo resultado de (1.8), a solucéo geral é dada por:
Xn = X, + nb,
ou seja,
Xp =1+ 2n.
E fécil ver que x,, —» oo & medida que n cresce.

Podemos visualizar este comportamento através do diagrama Cobweb, figura (1.11).

Xn+1
12 1+ F(XN) = XN + 2

10 +
I~ XN = XnNn + 1

2
AN
1 -
s
t

+ + + + + + + + + + +
P’ —1 1 2 3 a s 6 7 8 ° 10 11 12
— 1 -+ ><o

Figura 1.11: Diagrama Cobweb para x,,,1 = x, + 2, com x, = 1.

Portanto, neste caso como ndo hé ponto fixo, graficamente ndo hé ponto de intersecgéo entre a

reta da equacéo de diferenca e a bissetriz, elas séo retas paralelas. m

1.15 Estabilidade da Equacéo de Diferenca de Ordem Superior e de Sistemas de Equa-
cOes de Diferencas Lineares

O estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio das E.D.L. de ordem superior ou de
S.E.D.L. far-se-a por anélise dos autovalores de acordo com [7], [21] e [29].
Segundo (LAY, 1999, p. 309) “os autovalores e autovetores sdo a chave para compre-

ensdo do comportamento assintdtico, ou da evolugdo, de um sistema dindmico discreto



65

Xn+1 = Ax,. Os vetores x,, fornecem informacéo sobre o sistema em funcdo do tempo deno-

tado por n.”

Defini¢do 1.15.1 (Autovalores Dominantes). Um autovalor A de uma matriz A € R¥*¥ é um
autovalor dominante de A se |A| > |u| para todos os autovalores u # A, onde || denota o
maédulo do ndmero A.

Suponha que A tem um autovalor dominante. Escolhendo-se a ordem na qual as colu-
nas v; (autovetores) sdo postas na matriz P, podemos assumir que A, € dominante dentre os
autovalores A4, A,, ..., A, de A. Neste caso, coloque A} como fator comum em evidéncia na

expressao x, = c;ATv; + AV, + -+ + AR v para x,,. Assim, resulta em

n n
n Az Ay
X, = Al v + ¢, (Z) Uy + ()\—1) k|,

para cada numero n > 0. Como A, é dominante, temos |A;| < |A;| para cada i > 2, de modo

, A\ . . . .
que cada nimero (A—l) diminui o modulo conforme n aumenta. Assim, x,, é aproximadamen-

1
te igual ao primeiro termo c;ATv; e escrevemaos isso por x,, = c¢;ATv;.
O limite do comportamento da solucédo geral é determinado pela solugéo
Xp = i AL,
onde A, é o autovalor dominante, isto é,
: - A2\ Ak
lim x,, = im A} |civy + ¢ | —]| v+ -+ | —
n-eo A M

n—-oo

n
) vkl = cqvq lim AL
n—oo

Consideramos a equacéo de diferengas x,,,; = Ax,;, A € R**k. O estudo dos critérios

de estabilidade se faz em trés casos:
1° Caso: Autovalores reais e distintos

Se os autovalores sdo distintos A; A, ..., 4, pela Defini¢do 1.6.11 a solugéo geral e
dada por
X = AV + ALV, + o AR Uy,

ou seja,
2\" M)
Xn = A} Iclvl +c; (—) Uy + 4o (—) vkl,

onde A; é o autovalor dominante.
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Dependendo do valor do autovalor dominante, surgem diferentes situacdes (analogas

aos €asos ja vistos para as equacdes de ordem um):

e |11 | < 1, o sistema € assintoticamente estavel (atrator), ja que os valores de x,, tornam-se
cada vez menores e tendem para o limite do ponto de equilibrio, ou seja,
lim (4;)"xy =x* = 0.
n—co
Para 1, negativo os valores de x,, alternam de sinal e dizemos que a convergéncia € oscilato-
ria.
e |41 | > 1, o sistema € instavel (repulsor), ja que os valores de x,, crescem indefinidamente e
distanciam do ponto de equilibrio, ou seja,
lim (A1 )" xy = co.
n-co
Para 1, negativo os valores de x,, alternam de sinal e dizemos que a divergéncia € oscilatdria.
* |11 | = 1, o sistema € marginalmente estavel, ou seja, é estavel, mas ndo assintoticamente
estavel, ja que as drbitas de valores préximos do ponto de equilibrio mantém-se préximas
dele.
Para A, = 1 os valores de x,, sdo constantes e iguais ao ponto de partida x, e para 1; = —1

alternam entre x, e —x,.
2°Caso: Autovalores complexos

Sendo os autovalores do tipo A, = a; + byi, A, = a, + b,i, ..., A, = a; * by, pela
Definicdo 1.6.12 a solucgdo geral é dada por:

X, = pi[Bicos nB; + Bysen n6y] + -+ + p,’j[B(Zk_l) cosn B + Bysen nHk],
onde as solucBes sdo oscilantes, uma vez que as funcdes seno e cosseno sdo oscilantes, mas
oscilam de trés maneiras diferentes dependendo do médulo dos autovalores,

p = || =Va? + b2

* |2;] < 1, as solucdes oscilam convergindo para zero e 0 sistema € assintoticamente estavel.
* |24;] > 1, as solucdes oscilam explosivamente divergindo e o sistema é instavel.
 |4;] = 1, as solugBes oscilam com magnitude constante e o sistema € marginalmente esta-
vel.
Observe que o valor do médulo de A; esté relacionado com sua localizagéo no que diz respeito

ao circulo de raio 1(circulo unitério), figura (1.12). Assim, se |1;| > 1 dizemos que estdo fora
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do circulo unitéario (x 1), se |A;] = 1 que estdo sobre o circulo (x 2) e se |4;] < 1 que estdo
dentro do circulo (x 3).

u{n} 1n)

2) (1)

N o s ..
| N 3 | S

-3 P

; * Re z |
(3)
. 2
h ()

AN

nj

Figura 1.12: Autovetores complexos. [7]
3°Caso: Autovetores reais com multiplicidade k > 1

Se Ay = A, =+ =, = A, com multiplicidade k > 1, pela Defini¢cdo 1.6.13 a solu-
cdo geral é dada por:
Xp, = A + conAMwy + c3n?A W, + -+ e T I Wy,
ou seja,
x, = (c1v + conwy + c3n?wy, + -+ + enTwg_ A
Assim,
* Para |A] < 1, o sistema é assintoticamente estavel, pois a solucéo converge a zero, isto €,

lim x, = 0.

n—-oo
* Para |A] > 1, o sistema € instavel, pois a solugéo diverge, isto €,

lim x, = oo.
n—-oo

Os exemplos a seguir se referem a analise de estabilidade em S.E.D.L.

Exemplo 1.15.2 Encontre os pontos fixos e estude a estabilidade do sistema linear

Xn+1 = Xp + 3Yp
1 1

Yn+1 = Exn + Eyn.

Solucéo.

De acordo com a Defini¢éo 1.11.3, fazendo as substituicdes x,,; = x, =x"¢€
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Yn+1 = Yn = ¥~ NO sistema dado, obtemos:

x"=x"+3y"
y =5x 5

Logo, os pontos fixos sdo x* =0 e y* = 0.

1 3
A matriz do sistema é A = [1 1].
2 2

Os autovalores de A sdo dados por det(A — AI) = 0, isto &,

1-41 3 3
2 2
Assim, os autovaloresséo A, =2 e 1, = —%.

Pela Defini¢do 1.15.1, segue que A, = 2 é o autovalor dominante. Como A; = 2 > 1, o sis-
tema € instavel, ou seja, as iteradas divergem dos pontos de equilibrio @ medida que n cresce.

Exemplo 1.15.3 Encontre os pontos fixos e estude a estabilidade do sistema linear

Xnt1 = an +2

1 .
Yn+1 :Zyn_xn +5

Solucéo.

Fazendo as substituicdes x,,,; = X, = X" € y,41 = ¥, = ¥* No sistema dado obtemos:
co 3y + 2
X =—X
4

*

1 .
R VL 5
y 43’ X+

Logo, os pontos fixos sdo x* =8 e y* = —4.

3

4
-1

A matriz do sistema é A =

sl O

Os autovalores de A sdo dados por det(A — AI) = 0, isto €,

3
-—1 0 3
4 =0 22-1+—=0.
_1 1_/1 16
4
Logo, os autovaloressdo 1, == e 4, =i.
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3 P . . , f . .
Como 4, = ;<1 € o autovalor dominante, segue que o sistema € assintoticamente estavel,

ou seja, as iteradas convergem para 0s pontos de equilibrio & medida que n cresce. =

Exemplo 1.15.4 Encontre os pontos fixos e estude a estabilidade do sistema linear

Xn41 = Xpn — Eyn + 1_
Ynt1 = Xp — 1
Solucéo.

Fazendo as substituicdes x,,,; = X, = x* € y,41 = Vo = y* no sistema dado obtemos:

X' =x"—cy _
y'=x"-1

Logo, os pontos fixos sdo x* =3 e y* = 2.

1
A matriz do sistema é A = [1 N El.
1 0

Os autovalores de A sdo dados por det(A — AI) = 0, isto &,

1 1
[1_’1 _§]=0<=/12—/1+§=0.
1 0—-2

~ 1 [
Logo, os autovalores sdo 1, = 5t % e A, =

N | =
N |~

V2
2

, . 1\2 1\2
Como o modulo de qualquer um dos autovalores € p = (—) + (—) =

. . < 1, segue que o

sistema € assintoticamente estavel, ou seja, as iteradas convergem para 0s pontos de equilibrio
a medida que n cresce. |

1.16 Analise das Solucdes e Plano de Fases

Quando a matriz A € R?*?, podemos acrescentar aos calculos algébricos uma descri-
cdo geométrica da evolugéo do sistema
Xpt1 = Axy, (1.32)
no plano x e y, que permite obtermos uma compreensao global do comportamento das solu-
coes do sistema. Podemos considerar a equagdo x,,; = Ax, como uma descricdo do que

acontece com um ponto inicial x, do R?*2 & medida que iteramos. O plano x e y recebe o
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nome de plano de fases e o conjunto representativo das Orbitas obtidas pela evolucéo temporal
do sistema dindmico é chamado retrato de fases.

Relembrando que para qualquer sistema linear homogéneo o ponto de equilibrio do
sistema é o ponto x*, tal que Ax* = x* ou (A —I)x* = 0. A condi¢do det A # 0 é equiva-
lente a que a origem 0, seja o Unico ponto onde A se anula. Observe que o ponto de equilibrio
x* = 0 corresponde a origem das coordenadas do plano de fases.

O nosso objetivo € estudar o aspecto grafico de como as solugdes particulares do sis-
tema se comportam com relacdo ao ponto de equilibrio x* = 0, verificando se essas soluces,
ao longo do tempo, convergem para o ponto de equilibrio ou divergem dele e a partir desses
resultados, caracterizar a solugdo do sistema bidimensional de acordo com o padrdo geométri-
co descrito por suas oOrbitas.

A representacdo do plano de fases faz-se de acordo com os diferentes tipos de autova-

lores, baseado nas referéncias [7] e [35]. Assim, consideramos 0s trés casos seguintes:

1° Caso: Autovalores reais e distintos

A solucdo geral de (1.32) é dada por
X = ATV + A0, .
*Se |[44] > 1 e|A,]| > 1, as solugdes divergem do ponto de equilibrio @ medida que n aumen-
ta. Este ponto de equilibrio € um repulsor, denominado de fonte ou n6 instavel.
As formas das Orbitas dependem das condi¢es iniciais. Assim, se as condicfes inici-
ais pertencem as direcGes determinadas pelos autovetores, as Orbitas serdo retilineas, caso

contrério, serdo curvilineas. (VIANA, 2012).

Figura 1.13: NG instavel. [7]
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* Se [1;] < 1e|A,| <1, as solugdes convergem para o ponto de equilibrio a medida que n
aumenta. Este ponto de equilibrio é assintoticamente estavel (atrator), denominado de né es-
tavel. O plano de fases sera semelhante o da figura (1.13) com as Orbitas no sentido inverso.

* Se (|A4] < 1,e|A;] > 1 ouvice — versa) entdo existem algumas solu¢bes que comegam
por se aproximar do ponto de equilibrio, mas que acabam por se afastar. Neste caso, o ponto

de equilibrio é instavel denominado de sela.

b,
.I
h
¥
/

el

e ,

Figura 1.14: Sela (instavel). [7]

* Se um dos autovalores for igual a 1, entdo as solugdes degeneram em pontos que estdo sobre
retas paralelas e o ponto de equilibrio € marginalmente estavel. Estas retas sdo paralelas ao
eixo das abcissas se A, = 1 e ao eixo das ordenadas se 4, = 1.

¥

i

v

4
= ¥

o
i

Figura 1.15: Para 4, = 1, |4,| < A;tem-se um né degenerado. [7]

Segundo (VIANA, 2012), observamos neste caso que as iteragbes ndo convergem, a

rigor, para o ponto fixo na origem, mas também nédo divergem. Deste modo, podemos dizer
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que a origem é marginalmente estavel, o que fisicamente equivaleria a um equilibrio do tipo

indiferente.

2° Caso: Autovalores reais e iguais

Se os autovalores sdo reais e iguais, entdo existem dois subcasos (a) e (b), que de-

pende se o autovalor repetido tem dois autovetores linearmente independentes ou apenas um.

a) Dois autovetores linearmente independentes.
A solucdo geral de (1.32) € dada por
X = (c1v1 + v,

onde v; e v, sdo autovetores linearmente independentes.

* Se |4,] = [1,] < 1, as solugdes convergem ao ponto de equilibrio @ medida que n aumenta.

Este ponto de equilibrio é denominado de né proprio estavel.

Figura 1.16: NO préprio estavel. [7]

e Se |A,] = |1,| > 1, as solugbes divergem do ponto de equilibrio @ medida que n aumenta.
Este ponto de equilibrio € denominado de n6 préprio instavel. O plano de fases sera seme-

Ihante o da figura (1.16) com as Orbitas no sentido inverso.

e Se 1; = 4, = 1, todas as solugdes séo degeneradas. Neste caso, as solugdes séo constantes,
ou seja, iguais as proprias condic@es iniciais para quaisquer instantes de tempo:

Xn = X0 € Yn = Yo-



73

Logo, todos os pontos do plano sdo pontos de equilibrio (ndo s6 a origem), marginalmente

estaveis.

b) Um autovetor linearmente independente.
A solucdo geral de (1.32), é dada por
Xy = (c1v + conw)A™",

onde v é 0 autovetor e w € 0 autovetor generalizado associado ao autovalor repetido.

» Se |44 = |4;] < 1, as solugdes convergem para o ponto de equilibrio a medida que n au-

menta. Este ponto de equilibrio é denominado de né improprio estavel.

&y

A

Figura 1.17: NG improprio estavel. [7]

* Se |1;] = |A,]| > 1, as solugbes divergem do ponto de equilibrio a medida que n aumenta.
Este ponto de equilibrio é denominado de n6 improprio instavel. O plano de fases serd seme-

Ihante o da figura (1.17) com as érbitas no sentido inverso.

e Se A; = 1, =1, as solucdes se degeneram em pontos que estdo sobre retas paralelas ao eixo
das abcissas, pois os valores de y ndo se alteram, seja qual for a condicdo inicial y, para
quaisquer tempo. Os sentidos das orbitas serdo diferentes, conforme estivermos acima ou

abaixo do eixo horizontal.
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W

o -
.y .

Figura 1.18: Pontos degenerados marginalmente estaveis. [7]

Todos os pontos no eixo x sdo pontos de equilibrio, cuja estabilidade é marginalmente esta-

vel.

3°Caso: Autovalores complexos

A solucdo geral de (1.32) é dada por

Xy = p"[B; cosné + B,sen nb],
onde p = |A| = Va? + b2,
* Se |A,] = |4,] < 1 as solucBes tém comportamento oscilatorio, em forma de espiral, con-
vergindo para a origem, a medida que n aumenta. A origem € um ponto de equilibrio assinto-
ticamente estavel (atrator), denominado por foco estavel.

¥

Figura 1.19: Foco estavel. [7]
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* Se |A;] = |4,] > 1 as solugbes tém comportamento oscilatorio, em forma de espiral, diver-
gindo da origem, a medida que n aumenta. A origem € um ponto de equilibrio repulsor, de-

nominado por foco instavel.

Figura 1.20: Foco instavel. [7]

» Se |A4] = |4,] =1, as solugbes tém comportamento oscilatorio, percorrendo uma oérbita
eliptica em torno e com centro na origem, ndo convergindo para a origem nem se afastando
dela, isto &, elas orbitam continuadamente em seu redor com amplitude constante. A origem é
um ponto de equilibrio marginalmente estavel, isto €, estavel, mas ndo assintoticamente esta-

vel denominado por centro.

Figura 1.21: Centro. [7]

Os exemplos a seguir ilustra uma maneira de trabalhar no Ensino Médio as representa-

¢des do plano de fases de sistemas dindmicos discretos lineares. Varios conceitos matematicos
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podem ser explorados como: composi¢do de funcdo, produto de matrizes, sequéncia, analise
gréfica entre outros.

De acordo com [15] e [30] dado o sistema dinamico discreto x,, ., = Ax,, iteramo-lo a
partir de uma condicéo inicial x, numa planilha do Excel e em seguida plotamos o gréafico

plano de fases.

Exemplo 1.16.1 Represente o plano de fases do sistema dindmico x,,,; = Ax,, quando

A= [—0(,)48 1?4]'

Solucéo.
Representamos graficamente um ponto inicial, digamos x, = (3,2) e depois, nova-

mente as imagens sucessivas desse ponto sob multiplicacdo sucessiva por A. Isto é, plotamos:
B 1 0 111377 2
a=ax=|_g4 14)[5]= 136l

Xp = Axy = [—0(,)48 1?4] [1,26] = [(1):3461

x3 = sz,

A figura (1.22) representa a Orbita gerada pela sequéncia das iteradas.

y
2,5

> ©
1,5

=
1 &z
=
0,5 v
J—“‘! “
o ; ; ; ; ; ; " x
(0] 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

Figura 1.22: A origem como atrator.

Analisando o grafico, observamos que a Orbita converge aproximando-se da origem
para cada escolha de ponto inicial x,, figura (1.22). Neste caso, a origem é chamada de atrator
do sistema.

Analiticamente temos que 0s autovetores associados respectivamente aos autovalores

A,=08 e, = 06deA siov, = [018] e v, = [016].
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A solucdo geral é

x, = ¢;,(0,8)" [oTs] +¢,(0,6)™ [&6].

E facil ver que x,, tende para 0, porque tanto (0,8)™ quanto (0,6)™ se aproxima de 0
quando n — oo, pois ambos os autovalores sao em modulo menores que 1. Além disso, a dire-
cdo de maior atracdo é dada pelo autovetor v,, pois esta associado ao autovalor de menor va-

lor absoluto. Portanto, o ponto de equilibrio € um né estavel. ]

Exemplo 1.16.2 Represente o plano de fases do sistema dindmico x,,,,; = Ax,, quando

A= [—2,4 3?1]'
Solucéo.

Representamos graficamente um ponto inicial, digamos x, = (1,8) e depois, nova-

mente as imagens sucessivas desse ponto sob multiplicacdo sucessiva por A. Isto é, plotamos:

x1 = Axo = [_2,4 3?1] [}3] - [2?,4]

Xp = Ax, = [—2,4 3?1] [23,4] = [5202,'244

X3 = sz,

A figura (1.23) representa a Orbita gerada pela sequéncia das iteradas.

700

600

500

400

300

200

100 7

T T T 1
o] 100 200 300 400

Figura 1.23: A origem como repulsor.

Analisando o grafico, observamos que a Orbita diverge afastando-se da origem para
cada escolha de ponto inicial x,, figura (1.23). Neste caso, a origem é chamada de repulsor do

sistema.
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Analiticamente temos que 0s autovetores associados respectivamente aos autovalores
/11 = 1 6 e AZ 1 5 dEA SaO Ul [116] e 7.72 = [115]

A solucgdo geral é

%, = ¢ (L6 [1?6] + ¢, (1,5)" [1?5]'

E facil ver que x, diverge de 0, porque tanto (1,6)™ quanto (1,5)" se afasta de 0
quando n — oo, pois ambos os autovalores sdo em mddulo maiores que 1. Além disso, a dire-
cdo de maior repulsdo é dada pelo autovetor v;, pois esta associado ao autovalor de maior

valor absoluto. Portanto, o ponto de equilibrio € um né instavel. |

Exemplo 1.16.3 Represente o plano de fases do sistema dindmico x,,,, = Ax,, quando

7125 —075
A=1l075 125 1o

Solucéo.
Representamos graficamente um ponto inicial, digamos x, = (10,9) e depois, nova-

mente as imagens sucessivas desse ponto sob multiplicagéo sucessiva por A. Isto é, plotamos:

e _[125 =075 5,75
1= 2207 1-0,75 1,25 3,75
e [ 125 —0,75] [5 75] _ [
2= 7 1-0,75 1,25 ||3,75 0 4
X3 = AXZ,

A figura (1.24) representa a érbita gerada pela sequéncia das iteradas.

y

15
10 y 3

5 4

o} o ‘ X

= 10 15 20
-5
£~

-10

-15 X

-20

Figura 1.24: A origem como sela.
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Analisando o gréafico, observamos que a Orbita comega por se aproximar da origem,
mas que acaba por se afastar para cada escolha de ponto inicial x,, figura (1.24). Neste caso, a
origem é chamada de sela.

Analiticamente temos que 0s autovetores associados respectivamente aos autovalores
_ _ x et _ 1
A=2¢el,=05ded sdov, = [_1] e v, = [1]
A solucdo geral é

Xp = c1(2)" [_11] + ¢,(0,5)" [ﬂ
E facil ver que o primeiro termo da expressdo x, se torna cada vez maior quando
n — oo, pois 0 autovalor em médulo é maior que 1 e consequentemente a direcao de repulsédo
é dada pelo autovetor v,. Por outro lado, o segundo termo de x,, se torna cada vez menor
quando n — oo, pois 0 autovalor em médulo é menor que 1, logo, a direcdo de atracdo é dada
pelo autovetor v,.
Neste caso, 0 ponto de equilibrio a origem, atrai solu¢des de algumas direcGes e repe-

le-as de outras dire¢des. Portanto, o ponto de equilibrio é denominado de sela. ]

Exemplo 1.16.4 Represente o plano de fases do sistema dindmico x,,,., = Ax,, quando

105 03
A‘[—Lo 1,0]°

Solucéo.

[29]

Representamos graficamente um ponto inicial, digamos x, = (10,5) e depois, nova-

mente as imagens sucessivas desse ponto sob multiplicacao sucessiva por A. Isto é, plotamos:

== [0, 9201915

~1,0
v = Ay —[05 03 [6,5]_[1,75]
2= 710 1,0/l-51 7 [-115

X3 = sz,

A figura (1.25) representa a 6rbita gerada pela sequéncia das iteradas.
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Figura 1.25: A origem como foco estavel.

Analisando o gréfico, observamos que a 6rbita aproxima-se da origem em forma de
espiral para cada escolha de ponto inicial x,, figura (1.25). Neste caso, a origem é chamada de
foco estével.

Analiticamente temos que os autovalores de A séo,

A, =0,754+0,48734i e A, =0,75—0,487341i.

O médulo desses autovalores é dado por p = 3/(0,75)2 + (0,48734)% = 0,8944.
A solucdo geral é
Xy, = 0,8944™[B; cosnf + B,sen nb|.
E facil ver que x,, oscila tendendo para 0, porque (0,8944)™ se aproxima de 0 quando
n — oo, pois ambos os autovalores tém modulo menores que 1. Neste caso, a Orbita converge
para o ponto de equilibrio em forma de espiral. Este ponto é um atrator denominado por foco

estavel. ]

Exemplo 1.16.5 Represente o plano de fases do sistema dindmico x,,,, = Ax,, quando

4= [—11 ﬂ [29]
Solucéo

Representamos graficamente um ponto inicial, digamos x, = (1; 0,5) e depois, no-
vamente as imagens sucessivas desse ponto sob multiplicacdo sucessiva por A. Isto é, plota-

mos:

x1 = Axg = _11 ﬂ [0?5] - [—(2),5]

X, = Ax; = [_11 ﬂ [—(2),5] - [—%,5]
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x3 = sz,

A figura (1.26) representa a Orbita gerada pela sequéncia das iteradas.

y
50
40 4
7
30
-7
=7 20
1‘ 10
A o IS 1 x
‘ N ‘ 0 \ ‘ ‘ ‘
-30 -20 -10 A 10 20 30
10

Figura 1.26: A origem como foco instavel.

Analisando o gréafico, observamos que a 6rbita afasta-se da origem em forma de espi-
ral para cada escolha de ponto inicial x,, figura (1.26). Neste caso, a origem é chamada de
foco instavel.

Analiticamente temos que os autovalores de A sédo,

LM=1+V2ie 1, =1-2i

O modulo desses autovalores é dado por

b= 2\/(1)2 b (2 =V3~173
A solucdo geral é
X, = 1,73™[B; cosné + B,sen nf].
E facil ver que x, oscila divergindo de 0, porque (1,73)™ se afasta de 0 quando
n — oo, pois ambos os autovalores tém maddulo maiores que 1. Neste caso, a érbita diverge do
ponto de equilibrio em forma de espiral. Este ponto é repulsor denominado por foco instavel.

Exemplo 1.16.6 Represente o plano de fases do sistema dinédmico x,,,; = Ax,, quando

05 —0,6
A‘[0,75 1,1]' [15]

Solucéo.
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Representamos graficamente um ponto inicial, digamos x, = (2,0) e depois, nova-

mente as imagens sucessivas desse ponto sob multiplicacao sucessiva por A. Isto é, plotamos:

105  —06]1271_ 10
X1 =A% =075 14 [0]_[15
X = Ax. = 05 —06 [1,0 _ [—0,4
2 710,75 1,1 |l1,50 [ 24
X3 = sz, ™

A figura (1.27) representa a rbita gerada pela sequéncia das iteradas.

y
- 2
~
4 .
NN
T 0 — 1 x
3 N 1 1 2 3

. I}

- \'4
AN

- 4

Figura 1.27: A origem como centro.

Analisando o grafico, observamos que a 6rbita percorre uma trajetoria eliptica em tor-
no e com centro na origem para cada escolha de ponto inicial x,, figura (1.27). Neste caso, a
origem € chamada de centro.
Analiticamente temos que os autovalores de A sédo,
1, =08406i e 1, =08—0,6i.

O mddulo desses autovalores é dado por p = i/(0,8)2 + (0,6)?2 =1.
A solucdo geral é
X, = 1™"[B; cosnf + B,sennf| = [B; cos nf + B,sen nb|.
E fécil ver que x,, oscila com amplitude constante, pois ambos os autovalores tém mo-
dulo iguais a 1. Neste caso, a Orbita ndo converge para o ponto de equilibrio nem se afasta
dele, isto &, ela orbita continuadamente em seu redor. Este ponto é marginalmente estavel, isto

¢, estavel, mas ndo assintoticamente estavel denominado de centro. [
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1.17 Estabilidade nos Modelos Lineares de Crescimento Populacional e Presa-Predador

Os exemplos a seguir referem-se a analise de estabilidade dos modelos de crescimento
populacional e de sistema presa-predador linear. O modelo de crescimento populacional é o
mesmo estudado na se¢édo 1.10.

Exemplo 1.17.1 (Crescimento populacional). Uma populacdo de passaros foi descrita compu-
a
tando-se o perfil da populacdo de fémeas x, = [ ]:] da espécie, onde a,, e j, representa o

namero de fémeas adultas e jovens presentes n anos apds os valores iniciais a, e j, serem

observados. O modelo supde que esses nimeros estao relacionados pelas seguintes equacoes:

1 1.
Any1 = Ean + Z]n_
Jne1 = 20y

. ‘g 1 1 - . .
Isso significa que 5 dos adultos e " dos jovens vivos no ano n sobrevivem paraocanon+1e

que cada fémea produz em média 2 jovens por ano.

Supondo que os valores iniciais observados foram a, = 100 fémeas adultas e j, = 40
A : . . . a -
fémeas jovens, estime o perfil populacional x, = [j”] para valores de n suficientemente
n

grande verificando se essa populacdo de fémeas sera extinta, estavel, ou instavel. [24]
Solucéo.
O sistema pode ser representado pela matriz

1
A=l2
2

OB
e—

cujos autovalores sao,
M=1lel !
= e = —_—
1 2 2

A solucdo geral do sistema € dada por
—1\"
Xn = c11™v; + ¢, (—2> vy.
Supondo ¢; # 0, pela Definicdo 1.15.1 de autovalor dominante, temos que 1, =1 é
dominante. Assim, uma estimativa para x,, € dada por
an
Jn
Como A; = 1, a populacéo se estabilizara.

] =x, = c;1"v;. (¥)

Portanto, a longo prazo o sistema € marginalmente estavel.
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Podemos ainda calcular a quantidade de fémeas dessa populacdo em que se dara a es-
tabilidade.

. . 1 &
Os autovetores associados respectivamente aos autovalores 4; = 1e 4, = — - séo

i<

Por conveniéncia, podemos utilizar multiplos v, = B] ev, = [

], respectivamente.

4
- - - ; _ 1 _1 .. , -1 _ l 4‘ 1
A matriz diagonalizadora é P = [2 A ] cujainversaé P~' = - [_2 1].
Pela Definicéo 1.8.3, os coeficientes ¢; e ¢, sdo dados por
1220
€11 _ p-1. _ 114 17710071 _ | 3
[cz] =P %o _6[—2 1”40 = |-80|
3
Fazendo as substituicdes necessarias em (*), obtemos:
a 220 1
[]:] =x, ® AV = - 1" _2],
ou seja,
220 440
mE e

para n suficientemente grande.
Assim, obtemos o total da populacdo de fémeas a,, + j,, = 220. Observe que a longo
prazo, a populacdo de fémeas se estabiliza com aproximadamente duas vezes mais jovens do

que adultos. [ ]

Exemplo 1.17.2 Agora, consideramos 0 mesmo sistema dindmico do exemplo anterior e va-

mos variar 0 parametro k, onde este representa a taxa de sobreviventes das fémeas jovens.
an+1 = Ean + Kjy, ]

Jn+1 = 2ay

Supondo as mesmas condicdes iniciais a, = 100 e j, = 40, estimamos o perfil populacional
a .. . p- ~ A

Xy = [ j"] para valores n suficientemente grande, verificando se essa populacdo de fémeas
n

sera extinta, estavel, ou instavel, para:

a) k=

@Rk Blw

b) k =
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Solucéo.

3 . .
a) Para k = <, temos o seguinte sistema:

1 3.
Apy1 = Ean + Z]n_
Jn+1 = 2ay

A matriz que representa o sistema é

NN |-
OB lw
e—

cujos autovalores sdo,
A=15e A, =-1.
A solucéo geral do sistema é dada por
Xn = €11,5™"v; + c3(—1)"v,.

Supondo ¢; # 0, entdo 4, = 1,5 é dominante. Assim, uma estimativa para x,, € dada
por
i
In
Como 4, = 1,5 > 1, a populacdo diverge, isto é, cresce ilimitadamente.

] =x, = ¢;1,5"v,.
Portanto, a longo prazo o sistema é instavel.

b) Para k = % temos o seguinte sistema:

1 1
An+1 = Ean + g]n_
Jn+1 = 2ay

A matriz que representa o sistema é

NN
S ol
e—

cujos autovalores sdo,
1

A =2[1+5]=0809 e 1, =[1-5] =—-0309.

4
A solucéo geral do sistema é dada por
X, = ¢10,809™v; + ¢,(—0,309)"v, .
Supondo ¢; # 0, entdo 4, = 0,809 ¢ dominante. Assim, uma estimativa para x,, € da-
da por
an
In
Como 4, = 0,809 < 1, a populagéo sera extinta.

] = x, ~ ¢,0,809"v,.



86

Portanto, a longo prazo o sistema é assintoticamente estavel. ]

Nestes exemplos usamos um sistema dindmico discreto linear para modelar uma popu-
lacdo de fémeas adultas e fémeas jovens de uma especie de passaros, onde analisamos a so-
brevivéncia desses passaros. Reconhecidamente, o0 modelo € limitado em diversos aspectos,
pois ndo inclui efeitos sazonais, interagdo com outras espécies, suas distribuicdes espaciais e
outros fatores ambientais.

Por outro lado, mesmo sendo um modelo linear e simples, fizemos uma analise da es-
tabilidade desse sistema, onde observamos que dependendo da taxa de sobrevivéncia das fé-
meas jovens, a populacdo pode ser levada a estabilidade (equilibrio ecoldgico), a instabilidade
(crescimento ilimitado, ou seja, superpopulacdo) ou a extin¢do dessa espécie de passaros.

Exemplo 1.17.3 (Um sistema presa-predador). No interior das florestas de sequoias da Cali-
férnia, um tipo de rato-do-mato chega a fornecer até 80% da dieta da coruja malhada, que é o

principal predador do rato-do-mato.
~ . . C
Vamos denotar as populacOes de corujas e ratos-do-mato, no instante n por x,, = [R”], onde
n

n € medido em meses, C,, € 0 nimero de corujas na regido estudada e R,, € 0 nUmero de ratos
(medidos em milhares). Suponha que

Chyr = (O;S)Cn + (0,HR,
Rpy1=-p.Cp + (LR, '

onde p é um parametro positivo a ser especificado. O termo (0,5)C,, da primeira equacédo diz
que sem os ratos para poderem se alimentar apenas metade das corujas sobrevive a cada més,
enquanto o termo (1,1)R,, da segunda equacdo diz que sem as corujas como predadoras a
populagéo de ratos cresce a uma taxa de 10% ao més. Se os ratos abundam, o termo (0,4)R,,
fard com que a populacdo das corujas cresca, enquanto o termo negativo —p. C,, mede o nu-
mero de mortes de ratos devido a acdo predadora das corujas. [15]

Determine a evolucgdo desse sistema verificando se as populacdes de ratos e de corujas
serdo extintas, estaveis ou instaveis quando o parametro predatorio p € igual a:
a) 0,104
b) 0,125
c) 0,2
Solucéo.

a) Quando p = 0,104 a matriz que representa o sistema é
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A= [ 0, 104 1 1
cujos autovalores sao,

/‘{1 = 1,02 e AZ == 0,58
Os autovetores associados respectivamente aos autovalores séo v, = [ 13] e v, = [5]

A solucdo geral é dada por
X, = ¢1(1,02)"v; + ¢,(0,58)"v,,
ou seja,

%, = ¢,(1,02)" [1(3’] +¢,(0,58)" [i]

Supondo ¢; # 0, entdo 1, = 1,02 é dominante, uma estimativa para x,, é dada por:

[g’;] =x, ~ AT, = ¢,(1,02)" [12
onde
C, ~¢(1,02).10 e R, = ¢;(1,02)™.13,

para n suficientemente grande.

Assim, as populagdes de corujas e ratos crescem com fator de cerca de 1,02 por més,
uma taxa mensal de 2% sendo que para cada 10 corujas existem 13 mil ratos.

Como 4; = 1,02 > 1, a longo prazo este sistema é instavel, ou seja, as populacdes de
ratos e de corujas crescem ilimitadamente.

Supondo que inicialmente houvesse 4 corujas e 5 mil ratos, facamos graficamente a

estimativa da evolucdo populacional dessas espécies.

X AM —o—Corujas

-i—-Ratos

Populagdo

0 5 10 15 20 25 n

Figura 1.28: Evolucédo temporal do sistema.
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b) Quando p = 0,125 a matriz que representa o sistema é

A= [ 0, 125 1 1
cujos autovalores sao,

11:1 e /‘{2:0,6.

Os autovetores associados respectivamente aos autovalores séo

[t ¢ vl

Xn = c1(D™v; +¢,(0,6)"v,,

A solucdo geral é dada por

ou seja,

%, = ¢ (1" [g] +¢,(0,6)" [‘1*]

Supondo ¢; # 0, entdo 1, = 1 & dominante, uma estimativa para x, ¢ dada por:

[gﬂ = xp & i A{v; = ¢ (D" [g]'
onde
C,~ci.4 e R,=c.5

para n suficientemente grande.

Assim, as populacBes de corujas e ratos se estabilizam numa razdo de 4 corujas para 5
mil ratos.

Como A; =1, a longo prazo o sistema é marginalmente estavel, ou seja, mantém-se o
equilibrio ecoldgico.

Supondo a mesma condicao inicial 4 corujas e 5 mil ratos, facamos graficamente a es-

timativa da evolucdo populacional dessas espécies.

6

5 HEHHEHHEHHEHEHHEHHEH .

4 ===
o
AT
O -
8 3 —&—Corujas
2
S ——Ratos

2

1

o T T T T " n

o] 5 10 15 20 25

Figura 1.29: Evolucédo temporal do sistema.
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¢) Quando p = 0,2 a matriz que representa o sistema €

105 04

A= -0,2 1,1/
cujos autovalores sao,

/11 == 0,9 e AZ = 0,7
o 2 .
Os autovetores associados sdo v = [1] eV, = [1], respectivamente.

A solucéo geral é dada por
Xn = €1(0,9)™v; + ¢,(0,7)"v,,

ou seja,

%, = ¢,(0,9)" [ﬂ + ¢, (0,7)" [ﬂ

Supondo ¢; # 0, entdo A, = 0,9 é dominante, uma estimativa para x,, é dada por:

[gﬂ = x, ® A1V, = ¢1(0,9)" [ﬂ,
onde
C,=~c.(09)" e R, =c;.(0,9)",
para n suficientemente grande.
Assim, as populacdes de corujas e ratos decrescem a um fator de cerca de 0,1 por més,
uma taxa mensal de 10%, sendo que para cada coruja existem mil ratos.
Como 4; = 0,9 < 1, & longo prazo este sistema é assintoticamente estavel, ou seja,
ambas as populacdes serdo extintas.
Supondo a mesma condicéo inicial 4 corujas e 5 mil ratos, fagamos graficamente a estimativa

da evolucdo populacional dessas espécies.

4 908

¢ s # Corujas
(] B Ratos

Populagio
-

...
Hg
'llllllllllllll#l

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 n

Figura 1.30: Evolucédo temporal do sistema.
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Este exemplo usa um sistema dinamico discreto linear para modelar a iteracdo entre
duas espécies, onde as corujas sao predadoras e 0s ratos sao presas.

O modelo ¢ limitado em diversos aspectos, pois ndo inclui efeitos sazonais, interacao
com outras espécies além das corujas e ratos, suas distribuicdes espaciais e outros fatores am-
bientais, mas ele pode fornecer um ponto de partida para o estudo de modelos ndo lineares
mais complicados usados pelos cientistas ambientais.

Por outro lado, mesmo sendo um exemplo linear e bastante simples, observamos que
dependendo do pardmetro predatorio p das corujas, ambas as popula¢fes podem ser levadas a
estabilidades (equilibrio ecoldgico), a instabilidades (crescimento ilimitado, superpopulacgdes)
ou a extingdes dessas espécies.

Os exemplos de sistemas de crescimento populacional e presa-predador sdo modelos
interessantes a serem trabalhados no Ensino Médio, pois varios conceitos matematicos podem
ser explorados nesses exemplos como: funcdo composta, funcdo exponencial, taxas de cres-
cimento e decrescimento, elaboracéo e analise de graficos mostrando a evolucao desses siste-
mas e outros.

Além disso, também trabalhamos a importancia de contribuirmos para preservacdo do
ecossistema, onde este mantenha sempre um ciclo natural de sobrevivéncia, resultando num
equilibrio ecoldgico, pois de uma maneira direta ou indireta o ser humano interfere neste am-
biente quebrando o ciclo ecoldgico, favorecendo um desequilibrio do sistema e levando a ex-

tincdo das espécies. [ |
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CAPITULO 2

2 EQUACOES DE DIFERENCAS NAO LINEARES AUTONOMAS

Neste capitulo estudamos as equagdes de diferencas ndo lineares autbnomas de primei-
ra ordem, conhecidas também por mapas unidimensionais. Estas equacGes descrevem a evo-
lucdo temporal de um sistema dindmico discreto néo linear.

A teoria apresentada neste capitulo baseia-se, principalmente nas referéncias:

[5], [7] e [34].

2.1 Equacéo de Diferenca ndo Linear Autdnoma de Primeira Ordem ou Mapa Unidi-

mensional

A equacdo de diferenca ndo linear de primeira ordem é representada na forma

Xns1 = f(xn), 2.1)
onde f:R > R, x, € R e n € Z{, sendo f ndo linear na variavel x,,.

Uma equagcdo de diferenga ndo linear ndo tem uma solugéo exata numa forma fechada,
pelo fato de ndo satisfazer o principio da superposi¢do valido no caso linear. Em geral, tal
solucdo s pode ser obtida numericamente e sua utilidade € bastante limitada, ja que € véalida
apenas para a situacao particular calculada.

De acordo com (MONTEIRO, 2006, p.60), “as vezes, o que se deseja saber ndo ¢ a
forma exata da solu¢do, mas sim, seu comportamento qualitativo.” Isto €, o estudo de proprie-
dades gerais, como ponto de equilibrio, estabilidade, tipos de convergéncia ou divergéncia,
etc..

Neste trabalho o estudo de equacfes nédo lineares se faz qualitativamente. Para isso, es-
tudamos uma familia de equagdes que diferem entre si nos valores que determinados parame-
tros e/ou das condicdes iniciais tomam. O sistema atravessa uma sucessao de estados dinami-
cos a medida que os parametros mudam. [12] e [22].

Assim, para uma melhor compreensdo do comportamento assintotico das equagdes

ndo lineares, serdo necessarios além dos teoremas e defini¢Ges ja vistos no capitulo anterior os
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que serdo tratados no decorrer deste capitulo.

No capitulo anterior, vimos que uma solucdo x, tal que x,,; = f(x,) = x,, para
qualquer n pertencente Z¢ a qual denominamos por x*, € um ponto fixo ou de equilibrio de f
quando f(x*) = x".

De acordo com (ELAYDI, 2005), ha um fendmeno que é exclusivo para equagoes de
diferencas e ndo pode ocorrer em equagdes diferenciais. E possivel, em equacdes de diferen-
cas que uma solucdo pode ndo ser um ponto de equilibrio, mas pode atingir um, ap6s um nu-
mero finito de iteragdes. Em outras palavras, um estado de ndo equilibrio pode ir para um
estado de equilibrio em um tempo finito. Isto leva a seguinte definig&o.

Definicdo 2.1.1 (Ponto finalmente fixo). Seja x, um ponto no dominio de f. Se existirem um
inteiro positivo r e um ponto de equilibrio x* de x,,,, = f(x;,) tal que f"(x,) = x* e

fTY(x,) # x*, entdo x, € um ponto finalmente fixo.

Exemplo 2.1.2 Seja a equacéo x,,.; = Tx,, onde

[N

2x, se 0<x< >
T(x) = 1 )
2(1 —x), se §<xS 1
As solucBes de T(x*) = 2x* =x"e T(x*) =2 — 2x* = x* sdo respectivamente, 0s pontos
de equilibrio: x* =0 e x* = g

Se x, = i iterando T (x), obtemos a seguinte érbita:

0(xo) = {1 !

-=,10,0,..¢
4°2 }

. 1, . . k . .
Assim, 5 € um ponto finalmente fixo. De um modo geral, sendo x, = nr COM k e n inteiros

positivos tal que 0 < zin < 1, tem-se que x é um ponto finalmente fixo. ]

2.2 Pontos Periddicos e Ciclos

De acordo com (ELAYDI, 2005), um dos conceitos importante no estudo de sistemas
dindmicos € a nocdo de periodicidade. No capitulo anterior, 0 Exemplo 1.14.1 (Fenémeno de

Teia de Aranha em Economia), cuja equacéo é p,,.; = Ap, + B, onde A = _;C vimos que
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quando o valor de c (sensibilidade dos fornecedores em relacdo ao preco) € igual a a
(sensibilidade dos consumidores em relagdo ao preco), entdo os precos oscilam somente entre

dois valores.

Definigdo 2.2.1 (Pontos periddicos e finalmente periddicos). Seja x, um ponto no dominio de
f. Entdo:
i) xo € um ponto periédico de x,,, = f(x;,) de periodo k, se existe um inteiro positivo k tal
que f*(xy) = x,. Neste caso, 0 ponto é k — periddico se é ponto fixo de f*, isto €, se é um
ponto de equilibrio da equacédo de diferencas

Xn+1 = g(xn),
onde g = f*.
A orbita periodica de xq, 0(xg) = {xo, f(x0), f2(x0), ..., f¥71(x0)}, é geralmente denomina-
da de k — ciclo.
i) x, é finalmente k — periddico se para algum inteiro positivo m, f™(x,) é um ponto

k — periddico, ou seja, x, ¢ finalmente k — periddico se f™*(x,) = f™(x,).

Exemplo 2.2.2 Considere o sistema dindmico discreto f(x,) = x4 =x2—1, f:R>Re
determine os pontos periddicos de periodo-2 de f.
Solucéo.
De acordo com a definigdo acima, os pontos fixos de f2 sdo os valores de x para os quais
f?(x) = x. Entdo, resolvendo a equacéo

x=f(f(x) =(x*-1)2—1=x*—2x?
encontramos quatro pontos fixos de f2,

1-v5 | 1445
2 eX4,: 2 .

Observamos que f2 tem quatro pontos fixos, sendo que dois destes sdo também de f.

x*l = O,x*z = _1,x*3 =

Assim, os dois pontos fixos de f2 que ndo sdo pontos fixos de f formam um 2-ciclo. Neste
caso, o 2-ciclo é {0, —1}, pois iterando f para os valores x*; = 0,x*, = —1, obtemos:

Para x*; = 0, temos a Orbita x, = 0,x; = —1,x, = 0,x3 = —1, ...

Parax*, = —1,temosaorbita x, = —1,x;, =0,x, = —1,x3 =0, ...

isto é, f2(0) =0 e f2(—1) = —1.

Portanto, f possui orbita de periodo 2.

Note que se x* for um ponto fixo de f também sera de f*. De fato,
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FE(F() = FR) = £ (F(xe) = £ ) = FR2(F(x0) = F42(x) = %o = X7

Agora consideramos x, = /2, iterando f obtemos a orbita:
x0=\/§, x1=1,x=0,x3=-1,x,=0, x5 =—1, ...
Assim, v/2 é um ponto finalmente periddico de periodo 2, ou seja, f possui uma orbita final-

mente peri6dica para x, = v/2. n

2.3 Conjectura de Collatz e as Orbitas Finalmente Periédicas

Um exemplo interessante com relagdo as orbitas finalmente periddicas, porém nao re-
lacionada ao ponto fixo é a conjectura de Collatz, também conhecida como problema 3x + 1.

De acordo com (LAGARIAS, 2012), esta conjectura e definida por:
Xn
T, = - » %n par ,
3x,+1 , x,, impar
onde T: NoN, neZl e x, € N.
Para todo x, € N as iteracGes convergirdo sempre para uma orbita finalmente periodi-
ca {1, 4, 2} de periodo-3.
Tomamos por exemplos as condic¢des iniciais x, =5 e x, = 28.
Para x, = 5, temos os resultados:
{5,16,8,4,2,1,4,2,1, ... }.
Para x, = 28, temos 0s resultados:
{28,14,7,22,11,34,17,52,26,13,40,20,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1, ... }.
Esta conjectura ainda néo foi provada que valha para qualquer numero.

Uma versdo modificada da conjectura de Collatz de acordo com (LAGARIAS, 2012) é

definida por:
x'l’l
— , X par
T o= 2
n+1 =\ 3x, + 1 o
> , Xp Impar

onde T:N->N, neZl e x, € N.
Para todo x, € N as iteracGes convergirdo sempre para uma Orbita finalmente periddi-
ca {1, 2} de periodo-2.
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Tomamos por exemplos as condigdes iniciais x, = 7 e x, = 50.
Para x, = 7, temos os resultados:
{7,11,17,26,13,20,10,5,8,4,2,1,2,1, ... }.
Para x, = 50, temos os resultados:
{50, 25,38,19, 29,44, 22,11,17,26,13,20,10,5,8,4,2,1,2,1,...}. =

2.4 Analise de Estabilidade de Pontos Fixos de Equacdes ndo Lineares

A anélise da estabilidade de pontos fixos é fundamental “porque os sistemas do mundo
real sdo constantemente sujeitos a pequenas perturbagdes”. (ALLIGOOD; SAUER; YORKE,
1996, p.9).

Os critérios de estabilidade de um ponto fixo para modelos lineares da forma
Xn+1 = Ax, + B, foram fixados em funcdo de “A” que é o coeficiente angular da reta, expli-
cito na E.D.L. Observamos que neste caso ndo € necessario sabermos o valor do ponto fixo da
E.D.L. para determinarmos a sua estabilidade.

Segundo Viana (2011) o critério que usamos anteriormente para a determinacdo da es-
tabilidade do ponto fixo no caso linear depende da existéncia de uma solucdo geral, porém
este critério ndo se aplica para modelos discretos ndo lineares. Para eles, um novo critério
deve ser deduzido, baseado nas propriedades do mapa nas vizinhangas do ponto fixo. Isto &,
encontrando um ponto fixo x* tal que f(x*) = x*, em seguida investigamos 0 comportamento
das iteradas na vizinhanca de x* verificando se as mesmas convergem ou divergem em rela-
c¢do ao ponto fixo x*, ou seja, verificamos se x* é estavel ou instavel. Entretanto, as definicdes
de estabilidade sdo as mesmas estudadas anteriormente.

Um sistema ndo linear pode ser aproximado em torno de um ponto de equilibrio, por
um sistema linear. Tal procedimento € conhecido como linearizacdo e somente pode levar em
consideracdo o comportamento do sistema em uma vizinhanca deste ponto. Nenhum outro
comportamento ndo seja local, muito menos o comportamento global do sistema pode ser
representado pelo modelo linearizado. (ZUBEN, 2010).

O procedimento de linearizacdo apresentado neste trabalho é baseado na expanséo da
funcdo ndo linear em uma série de Taylor na vizinhanca do ponto fixo x*, onde desprezare-
mos 0s termos dessa expansao contendo poténcias igual ou superior a dois, considerando que

esses termos desprezados, sejam suficientemente pequenos para que a linearizagdo seja valida.
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Assim, de acordo com (ZUBEN, 2010), para obtermos um sistema linear para um ndo linear
nas proximidades do ponto fixo x*, consideramos o sistema nao linear
Xn+1 = f(xn), (2.2)
onde f(x*) = x*etomamos um desvio y, tal que
Xp = X"+ Yy (2.3)
O sistema néo linear nas proximidades do ponto fixo x* é representado por:
Xn+1 = f(X" + yn). (2.4)
Pela expanséo de (2.4) em uma série de Taylor, obtemos:

Kues = FO) + G+ o G 4 FO D,
onde as derivadas f', f", ..., f ™ s&o calculadas em x,, = x*.
Se o desvio y, é suficientemente pequeno, podemos desprezar os termos de ordem
igual ou superior a y;2, por serem muito menores que y,,. Assim, o sistema (2.2) linearizado é
dado por:
Xper = %"+ f1(X)yn. (2.5)
Agora, verificamos se o0 desvio y,, é estavel ou nao, isto €, se o desvio tende a diminuir
ou aumentar a medida que iteramos, para isso, representamos o desvio de (2.3) no estado se-
guinte, ou seja,
Xnt1 = X°+ Ynia (2.6)
Da igualdade de (2.6) e (2.5), obtemos:
X"+ Yne1 = X"+ (X)),
ou seja,

Yn+1 = fl(x*)yn-

Uma vez conhecido o valor de f'(x*), podemos determinar a estabilidade do desvio se
é estavel ou instavel, deste modo determinamos a estabilidade do sistema néo linear (2.2) por
meio de um sistema linearizado (2.5). O teorema a seguir, mostra os resultados da estabilidade

de (2.2), calculando a derivada da funcéo f no ponto de equilibrio.

Teorema 2.4.1 (Sistema Linearizado). Seja x* um ponto de equilibrio da equagdo (2.2), f
continuadamente diferenciavel em x*. Se:
1. |f'(x*)] < 1,entdo x* é assintoticamente estavel (atrator).

2. |f"(x*)| > 1, entdo x* é instavel (repulsor).
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3. f'(x*) = 1, (nada se pode afirmar), entdo:

a) x* € instavel se f"'(x*) # 0.

b) x* é instavel se f""(x*) =0e f"'(x*) > 0.

c) x* é assintoticamente estavel se f"'(x*) = 0e f""'(x*) < 0.

4. f'(x*) = —1, (nada se pode afirmar), entdo:

a) x*é assintoticamente estavel se —2f""'(x*) — 3[f"(x*)]? < 0. (Derivada de Schwarz de
f)

b) x* é instavel se —2f"""(x*) — 3[f"(x*)]* > 0

As demonstracdes desse teorema vide [7].

Vimos como determinar a estabilidade de um ponto fixo, podemos também determinar
a estabilidade de um ponto fixo k-periddico, isto €, verificar se uma Orbita periddica é estavel

ou instavel. Essa teoria pode se encontrada nas referéncias [7], [22] e [34].

2.5 A Equacao Logistica ou Mapa Logistico

O interesse por investigacdo de sistemas dindmicos surgiu em funcdo do estudo do
comportamento de populacdes.

A proposta de utilizacdo da matematica para descrever o crescimento de uma popula-
¢do humana comegou com o economista inglés Thomas Robert Malthus, publicada em seu
livro (Um Ensaio sobre o Principio da Populagdo —1798), [19] e [23]. Seu modelo assume que
o crescimento de uma populacdo é proporcional ao tamanho da populacdo em cada instante,
representado pela equacéo diferencial

dpP
E = aP. (27)

Desta forma, a populacdo deveria crescer geometricamente sem nenhuma inibicao para a > 0.
O modelo de Malthus em tempo discreto é dado por:

Py = P(1+a), (2.8)
para a =n —m, onde n e m s@o respectivamente as taxas de natalidade e de mortalidade.
Assim, a é a taxa especifica de crescimento da populagdo P, no tempo t. Podemos ainda es-
crever 1 4+ a = r e substituindo em (2.8), obtemos:

Py =71P.
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Considerando que a populacao inicial seja P(0) = P,, entdo a solucdo analitica do modelo
discreto de Malthus € dada na forma
P, = rtP,.

Observamos que o modelo de Malthus no tempo continuo (2.7) foi escrito para o tem-
po discreto (2.8), ou seja, 0 modelo (2.7) foi discretizado. Eles sdo equivalentes entre si quan-
do calculados em tempos infinitesimalmente proximos. Ver detalhes desse resultado em
(MONTEIRO, 2006, p.51).

O modelo de Malthus é limitado, pois ndo ha fatores inibidores presentes na natureza.
Diante desse fato, em 1938 o matematico belga Pierre Frangois Verhulst, apresentou pela
primeira vez a equacao logistica no seu trabalho “Pesquisa Matematica sobre a Lei do Cres-
cimento da Populagdo”, [33] e [23], onde propde uma correcdo ao modelo de crescimento
populacional de Malthus que leva em consideracdo a quantidade méxima de individuos num

ambiente, isto é, quando ela tende a se estabilizar. Para obter esta correcdo, a equacdo diferen-
cial (2.7) foi ajustada por um fator multiplicativo (1 — g) que constitui uma parcela de de-

créscimo da taxa de crescimento populacional, inibindo a explosdo demografica que ocorria
no modelo anterior.

Este modelo, conhecido como equac&o logistica, é dado por:

C=ar(1-7), (2.9)

com k > 0, onde k é a capacidade suporte, isto €, a capacidade méxima de individuos que o
ambiente suporta.

Em 1976, Robert M. May retomou o modelo populacional de Verhulst e apresentou-o
numa versdo discreta no seu trabalho “Modelo Simples de Matematica com Dindmica muito
Complicada” [20] e [23], sob a forma

Xn+1 = Txn (1 — xp), (2.10)
onde
r =a+ 1 é ataxa especifica de crescimento,
X, é a capacidade suporte da populacéo.
Uma maneira de mostrar o resultado (2.10) deduzido por May é do seguinte modo:

Considere o0 modelo continuo

dapP P

L_ap(1-9), (2.11)
O modelo discretizado de (2.11) de acordo com (MONTEIRO, 2006) é dado por:

P
Py, = P, + aP, (1 - f). (2.12)
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K(a+1)

Considerando P, = X, € r =a+ 1, basta substituir estes resultados em (2.12), para

obtermos (2.10).

May, em seu trabalho, demonstra que modelos néo lineares, ainda que muito simples,
podem apresentar uma vasta gama de comportamentos dinamicos, que vao desde a existéncia
de pontos estaveis até flutuacbes aparentemente aleatdrias.

A equacdo (2.10) ¢ o modelo do mapa logistico estudada neste trabalho.

Consideramos 0 mapa logistico
fO) = 241 = 12,(1 — xp), (2.13)
comr € (0,4], x, € [0,1] e f : I » I, onde I € um intervalo real unitario.

O pardmetro r é fixo, pois ndo varia com o tempo e x,, é a variavel representando a
quantidade de individuos da populacdo maxima.

O graéfico da equacdo logistica é uma parabola e pode ser obtido por iteracdo da equa-
¢do (2.13) cujo vértice (ponto maximo) tém coordenadas x,, = % € Xppq = i.

Analiticamente as coordenadas obtém-se derivando (2.13) e igualando a zero, ou seja,

1
f’(xn)zr—ern=0<:>xn=§.

Substituindo este resultado na equacéo logistica, obtemos:
2

1 1 1 T
) =rG)-G) =%

Quando r = 4, o vértice da parabola logistica esta em x,,, = 1; logo se r > 4 a con-
dicdo que x,, esteja no intervalo [0,1] deixa de ser satisfeita. Por outro lado, se r = 0 a para-
bola reduz-se ao eixo horizontal e para valores negativos de r a concavidade da parabola é
invertida, o que também leva x,, a valores fora do dominio.

A partir da analise da equacédo (2.13), observa-se que a equacao determina a variavel
X4+ @ partir de x,,. A evolucdo da variavel depende do pardmetro de controle r. E facil ver
gue o valor maximo de x,, é 1 e quando x,, é proximo de 1, x,,; Sera pequeno. Entretanto,
quando x,, = 0, x4 Sera proporcional ao parametro de controle r.

Assim, considerando x,, como o nimero de individuos em uma populacéo, r pode es-
tar relacionado a uma taxa combinada de reproducdo e de morte devido a falta de alimentos,
condigdes climéticas, epidemias ou outros parametros a que esta populacdo esta submetida

num determinado ambiente.
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2.6 Estabilidade dos Pontos Fixos da Equacao Logistica

Considere a equacdo f(x,) = xp41 = rx, (1 — x,,), comr > 0, fazendo

fx7) =x",
obtemos:
f(x)=x"=rx"(1—-x"),
ou seja,
rx? —x*(r—-1)=0 & x*[rx* —(r—1)]=0,
portanto,

1
x*1=0 ex*2=1—;.

Os autovalores associados a equa¢do sdo dados pela derivada primeira de acordo com (MON-
TEIRO, 2006).
df (xn)

dxy,

= [r — 2rxy e, =x-

Xp=x"

A=1[f"(x)]= l

Assim, para
x*; =0,tem-se 4, =7,
X', =1 —%, tem-se 1, =2 —r.

De acordo com o Teorema 2.4.1, a analise da estabilidade dos pontos fixos resulta em:
a) Se 0 < r < 10 ponto x*; = 0 é assintoticamente estavel, pois

A=r<le
parax*, = (1 — %) < 0 éinstavel, pois

Ah=02—-1r)>1.
bySer=1,x"; =x", =0 e 1; =1, =1 (nada se pode afirmar), entdo segue pelo Teore-
ma 2.4.1 que
f'(x*) =f"(x*,) =—-2r=-2+0,

logo, ambos sdo instaveis.
c) Ser > 1,0 ponto x*; = 0 é instavel, pois

Mq=r>1le
parax*, = (1 — %) > 0 é assintoticamente estavel se

L,l=12—-7r|<1 ©&1<r<3.
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d)Ser=3opontox*, =1-— § = § e 1, =2 —r = —1 (nada se pode afirmar), entdo segue

pelo Teorema 2.4.1 que

21"y ~ 317G = —2 (5) - 3] (5)] =0 - 31-61 =18 > 0

logo,

X"y =§ é instavel.
Assim, para r = 3 ambos os pontos fixos x*; e x*, sdo instaveis, a Orbita estavel deixa de
ser um ponto fixo e passa a oscilar em ciclos periddicos, também conhecido como ciclo limi-
te, ou oscilar de tal modo a apresentar um comportamento irregular ou aperiodico, quando

manifesta a presenca do caos.

2.7 Comportamento Assint6tico do Mapa Logistico

O Mapa Logistico segundo (BASSANEZI, 2011, p.32) “é um dos mais simples exem-
plos de equacdes de diferencas ndo lineares e pode-se notar a complexidade de seu desenvol-
vimento quando se varia o parametro r”. Isto é, apresenta uma sucessao de fendmenos como:
transiente, atrator, bifurcacdo, caos, janelas periddicas, etc., a medida que o parametro de con-
trole r muda de valor.

Assim, nosso objetivo é estudar a evolucdo deste mapa para alguns valores do parame-
tro r caracterizando cada um desses fendmenos, listado acima. Para isto, plotamos 0os mapas
usando o software Excel e Maxima para alguns valores especificos de r.

O estudo da evolucdo de uma 6rbita do mapa logistico (2.13) necessita de duas infor-

macdes: condicdo inicial x, e o valor do parametro r.
2.7.1 Espaco de Estados (ou Espaco de Fases) e Atrator

O espaco de estados, ou espaco de fases de um sistema dinamico, € um espago n-
dimensional, cujos eixos coordenados Sa0 0 eiX0-x;, €iX0-X,,..., €IX0-X.

Um estado é representado como um ponto com coordenadas X; ,, X p, -, Xg  NESSE
espaco. Conforme o tempo passa, esse ponto se move, sendo sua evolugdo temporal determi-

nada pelas k equacOes de diferencas de primeira ordem.
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A dimensdo do espaco de fases equivale ao niUmero de equacbes de primeira ordem
necessarias para descrever o sistema, que € igual ao nimero de variaveis de estado. Por exem-
plo, um plano é o espaco de fases para um sistema formado por duas equacgdes de primeira
ordem. (MONTEIRO, 2006).

O sistema ao evoluir no espaco de fases, traga uma Orbita que € conhecida como Orbita
de fases do sistema. Em determinados sistemas a evolucao dessas Orbitas tende a ficar limita-
da a uma regido especifica do espaco. Ainda que busquemos afastar o sistema dessa regido ele
¢ atraido de volta a mesma. Quando isso ocorre, a Orbita € chamada de atrator do sistema.
(ECKMANN, 1981).

No mapa logistico observamos trés tipos diferentes de atratores: atrator tipo ponto fi-
X0, quando o sistema evolui para um Unico ponto; atrator periddico ou ciclo limite, quando se
estabiliza numa repeticdo de dois ou mais pontos e atrator cadtico quando ndo had um padrédo
de repeticdo, neste caso as Orbitas ficam confinadas (atraidas) a uma regido limitada conheci-
da como regido caotica, essas Orbitas sdo exponencialmente sensiveis as condi¢des iniciais.

O periodo que antecede o aparecimento do atrator é chamado de transiente, que sdo 0s
valores das primeiras iteradas. Ap0s o transiente observam-se algumas dinamicas tipicas as-
sumidas pelas 6rbitas do mapa como: divergéncia, periodicidade e caoticidade.

Os dois exemplos a seguir ilustram o comportamento transiente e o atrator.

Exemplo 2.7.1.1 Estude o comportamento assintotico da equacao logistica

Xn+1 = 0,5x,(1 — x,), x, €[0,1] para x, = 0,1, que descreve uma populacdo medida em
milhares de individuos onde a capacidade suporte desse habitat é de 10 000 individuos.
Solucéo.

. ~ " " 1
Os pontos fixos sdo x*; =0 e x", =1--=1-—=-1

Parax*; =0, 4, = 0,5 < 1, o ponto fixo é assintoticamente estavel e para x*, = —1,
Ay, =2—-r=2-05=1,5>1,0ponto fixo é instavel.

Tomando a condicao inicial x, = 0,1 e iterando a equacao, obtemos os gréaficos:



x(n) r=0,5

0,12

0,1

0,08

(1)

0,06

0,04

\
\
or |\

0

0 5 10 15 20 25 30

n

Figura 2.1: Evolucdo temporal para
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Figura 2.2: Cobweb para
r=05ex,=0,1

Observe que a Orbita converge de forma mondtona para o ponto fixo x*; = 0 o atrator,

figura (2.1) e (2.2). Analisando a figura (2.1), notamos que a populacéo inicial de 1000 indi-

viduos extinguiu a partir do sexto ano aproximadamente, ou seja, x, — 0 quando n — oo,

Exemplo 2.7.1.2 Estude o comportamento assintético da equacéo logistica

Xn4+1 = an(l - xn)r Xn

€ [0,1] para x, = 0,1, que descreve uma populacdo medida em

milhares de individuos onde a capacidade suporte desse habitat é de 10 000 individuos.

Solucéo

. X . 1
Os pontos fixossdo x*; =0 e x*, =1—-

1t
2

=0,5.

Parax*; =0, 4; = 2 > 1, o ponto fixo é instavel e para x*, = 0,5,

A, =2—-r=2-2=0<1,o0ponto fixo € assintoticamente estavel.

Tomando a condicdo inicial x, = 0,1 e iterando a equacao, obtemos os gréaficos:
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Figura 2.4: Cobweb para
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Observe que a 6rbita converge de forma mondtona para o ponto fixo x*, = 0,5 o atra-
tor, figura (2.3) e (2.4). Analisando a figura (2.3), notamos que a populacdo inicial de 1000
individuos cresce e atinge um estado estacionario com 5000 individuos aproximadamente, ou

seja, x, — 5000 quando n — oo. ]

2.7.2 Bifurcacéo

Uma bifurcacédo é, de modo geral, qualquer alteracdo qualitativa num ponto de equili-
brio ou érbita periodica, quando um parametro do sistema atinge um determinado valor criti-
co. Esta alteracdo qualitativa pode ser tanto a criagcdo ou destruicdo de um ponto fixo ou de
uma o6rbita periédica como a mudanca de sua estabilidade. Em outras palavras, bifurcacéo é
uma alteracdo qualitativa na dindmica do sistema para valores especificos dos parametros.
Estes valores sdo os pontos de bifurcacdo. (VIANA, 2011).

Neste sentido, chamamos de bifurcacdo do mapa logistico as alteragcdes qualitativas da
dindmica desse mapa quando variamos o parametro r de tal modo a atingir o ponto de bifur-
cacdo, onde presenciaremos atratores periédicos com periodo p > 1 aos quais ddo origem as
Orbitas periddicas ou ciclo limite.

Em particular, trataremos da bifurcacdo de duplicacdo de periodo, também chamada
de bifurcagdo “flip”, figura (2.5), esta ocorre quando uma érbita de periodo n estavel torna-se
instavel no ponto de bifurcacdo p = pg, de tal forma que surge uma nova oérbita estavel de

periodo 2n para valores de p superiores a pg.

periodo 2n

periodo n instavel

estavel

Ppg
Figura 2.5: Bifurcacdo de duplicacdo do periodo. [34]
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Os dois exemplos a seguir ilustram este fato.

Exemplo 2.7.2.1 Estude o comportamento assintotico da equacéo logistica

Xn41 = 3,2x,(1 — x,,), x, € [0,1] para x, = 0,1, que descreve uma populacdo medida em
milhares de individuos onde a capacidade suporte desse habitat é de 10 000 individuos.
Solucéo.

Os pontos fixossdo x*; =0 e x*, =1— % =1- % = 0,6875.

Parax*; =0, 4, = 3,2 > 1, o ponto fixo é instavel e para x*, = 0,6875,

A, = 2 —3,2 = —1,2, cujo mddulo é maior que um, logo, o ponto fixo € instavel.

Tomando a condicdo inicial x, = 0,1 e iterando a equacgdo, obtemos os gréaficos:

x(n) r=3,2
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Figura 2.6: Evolucdo Temporal Figura 2.7: Cobweb para

r=32ex,=0,1. r=32exy,=0,1.

Observe que para r = 3,2 o ponto fixo x*, =1 —% perde a estabilidade e as itera-

¢des convergem para uma Orbita de periodo-2, ou 2-ciclo, em torno desse ponto fixo
x*, = 0,6875, figura (2.6) e (2.7). Apds, cerca de 15 iteracBes sucessivas a Orbita oscila en-

tre x; = 0,799 e x, = 0,513, que sdo os atratores periddicos. Neste caso, dizemos que ocor-
. ~ . . " 1 , .
reu uma bifurcacdo, ou seja, o ponto fixo x*, =1 — ~ Que era estavel no intervalo 1 <r < 3

perde a estabilidade bruscamente quando o parametro r € variado para r = 3,2, dando origem
a uma Orbita de periodo-2: {x;, x,}.

Analisando a figura (2.6), notamos que a populagéo inicial de 1000 individuos cresce
ateé atingir um estado estacionario ciclo limite, isto é, ela oscila alternando entre uma popula-
¢cdo maior em uma geragdo e uma populacdo menor na geracdo seguinte, ou seja, x, varia

entre os valores 7990 e 5130 aproximadamente quando n — oo. [
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Exemplo 2.7.2.2 Estude o comportamento assintético da equacgéo logistica
Xn41 = 3,45x,(1 — x,,), x, € [0,1] para x, = 0,1, que descreve uma populacdo medida em
milhares de individuos onde a capacidade suporte desse habitat é de 10 000 individuos.
Solucéo.

1

Os pontos fixossdo x*; =0 e x*, =1— l=1-2~071
r 3,45

Parax*; = 0, 4, = 3,45 > 1, o ponto fixo é instavel e para x*, = 0,71,
A, = 2 — 3,45 = —1,45, cujo médulo é maior que um, logo, o ponto fixo é instavel.

Tomando a condicao inicial x, = 0,1 e iterando a equacao, obtemos os graficos:

’;(") r=3,45 Wl :
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Figura 2.8: Evolucdo temporal para Figura 2.9: Cobweb para

r=345 e x, =0,1. r=345e x, =0,1.

Observe que para r = 3,45 as iteragdes convergem para uma Orbita de periodo-4, ou
4-ciclo, em torno desse ponto fixo x*, = 0,71, figura (2.8) e (2.9). Apds, cerca de 14 itera-
cOes sucessivas a Orbita oscila entre x; = 0,84 ,x, = 0,47,x3 = 0,86 e x, = 0,42 que S&0 0S
atratores periodicos. Neste caso, ocorreu outra bifurcacdo, além daquela ja ocorrida anterior-
mente com o periodo-2, isto &, a Orbita anterior de periodo-2 torna-se instavel e surge um 4-
ciclo.

Analisando a figura (2.8), notamos que a populacao inicial de 1000 individuos apro-
xima-se de um ciclo que agora se repete a cada quatro geracOes, o ciclo anterior dobrou seu
periodo para periodo-4, ou seja, x,, varia entre os valores 8400,4700,8600 e 4200 aproxi-
madamente quando n — oo. [

Outras bifurcacdes sucessivas vao produzir periodos p = 8,16,32 e assim por diante,

gerando orbitas de periodo 2™, com m € N.
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Para m — oo 0 periodo do ciclo € infinito, sendo, portanto, aperidédico. Nesse caso, a
Orbita passa a comportar-se caoticamente, isso acontece para o parametro de controle indicado
por r = r,, ~ 3,57, também conhecido por ponto de acumulagéo dos ciclos 2™, onde se entra
num regime que Li e Yorke designaram por cagtico.

“A cascata de bifurcagdes de duplicagao do periodo pode ser encarada como uma “rota
para o caos”, no sentido de que podemos passar de um regime periodico para o cadtico vari-
ando continuadamente um pardmetro. H4, no entanto, outras rotas pelas quais o caos pode

aparecer pela variagdo de um parametro.” (VIANA, 2011, p.92).

2.7.3 Caos

Em 1963, o meteorologista Edward Lorenz por meio de suas experiéncias estudou
modelos para estimar previsdo do tempo. Lorenz observou que as solugdes das equagdes nao
convergiram para um equilibrio ou estado periddico, mas oscilavam de forma aperiodica ou
irregular. Além disso, partindo de condicdes ligeiramente préximas os resultados logo se tor-
nariam totalmente diferente. Esta dependéncia sensivel as condi¢des iniciais foi denominada
por Lorenz de Efeito Borboleta conforme [17] e [31]. Em 1972, este apresentou uma palestra
intitulada “O bater das asas de uma borboleta no Brasil pode ocasionar um tornado no Te-
xas?”. [34]

Li e Yorke em 1975, inspirado pelo trabalho de Lorenz, publicou um artigo intitulado
“Periodo Trés implica Caos” [16], onde a palavra “caos” apareceu pela primeira vez na litera-
tura cientifica com a acepcdo atualmente empregada na teoria dos sistemas dinamicos. Em
1976, May publicou um artigo intitulado “Modelo Simples de Matematica com Dindmica
muito Complicada” [20], que popularizou varias propriedades interessantes do mapa logistico.
Este mapa entre os valores 3,5699 e 4, exibe predominantemente comportamento caotico.
(VIANA, 2011).

Caos em sistema dindmico € um comportamento irregular ou aperiddico desse sistema
tornando dificil a previsdo do sistema a longo prazo e com alta sensibilidade as condicdes
iniciais, isto €, condicdes iniciais originalmente muito proximas geram Orbitas que divergem
exponencialmente.

Estas sdo as duas propriedades basicas que caracterizam o comportamento cadtico,
conforme [1] e [34].
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Este comportamento, embora seja aperiodico e imprevisivel, a sua dindmica é gover-
nada por equacdes diferenciais ou de diferencas deterministicas simples, o que leva a caracte-
rizacao de caos deterministico.

“Atualmente, muitas areas do conhecimento tém se deparado com o caos, dentre as
quais vale destacar a engenharia, a medicina, a ecologia, a biologia e a economia.” (SAVI,
2006, p.24).

Discutiremos separadamente as duas propriedades.

2.7.3.1 Aperiodicidade

Uma orbita periddica de um modelo discreto, apds certo nimero de iteracdes, um de-
terminado ponto da érbita volta ao ponto de partida:

Xg = X1 = Xy = 0 > Xg.

Neste caso, a Orbita apresenta um padrdo bem definido permitindo saber quais pontos
que a mesma ird visitar, facilitando muito fazermos previs@es futuras sobre o0 modelo. J& uma
Orbita caotica, ndo apresenta um padrdo identificavel de comportamento, ou seja, a Orbita ndo
converge a nenhum ponto, nem a um ciclo e também néo diverge para o infinito. As iteradas
do mapa ficam oscilando de tal modo a apresentar um comportamento irregular ou aperiddico,
figura (2.10). Esta caracteristica dificulta grandemente qualquer possibilidade de previsdo do
comportamento futuro das iteracdes de uma Orbita cadtica, conhecido o estado presente. (VI-
ANA, 2011).

o2
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n

Figura 2.10: Iteracdo do mapa logistico para r = 4. [34]



109

O exemplo a seguir ilustra este fato.

Exemplo 2.7.3.1.1 Estude o comportamento assintético da equacao logistica
Xn41 = 3,59x,(1 — x,,), x,, € (0,1) para x, = 0,1, que descreve uma populacdo medida em
milhares de individuos onde a capacidade suporte desse habitat é de 10 000 individuos.
Solucéo.

1

Os pontos fixossdo x*; =0 e x*, =1 —%z 1 by 0,72.

Parax*; = 0, 4; = 3,59 > 1, o ponto fixo é instavel e para x*, ~ 0,72,
A, =2 —3,59 = —1,59, cujo mddulo é maior que um, logo, o ponto fixo € instavel.

Tomando a condicdo inicial x, = 0,1 e iterando a equacgéo, obtemos os gréaficos:
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Figura 2.11: Evolugdo temporal Figura 2.12: Cobweb para
r=359 e x, =0,1. r=359 e x, =0,1.

Observe que para o valor de r = 3,59 as iteracBes ndo convergem para uma Orbita pe-
riddica em torno do ponto fixo x*, = 0,72, elas se tornam aperiddicas, figura (2.11) e (2.12).
Neste caso, ha um regime cadtico que se inicia a partir de r = r,, = 3,57, conforme (VIANA,
2011).

Analisando a figura (2.11), notamos que a populacdo inicial de 1000 individuos cresce
até aproximar-se de 8000 individuos quando entdo passa a oscilar de forma aperiddica, isto €,
a populacao flutua entre um grande nimero de valores possiveis dificultando encontrar qual-

quer estimativa para a populagéo a longo prazo. ]
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Para ver os comportamentos do mapa logistico para todos os valores de r via duplica-
cao de periodos, plota-se o diagrama de bifurcacdo que mostra a existéncia de uma rota para o
caos, a chamada cascata de duplicacdo de periodos ou rota de Feigenbaum.
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Figura 2.13: Gréafico Diagrama de bifurcacgéo. [34]

O diagrama mostra o inicio, a evolucdo e o fim dos atratores. Algumas observacdes
importantes podem ser feitas. Por exemplo, para 0 < r < 3 temos a Orbita de periodo-1, pois
para 0 <r <1 eparal<r<3 o mapatem um ponto fixo atrator respectivamente em

x=0ex= %1 Para 3 < r < 3,449 Odrbitas de periodo-2, para 3,449 < r < 3,57 ocorre a

famosa cascata de bifurcacdes de periodos 2™, com m € N. Aproximadamente a partir de

r = 3,57, passa a ocorrer érbitas de todos os periodos, onde se inicia o regime caético.
2.7.3.2 Sensibilidade as Condic@es Iniciais
Uma caracteristica visivel que ocorre em regime caético é a sensibilidade as condi¢Ges

iniciais. Para exemplificar este fato, observe a figura (2.14) construida para o mapa logistico

comr=4e n=>50.
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Evoluem juntas Divergem _—

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

e e e s L. —o—x(0) = 0,1000
Duas condicdes iniciais proximas:

—8—x'(0) = 0,1001

Figura 2.14: Iteracbes de uma Orbita cadtica do mapa logistico para r = 4 com condicdes ini-

ciais muito préximas: x, = 0,1000 e x', = 0,1001.

Na figura (2.14) observamos que tomando duas condigdes iniciais muito proximas
uma da outra: x, = 0,1000 e x', = 0,1001, as dez primeiras iteradas, mais ou menos, ambas
as trajetérias permanecem préximas uma da outra. Entretanto, com o tempo depois de um
namero finito de iteracBes elas passam a se afastar, comportando-se de forma totalmente in-
dependente e fornecendo resultados completamente diferentes, devido ao regime caotico ser
sensivel as condicdes iniciais.

A evolucdo das trajetdrias da Orbita cadtica também pode ser observada a partir dos re-

sultados numéricos na tabela (2.1).

Nuamero de iteragdes | Condicao inicial x(0) = 0,1000 | Condi¢do inicial x'(0) = 0,1001
0 0,1000 0,1001
1 00,3600 0,3603
2 0,9216 0,9220
3 0,2890 0,2878
4 0,8219 0,8199
5 0,5854 0,5907
10 0,9708 0,9671
15 0,1133 0,1272
20 0,4020 0,4441
25 0,9616 0,9875
30 0,1478 0,0494
35 0,5039 0,1877
40 0,9999 0,6098
45 0,0002 0,9518
50 0,0010 0,1837

Tabela 2.1: Resultados das iteradas do mapa logistico para » = 4 com condicdes iniciais mui-

to préximas: x, = 0,1000 e x', = 0,1001.
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Segundo Viana (2011), ndo importa qual a preciséo que seja usada na especificagcéo da
segunda condicdo inicial, esta sempre afastar-se-a da outra orbita apds certo namero finito de
iteracGes. Assim, o desconhecimento de uma condic¢do inicial com precisdo nos traz novamen-
te ao problema da previsibilidade de um sistema caético, implicando na impossibilidade de
fazermos previsdes futuras sobre um sistema cadtico.

O afastamento das trajetorias observado na figura (2.14) e na tabela (2.1) “ocorre a
uma taxa exponencial, a qual nos referimos como expoente de Lyapunov A da érbita. Se A for
positivo, temos uma marca registrada da ocorréncia de caos.” (VIANA, 2011. p.103).

Este expoente consiste basicamente numa medida da divergéncia exponencial de duas
condigdes iniciais arbitrariamente proximas onde esta medida quantifica a dependéncia sensi-
tiva as condicdes iniciais. Deste modo, expoentes de Lyapunov positivos indicam comporta-
mento caotico, expoentes negativos ou nulos representam estabilidade (ciclos limite). Apro-
fundamento vide [34].

O expoente de Lyapunov é em homenagem ao matematico russo Alexander Mikhailo-
vich Lyapunov (1857-1918).

As observacOes sobre a dependéncia sensivel as condicdes iniciais podem ser escritas

numa forma mais matematicamente precisa através da definicdo a seguir.

Definigdo 2.7.3.2.1 O modelo discreto unidimensional f:J — J, com | € R apresenta depen-
déncia sensivel as condi¢es iniciais se existe um § > 0 tal que, para qualquer x € J e qual-

quer vizinhanga N centrada em x, existeumy € N en > 0 tal que |f™(x) — f*(y)| > &.

“Em outros termos, 0 modelo exibira dependéncia sensivel as condi¢des iniciais se
existirem pontos arbitrariamente proximos a qualquer ponto x que separar-se-ao de x por ao

menos uma distancia delta sob iteracdes do modelo.” (VIANA, 2012, p. 418).

2.7.4 Janelas Periddicas

O diagrama de bifurcagdes do modelo logistico discreto figura (2.15) mostra a amplia-
cdo da regido cadtica que inicia no valor de acumulacao das bifurcaces r,, = 3,57 e termina
abruptamente em r = 4. Nesse intervalo, boa parte dos valores de r parecem dar origem a
Orbitas caodticas (as bandas escuras observadas), € bastante evidente a existéncia de “janelas”

(as manchas brancas), onde o comportamento volta a ser periodico. (VIANA, 2011).
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O

. e r a4 =

Figura 2.15: Diagrama de bifurcacfes do modelo logistico discreto, na regido predominante-

mente cadtica: r,, < r < 4. [34]

No diagrama da figura (2.15), para rj; = 3,8284 ... <r < 3,8415 ..., 0 mapa logistico
apresenta uma Orbita assintoticamente estavel de periodo-3, que corresponde a maior janela
observada no diagrama de Orbitas para r > r,,. Esta janela é denominada de “janela de perio-
do-3”.

Segundo (MONTEIRO, 2006), aumentando progressivamente o valor de r a partir de
r ~ 3,8415, surge novamente uma cascata de bifurcacdes flip, originando ciclos assintotica-
mente estaveis com periodos 3,6,12,...,3 x 2%, ... para k € N. Esta cascata se acumula no
ponto de acumulacdo 7y, = 3,8495. A partir desse valor, nascem trés atratores caoticos aos
quais d&o origem a trés bandas caoticas conforme pode ser observadas na figura (2.15).

A janela de periodo-3 € de suma importancia, pois a existéncia da orbita de periodo
trés leva a outras Orbitas periodicas de todos os periodos, conforme mostrado pelo teorema de

Li e Yorke em 1975, vide [16]. Mais formalmente, temos 0 seguinte teorema:

Teorema 2.7.4.1 (Li e Yorke). Suponhamos que f: R — R seja continua e que f tem um pon-
to periodico de periodo trés. Entdo, f também tem pontos periddicos de todos 0s outros perio-
dos.
Demonstracéao vide [5].

“Li e Yorke também mostraram que, para tal mapa com periodo 3, existe um conjunto
ndo enumeravel de orbitas que permanecem limitadas, sdo ndo periodicas e divergem de ou-
tras Orbitas que partem de uma condic&o inicial arbitrariamente proxima. Eles introduziram o

termo caos para caracterizar essa situacdo.” (MONTEIRO, 2006, p. 402).
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De acordo com (VIANA, 2011) o resultado do teorema de Li e Yorke foi obtido de
maneira independente de outro teorema, anterior e mais geral, o teorema de Sarkovskii publi-
cado em 1964 por A. N. Sarkovskii numa revista de pouca divulgacdo, onde provou que se
um mapa unidimensional tiver orbita com determinado periodo, entdo existirdo Orbitas com
outros periodos.

Antes de apresentarmos o teorema, vamos definir o ordenamento de Sarkovskii (<),
que é um modo de ordenar todos 0s numeros inteiros positivos e consiste-se no fato de que
todo inteiro positivo pode ser escrito na forma 2% x n, onde n é um inteiro impar, para algum
inteiro ndo negativo k.

O ordenamento de Sarkovskii é o seguinte:
3 < 5<7<:2%X3<2X5<2X7<--
W22X3<22x5<22x7<22%x3<23x5<23Xx7 <
L238 <22 <21 <1,

onde m < n significaque m precede a n em tal ordenamento. (VIANA, 2011).

Teorema 2.7.4.2 (Sarkovskii). Suponhamos f: R — R é continua e que f tem um ponto pe-
riodico de periodo m. Se m precede n na ordem de Sarkovskii, entdo f tem também ponto
periddico de periodo n.

Demonstracéao vide [5].

Em outras palavras se um modelo discreto unidimensional tiver uma Orbita de periodo
m, entdo existirdo Orbitas com todos os periodos n, tais que m < n no ordenamento. Por
exemplo, embora a existéncia de uma 6rbita de periodo-5 implica a ndo existéncia de um pe-
riodo-3, ja que 3 < 5, isto implica Orbitas de todos os outros periodos inteiros.

Neste trabalho ndo tratamos teoricamente o caso bidimensional de sistemas ndo linea-
res, essa teoria pode ser encontrada em [22] e [34], entretanto apresentamos dois exemplos

interessantes gue apresentam comportamentos cadticos.

2.8 Modelo Competicéo entre Duas Espécies de Passaros num mesmo Habitat

Analisamos um modelo sensivel as condigdes iniciais, de competitividade entre duas

espécies de passaros num mesmo habitat. [11]
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Exemplo 2.8.1 (Competicdo entre duas espécies de passaros num mesmo habitat). Suponha-
mos que uma espécie de corujas manchadas C,, compete pela sobrevivéncia em um habitat
que também suporta falcdes F,. Na auséncia das outras especies, cada espécie individual exi-
be livre crescimento proporcional ao seu tamanho inicial durante um intervalo de tempo n.
Por outro lado, o efeito da presenca de uma segunda espécie é o de diminuir a taxa de cresci-
mento de outra espécie, e vice-versa. Vamos supor que esta diminuicdo seja aproximadamente
proporcional ao numero de possiveis interacdes entre as duas espécies. Estas consideracoes
sdo modeladas pelas equagOes

Cnv1 = (1 + k)G — k3G Fy

Fop1= (L + ky )E, — kyCE
onde k4,..,k, sd0 constantes positivas. Escolhendo seletivos valores para as constantes da
proporcionalidade temos o sistema

Cpis = 1,2C, — 0,001C,E,
F,.. =1,3F, — 0,002C,F,

(2.14)
Solucéo.
Primeiramente encontramos os valores de equilibrio. Se chamarmos os valores de equilibrio
C e F entdo devemos ter

C=0Chy1=0Cy

F=Fn=E
simultaneamente. Substituindo os valores de equilibrio no sistema, obtemos:
C =1,2C—-0,001CF
F=13F—0,002CF’
ou seja,
0=0,2C-0,001CF =C(0,2—-0,001F)
0=0,3F—-0,002CF = F(0,3—-0,002C)
A primeira equacdo indica que nao ha nenhuma mudanca na populacéo de corujas se C = 0

ou F = % = 200. A segunda equacdo indica que ndo ha mudanca na populacao de falcGes

se F=0ou(C= % = 150, como representado na figura (2.16).
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Figura 2.16: Evolucédo temporal de (2.14), com condic¢®es iniciais C, = 150 e F, = 200.

Observamos que existem valores de equilibrio quando (C,F) = (0,0) e (C,F) =
(150,200), pois nenhuma populacdo ira mudar nesses pontos. Substituindo os valores de
equilibrio na equacdo (2.14) verificamos que o sistema de fato permanece em (0,0) e
(150, 200), onde qualquer um desses pontos representa os valores iniciais.

Agora, vamos analisar 0 que acontece na vizinhanca dos valores de equilibrio que te-
mos encontrado. Vamos construir solu¢bes numeéricas a partir das trés populacbes conforme

mostra a tabela (2.2).

Corujas [Falcoes
Caso 1 151 199
Caso 2 149 201
Caso 3 10 10
Tabela: 2.2

Observamos que os dois primeiros valores aproximam-se do valor de equilibrio (150,
200), enquanto que o terceiro é proximo da origem.

Suponhamos que 350 passaros entre corujas e falcfes serdo colocados em um habitat
modelado pela equacdo (2.14). J& vimos que se 150 dos passaros sdo corujas e os outros 200
passaros sao falcdes nosso modelo prevé que as corujas permanecerdo em 150 e os falcGes em
200 para sempre.

Iterando a equacdo (2.14), com as condicOes iniciais mostradas na tabela (2.2) e plo-

tando os graficos obtemos os seguintes resultados:
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Evolucdo temporal de (2.14), com condicGes iniciais C, = 151 e Fy; = 199.
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Evolugdo temporal de (2.14), com condi¢es iniciais C, = 149 e Fy, = 201.
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Figura 2.19: Evolucédo temporal de (2.14), com condic¢®es iniciais C, = 10 e F, = 10.
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Analisando os graficos, temos as seguintes conclusdes com relagdo ao comportamento
das espécies de acordo com os dados referente aos trés casos da tabela (2.2).

Primeiramente observamos que, em cada caso, uma das duas espécies eventualmente
conduz a outra a extingéo.

No primeiro caso, se um falcdo é removido do habitat (deixando 199), em seguida o
modelo prevé que as corujas vao crescer sem limites e os falcOes desapareceréo.

De modo anéalogo para o segundo caso, se uma coruja é removida do habitat (deixando
149), em seguida 0 modelo prevé que os falcdes vao crescer sem limites e as corujas desapa-
recerdo.

Para o terceiro caso, se ambas as popula¢des iniciam com 10 passaros, em seguida o
modelo prevé que os falcbes vao crescer sem limites e as corujas desaparecerao.

Este modelo é extremamente sensivel as condicGes iniciais. Os valores de equilibrio
sdo instaveis no sentido de que, se comecarmos proximos de qualquer dos valores de equili-
brio, n6s ndo permanecemos perto deles. Assim, 0 modelo prevé que a coexisténcia das duas
espécies num mesmo habitat é altamente improvavel, porque uma das duas espécies, eventu-

almente dominara o habitat. ]

2.9 Modelo Presa-Predador (Lotka-Volterra)

Volterra (1926) propds pela primeira vez um modelo simples para a predacdo de uma
espécie por outra, para explicar os niveis oscilatorios de certas capturas de peixe no mar Adri-
atico. Se x(t) representa a populagéo de presas e y(t) a de predador no tempo t, este modelo

é regido por um sistema bidimensional de equacdes diferenciais como se segue:

dx b

g = ax — bxy
d )
d_}t/ = —cy +dxy

onde a, b, c, d sdo parametros constantes positivos. (MURRAY, 2002).

Este modelo foi estabelecido também por Lotka (1925) na mesma ocasido e indepen-
dente de Volterra, analisando a dindmica de drosofilas. (BASSANEZI, 2011).

Neste modelo, na auséncia de predadores, a populacdo de presas aumenta ilimitada-

mente.
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Para corrigir este problema, acrescentou-se o efeito natural inibidor que o ambiente
tem devido a suas limitagdes, sobre uma populacédo crescente.

Um modelo presa-predador diferencial generalizado com o efeito inibidor do tipo pro-
posto por (Verhulst, 1945) tanto para o predador quanto para presa é apresentado num traba-
Iho por (GRAFTON - ECHENIQUE, 1994) e pode ser escrito como segue:

dx
P a;x(1—x)—bixy

dy
dt
De acordo com (GRAFTON e ECHENIQUE, 1997), uma versdo discreta desse mode-
lo presa-predador continuo foi proposta por (HALE e KOCAK, 1991; GRAFTON - ECHE-
NIQUE, 1994). Tambem, essa versdo discreta foi proposta por (GUMOWSKI e MIRA,
1980), mas incluia uma funcéo exponencial nas equacbes conforme (GRAFTON - ECHENI-
QUE, 1994).
Assim, o0 modelo presa-predador discreto generalizado é definido pelas equages

{xn+1 = a1X,(1 — x5) — bixpyn
Yn+1 = QYn (1 = yu) + boxp vy’

= a,y(1 —y) + byxy

(2.15)

onde
X, € Y, S80 as populacdes de presas e predadores, respectivamente, em um instante n e
a,, a,, by, b, s&o parametros constantes positivos.
As premissas do modelo séo:
I) O ambiente suporta as populagdes x,, e y,, num intervalo de variagéo [0,1].
I) Os parametros a, e a, dizem respeito as taxas de crescimento de presas e predadores, res-
pectivamente.
I11) Os pardmetros b, e b, dizem respeito as taxas que medem a relacdo de interacdo entre
presas e predadores, respectivamente.
IV) O nimero de encontros entre predador e presa é proporcional ao produto das duas popula-
¢des x,y, num instante n. Assim, em cada encontro, a taxa de crescimento da populacdo de
predadores é aumentada pelo termo b,x,y,,, por outro lado a taxa de crescimento da popula-
cao de presas e diminuida pelo termo —b;x,, vy,

Nosso objetivo é estudar por meio de simulagdes graficas os comportamentos desse
sistema variando os parametros a,, a,, b; e b, para alguns valores. Como exemplos de inte-
racOes entre predadores e presas podem citar: leGes e zebras, raposas e coelhos, linces e le-

bres, etc..
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Exemplo 2.9.1 Estude o modelo discreto presa-predador com os seguintes parametros:

Presa: x, = 0,5; a; = 1,8 e b; =0,7.

Predadores: y, = 0,3; a, = 2,2 e b, =0,5.

Supondo que este modelo descreve anualmente as populacdes medidas em milhares de indivi-
duos, onde a capacidade suporte desse habitat € de 10 000 individuos para ambas as popula-
coes.

Solucéo.

0,6 fﬁ“-mmm
0,5 —o— Presas

—— Predadores

(o] 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 2.20: Evolucédo temporal do modelo presa-predador discreto em 40 anos.

No gréfico observamos que a iteracdo entre presas e predadores com populagdes inici-
ais respectivamente 5000 e 3000 individuos, a partir do sexto ano essas populacdes se esta-
bilizardo respectivamente em valores aproximadamente a 2100 e 6000, isto é, o sistema

apresenta uma dinamica estavel tanto para as presa quanto para os predadores. m

Exemplo 2.9.2 Estude o modelo discreto presa-predador com os seguintes parametros:

Presa: x, = 0,5, a; =4 e by =0,7.

Predadores: y, = 0,3; a, = 2,3 e b, =0,5.

Supondo que este modelo descreve anualmente as populacées medidas em milhares de indivi-
duos, onde a capacidade suporte desse habitat € de 10 000 individuos para ambas as popula-
coes.

Solucéo.
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Figura 2.21: Evolucdo temporal do modelo presa-predador discreto em 40 anos.

No grafico observamos que a iteracdo entre presas e predadores com populagdes inici-
ais respectivamente 5000 e 3000, a partir do décimo quarto ano a populacdo de presa se esta-
bilizar4 em valores aproximadamente a 4600 e 7400 alternadamente e a populagdo de preda-
dores se estabilizard em valores aproximadamente a 5800 e 7800 alternadamente, isto é, o
sistema apresenta uma dinamica estavel de periodo-2, tanto para as presas quanto para 0s pre-
dadores.

Este resultado traduz-se da seguinte maneira: as presas quando em grande quantidade,
provocam um crescimento do nimero de predadores no mesmo ano. Os predadores por sua
vez, quando em grande quantidade, provocam uma diminui¢do do numero de presas no ano
seguinte. Por outro lado, as presas quando em pequena quantidade, provocam uma diminuicdo
do nimero de predadores no mesmo ano. Os predadores por sua vez, quando em pequena
quantidade, provocam um crescimento do nimero de presas no ano seguinte. A partir dai o
ciclo comecga novamente, pois 0s numeros de presas estdo crescendo o que acarreta no cres-

cimento dos predadores. ]

Exemplo 2.9.3 Estude o modelo discreto presa-predador com os seguintes parametros:

Presa: x, = 0,5; a; =3,8 e b; =04.

Predadores: y, = 0,3; a, = 2,3 e b, =0,1.

Supondo que este modelo descreve anualmente as populacées medidas em milhares de indivi-
duos, onde a capacidade suporte desse habitat & de 10 000 individuos para ambas as popula-
coes.

Solucéo.
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Figura 2.22: Evolucdo temporal do modelo presa-predador discreto em 40 anos.

No grafico observamos que a iteracdo entre presas e predadores com populagdes inici-
ais respectivamente 5000 e 3000, a partir do vigésimo ano a populacdo de presas se estabili-
zard em valores aproximadamente a 3400, 7800, 4900 e 8300 alternadamente e a populacéo
de predadores se estabilizard em valores aproximadamente a 5700 e 6100 alternadamente,
isto €, o sistema apresenta uma dinamica estavel de periodo-4 para as presas e periodo-2 para

0s predadores. [ ]

Exemplo 2.9.4 Estude o modelo discreto presa-predador com os seguintes parametros:

Presa: x, = 0,5, a; =39 e b; =0,7.

Predadores: y, = 0,3; a, =2,8 e b, =0,5.

Supondo que este modelo descreve anualmente as populacdes medidas em milhares de indivi-
duos, onde a capacidade suporte desse habitat € de 10 000 individuos para ambas as popula-
coes.

Solucéo.
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Figura 2.23: Evolucéo temporal do modelo presa-predador discreto em 60 anos.
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No gréafico observamos que neste caso a iteracao entre presas e predadores com popu-
lacBes iniciais respectivamente 5000 e 3000, é totalmente aperiodica, que é uma das proprie-
dades de um sistema ca6tico. Assim, vamos verificar se este modelo € sensivel as condi¢Ges
iniciais que é segunda propriedade de um sistema caotico. Para isso, modificaremos as condi-
¢Oes iniciais, isto é, as populacbes iniciais de presas e predadores serdo respectivamente
5100 e 2900 individuos.
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Figura 2.24: Evolucdo temporal do modelo presa-predador discreto em 60 anos.

Comparando os graficos da figura (2.23) com a figura (2.24), podemos observar que
aproximadamente até o0 nono ano as drbitas tanto das presas quanto dos predadores em ambos
os graficos sdo semelhantes, quando a partir dai essas Grbitas tomam rumos diferentes devido
a sensibilidade as condicdes iniciais. Portanto, para este exemplo o modelo representa um
sistema cadtico dificultando quaisquer estimativas das populacdes de presas e predadores a

longo prazo. |

Este modelo presa-predador discreto envolvendo apenas duas espécies ndo podem
descrever completamente as relacbes complexas, de fato, na natureza. Apesar disso, 0 estudo
desse modelo simples é possivel termos uma ideia de como pode evoluir um ecossistema de
um modelo presa-predador. No modelo que estudamos podemos observar que:

a) Sob condicdes favoraveis, tanto as presas como os predadores crescem aproximadamente
no maximo ate a capacidade suporte do ambiente que € de 10 000 individuos.

b) Na auséncia dos predadores e sob condi¢bes favoraveis as presas crescem sem inibicdo
aproximadamente até & capacidade suporte do ambiente. Por outro lado, na presenca de pre-

dadores, o crescimento dessa populagdo é controlado por uma taxa predatdria que inibe o
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crescimento até a capacidade suporte do ambiente, onde este crescimento pode se estabilizar
numa populacdo constante, ou se estabilizar de forma periddica conforme vistos nos Exem-
plos 2.9.1, 2.9.2 e 2.9.3, ou ainda apresentar flutuacdes irregulares, o caos, conforme mostra o
Exemplo 2.9.4, onde neste caso teremos dificuldades de fazermos qualquer previséo da quan-
tidade dessas populagdes a longo prazo.

Um fato importante a ser observado apesar de ndo termos feito uma simulacdo é que
dependendo da taxa de crescimento especifica das presas e da taxa predatdria dos predadores,
a populacéo de presas pode vir a extingéo.
¢) Na auséncia das presas o crescimento dos predadores passa a depender exclusivamente das
condicBes do meio ambiente, estas sendo favoraveis eles podem crescer aproximadamente até

a capacidade suporte do meio, caso contrario a populacdo também pode vir a extincao.

As atividades desenvolvidas neste capitulo podem ser facilmente trabalhadas no Ensi-
no Médio, pois a equacdo logistica trata-se de uma equacdo do 2°grau que por composi¢do de
funcdo geramos as Orbitas, onde estas podem ser plotadas no Excel para analise da evolucéo
das mesmas. Além disso, outras atividades podem ser exploradas como o célculo do valor de
méaximo da equacao logistica ao variar o parametro r, determinacdo das coordenadas do verti-
ce e representacdo gréafica da parabola.

No caso dos modelos populacionais envolvendo sistemas, também ndo ha grandes di-
ficuldades pelo fato de que as andlises dos resultados sdo feitas atraves de simulagdes grafi-
cas.

Outras atividades semelhantes a estas podem ser trabalhadas, como por exemplo: a
familia de equagOes quadraticas x,,; = x2 + a, que de acordo com (SCHEINERMAN,
1996), variando-se o valor da constante a, a iteracdo desta equagdo em x, pode conduzir a

solucdes estaveis, perioddicas ou cadticas.
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CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos os aspectos teoricos, aplicaces e simulagdes gréficas das
equac0es de diferengas autbnomas.

Constatamos que as equacdes de diferencas descrevem sistemas que variam no tempo
em intervalos discretos, como por exemplos: econdmicos, ecoldgicos, demogréaficos, etc.,
conforme pode ser verificado em todo trabalho. O fato de estes serem descritos pelas equa-
cOes de diferencas (relacdo de recorréncia), implica que para obtermos certo resultado recor-
remos a resultados anteriores previamente determinados, o que se torna uma tarefa extrema-
mente dificil em se tratando de buscas de resultados a longo prazo.

Diante disso, a teoria relacionada a determinacéo da solucdo geral das equacoes e sis-
temas de equacOes de diferencas lineares autbnomas foi fundamental para determinacdo de
uma solugdo para um instante qualquer, sem precisarmos calcular as iteradas sucessivas a
partir de uma condicdo inicial para obtermos o resultado desejado. Além disso, a solucédo ge-
ral foi extremamente importante na analise do comportamento assintético, ou seja, da evolu-
¢ao do sistema dindmico discreto linear.

Acreditamos ter utilizada uma metodologia diferenciada em se tratando de estudos de
recursividades no Ensino Médio, onde quase sempre esse estudo limita-se a aplicacdo siste-
matica de formulas prontas e raramente sdo feitas simulacdes graficas para analise da evolu-
cdo de um modelo. Para exemplificacdo, podemos citar os estudos de: crescimento e decres-
cimento de taxas, em particular juros compostos e desintegracdes de materiais organicos ou
radioativos; P.A., P.G e, de modo geral, sequéncias definidas recursivamente.

No caso das equacOes de diferencas ndo lineares, na impossibilidade de encontrar a so-
lucdo geral, fizemos um estudo qualitativo dessas equagdes. Para isso, analisamos uma familia
de mapas logisticos discretos, onde a partir da variacdo de um parametro verificamos alguns
comportamentos como: pontos fixos, drbitas periodicas, bifurcacéo e caos.

Os exemplos gque mostram esses comportamentos dinamicos foram contextualizados
de forma a tornar mais interessante e dar mais sentido matematico aos comportamentos estu-
dados na dindmica do mapa.

Sumarizamos a rigueza dos comportamentos periddicos do mapa logistico usando o
diagrama de bifurcacdes, onde presenciamos a famosa cascata de bifurcacdes de periodos

2™, m € N. Esta sucessao de bifurcacBes conduz ao caos e define a rota para o caos, isto €, no
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ponto r ~ 3,57 ocorre a transi¢cdo da regularidade para o caos, mas ndao € o Unico caminho
que pode levar ao comportamento cadtico.

Conforme a teoria do caos, as equa¢Bes do movimento cadtico sdo inteiramente de-
terministicas, isto é, ndo ha qualquer parametro ou variavel aleatoria envolvida. Sendo assim,
as oscilacdes aparentemente aleatorias na verdade sdo irregulares ou aperiodicas.

Verificamos por meio de modelos de sistemas cadticos que estes exibem uma proprie-
dade que se designa por sensibilidade as condicdes iniciais. Isto significa dizer que duas 6Orbi-
tas do sistema, iniciadas a partir de condicdes iniciais suficientemente proximas uma da outra
tende a afastar-se exponencialmente com o passar do tempo. Como nunca é possivel especifi-
car as condicdes iniciais do sistema com rigor absoluto, a previsao & longo prazo é impossivel.
Este fato torna o sistema imprevisivel apesar de ser deterministico.

Em geral, temos a ideia de que o caos é desordem absoluta ou uma perda completa da
forma e neste estudo constatamos que isto ndo € verdade, pois vimos que ha ordem no caos de
acordo com a subsecdo (2.7.4), onde estudamos as janelas periddicas.

Presenciamos por meio do estudo do mapa logistico, mesmo sendo uma simples equa-
cdo do 2° grau com uma variavel, comportamentos dindmicos bastante interessantes, pelos
quais vimos uma matematica qualitativa no lugar da quantitativa. Acreditamos que esta seja
uma maneira de abordarmos estudos introdutorios de comportamentos complexos e imprevi-
siveis no Ensino Médio.

Enfim, concluimos que os sistemas dindmicos discretos é uma ferramenta importante
para modelar e explicar fendmenos naturais, porém as previsdes sao possiveis dentro de certas

limitacdes. Além disso, para os sistemas cadticos os resultados sdo sempre imprevisiveis.
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APENDICE

Teoria Basica de Algebra Linear

A teoria apresentada baseia-se nas referéncias [2], [15], [25] e [27].

Teorema A.1 (Autovetores L.1.). Se v4, ..., v, S80 autovetores associados a autovalores distin-
tos A4, ..., A, de uma matriz A € R™", entdo o conjunto {v,, ... ,v,} é linearmente indepen-
dente (L.1.).
Demonstracao.
Sejam os escalares cy, ..., ¢, € R tais que c;v; + -+ + ¢, v, = 0. Vamos fazer a demonstracéo
por indug&o sobre n.
i) Sen =1, entdo c;v; = 0. Logo, c; = 0, pois v; # 0. Portanto, v, associado ao autovalor
A, € linearmente independente.
i) Suponhamos véalido para n e mostremos que o teorema vale para n + 1. Consideremos
entdo, vy, ..., V41 autovetores associados aos autovalores distintos A4, ..., 4,41 € facamos
1V + o+ cpvy + Cy1Vns1 = 0. (1)
Multiplicando os dois lados de (1) por A e usando o fato de que Av, = A,v, para cada kK,
obtemos:
c1Avy + -+ c AV, + Cpy1Avpe = 0,
1 vy + -+ CadnUn + Cnradni1Vner = 0. (2)
Agora, multiplicando os dois lados de (1) por A,,1, temos:
C1An+1V1 + -+ Cudni1Vn + CriadniaVner = 0. (3)
Subtraindo (3) de (2), obtemos:
c1(A1 = Ans)vr + o+ (A — App )V = 0.
Logo, pela hipbtese de inducéo
ci(li—2,41)=0,i=1,..,n
Como 4; — 4,41 # 0, pois os autovalores sdo distintos, segue que
=0, i=1,..,n. (4
Substituindo (4) em (1) temos que
Cn+1Vn+1 = 0, mas isto implica que c¢,,.; = 0. Portanto, o conjunto {v, ..., v,} € linearmente

independente. |
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Teorema A.2 (Diagonalizacdo). Uma matriz A € R™" é diagonalizavel, se e somente se ela
possui n autovetores linearmente independentes.

Demonstracao.

(=) Suponha que A é diagonalizavel, isto €, que exista uma matriz invertivel P tal que
D = P~1AP, onde D é uma matriz diagonal.

Em particular, segue que

AP = DP.
Escreva P segundo suas colunas
P=[v; v, vy |,
entéo,
AP =[Av, Av, .. Av,]
e
DP = [Av; Av, o Auup ).

Comparando, concluimos que

Av; = i1y

Av, = 1,0,

Av, = 1, v,.

Isto é, as colunas de P sdo autovetores de A. Como P é invertivel, suas colunas séo L.I.. Logo,

encontramos n autovetores L.I. para A.

(<) Reciprocamente, suponha agora que existam n autovetores L.1., v;, v,, ..., v, tais que
Avy = 411, Avy, = A,v,,..., AV, = A0,

Defina uma matriz n x n P por, P = [v;,v,, ..., U, |]. COomo as colunas de P sdo L.I.,

segue que P é invertivel. Temos:

AP = Alvy vy, .. v =[Av; Av, .. Ay, =[Av; Lvy . v, ] =

A 0 - 0
[v; v, .. vl 0 A:Z O = PD,
0 0 0 2
A 0 - 0
onde denotamos D = 0 ’1:2 0
0 0 0 4

Multiplicando ambos os lados da equagdo por P~1, obtemos P~1AP = D.

Logo, A édiagonalizavel. m
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Corolario A.3 Se uma matriz A € R™" possui n autovalores distintos, entdo A é diagonali-

zavel.

Teorema A.4 (Poténcia de matrizes). Seja A € R™™ uma matriz diagonalizavel e k € N.
Entdo A* = pDkP~1, (1)
Demonstracao.
Por inducdo, demonstra a validade de (1).
O caso k =1 é trivialmente verificado. Como A é diagonalizavel, existe D e P tal que
A=PDP 1
Suponha que valha para k (hipétese indutiva), ou seja,
A¥ = ppkp1,

Verifiquemos entéo para k + 1.

A1 = AkA = (PD*P~1)(PDP™Y) = PD¥(PP~Y)DP~! = PD¥DP~' = pD**1p~1,

O que prova a validade paraV k € N. ]

Definicdo A.5 (Autovalores Complexos). Seja A uma matriz 2 X 2 com entradas reais que
tem autovalores complexos. Um vetor € 2 pode ser escrito como
V= (21,22) = (V1 + Wy, v + wy) = (g, 0;) + i(wy, wy) = vg + vy,
Em que vy e v; sdo vetores no R2.
A proposicdo a seguir é valida exclusivamente para matrizes com entradas que sdo nimeros

reais.

Proposicdo A.6 Seja A uma matriz n X n com entradas reais. Se v = vy + iv; é um autove-
tor de A associado ao autovalor complexo A = a + i com S # 0, ou seja, Av = Av, entdo
¥ = vy — iv; também é um autovetor de A mas associado a A = a — if3.
Demonstracao.
Substituindov = vy +iv; e A = a +iff, em Av = Av obtemos:

Avg + iAv; = a(vg + iv)) + iB(vg + iv)) = (avg — Bvy) + i(av; + Bog).
Isto implica que

Avgp = avg — Bv; e Av; = av; + fvg.

Agora, usando os valores de Av, e Av, obtidos temos que

AU = A(vg — iv;) = Avg — iAv; = avg — Bv; — i(av; + Brg)

=(a—if)vg — (B + i)y, = (a — if)vg — i(a — if)v,
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= (a —iB)(vg —iv;) = A V.
SeB # 0,entdo A e A sdo diferentes. Logo, pelo Teorema A.1 v e ¥ sdo L.1..
Assim, se uma matriz A,n X n, com entradas reais tem autovalores complexos, entdo ela é

diagonalizavel e as matrizes

[/11 0O o0 .. 0]
0 4 0 .. 0
P=[v; vy - Uk V] e D=|lgo o =~ =~
: Ak 9
lo o 0 /1kJ

sdo tais que

Forma Canoénica de Jordan

Quando a matriz ndo é diagonalizavel, entdo se pode usar a forma canénica de Jordan

para determinar a poténcia da matriz.

Definicdo A.7 (Bloco de Jordan). Um bloco de Jordan é uma matriz quadrada onde todos os
elementos da diagonal sdo iguais a um mesmo elemento A, os elementos acima da diagonal
sdo todos iguais a um e os demais elementos séo todos iguais a zero.

Exemplos.

[A] é um bloco de Jordan de ordem 1

A 1 0
0 4 1] € um bloco de Jordan de ordem 3
0 0 1
A 1 0 - 0
0o 4 1 - 0]
0 0 A4 - ‘ é¢ um bloco de Jordan de ordem k.
E o1
o 0 - - 2

Definicdo A.8 (Forma de Jordan). Uma matriz A estd na forma de Jordan se € diagonal por
blocos de Jordan, cada um tendo um autovalor de A em sua diagonal, ou seja,

[]1 0 0 .. 0 1

| 0O J, 0 -~ 0 |

diag(Jy, ....Jx) =10 0 3 g

Y
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onde cada J; € um bloco de Jordan da forma

4 1 0 .. 0
Ji=lo 0 a i)
: : o1

Definicdo A.9 (Cadeia de Jordan). Seja v um autovetor generalizado de ordem p para o auto-
valor A da matriz A. Entdo a sequéncia de vetores
v,
(A—ADv = wy,
A—2AD*v=[A-2DA-ADv =(A—1Dw; = w,,
A—2D3v=UA-2DA—-AD*v = (4 - ADw, = ws,

(A-ADP v =w,_,,

é uma cadeia de Jordan, ou cadeia de autovetores generalizados, pertencente ao autovalor A.

Teorema A.10 Uma cadeia de Jordan pertencente a um autovalor de um operador é linear-

mente independente.
Demonstracéo vide [25].

Teorema A.11 (Matriz ndo diagonalizavel). Seja a matriz A € R™*™ ndo diagonalizavel com

autovalores A4, 4,, ..., 4, contando com multiplicidade, entdo existe uma matriz de Jordan |

e uma matriz inversivel P tal que

P7lAP =],
ou
A=PJPY,
sendo
P=[v w, w, Wi_1] €
[]1 0 0 0
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onde cada bloco J; tem uma mesma entrada A; em toda diagonal e uns acima dela, sendo todas

as outras entradas iguais a zero:

: : o1

0 0 .« o A

Observamos que podemos escrever cada bloco J; na forma
|S /1110‘| | A 05||50102|
l: 0~ ~ 1| |: o =« « «| ]t o ~ ~ 1]
P N PR I 0]

ouseja, J/; = D; + N;,
onde D; é uma matriz diagonal e N; é uma matriz nilpotente de ordem k ou seja, N;" = 0 para
todo r > k. Elevando J; a expoente n temos:
Ji" = D + N)™ = (41 + N)™
- — n - -
="+ ()" N+ () AN e+ (1) TN

Logo, paran = 2, temos:

20 (P QAT e (2
0 A" (rll) PR (k f 2) PR
Jit = 0 o
: : (711) Ain_l
| 0 0 0 A"
Cada linha tem, comecando no elemento da diagonal, os coeficientes da expansao binomial de
T+
ou seja,
(o) 4" (1) 27 () 24
Portanto,
A" = PjmpL,

Demonstracéao vide [7].



