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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar uma introducdo ao estudo de uma classe de estruturas
algébricas denominadas corpos, utilizando linguagem e exemplos acessiveis aos estudantes
do ensino bésico. No inicio, coloca-se a importancia da algebra axiomatica, para em seguida
desenvolver a nocdo de estruturas algébricas e a definicdo de corpo. Esta é apresentada com
axiomas, que sdo utilizados para deduzir algumas das propriedades dos corpos.
Posteriormente, sdo apresentados alguns casos de corpos que aparecem na literatura
matematica. Destaque é dado aos corpos munidos de uma ordem linear e sua semelhanca
com o corpo dos numeros reais e também séo tratados alguns conceitos que possuem papéis

relevantes no estudo dos corpos.

Palavras-chave: corpo, estrutura algébrica, corpo ordenado.

viii



ABSTRACT

Our goal is to introduce a class of algebraic structures called fields, using examples in a way
suitable to high school students. Firstly, we show the importance of axiomatic algebra, and
then develop the notion of algebraic structures and fields. In turn, axioms are used to define
fields and to deduce some further properties. Later, we present some examples of fields that
appear in the mathematical literature. Emphasis is given to fields provided with a linear order
and their similarity to the real line, and some concepts that are relevant for the study of fields

are also treated.

Keywords : field, algebraic structure, ordered field.
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INTRODUCAO

A Algebra sempre teve como campos de trabalho o estudo das operagdes, regras de
calculo e procedimentos para solugdo de equacgdes, sendo este Gltimo um dos principais
problemas da Algebra.

Uma significativa mudanca na forma de trabalhar com a Algebra e com a Matematica
ocorreu durante os séculos XVIII e XIX quando os avangos nas teorias de niumeros e
conjuntos, e, também nas notacdes, colocaram as condicdes para que a Algebra se tornasse
axiomatica.

A partir do momento que a Algebra torna-se axiomatica, propriedades de operacdes
algébricas podem ser estudadas sem especificar o conjunto ou elementos sobre os quais a
operacdo é realizada, tampouco é necessario definir o método de célculo que sera empregado
para obter o resultado da operagédo. Esse trabalho de algebra completamente axiomatico é
realizado da seguinte forma: coloca-se como hipdtese um conjunto de propriedades e passa-
se a verificar a sua validade para determinada operacdo, entdo tudo que é deduzido a partir
dessa hipotese também vale para a operagéo.

Esse conjunto de propriedades a ser verificado sobre determinada operacdo € a
chamada teoria algébrica que, atualmente, desempenha papel central na Matematica, pois
caracteriza, classifica, permite uma previsibilidade de resultados, enfim, coloca uma
organizacdo teorica basica em diferentes ramos da Matematica.

Um universo sujeito a operacoes e relacdes é uma estrutura, em que a teoria pode ou
ndo valer.

Considerando a importancia dessas estruturas algébricas abstratas na Matematica do
ensino basico e superior, sera abordada ao longo desse trabalho uma classe particular dessas
estruturas denominada de corpo.

Ao longo desse estudo basico das estruturas algébricas dos corpos o leitor percebera
que diversas propriedades, conceitos e exemplos aqui tratados estdo presentes nos conteidos
do ensino fundamental e médio, e que uma base mais sélida dessas propriedades, conceitos e
exemplos pode colaborar com a aprendizagem do estudante e com a pratica pedagdgica do

professor do ensino basico.



A apresentacdo dos conteldos desse trabalho e as bibliografias utilizadas para
pesquisa em cada secédo estdo elencadas abaixo:

Introducéo; bibliografia: Fernandes; Ricou (2004, p. 9-12) e Milies (2004, p. 3-13,
39-46).

O capitulo 1, que tem o objetivo de definir corpos, traz na:

- secdo 1.1, a definicdo de estruturas algébricas de uma forma simples e objetiva;
bibliografia: Castrucci (1969, p. 101-109), Fernandes; Ricou (2004, p. 9-12), e Milies (2004,
39-46).

- secdo 1.2, a definicdo de corpo a partir dos axiomas que sdo validos para essa
estrutura nas operacOes de adicdo (+) e multiplicacdo (.); bibliografia: Fernandes; Ricou
(2004, p. 32-38), Garcia; Lequain (2010, p. 7-11), Hefez (2002, vol. 1, p. 132-135) e
Monteiro (1978, p. 178-179).

- secdo 1.3, algumas das propriedades de corpo deduzidas a partir dos axiomas de
corpo; bibliografia: Domingues; lezzi (2003, p.211-213, 223-225), Fernandes; Ricou (2004,
32-39), Hefez (2002, vol. 1, 132-135), Lopes (2015, p. 33-37), Marques (2005, p. 10-15) e
Monteiro (1978 p. 178-180).

- secdo 1.4, alguns exemplos de corpo; bibliografia: Castrucci (1969, p. 107-109),
Fernandes; Ricou (2004, p. 37), Garcia; Lequain (2010, p. 10), Marques (2005, p. 15) e
Monteiro (1978, cap. 4 e 5).

O capitulo 2, que tem como objetivo estudar alguns casos de corpos e suas
propriedades e, também, outras definigdes necessarias ao estudo desses corpos, traz na:

- secdo 2.1, as consideracOes basicas sobre modulo e classes residuais e as condi¢oes
que levam um conjunto de inteiros mddulo p,p primo, a ser um corpo; bibliografia:
Domingues; lezzi (2003, 133-136), Fernandes; Ricou (2004, p. 115-124), Garcia; Lequain
(2010, p. 11-14), Hefez (2002, vol. 1, p. 116-122), Hefez (2006, p. 53-63), Lipschutz (1972,
p. 388-389), Marques (2005, p. 7-15), Monteiro (1978, p. 180-184) e Shokranian (2010, p.
39-56).

- secdo 2.2, a propriedade denominada de caracteristica de um corpo que aparece em
varias proposicoes e teoremas dos corpos; bibliografia: Domingues; lezzi (2003, p. 252-253),
Fernandes; Ricou (2004, p. 91), Griese (2015, p. 1), Hefez (2002, vol. 1, p. 143-144),
Marques (2005, p. 16), Monteiro (1978, p. 210), Polizeli (2007, p. 4) e Shokranian (2010, p.
96).



- se¢do 2.3, a definicdo e alguns exemplos de corpos algebricamente fechados;
bibliografia: Hefez (2002, vol. 1, cap. 9), Lipschutz (1972, p. 398), Monteiro (1978, p. 268-
272, 435-443) e Polizeli, (2007, p. 13-14).

- secdo 2.4, as relacbes de ordem utilizando as notagdes de teoria dos conjuntos;
bibliografia: Almay (1975, p. 24-25), Castrucci (1969, p. 79), Guidorizzi (1987, Vol. 1, p. 6-
7), Lopes (2015, p. 37) e Monteiro (1978, p. 22-25).

- secdo 2.5, a apresentacdo de corpos ordenados utilizando os axiomas de ordem e
depois por meio do cone positivo, e a seguir € mostrado que as duas defini¢des equivalem;
bibliografia: Domingues; lezzi (2003, p. 276-277), Martin (2010, p. 388-391), Monteiro
(1978, p. 227-231) e Souza (2013, p. 32-33).

O capitulo 3, que tem como objetivo estudar a classe dos corpos ordenados e as
definiges e conceitos necessarios para estudo deste tema, traz na:

- secdo 3.1, 0s conceitos que permitem enunciar a propriedade da completude, tais
como: majorante e minorante, maximo e minimo, supremo e infimo; bibliografia: Almay
(1975, p. 30-36), Dutra (2014, p. 53-59), Guidorizzi (1987, vol. 1, p. 20-29), Lima; Carvalho;
Wagner; Morgado (2012. vol. 1, p. 67-76 ), Lopes (2015, p. 40-46) e Monteiro (1978, p. 25-
27, 234-255).

- secdo 3.2, a definicdo e exemplos de corpos arquimedianos; bibliografia: Hefez
(2002, vol. 1, p. 154-155), Monteiro (1978, p. 228-229), e Souza (2013, p. 35).

- secdo 3.3, o conceito de corpo ordenado completo, exemplos e contraexemplos
com breves comentarios; bibliografia: Dutra (2014, p. 53-59), Fernandes; Ricou (2004, p.
186-192), Hefez (2002, vol. 1, p. 166-176), Lima (2007, p. 78-83, 126), Lopes (2015, p. 40-
45), Monteiro (1978, p. 228, 233-255) e Souza (2013, p. 34-36).

- secdo 3.4, uma busca de ordem a partir das propriedades da adi¢cdo e multiplicacéo
dos corpos reais, que leva a introducdo do conceito de corpo formalmente real; bibliografia:
Endler (2012, p. 1-2), Fernandes; Ricou (2004, p. 397-404), Griese (2015, p. 1-3), Lang
(2002, p. 447-457), Martin (2010, p. 391-392) e Polizeli (2007, p. 3-10).

- secdo 3.5, apresenta a definicdo e exemplos de corpos reais fechados; bibliografia:
Guidorizzi (1987, vol. 1, p. 458), Lang (2002, p. 447-457), Martin (2010, p. 393-397),
Panek; Rocio (2006, p. 100-101), Prestel (2009, cap. 3), Prestel; Delzell (2011, cap. 1) e
Polizeli (2007, p. 10-14).

- sec¢do 3.6, 0 anel de funcGes polinomiais e o corpo de fungdes racionais R(X) sobre

R, o que possibilita chegar a definicdo de infinitésimos; bibliografia: Domingues; lezzi



(2003, p. 282-289), Fernandes; Ricou (2004, p. 126-149), Hefez (2002,vol. 2, p. 7-32),
Martin (2010, p. 390) e Monteiro (1978, p. 280-311).

O apéndice A, que tem como objetivo abordar alguns detalhes da estrutura algébrica
denominada de anel, pois em diversos compéndios de Matematica os corpos sdo definidos a
partir dessas estruturas, traz na:

- secdo A.1l, a definicdo da estrutura de anel a partir de axiomas; bibliografia:
Fernandes; Ricou (2004, p. 32-35), Garcia; Lequain (2010, p. 7-9), Hefez (2002, vol. 1, p.
23-24) e Monteiro (1978, p. 168-169).

- secdo A.2, definicdes e exemplos dos casos mais comuns de anéis; bibliografia:
Castrucci (1969, p. 105-106), Domingues; lezzi (2003, p. 218-223), Fernandes; Ricou (2004,
p. 39-41), Garcia; Lequain (2010, p. 9-17), Hefez (2002, vol. 1, p. 26-31) e Monteiro (1978,
p. 175-178).



NOCOES DE ESTRUTURAS ALGEBRICAS E CORPOS

Neste capitulo serd abordado o conceito de estruturas algébricas que foi decisivo para
que se construisse a abordagem axiomatica da Algebra e, também, sera destacada para estudo
uma classe de estruturas algébricas particulares denominadas corpos. Esta classe de
estruturas algebricas € de grande relevancia para as definicbes de Matematica, sendo corpo a
estrutura algébrica onde se estuda as quatro operac6es fundamentais (+, —,.,/) dos numeros
reais na educacdo basica e, também, € o conceito que aparece nas definicdes dos conjuntos
dos numeros racionais, reais, complexos, entre outras.

Durante o desenvolvimento do trabalho serdo utilizados os conceitos e simbologia de
conjuntos, relac6es e funcdes de uso corrente em Matematica. O leitor interessado em rever
esses temas poderd encontra-los na Biblioteca Digital do Profmat na tese de dissertacdo de
mestrado de Dutra (2014).

1.1 Estruturas Algébricas

Os casos mais simples de estruturas algébricas podem ser colocados da seguinte
forma:

Considere uma ou mais aplicagdes do tipo f: A X A — A, sobre um conjunto A, e 0
trabalho de verificagdo se f satisfaz, ou ndo, determinado conjunto de axiomas.

A estrutura algébrica consiste do dominio A e da operagdo f; ela pode ou nédo
satisfazer os axiomas propostos, isto é, eles valem ou ndo na estrutura.

De acordo com o conjunto de axiomas que a estrutura satisfaca, ela pertencera a uma
determinada classe de estruturas algébricas. Esse conjunto de axiomas também é chamado de

teoria.



Observe que nada foi afirmado sobre o conjunto ou os elementos do conjunto porque
0 que vai diferenciar as classes de estruturas algébricas umas das outras € a teoria que a
estrutura atende. Obviamente, a escolha de um numero menor de axiomas leva a uma classe
de estruturas algébricas mais abrangente que engloba diversos exemplos concretos. Por outro
lado, a escolha de um grupo maior de axiomas restringe o numero de exemplos concretos
abordados pela teoria. Portanto, um dos trabalhos da Algebra é definir classes de estruturas
algébricas, levando em consideragdo a sua utilidade e a existéncia de casos concretos e
tedricos que se enquadrem na teoria.

Entre as diversas classes de estruturas algébricas que estdo definidas em Algebra, é
destacada para estudo, nesse trabalho, a estrutura algébrica chamada de corpo que aparece
em diversas definicbes Matematicas. Esta estrutura satisfaz um grupo de axiomas verificados
para duas operacdes binarias: adi¢do (+) e multiplicacdo (.) sobre um conjunto K, como sera

visto a seguir.

1.2 Corpo

Seja K um conjunto onde estdo definidas duas operagdes binarias: adigdo (+) e
multiplicacdo (.) e duas constantes 0 e 1, com 0 # 1. A estrutura algébrica (K, +,.,0,1) €
um corpo em relacéo a essas duas operacdes se, e somente se, atender o seguinte conjunto de

axiomas:
a) Axiomas da Adicédo

Al — Associatividade

A adicdo € associativa, ou seja, paraV x,y,z € Ktem-se (x +y) +z = x + (y + 2).

A2 — Comutatividade

A adicdo é comutativa, ou seja, paraV x,y € Ktem-sex +y = y + x.

A3 — Existéncia do Elemento Neutro da adi¢édo

O elemento 0 é um elemento neutro para a adicdo, ou seja, para V x € K tem-se
x+0=x= 0+x.

Obs: Sera verificado na propriedade 1 da sec¢do 1.3 que o elemento neutro da adicdo é

Unico.

A4 — Existéncia do Elemento Oposto na adicéo



A adicdo admite elementos opostos: para um elemento genérico x é indicado por —x,

ou seja, paraV x € K tem-se que 3 (—x) € K, talque, x + (—x) = 0 = (—x) + x.
b) Axiomas da Multiplicacéo.

M1 — Associatividade

A multiplicacdo é associativa, ou seja, paraV x,y,z € K tem-se (x.y).z = x.(y.z).

M2 — Comutatividade

A multiplicacdo € comutativa, ou seja, para V x,y € K tem-se x.y = y.x.

M3 — Existéncia do Elemento Neutro da multiplicagéo

O elemento 1 é um elemento neutro para a multiplicacdo, chamado de unidade, ou
seja, paraV x € K tem-se x.1 = x = 1.x.

Obs: Sera verificado na propriedade 12 da secdo 1.3 que o elemento neutro da

multiplicagéo é Unico.

M4 — Existéncia do Elemento Inverso na multiplicacdo
A multiplicacdo possui elementos inversos para elementos ndo nulos, para um
elemento genérico x é indicado por x™1, ou seja, para Vx € K — {0} tem-se que 3x~1 € K

talque x.x 1 =1=x"1.x.
c) Axioma da Distributividade da multiplicacdo em relacdo a adi¢éo

DM - A multiplicacdo € distributiva em relacdo a adicdo, ou seja, paraV x,y,z € K tem-se

x.(y+2)=xy+x.z

Os axiomas acima definem um corpo comutativo.

Excluindo-se o0 axioma M2 (Comutatividade da multiplicacdo), dos axiomas de corpo
comutativo dados acima, obtém-se uma definicdo mais geral de corpo que passa a ser
chamada de corpo ndo comutativo ou anel de diviséo.

Ao longo desse trabalho sera utilizada a denominacao corpo para corpo comutativo e
quando for o caso de corpo ndo comutativo serd explicitado que se trata desse caso.

Em relacdo a notagdo de corpo, quando ndo houver davidas que se trata de um corpo
e de quais sdo as operacOes (+) e (.), serd utilizada como notacdo apenas K ao invés de
(K,+,.,0,1).



1.3 Deducéo de propriedades dos corpos a partir dos axiomas

Os axiomas de corpo permitem demonstrar diversas propriedades sobre as operacées
da definicdo de corpo e até definir outras operacbes. A seguir sdo destacadas algumas
propriedades provadas a partir dos axiomas de corpo, e que sdo empregadas na Matematica
desde o ensino bésico. Vale ressaltar que, além das que estdo listadas abaixo, podem ser

provadas outras propriedades.
1) O elemento neutro da operacgdo de adi¢do, normalmente denominado de 0, € Unico.

Demonstracdo: Caso se admitam dois elementos nulos para a operacao de adigdo 0 e 07,
entéo:

0 + 0" = 0 (porque 0* é elemento neutro);

0+ 0" = 0" (porque 0 é elemento neutro);

conclui-se, portanto, que: 0* = 0. m
2) O oposto, também chamado de simétrico aditivo, de cada elemento de K é Unico.

Demonstracdo: Caso um elemento x € K possua dois simétricos aditivos indicados por y e
y',talque: x+y=0-¢e y' +x =0, logo:

Y=y +0=y'+(x+y)=0"+x0)+y=0+y=y=>y =y,

portanto, o elemento simétrico de x € Unico, e, normalmente, representa-se por —x. m

3) Quaisquer que sejam x,y € K, tem-se: —(—x) = x .

Demonstracdo: O simetrico de x € —x, de acordo com o axioma A4 da definicdo de corpo,

entdo, note que x realiza o papel de oposto de —x, que pela propriedade anterior € Unico,

veja:
Dx+ (—x)=0
) —(—x)+(—x) =0

Observando as equacdes | e 1, conclui-se que —(—x) = x. m

4) Para quaisquer que sejam a, x € y € K se a+x=a+y, entdo, x =y (lei do

cancelamento da adi¢do ou lei do corte da adi¢éo).

Demonstracdo: Some o elemento —a, simétrico de a, aos dois lados da igualdade acima,

€COMo Sseqgue:



(—ra)+a+x=(-a)+a+ye(—a)+a)+x=((-a)+a)+ye0+x=0+y

Sx=y.n
5) Dados a e b € K existe um unico elemento x € K tal que b + x = a.

Verificagdo: Tomando x = a + (—b), tem-se:

Existéncia: b+x=x+b = (a+(-b))+b==a+ ((-b)+b) =a+0=a.
Unicidade: b+ x =a =b+ y = x =y ( Aqui fez-se uso da propriedade do cancelamento
da adicéo.)

Esse elemento x € K indicado por a — b e é chamado de diferenga entre a e b. Veja:

x=a—b=a+ (-b)

Portanto, fica definida sobre K a operacdo (a, b) — a — b chamada subtracdo, para a
qual valem as igualdades:

b+(a—b)=a, 0—a=-aea—a=0.

6) Existe o maltiplo de x € K em relagdo a um inteiro n.
0.x=0
(k+1).x =kx+xe(—k).x =—(kx)onde k € N.

Como todo x € K é simetrizavel para a adicdo sdo validas as formulas colocadas
abaixo. Para a primeira formula foi feito um detalhamento e para as demais, apenas, citado o
respectivo axioma de corpo que a torna valida:

e n(—x) = —(nx) = (—n)x
Veja que:

n-(—x)=0FFx)+ .+(—x)=(-1.x+ ..+ x) =—(nx)

n vezes n vezes

onde ja se fez uso da propriedade 11 a seguir.
Pode-se também mostrar que:

e m(nx) = (mn)x = n(mx)
e (m+n)x = mx +nx

e n(x+y)=nx+ny



para quaisquer que sejam o0s elementos x,y € K e 0S ndmeros inteiros m e n, por
argumentos semelhantes de contagem. Nota-se que ndo necessariamente Z < K, mas obtém-

se uma funcéo Z — K vian » n.1 (ndo necessariamente injetora).
7) Propriedade distributiva da multiplicacdo em relacéo a subtrac&o.

ParaV x,y,z € K tem-se que:

x.(y—2z)=xy—x.z e (y—2z)x=yx—zx

Demonstracdo: De acordo com a definicdo de diferenca e a distributividade da
multiplicacdo em relacdo a adi¢do que é valida para um corpo, tem-se:
xy=x[z+ (y—2)] =xz+x(y — 2),
portanto, x(y —2z) = (xy) — (x2).

A demonstracdo da propriedade distributiva para a segunda sentenca é semelhante a
esta que foi demonstrada para a primeira sentenca. m

Com base nisso, pode-se concluir a convencdo usual que os produtos devem ser

efetuados em primeiro lugar e a seguir as diferencas.
8) Lei do cancelamento da multiplicacéo.

Para V x,y,z € K e x # 0 tem-se:

X.y=x2>y=2z

Demonstracdo: xy =xz = x Y(xy)=x"1(xz) = @k x)y=x"1x)z = 1y=1z

=y=z.1
9) O elemento neutro da adi¢éo (zero) € absorvente na multiplicacéo.
ParaV x € K ,tem-se x.0 =0 = 0.x

Demonstracdo: Para Vx, a € K e de acordo com a propriedade 7, distributividade da
multiplicacdo para a diferenca, tem-se:
x.0=x(a—a)=(x.a)— (x.a)=0

e 0x=(a—a)x=(a.x)—(a.x)=0.m
10) Um corpo K ndo possui divisores de zero.

O fato do corpo K ndo possuir divisores de zero é facilmente provado com base nos

axiomas de corpo, porém, para um melhor detalhamento e compreensdo sera definido divisor
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de zero de um conjunto, abaixo, para, em seguida, ser feita a demonstracdo que um corpo néo

possui divisores de zero. Veja:

Defini¢éo: Os elementos a e b, ndo nulos, de um anel (4, +,.,0) serdo chamados divisores
de zero se, e somente se, a.b = 0.

Observacdo: A estrutura algébrica chamada de anel esté definida no apéndice A.

Demonstragdo: Admita por absurdo que 3a,b € K—{0} e a.b =0, ou seja, a e b sdo
divisores de zero que pertencem ao corpo K.

Multiplicando por a=! ambos os membros da equacdo e usando a propriedade
associativa da multiplicacdo e a propriedade 9, tem-se:
ab=0=al(ab)=a1(0)= (ata)b=0=b =0,
mas isso é um absurdo, pois inicialmente foi admitido: b # 0.

Conclui-se, portanto, que o corpo K ndo admite divisores de zero. m
11) Regra dos sinais na multiplicacéo.

ParaV x,y € K , tem-se:

(—x)y =—(xy) =x(-y) e (—x)(-y) = xy.

Demonstracéo: De acordo com o que foi desenvolvido nas propriedades 4, 5, 7 e 9 tem-se:
(=0)y = (0 —x)y = (0.y) — (xy) = 0 — (xy) = —(xy),
x(=y) =x(0-y) = (x.0) - (xy) =0 — (xy) = —(xp),

(=)(=y) = =[x(=»)] = -[-(xy)] =xy . m
12) O elemento neutro da multiplicacdo é unico.

Demonstracdo: Suponha que existam duas unidades no corpo K e gque sejam representadas
por 1 e 1'. Pela definicdo de unidade do axioma M2 de corpo tem-se que:

1.1'=1 e 11" =1/,

logo:1=1".m

13) O inverso multiplicativo € danico.

Demonstracao: Suponha que o elemento a # 0 possua dois inversos multiplicativos b e c,
ab =1eac =1, entdo: ab = ac e tem-se pela propriedade 8 que b =c. m

Usualmente a notacdo do inverso multiplicativo de um elemento x é feita por x 1.
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Observagoes:

1) Note que x.x~t =1 # 0.

Mx,y #0=>x.y#0e (x.y) t=x"1yL
I (xH=xe(-x)t=—-x".

14) Para todo x,y € K comx # 0 existe y/x que serd chamado de quociente e é igual a

1

y.x .
15) Paratodo x e y € K, com x # 0, existe um Unico elemento z € K tal que x.z = y.

Demonstracéo:

Existéncia: V x € K — {0} possui inverso em K, que pode ser representado por x~! e
x~1 # 0. Por outro lado a multiplicacdo é fechada em K. Entdo, tem-se que existe y.x ™!
para x,y € K comx # 0, que sera chamado de quociente de y por x e representado da
seguinte forma y/x .

Unicidade: para x,yez € K comx #0, vem que x.z=y=x.z =>x 1 (x.2z)=

=xl(xz)=>1lz=1z2>z=7.nm

16) A operacao acima definida serd chamada de divisdo e entre as propriedades que atende
destacam-se as seguintes:

Para os elementos a, b, c, e d do corpo K, com b # 0 e d # 0, tem-se que:

1) % = 2 , Se, e somente se, ad = bc

ad+bc

a c
I -+-=-=
)b+d bd '’

note que b.d # 0, de acordo com a obs. Il da propriedade 13.

a

1) —%z%z_ib,noteque—bth,pois—bz0:>b+0=0:>b=0

V) (5)-() =3

V) % =0 se, e somente se, a = 0

VI)%za

()" -4

A seguir sera realizada a demonstracdo de algumas propriedades e comentado como

proceder na demonstracao das demais:
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) De =< vemque ab~! = cd ! e entdo ad = (ab~1)(bd) = (cd~1)(bd) = bc.

b d

I1) Tem-se, de acordo com a observacao Il da propriedade 13, que % + 2 =

=ab ' +cd™ = (ad)(b7*d™ 1) + (bc)(b71d™1) = (ad)(bd)™! + (bc)(bd) ™t =

= (ad + bc)(bd)™! = % =

1) Essa propriedade pode ser demonstrada pela regra de sinais da
multiplicacdo e (—b)™! = —(b™1).

=abl.cd ™ = (ac)(b™d™) = (ac)(bd) ' == m

a
V) Tem-se que - vt

£
d
V) Considerando a propriedade de um corpo ndo admitir divisores de zero e o fato do
zero ser absorvente na multiplicacdo, tem-se que: %z ab™'=0, mas bh#0=>a=0>
a.bl=0 =
V1) Pelos axiomas do elemento neutro da multiplicacdo e do inverso multiplicativo,
tem-se que: (1)”! =1, pois 1.1 =1=1.(1)"! = 1 = 171, Entéo: %z a(D)t=a1=

a. m

VI1) Pode ser demonstrada com o auxilio do axioma do inverso multiplicativo.

Note que (-b).b"'=—(b.b")=b.(-b") = (=b).(-b" D) ==bb'=1>
(unicidade do inverso) (—b)™! = —b~1.

Entdo tem-se, pela unicidade do inverso multiplicativo, que (S)‘1 =(b.dH 1=
bh(d )t =btd=db =" m

Com base nos axiomas de corpo e nas propriedades é possivel concluir que um corpo

€ uma estrutura algébrica fechada para as operacfes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e

divisdo, ndo possui divisores de zero e atende a lei do cancelamento da multiplicacao.
1.4 Exemplos de corpos

A seguir, serdo colocados alguns exemplos e contraexemplos de corpos. Outros

exemplos serdo apresentados no préximo capitulo.
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Exemplos:

1) S&o corpos os conjuntos: @, R, C, Q(v/2), pois é possivel verificar a validade dos
axiomas de corpo em cada um desses conjuntos.

Obs.: Os conjuntos @, R e C usuais em Matematica sdo construidos na teoria de
conjuntos, alguns detalhes dessas construgdes podem ser encontrados em Monteiro (1978,
cap. 4eb).

Para ilustrar melhor o fato que esses conjuntos atendem a teoria dos corpos, sera
mostrado a seguir que o conjunto Q(v2) = {a + bv2, a,b € Q} satisfaz todos os axiomas

de corpo, ou seja, € um corpo. Serdo utilizadas as propriedades de Q e R, para tanto.

Considere que a, b, c,d, g, h € Q, logo:

a) Q(v/2) € fechado para a adic&o e a multiplicagio, veja:

(a+bv2) + (c+dv2) = (a+c)+(b+d)V2, como a+c€EQ e b+dE€Q,
logo Q(v/2) € fechado para a adigéo.

(a + b\/f) . (c + d\/?) = (ac + 2bd) + (ad + bc)V2, como (ac+2bd) €Q e
(ad + bc) € Q, logo Q(V2) € fechado para a multiplicagéo.

b) A multiplicacéo e a adicdo sdo comutativas, porque esses sdo nlmeros reais.
(a+bV2) +(c+dv2) = (c+dv2)+(a+bV2)
(a+bV2).(c+dv2) = (c+dv2).(a+bV2)

c) A adicdo e a multiplicacdo admitem elemento neutro, respectivamente, o zero e 0
um, novamente porque Q(\/?) c R. Veja:
(a+bv2)+0 = (a+bv2)
(a+bv2).1=(a+bV2)
Note que: 0 = (0 + 0v2) € Q(V2) e
1=(1+0v2) e Q(v2)

d) A adicdo e a multiplicacdo sdo associativas, novamente porque Q(\/?) CR:
Sejam: q; =a+bV2, q; =c+dV2 e q; = g + hv/2, entdo, é valido na adicio
(91 + q2) + g3 = q1 + (g2 + g3) e na multiplicacao, € valido (q;.42).q3 = q1. (q2- 43).
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e) Todo elemento na adi¢do admite oposto e na multiplicacdo todo elemento n&o nulo

admite inverso. Veja:

Seja o elemento (a + bv2) € Q(v2),

) 0 oposto dea + bv2 € —(a + bv2) = (—a) + (—b)V2, que pertence a Q(v2).
Veja a seguir o desenvolvimento algébrico:

(a+bV2) +(=a) + (=D)V2 =(a—a)+ (b —b)V2 =0+ 0v2 = 0.

I1) o inverso de (a + bv2) é ( - )+( = )\/f,sendoque a+bV2#0=

a%2-2b2 a2-2b2

a # 0 ou b # 0 (isto esta detalhados nas duas observacdes abaixo) = a? # 2b? porque

a,b € Q e+2 & Q. Veja a sequir o desenvolvimento algébrico:

(a+bv2).|(55%5) + () V2| =

a2-2p? a%-2b2
a? —ab ab —p2?
- (aZ—ZbZ) + (az—zbz) \/E + (az—zbz) \/z +2 (az—zbz) -
a?-2b?
= az-2b2 =1

Obs. 1: a+bvV2#0< a#0ou b+ 0,coma b € Q. Como a=—(bv2) ocorre s6 no
casoquea =—b=0=b.

Obs. 2:Sea # 0ou b # 0= a?— 2b? # 0. Entdo ocorre 3 casos:
(Da#0eb=0=>a%?-2b>=a%?>0

(2)a=0e b#0>a?—-2b>=-2b2<0

B)a#0eb+0ea?—2p2=0=>+2=

a
b

€ Q = absurdo.
f) Distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicao, porque sdo numeros reais.

Sejam: q; = a + bV2, q, = ¢ + dv2 e g3 = g + h\/2, entdo, é valida a propriedade

distributiva (q1). (g2 + q3) = (q1).(q2) + (q1)- (g3).
Aqui vale observar que, em algumas demonstracdes (a, c, €) foi preciso verificar que

Q(\/f) continha os nimeros construidos, enquanto em outras (b, d, f) usou-se o fato de que

essas propriedades ja valem em um corpo maior R, que contém todos 0s nimeros

envolvidos.

Aqui serd deixada, para o professor do ensino médio, uma sugestdo para generalizar

um pouco isto:

Veja que se vn & Q entdo Q(~+/n) €é corpo.
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2) Nao séo corpos os conjuntos N e Z.
No caso de N seus elementos ndo possuem simétrico, exceto 0, para a adi¢do e na
multiplicacdo o Unico elemento que admite inverso multiplicativo é o 1.

No caso de Z apenas dois de seus elementos possuem inverso multiplicativo 1 e —1.
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DEFINICOES E EXEMPLOS DE ALGUNS CORPOS

Neste capitulo serd verificado que a medida que se acrescentam mais axiomas na
definicdo de corpo, outros corpos que recebem nomes especificos sdo gerados. Dentre 0s
corpos que sdo gerados dessa forma foram destacados para estudo os seguintes: o corpo dos
inteiros mdédulo primo, corpo algebricamente fechado e corpo ordenado. Algumas definigdes
que ajudam a fundamentar o estudo desses corpos também sdo abordadas, tais como:

caracteristica de um corpo e relacdo de ordem.

2.1 Corpo dos inteiros modulo um primo

O conjunto dos inteiros modulo um primo € um corpo, embora o conjunto dos
nameros inteiros ndo seja um corpo (exemplo 2 da secdo 1.4). Para compreender essa ideia
sdo necessarios alguns conceitos de aritmética, tais como congruéncia modulo um inteiro e

classes residuais, colocados a seguir.

Definicdo: No conjunto dos inteiros Z diz-se que x é cdngruo a y mddulo n, se a diferenca

x — y é divisivel por n. Indica-se por x = y mod n.
Exemplo:
8 = 2 mod 3, pois 3 divide (8 — 2), representando simbolicamente tem-se 3|(8 — 2).

Antes de mostrar que uma relacdo de equivaléncia em Z é definida por x = y mod n,

sera definido, abaixo, relacdo de equivaléncia.

Definicdo: Uma relacdo R sobre um conjunto E é uma relacdo de equivaléncia se, e

somente se, é reflexiva, transitiva e antissimétrica.
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As propriedades citadas na definicdo de relacdo de equivaléncia sdo as seguintes:
E1l:  Propriedade reflexiva: vV x € E, tem-se xRx.
E2:  Propriedade simétrica: V x,y € E, se xRy, entdo yRx.

E3:  Propriedade transitiva: V x,y,z € E, se xRy e se yRz, entdo xRz.

Agora de posse do conceito de relagdo de equivaléncia pode-se observar que uma
relacdo de equivaléncia em Z é definida por x = y mod n, veja:

I) x = x mod n (propriedade reflexiva).

I1) x = ymodn = y = x mod n (propriedade simétrica).

1) x = ymodn, y=zmodn = x = zmod n (propriedade transitiva).

Definicao: A classe residual médulo n do elemento a de Z € o conjunto:

a={x€Z:x=amodn}

Como para todo x € Z tem-se pelo algoritmo de Euclides que x = gn + r para unicos
q,n,€Ze0<r<mn,entdo, x = r mod n e os diferentes restos () obtidos pela divisdo dos
nameros de Z por um dado numero n pertencem cada um a sua respectiva classe de
equivaléncia modulo n.

O conjunto das classes de equivaléncia de Z mddulo n sera representado por Z, e
para cada uma das classes de equivaléncia serd adotado como representante um dos possiveis
restos: 7;. Assim:

Z, =(0,1,...,n—1)
Exemplificando numericamente para o conjunto das classes de Zc € Zg, tem-se:
Continuando a exemplificacdo numérica para as classes 7; de Zs tem-se:
{..,—10,-5,0,5,10, ...}
{..,—9,—4,1,6,11, ...}
2=1{..,-8-3,2,7,12,..}
{...,=7,—-2, 3, 8,13,...}
{..,—6,—1,4,9,14, ...}
Pode-se observar no exemplo que a unido de todos os elementos das classes residuais
mdédulo n, para um dado n, forma o conjunto dos inteiros Z e que, por outro lado, sobre o

conjunto de todas as classes residuais modulo n (Z,,), podem ser definidas as operacgdes de:

-Adicdo:a+b=a+b
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- Multiplicacdo: a.b = a. b
Estas operacbes estdo bem definidas, pois o resultado a + b independe dos
representantes a e b escolhidos para @ e b. Veja:
Sea=aeb=b,entdoa—a ' =qneb—b" =xn,donde (a+b)—(a'"+b') =
(q+x)nevem a+b=a +b'. (Analogamente para o produto.). Entdo o resultado de

da+béomesmodea +b',eoded.béomesmoded.b.
Exemplo:

Para exemplificar numericamente essas operacdes, abaixo, sdo colocadas as tabuas de
adicdo e multiplicacdo de Zs e Zg, respectivamente, veja:

Tabuas de adi¢do e multiplicacéo de Zg

+/0 12 3 4 0123 4
00 1 2 3 4 0/0 000D
111 23 40 110 1 2 3 4

AN Wl NI
B Wl NI
Ol W Wi
[ =1 =
NI = Ol
w NI
NN OSTR \S]
[==] N e] BN e
BwWl NI
Wl = B
NI B
=N W

Tabuas de adicdo e multiplicacéo de Z,

+
ol
|
N
wl
NN
ull
ol
=
NI
wl
NN
ul

BN W N R O
B Wl N R O
(2 TN NN IUTI TR,
ol WUl B Wl NI
ROl Ul S Wl
N R O Ul b
W N R ol
BN W NI R o
ol o o o ol
B W N R o
NI Ol A N O
o W o w ol
B Ol NI O
NI Wl A Ul ol

Ul
Ul
(e
—_
N
w
o
vl
Ol
vl
AN
wl
NI
=

Essas tabuas sdo como a tabuada escolar que é ensinada na educacdo basica e servem
para mostrar os resultados das operagdes. Por exemplo, nas tabuas de Zs para as classes 2 e
1,temos:2+ 1=3 e 2.1=2.

Pela observacédo das tabuas de adicdo e multiplicagdo de Zg e Z4 conclui-se que:
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- 0 conjunto Zs é um corpo, pois verifica todos os axiomas de corpo.
- 0 conjunto Z, ndo é um corpo, pois ndo verifica o axioma M4 (existéncia do inverso
multiplicativo), e, também, ndo sdo validas as propriedades 8 (Lei do cancelamento da
multiplicacdo) e 9 (Um corpo ndo possui divisores de zero), pois 2.3 =0e3.4=0¢e 2 # 0,
3#0e4 0.

Os axiomas de corpo para os inteiros modulo n, que serdo enunciados a seguir, ndo
precisam de demonstracdo, pois valem nos inteiros para os representantes das classes

residuais, com excec¢do do axioma M4, que néo vale, em geral.

Axiomas da adic¢ao:

Al (Associatividade) (@a+b)+¢ =a+ (b+¢)

A2 (Comutatividade) a+b=b+a

A3 (Existéncia do elemento neutro) a+ 0 = a paratodo a € Z

A4 (Existéncia do oposto) dado a existe btalque @+ b = 0

Axiomas da multiplicacéo:

M1 (Associatividade)  (@.b).¢ = a.(b.¢)

M2 (Comutatividade) a.b = b.a

M3 (Existéncia do elemento neutro) a.1 = a paratodo a € Z

M4 (Existéncia do elemento inverso) paraqualquer @ € Z — {0} existe b tal que @. b = 1

Axioma da distributividade da Multiplicacdo em relacéo a adicéo

DM (distributividade da multiplicagio) @. (b + ¢) = ab + ac

Considerando os exemplos numéricos Z: e Z, e 0s axiomas de corpo enunciados
acima para as classes residuais € possivel perceber que a verificacdo do axioma de corpo M4
(Existéncia do elemento inverso na multiplicacdo), e das propriedades 8 (Lei do cancelamen-
to da multiplicacdo) e 10 (Um corpo ndo possui divisores de zero) da se¢do 1.3 sdo determi-
nantes para que um conjunto de inteiros médulo n seja um corpo ou néo.

A seguir sdo definidas as condi¢bes que levam um corpo de residuos médulo n a
atender o axioma M4 e, portanto, as propriedades 8 e 9.

O seguinte teorema da uma condi¢do para que um elemento a de Z,, ndo seja divisor

de zero, ou em outras palavras seja regular para a multiplicacédo.
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Teorema: Um elemento @ de um conjunto de residuos médulo n, Z,, (n > 1), € um divisor

de zero se, e somente se, mdc (a,n) = d > 1.

Demonstracéo: Considere que se @ # 0 e que n + a (n ndo divide a), e seja b # 0 tal que
ab = 0, de onde vem que ab = gn e consequentemente que n|ab (n divide ab). A seguir

serdo analisados os doiscasos: d =1ed > 1.

1° caso: Se 0 mdc (a,n) = d = 1, entdo, pelo teorema de Euclides tem-se que se o
mdc (a,n) = 1 e n|(ab) = n|b. Portanto, b = 0, e conclui-se que se a e n forem primos

entre si, @ ndo é um divisor de zero, ou seja, a € regular para a multiplicacao.

2° caso: Se 0 mdc (a,n) = d > 1, entdo, a e n ndo sdo primos entre si. Entdo, d é
um fator comumde a e n etem-se: a = a;d en = n,d. Vejaque 1 <n, <n, logo, n; # 0

e, por outro lado, a.m; = an; = a,d n, = a;n = 0. Portanto, conclui-se que a é um divisor

de zero se a e n ndo forem primos entre si. m

Levando em consideracdo a demonstragdo acima o seguinte corolario pode ser

enunciado:

Corolario: Um elemento a € Z,, (n > 1) é invertivel se, e somente se, a e n sd0 primos

entre si.
Com o corolario e o teorema de Bézout, abaixo:

Teorema de Bézout: Dados dois inteiros a,n, ndo nulos, existem x e y tais que ax + ny =

mdc(a,n).
Ent&o tem-se que:
mdc(a,n) =1=>3x,yecomoax+ny=1=>ax=1modn=>a.x=1.
mdc (a,n) > 1 = a édivisor de 0 = @ nio é invertivel .

Conforme ja foi exposto, se a e n sdo primos entre si, logo, pelas propriedades de
m.d.c. da Aritmética, que pode ser visto em Hefez (2006, p. 53 - 63), existem nameros intei-
ros r e s tais que ra—sn=1, de onde vem, ra=1, ou seja, a € invertivel.
Reciprocamente, se @.b = 1, entdo n|(ab — 1),dondeab=1+nq e ab+ (—g)n=1=

= mdc (a,n)|1 = mdc (a,n) =1. m
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Com isso mostra-se que qualquer elemento a de uma classe de residuos modulo n de
Z,, que for coprimo com n atende as propriedades 8 e 10 e 0 axioma M4 de corpo.

Como o que se quer definir sdo as condic¢des para que Z, Seja um corpo, entdo, tem-
se que todos os elementos ndo nulos de Z, deverdo ser classes de nimeros relativamente
primos com n, 0 que obriga n a ser um ndmero primo. Veja que existem duas possibilidades
para n:

I) Se n > 1 ndo € primo, Z, ndo é um corpo porque tem divisores préprios de zero,
pois n = ab e, portanto, existe . b = 0,coma = 0e b # 0.

I1) Se n>1, for primo, e a # 0, entdo, mdc(a,n) =1 e a é invertivel, pois
mdc(a,n) € {1,n} e mdc(a,n)|a. Logo,a # 0 = n ta = mdc(a,n) = 1.

Portanto, o seguinte teorema foi demonstrado:

Teorema: O conjunto Z,, dos inteiros modulo n € um corpo se, e somente se, N € um ndmero

primo. m

O conjunto Z,, dos inteiros modulo n, com n primo, € um corpo finito, mas ndo é o
unico caso de corpo finito. Outro exemplo interessante de corpo finito é o corpo de Galois
GF(p"), sendo um corpo para cada poténcia p*, com p primo e k > 0 que pode ser visto em
Fernandes (2004, p. 205).

2.2 Caracteristica de um corpo

A caracteristica de um corpo é o menor nimero natural ndo nulo (n) que multiplicado

pela unidade do corpo (1) é igual a zero.

n-1l=1+...41=0

nvezes
Quando ndo houver um niimero natural n tal que n - 1 = 0, diz—se que a caracteristica
do corpo K é zero.

A definicdo acima permite enunciar o seguinte teorema:
Teorema: A caracteristica de um corpo € 0 ou um ndmero primo.

Demonstracao:
Se ndo existe n inteiro positivo tal que n-1 = 0, entdo a caracteristica do corpo é

Zero.
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Se existe n inteiro positivo, tal que n -1 = 0, denote por n 0 menor inteiro positivo,
entdo a caracteristica do corpo é n. Para provar que n é primo, admita por absurdo que n ndo

é primo, entdo n = a.b , com a e b inteiros maiores que 1, logo:
n-1=0=(a.h).1=0>(a.h).12=0=>(a.1).(b-1)=0=>a.1=00ub.1=0.

Veja que a concluséo contraria o fato de n ser o menor inteiro positivo tal que

n.1 = 0. Portanto, n é primo. m
E fécil ilustrar a definicdo de caracteristica com exemplos, veja:

Exemplos:

1) Os conjuntos @, R, C, Q(+v/2) sdo corpos que tém caracteristica zero, pois nesses
corpos ndo existe n € N — {0}, tal que n-1 = 0. Nota-se que Z e Q podem ser vistos

dentro de todo corpo de caracteristica 0, porque a funcdo n — n.1 € injetora.

2) O conjunto Zg dado no item de corpos modulo p, com p primo, é um exemplo de
corpo que tem caracteristica diferente de zero. Pela tdbua da multiplicacdo é possivel
concluir que existe n.1 = 0, no corpo Zs. Veja que 5 € o menor numero natural ndo nulo que
é congruo a zero. Portanto, quando 5 que pertence a classe 0 de Zg ¢ multiplicado pela
unidade 1 do conjunto Zs, tem-se que 5.1 = 0, ou seja, n = 5.

De acordo com o que foi exposto sobre o corpo dos inteiros modulo p e a defini¢éo

de caracteristica o seguinte teorema pode ser enunciado:
Teorema: O corpo dos inteiros modulo p (Zp), sendo p primo, possui caracteristica p.

A demonstracdo desse teorema pode ser feita tomando como base o exemplo 2 e 0

teorema anterior.

2.3 Corpo algebricamente fechado

Um corpo K é algebricamente fechado se, e somente se, ha pelo menos uma raiz em
K para todo polindmio ndo constante de K[X]. Mostra-se que, entdo, todo polindmio de K[X]
fatora-se completamente nesse anel (a definicdo e algumas exemplos de anéis encontram-se

no apéndice A).
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A seguir, algumas consideracdes sobre corpos algebricamente fechados sdo colocadas

nos exemplos.
Exemplos:

1) Nao séo algebricamente fechados os corpos Q e R, pois 0 polindmio X? + 1 nédo
possui raiz real. De fato, em vista da ordem, x? + 1 > 0 para todo x. De forma similar, sera
visto que os corpos ordenados (como definidos a seguir) também ndo sdo algebricamente
fechados.

2) O corpo C dos numeros complexos € algebricamente fechado, o que constitui o
Teorema Fundamental da Algebra, cuja demonstracdo pode ser vista em Monteiro (1978, p.
434 - 443).

3) Um corpo algebricamente fechado K néo € finito, pois se a,, a,, ..., a, forem os
Unicos elementos de K, o polindmio (X —a,).(X —a,) ...(X — a,) + 1 ndo tera nenhuma

raizem K.

2.4 Relagdes de ordem

Para 0 estudo de corpo ordenado convem antes rever o que sdo: relacdo de ordem,
ordem total e ordem estrita.

Em Matematica uma relacdo de ordem permite comparar dois elementos de um
conjunto e ordena-los segundo um critério, além disso, é interessante que a relacdo de ordem
seja compativel com as operacdes do conjunto, pois fornecerd condicGes adicionais de
previsdo dos resultados das operagdes. A seguir sdo colocadas as definicdes de relacdo de

pré-ordem e de ordem.

Definicdo: Uma relagcdo S sobre um conjunto E é uma relacdo de pré-ordem sobre E se, e

somente se, é reflexiva e transitiva.

Definicdo: Uma relacdo R sobre um conjunto E € uma relacdo de ordem se, e somente se, é

reflexiva, transitiva e antissimétrica.
As propriedades citadas nas defini¢fes sdo as seguintes:

O1: Propriedade reflexiva: V x € E, tem-se xRx.
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0O2:  Propriedade antissimétrica: vV x,y € E, se xRy e se yRx, entdo x = y.
O3:  Propriedade transitiva: V x,y,z € E, se xRy e se yRz, entdo xRz.

Observe que é utilizada a mesma notagdo de teoria dos conjuntos, que coloca 0 nome
da relagdo entre os nomes dos elementos relacionados. E a mesma postura usada
habitualmente em x < y.

Portanto, uma estrutura ordenada é dada por um par ordenado (E,R), onde R é uma
ordem sobre o conjunto E, ou seja, E € um conjunto ordenado pela ordem R. Depois de
fixada a ordem R sobre E, diz-se, simplesmente, que E € um conjunto ordenado.

Colocamos a seguir a definicdo de uma relacdo de ordem total e em seguida a de

ordem estrita.

Definigdo: Uma relacdo de ordem R sobre um conjunto E é uma relagdo de ordem total se,
e somente se, atende a propriedade da totalidade.

O4: Propriedade da totalidade: V x,y € E, tem-Se xRy ou yRx.

Quando um conjunto E atender a uma ordem total R, serd dito que o conjunto E €
totalmente ou linearmente ordenado pela ordem R, ou seja, a ordem R € uma ordem total ou

linear sobre E.

Definicéo: Seja o conjunto E ordenado pela relacdo R, uma relacdo R* sera chamada de

ordem estrita sobre E, se para x,y € E for valida xR*y se, e somente se, xRy e x # y.
E possivel verificar que a ordem estrita R*satisfaz as seguintes condicoes:
O1’: Vx € E tem-se que ndo é valido xR*x;
02’: Vx,y €E,sexR*y,entdo ndo é valido yR*x;
03: Vx,y,z€ E,sexR*yeseyR*z, entdo xR*z.

E interessante observar que: se a ordem R for total, para uma ordem estrita R*

associada a R, a condi¢do O4 podera ser enunciada sob a forma da lei da tricotomia:
0O4’: Vx,y € E,tem-se que xR*y, oux =y, OU yR*x.

Para indicar uma relacdo de ordem, em geral, o0 simbolo < é empregado, entdo: a < b

significa que “a é menor ou igual a b”.
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A ordem estrita < é associada a ordem <, entdo a < b significa que “a é estritamente
menor que b”, ouseja,a < bea # b.

Existe também a notacdo oposta de < indicada por >, entdo, para a situacdo acima
a < b, tem-se, consequentemente, que b = a significa que “b é maior ou igual a a”.

Obviamente, a notagdo oposta da ordem estrita < € indicada por >, entdo: b > a

significa que “b é estritamente maior que a”.

2.5 Corpo ordenado

Um corpo K sera chamado de corpo ordenado se existir uma relacdo de ordem total
que permita verificar quando um elemento é maior que outro, e que seja compativel com as
operacdes de adigdo e multiplicacdo da defini¢do de corpo.

Um corpo K ordenado possui os elementos neutros da adicdo e da multiplicacéo,
respectivamente, 0 e 1, e 0 < 1, pois num corpo 0 #1 e 0 < 12 =1 devido ao fato
(verificado a seguir) os quadrados serem sempre ndo negativos.

Se um corpo K é ordenado pela relagdo binaria <, entdo, ele atende as seguintes
propriedades, para a, b, c € K:

()] Sempre a < a (reflexdo).

@ Sea < beb < a, entdo a = b (antissimetria).

2 Sea<beb <c,entdo a < c (transitividade).

3 Dadosa,b € K,oua < b oub < a (totalidade).

4 Sea<bh,entdoa+c<b+c.

(5) Sea<bel<centdoac < bc,esec < 0entdo bc < ac.

Uma ordem total sobre o corpo K é estabelecida pelos quatro primeiros axiomas e 0s
dois Gltimos axiomas estabelecem a compatibilidade das operacdes de adicdo e multiplicacdo
com a ordem estabelecida.

Outra forma de definir corpo ordenado (K, <) é a partir do conjunto P dos elementos
ndo negativos de K, sendo P = {x € K: 0 < x} chamado de o cone positivo de K. Veja a

seguir a definigéo de corpo ordenado a partir do cone positivo.
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Defini¢ao: Um corpo K € ordenado se o cone positivo P c K, verifica os seguintes axiomas:

(PO) Pn(=P)={0}

Define-se -P = {—x: x € P}
(Pl) PU(-P)=K

(P2) P+PcP
Por definicio P+ P ={x+y: x,y € P}

(P3) P.PcP
Por definicdo P.P = {x.y : x,y € P}

Teorema: As duas definicbes que foram dadas para corpo ordenado se equivalem e

demonstraremos isso a seguir.

Demonstragdo: A condi¢cdo PO vem diretamente da definicdo do cone positivo P sobre o
corpo K; P1 resulta do fato que a ordem < é total; P2 resulta da soma de desigualdades; P3
resulta do produto de desigualdades.

Agora serd demonstrada a reciproca.

Veja que o cone positivo do corpo K satisfaz as condi¢bes PO, P1, P2 e P3 e define
uma relacdo de ordem < sobre K, da seguinte forma: para a,b € K, vale a < b se, e somente
se, b —a € P. Desse modo, a < b se, e somente se, b — a € P — {0}. Consequentemente, a
notagdo a € P é equivalente a dizer que 0 < a ou que a > 0 e a notagdo a < b é usada
parab- a € P.

A verificacdo que esta relacdo satisfaz as condi¢cGes que foram enunciadas na

definicdo anterior de corpo ordenado dada com base na relacdo binaria < sera feita a seguir:

(0)  Sempre a < a (reflex&o).

Essa propriedade é imediata pelo axioma PO, poisa —a = 0 € P.

(1) Sea< beb <a,entdoa = b (antissimetria).
Pelo axioma PO, suponhaque b —a € Pea—b € P,como b —a = —(a — b), tem-

seque, a—b € —P,logoa—b € —PNP,0 que acarretaque a — b = 0, ou seja, a = b.

(2) Sea<beb<c, entdoa < c (transitividade).
Tem-se que a<b e b<c, entdo (b—a),(c—b) € P. Pelo axioma P2 vale

(b—a)+ (c—Db) eP,ouseja, (c—a)e€EP,portanto, a <c.
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3 Dadosa,b € K,oua < bou b < a (totalidade).
Tem-se pelo axioma Plquea—b€ePoua—b€E—-P.Sea—bePentdob<ae

sea—b € —Pentdoa < b.

(4) Sea<b,entdoa+c<b+c, paratodoc € K.

Se a,b,c € K e supondo a < b tem-se que b —a € P, e considerando que c +
(=c)=0 vem b—a=(Mb+c)—(a+c)eP=>a+c<b+c, aqui usou-se 0 axioma
P2.

(5) Sea<beO<centdoac < bc,esec <0entdo bc < ac.
Tem-sequea < b, b —a € P, entdo:
se0<c,tem-se ce P . Logo: (b—a).c €EP = bc—ac € P= ac < bc, aqui foi

utilizado o axioma P3. m

Nota-se que se tem duas construcdes: a partir da ordem < obtemos o cone P. e a
partir do cone P obtemos a ordem <,. Percebe-se que uma € inversa da outra, de modo que
Seo=S €Pgp =P,

Com base no que foi exposto, sobre corpo ordenado e o cone positivo P do corpo

ordenado, o seguinte lema pode ser enunciado:

Lema: O cone positivo P de um corpo ordenado K ¢ fechado para a adi¢do e a multiplicacéo,

—1 ¢ P, eparatodo x € K tem-se que x* € P.

Demonstracao:
1) O fato do cone positivo P do corpo K ser fechado para a adicdo e a multiplicacédo

decorre diretamente da definicdo de corpo e de cone positivo.

2) o fato de —1 ¢ P pode ser mostrado da seguinte forma:
Comol= 12 € Pel+#0temosque 1 € P eque —1 € —P, logo, —1 & P. Caso
contrario 1 € PN (—P) = {0} e 1 = 0 (absurdo).

3) O fato de que para todo x € K tem-se que x> € P pode ser mostrado da seguinte
forma:

Se x € P, entdo, —x € —P e, portanto,

xx = x2€P

e (—x)(—x) = xx = x% € P (valido pela regra de sinais, e pora < b e b < a, entdo

a—b €Pn(-P)).
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Logo x* € P, para qualquer que sejax € K. m
A seguir sera feita uma observacgdo interessante a respeito de uma pré-ordem prépria.

Pré-ordem propria: Se, para P € K, forem vélidas as propriedades: P2, P3, —1 ¢ P, e todo

quadrado pertencer a P, entdo a relacdo a < b para (b — a) € P é uma pré-ordem sobre K.

Abaixo, se encontram destacadas as propriedades de ordem relativas ao produto
validas num corpo ordenado K. Elas sdo consequéncias dos novos axiomas de corpo

ordenado.

1) Regra de sinais (2° tipo):
a)se0<ael<bh,entdo 0 < ab;
bysea<0eb <0,entdo 0 < ab;
c)sea<0e0< b,entdoab < 0.

Comparando essas regras de sinais com as propriedades da secdo 1.3, em particular
com a propriedade 11 e 6, pode-se observar que essas novas regras de sinais do 2° tipo séo

compativeis com as que foram colocadas na propriedade 11. Veja:

a) é compativel com a definicdo de multiplicacdo e com a propriedade 6 ell,
pois se for colocado que xey € P c K entdo xy = (—x)(—y) e tem-se a
compatibilidade com a regra de sinais do 2° tipo. Veja: se 0 <x e 0 <y,

entdio 0 < xy.

b) é compativel com a propriedade 11, pois se for colocado xey € P c K
entdo (—x)(—y) = xy e tem-se a compatibilidade com a regra de sinais do

2°tipo. Veja:se —x < 0e—y < 0,entdo 0 < (—x)(—y) = xy.

c) é compativel com a propriedade 11da secdo 1.3, pois se for colocado que
xey€P cK entdo (—x)y = —(xy) = x(—y) e tem-se a compatibilidade
com a regra de sinais do 2° tipo. Veja: se —x <0 e 0 <y, entdo (—x)y =

—(xy) = x(—y) <O0.

2) 0 < a? paraqualquer a € K, e 0 < a? para qualquer a € K — {0}.
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3) Se a#0, entdo a e a~! sdo ambos estritamente positivos ou estritamente

negativos.
Use, para tanto, que: a™t.a? = a, com a? > 0.
H)Se0<a<l,entiol<alesel<ag,entdo0<al<l.
5)Se0<a<b,entdo0<bl<alesea<h<O,entiobl<al<O.
Proposi¢cdo: Um corpo ordenado K tem caracteristica zero.

Demonstracdo: Seja um corpo ordenado K com elemento unidade 1, e um nimero natural

n # 0. Como 0 < 1 e em virtude da regra de sinais da adi¢édo tem-se: 0 <n.1 =14 --4+1,

nvezes

portanto, a caracteristica de um corpo ordenado K € zero. m
Exemplos:

1) O corpo @ dos numeros racionais € ordenado, e a ordenacdo € uUnica, a partir da
ordem usual em Z.

Para demonstrar a afirmacdo acima serdo utilizadas as propriedades de quociente de
um corpo (propriedade 14 da secéo 1.3) e as defini¢cdes de corpo ordenado e de cone positivo

de um corpo.

O cone positivo P do conjunto dos numeros racionais Q = {% ta€Zeb el

onde Z* =7 — {0}, é formado por todas as fracdes a/b (a e b em Z e b # 0), tal que
0 < ab em Z. Para que a fragdo a/b € P ela ndo depende da sua representacdo. Veja que se
a/b=c/dese0 < abentdo 0 < cd.

Agora, para fazer a verificacdo dos axiomas PO, P1, P2 e P3 do cone positivo em Q,
considere dois elementos x e y do cone positivo P de @, tais que x =% e y= % com
a,b,c €Z ec # 0. Entdo:

(PO) PnNn(—-P)=0

SexePn(—P), entdo x e P e —x € P, cOmo x :% tem-se que 0 < ac e para
—Xx = _7“ tem-se 0 < (—a)c, logo ac < 0, entdo ac = 0, usando-se as propriedades de

ordemem Z. Como ¢ # 0, entdo a = 0, logo x = 0.
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(P1) PU(-P)=Q
O que se quer mostrar éque x € P U (—P). Se 0 < ac entéo% € P;se ac <0, entdo,

(—a)c=0¢e _T“ € P, ouseja, x € —P.

(P2) P+PcP

!

. b .. .
Sejam x,y € P, como x =% e y=-, podemos assumir isto pois se x =% e

! a'v b'u

~ a b a+b
— — — - =4 == >
y=—=Xx=— € y=—, entdo, tem-se que x +y = —+- — EPporqueac=0e

bc = 0 implicam (a + b)c = 0.

(P3) P.PcP

a.b
= 0_2 eP porque

- b ~ b
Sejam x,y € P, como x =~ y = -, entdo, tem-se que x.y = —.~

ac > 0e bc = 0 implicam (a.b)c? > 0= xy > 0.

2) O corpo C dos nimeros complexos, C = {a + bi:a,b € R} com i =+/—1, ndo é
ordenavel, pois se fosse existiria um cone positivo P € C e ocorreria que: i € P ou —i € P,
Logo: i? = (—i)? = —1 € P, mas isso € absurdo, pois —1 ¢ P. Portanto, o corpo C ndo

pode ser ordenado com ordem total compativel com (+) e (.).

31



CLASSES DE CORPOS ORDENADOS

Neste capitulo serdo estudadas algumas classes de corpos ordenados, tais como: corpo
arquimediano, corpo ordenado completo, corpo formalmente real, corpo real fechado e o
corpo de fungdes racionais dos reais. Ao longo do capitulo, também, sdo colocados conceitos
e definicbes necessarios para fundamentar esses estudos e que permitem enunciar a
propriedade da completude, tais como: majorante e minorante, maximo e minimo, supremo e

infimo.

3.1 Majorante e minorante, maximo e minimo, supremo e infimo

O objetivo dessa secdo € introduzir os conceitos que permitem enunciar a propriedade

de completude que, por sua vez, pode ser utilizada para diferenciar R de Q.

Definicédo: Diz-se que uma parte A ndo vazia de um conjunto E, ordenado pela ordem <, é

majorada se, e somente se, existe b € E, tal que x < b para todo x em A.

Na definicdo acima A € dito majorado ou limitado superiormente e todo elemento
b € E que atende a definicdo é chamado de limitante superior ou majorante de A.

Definem-se, da mesma forma, as noc¢des de conjunto minorado ou conjunto limitado
inferiormente, minorante ou limitante inferior.

Um conjunto A é dito limitado se for limitado inferiormente e superiormente.

Definigdo: Seja A um conjunto ordenado pela ordem <. Diz-se que um elemento m € A é
um maximo de A (respectivamente minimo de A) se, e somente se, m € um majorante de A
(respectivamente minorante de A). Note, aqui, que m deve ser elemento de A.

Proposigdo: Se existir o maximo de A, entdo este maximo é unico. Veja:
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Demonstracdo: Admita que m e m’ sdo maximos de A, entdo: m < m’ pois m’ € majorante
de A em € A, analogamente, m’ < m, pois m é majorante de A e m' € A, portanto, devido a

propriedade antissimétrica: m = m’. m

Da mesma forma tem-se que: se m € minimo de A, entdo este minimo é Unico.

A notacdo do maximo de A seré feita por max (4) e do minimo de A por min (4).
Exemplos:

1) No subconjunto D dos nameros reais, dado pelo intervalo [—2,0], tem-se:
min (D) = —2emax (D) = 0.

2) No subconjunto F =] — 1,4] dos nimeros reais, tem-se:

ndo existe minimo em F e max (F) = 4.

3) O subconjunto dos numeros reais dado por ] — 1,6[ ndo possui minimo, nem
maximo.
Aqui vale a pena notar: 1) a diferenca substancial do que se segue com o contetdo do

Ensino Médio e Il) que serd dado valor ao papel de —1 e 6 no exemplo 3.

Definicdo: Seja A um subconjunto ndo vazio de um conjunto E ordenado pela ordem <.
Diz-se que um elemento m € E é o supremo de A (respectivamente infimo de A) se, e

somente se, tal m € 0 menor majorante de A (respectivamente maior minorante de A).

A notacdo do supremo de A sera feita por sup (4) e do infimo de A por inf (A).
Entdo:

sup (A) = min {x € E : x é majorante de A}

inf (A) = max {x € E : x é minorante de A}

Para um conjunto ilimitado superiormente e inferiormente, ou seja, que ndo tem
minimo, nem maximo, usam-se para indicacdo de infimo e supremo, respectivamente, —oo e

400,

Exemplos:

1)SeH={xe]R:x=%, n € N — {0}}, entdo:
H ndo possui minimo e tem inf (H) = 0.

H possui max (H) = 1 esup (H) = max (H) = 1.
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2) No conjunto dos niimeros naturais, N tem-se:
N possui min (N) = 0 e inf (N) = 0.

N ndo possui maximo e sup (N) = +oo.

3) No subconjunto dos numeros reais, F =] — 2,4], tem-se que:
F nédo possui minimo e tem inf (F) = —2.

F possui max (F) = 4 esup (F) = max (F) = 4.
Pelo que foi exposto as seguintes proposi¢des podem ser colocadas:
Proposicao: Sejam A c E, A+ @ em € E. Entdo: m = max (A) © m = sup (A) em € A.
Proposicao: Sejam A c E, A +# @ em € E. Entdo: m = min (4) & m = inf (4) e m € A.

Outra propriedade que possui papel relevante em varios teoremas do calculo, e € de
vital importancia na definicdo dos numeros reais, que é um corpo ordenado completo, € a

propriedade do supremo, definida a seguir:

Propriedade do Supremo: Todo subconjunto de numeros reais, ndo vazio e majorado,

pOossui supremo.

Outras duas propriedades relevantes para o calculo sdo consideradas consequéncias

da propriedade do supremo e serdo enunciadas a seguir:

Propriedade de Arquimedes: Um conjunto A é arquimediano se para dois elementos

quaisquer x,y € A, x,y > 0, existe pelo menos um namero natural n tal que nx > y.

Demonstracdo: Considere o conjunto D = {n EN:n< i—’} Agora serdo analisadas as
possibilidades: D =@ e D # @.

SeD =@, entdon > % para qualquer ¥V n € N, e tem-se que nx > y.

Se D # @, entdo % é um limitante superior de D, ou seja, D é limitado superiormente.
Assim, existe um namero real p que € o supremo de D, e existe um namero natural n,, tal
queny, >p=>ny €D =>n, >% SNygx>y. 1

Aqui, fez-se uso do fato de todo real (p) estar abaixo de um natural n,, ou seja, N

ndo é limitado superiormente. Isso serad provado no Exemplo 1, a seguir.

Como ja foi afirmado a propriedade arquimediana pode ser considerada uma
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consequéncia da propriedade do supremo, porém, ela ndo é equivalente a propriedade do
supremo. Portanto, ndo é necessario que o conjunto admita a propriedade do supremo para
ser arquimediano.

O exemplo abaixo ajuda a compreender melhor essa ideia.
Exemplo:

1) Considere valido o axioma do supremo. Agora sera provado que o conjunto N ndo
tem majorante. Por absurdo, admita N limitado superiormente, logo existe sup (N) = s,
s € R. Como N é ndo vazio, existe um n € N, tal que n > s — 1, porque s — 1 < s que €
supremo, logo n + 1 > s = s ndo € um majorante de N, ou seja, n + 1 € um majorante de N
0 que é um absurdo, pois n + 2 € N. Logo, N ndo é limitado superiormente e, portanto, vale
a propriedade arquimediana.

Propriedade dos intervalos encaixantes: Em R, numa sequéncia de intervalos fechados
lag, bo] 2 [ay,by] D [ay, by] ©...D [a,, b,] D -+ existe um nimero real @ que pertence a
todos os intervalos da sequéncia, ou seja, a, < a < b,, para V n € N.

Esquematicamente tem-se:

Qg a an bn bl bO

Em simbolos a propriedade dos intervalos encaixantes pode ser escrita como:
Sejam os intervalos I,, = [a,, b,], paran € N, que satisfacam:

Iy o I; o I, o..., entdo tem-se que: Ny I, # O.

Demonstracdo: Seja A = {a, : n € N}, ndo vazio e limitado superiormente, pois cada b,, é
um majorante de A. Pela propriedade do supremo, existe um «a € R, tal que a = sup (4).
Entdo a, < a para qualquer n € N, e também a < b,, para qualquer n € N porque a é 0
menor majorante de A, logo a, < a < b,,. Portanto, a pertence a intersec¢do de todos 0s

intervalos fechados I,,. m

Observagéo: Pode-se concluir que N, -, I, € formada por um unico elemento se for

admitida a hipotese que b,, — a,, — 0.
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Exemplo:

1) A expanséo decimal do nimero real /3 é dada por 1,732050808... . A propriedade

dos intervalos encaixantes e a observacdo que foi feita pode mostrar que essa expansdo
decimal de /3 leva a um Unico nimero. Veja:

V3 € [1,2]

-7 8
\/§E_1+1—0,1+1—0]
7 3 7

4
Ell+—4-—14—+-—
V3 T RET R TR

V3ell+

J— R — 1 R J— N
1O+102+103’ +10+102+103

7 3 2 0 7 3 2 1

€|l+— 1+—
V3 i +1O+102+103+104' +10+102+103+104]

7 3 2 7 3 3 ]

Observe que a expansdo decimal corresponde a uma sequéncia de intervalos
encaixantes com comprimento 10" tendendo a zero quando n tende ao infinito, que, por sua

vez, garantem que 0 nUmero em questao existe e € Unico.

3.2 Corpo arquimediano

Um corpo ordenado K, com elemento unidade 1, é arquimediano se, e somente se,
para todo elemento estritamente positivo a € K, existe um nimero natural n # 0 tal que

a<nl.
Exemplo:

1) O conjunto dos nimeros racionais Q € um corpo arquimediano.
Na secdo 2.5 ja foi mostrado que @ é um corpo ordenado, entdo basta mostrar a

arquimedianidade, o que sera feito a seguir.

Seja d € Q um numero racional estritamente positivo, entdo d = %e m,n € N — {0},

e pode-se tomar m + 1 € Q, de modo que % <m+ 1, ou seja, Q é arquimediano de acordo

com a definicéo de corpo arquimediano. m
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3.3 Corpo ordenado completo

Definigdo: Um corpo ordenado K é completo se todo subconjunto ndo vazio e majorado de

K admite supremo em K.

Como sera visto a respeito de @, ndo é necessario que um COrpo ou um conjunto
atenda a propriedade do supremo para ser arquimediano. No entanto, como apresentado na
secdo 3.1, da propriedade do supremo decorre a arquimedianidade, ou seja, se 0 corpo atende
a propriedade do supremo é um corpo arquimediano. Logo, a seguinte proposicdo pode ser
enunciada:

Proposi¢do: Se um corpo é ordenado completo, ele é um corpo arquimediano.

Demonstracdo: Se K € um corpo ordenado completo, entdo K admite a propriedade do
supremo e todo subconjunto limitado superiormente de K admite supremo. Entdo, para um
subconjunto ndo vazio limitado superiormente S c K, existe sup (S) = s. Para verificar que
K é arquimediano tome S={n.1:n€N,a € Ken.1 < a} e veja as duas possibilidades

abaixo:
-seS=@entdovVn a < n.1;

- se S+ @, como a é majorante de S, existe s =sup S, donde s —1 <n.1 para

algjumn =>s<(n+1).1>n+1).1¢S=>mn+1).1>am

Como a propriedade do supremo permitiu enunciar a propriedade dos intervalos
encaixantes e numa analise mais rigorosa é possivel verificar que elas se equivalem pode-se

enunciar a seguinte proposicéo:

Proposicdo: Todo corpo ordenado completo é arquimediano e satisfaz a propriedade dos

intervalos encaixantes.

Demonstracdo: Na proposicdo anterior mostrou-se que o corpo K ordenado completo é
arquimediano, entdo resta mostrar que o corpo ordenado completo arquimediano admite a
propriedade dos intervalos encaixantes. Entdo, considere:

Uma sucessdo de intervalos fechados I,, em K tal que I,,; < I, e I,, = [a,, b, ] para
todo numero natural n; neste caso, tem-se a, < b, e é imediato que a sucessdo (a,) é

crescente e majorada por qualquer b,, e esta sucessao possui sup (a,,) =a € I, . Entéo,
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a, < a < b, para qualquer n € N porque também todo b,, ¢ majorante dos a,, logo a < b,,.

Portanto, a pertence a intersec¢do de todos os intervalos fechados I,,, de K. m
Exemplos:

1) O corpo @ é ordenado, mas ndo é completo porque ndo atende a propriedade do
supremo ou os intervalos encaixantes. Para mostrar isso mais claramente considere o
subconjunto S c Q, talque S={s€Q:0<ses?<2}=]0V2[ NQeT cQ, tal que
T={teQ:t>0et?>2} = |V2,+0[ N Q. Como a ordem em Q & densa, se existir
sup S € Q teria que valer (supS)? =2 e se existir um infT € Q teria que valer que
(inf T)? = 2. Contudo, sabemos que n&o existe um nimero racional cujo quadrado seja igual
a2

Antes de iniciar a demonstracdo sera colocado e demonstrado um teorema sobre a
ordem densa de um corpo ordenado K:

Teorema: Se K é um corpo ordenado pela ordem <, entdo o conjunto K € denso pela mesma

ordem, isto é,se a,b € K ea < b, entdo existe x € K talque a < x < b.

Demonstracao: Se a,b € K ea < b, entdo a < % < b.

I)Dea<b=>a+a<a+b:>2a<a+b=>a<%b

II)Dea<b=>a+b<b+b:>a+b<2b=>%b<b

Agora sera dado prosseguimento a demonstracao do exemplo 1.
Demonstracao:

A) O conjunto S ndo possui elemento maximo em Q. Considere s € S, agora tomando
—g2 . .
um numero racional r < 1 tal que 0 < r < % Veja que s +r € S. Com efeito, der < 1

segue-se que r? < r. Da outra desigualdade que r satisfaz segue-se que r(2s + 1) < 2 — s2.
Consequentemente, que (s+71)2=s*4+2sr+r><s?+2sr+r=s*+r(2s+1)<
s? + 2 —s? =2, eassim dado qualquer s € S existe um nimero maior, s +r € S.

B) O conjunto T ndo possui elemento minimo em Q. De fato, dado qualquer t € T,
tem-se que t > 0 e t2 > 2. Logo, se pode obter um nimero racional r tal que 0 < r < i—;z
Entdo 2rt <t?—2 e dai (t—7)?=1t?—2tr+r?>t?—2tr > 2. Note também que
r< % — % donde r < t, isto € t — r é positivo. Assim, dado t € T, pode-se obtert —r € T, e

t—r<t.
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C) Se seSet€eT, entdo s <t. Tem-se que s? < 2 < t? e, portanto, s? < t?,
consequentemente, s < t, pois s e t S&0 positivos.

Usando os itens A, B e C é possivel mostrar que em Q ndo existem sup S e inf T.

Supondo que exista a = sup S € a > 0. Esse supremo ndo poderia ser a? < 2, pois
a € S, e entdo a seria 0 elemento maximo de S, que ndo existe por A. Por outro lado ndo
poderia ser a? > 2, pois isto faria a € T, mas devido ao item B, T ndo possui elemento
minimo em Q.

Assim, se existisse a = sup S, devera ser a®? =2, 0 que contraria 0 lema de

Pitagoras, logo ndo existe supremo de S em @, e com isso mostrou-se que Q ndo é completo.

2) O corpo R é ordenado e completo.
De fato o corpo R € um corpo ordenado completo, pois verifica a propriedade do

supremo, a propriedade dos intervalos encaixantes e é arquimediano.

3) R € o0 unico corpo ordenado e completo, a menos de isomorfismos.
Para esclarecer essa colocacgdo, primeiro serd visto de forma sucinta as definicdes de
homomorfismo e isomorfismo para, em seguida, mostrar que na teoria dos corpos ordenados

completos todos o0s seus modelos séo isomarficos.

Definigdo: Dados dois corpos K e K’ munidos, respectivamente, das operacdes e relagbes +,
L, <,e®, O, <,uma funcio f: K — K’ é um homorfismo se, e somente se, f(a + b) =
f(a) ® f(b) e f(a.b) = f(a) © f(b) para qualquer a,b € K e ainda f(a) < f(b) para
a < b em K. Usa-se entdo os mesmos simbolos +, ., <.

Se f é bijetora, entdo f € um isomorfismo.

Na teoria dos corpos ordenados completos todos os seus modelos sdo isomérficos a
(R, +,., <), ou seja, a teoria dos corpos ordenados completos é categorica.

Para mostrar isso, considere dois corpos ordenados completos K e K', como corpos
ordenados completos tém caracteristica zero, pode-se admitir que Q € K, K'. Veja também
que para qualquer x € K, existe uma sequéncia de racionais que converge para x:. por

exemplo, em R, a sequéncia das expansdes decimais finitas que aproximam x. Veja:
Dado x € K, tome x, =sup{reQ:r <x},entiovn e N3n, € Qn]xo—%,xo]

(por propriedade do supremo) e obtemos lim n, = x,. Note que x, < x pela definicdo de
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supremo. Para mostrar x = x,, utiliza-se a arquimedianidade para construir racionais entre
X, € x Caso x, < x, levando a um absurdo.

Observe que quaisquer duas sequéncias de racionais, construidas por
arquimedianidade, com mesmo limite em K devem ter o mesmo limite em K’, isso porque a
diferenca entre elas converge para zero.

Entdo esta funcdo estd bem definida: ®:K —» K', ®(x) é o limite em K’ de uma
sequéncia de racionais que converge para x em K.

Agora serd mostrado que @ é um isomorfismo que fixa Q:

I) @ fixa Q: se r € Q, a sequéncia constante r converge para r em K e K', logo

®(r) = r. Todo isomorfismo faz isso, bastando que fixe 0 e 1. Veja:

(T) 3 ®d(m) 3 O(1+--+1) B O(1) + -+ D(1) 3 m®d(1) _m
T on) o(1+-+1) o)+ +0(1) nd(1) n

n

I1) @ preserva +,.,<: isso segue das propriedades de limites. No caso de a,b € K,
a < b, tomamos q;,q, €Q, a<q; < q, <b. Temos entdo n, =0 de modo que as
sequéncias de racionais r;, = a, s, — b respeitam, paran >ny, 1, < q; < q, < s, (emK e

K', pois séo todos racionais). Entdo limn, < q; < ¢, < lims,, donde ®(a) < ®(b)

[11) ® ¢ injetor: por um argumento semelhante ao que mostra sua boa definicdo: se

x<yemKexisteqg e Qtalquex < g <y=d(x) < ®(q) =q < 0(y)

IV) @ é sobrejetor: dado y € K’, tome uma sequéncia de racionais convergindo para
Yy, OU seja, € uma sequéncia de Cauchy. Se x € o limite dessa sequéncia em K, entdo
D(x) =y.

Obs.: Uma sequéncia de numeros reais é dita sequéncia de Cauchy se cumpre a seguinte
condicdo: dado um namero real arbitrario € > 0, pode-se obter n, € N tal que m > n, e

n > n, implica |x,, — x,,| < c.m

A construcdo do corpo ordenado completo R, em geral, é feita usando-se os cortes
de Dedekind como pode ser vista em Pontes (2014), ou por classes de equivaléncia de
sequéncias de Cauchy, como pode ser vista em Monteiro (1978, p. 256 - 268). Ao final das

construcdes, ambas as representacdes de R sdo isomarficas.

40



3.4 Corpo formalmente real

A teoria dos corpos formalmente reais foi desenvolvida por Emil Artin e Otto
Schreier para demonstrar o décimo sétimo problema de Hilbert, proposto em 1.900. O
enunciado desse problema é mostrar que: se uma expressdo polinomial com ndmeros reais
retorna sempre valores maiores ou iguais a zero, entdo essa expressao pode ser representada
como uma soma de quadrados de funcdes racionais, ou seja, fracbes de polindmios.

Artin e Schreier demonstraram esse teorema para polindmios e funcdes racionais
sobre um corpo formalmente real, mas cujos argumentos séo elementos do seu fecho real.
Portanto, a demonstracdo do teorema se aplica ao caso de R que é um corpo formalmente
real e é o seu proprio fecho real.

A seguir sera analisada a questdo da ordem no corpo formalmente real, tendo como
ponto de partida a busca de propriedades da adi¢do e multiplicacdo que possam substituir a
relacdo de ordem, e tomando como referéncia as propriedades dos numeros reais, entdo a
seguinte consideracao sobre corpo formalmente real pode ser colocada:

O conjunto dos nimeros reais R atende a seguinte propriedade algébrica:
sejam xq,x,, ..., x, € R, entdo: x? + xZ + .-+ x2 =0, se, e somente se, x; = x, = -+ =
X, = 0.

O corpo que admite essa propriedade dos numeros reais serd chamado de corpo

formalmente real e a definicdo desse tipo de corpo pode ser enunciada da seguinte forma:

Defini¢cdo: Um corpo K e formalmente real se
m
fo=0:>xl-=0, 1<i<m
i=0

A proposicdo a seguir coloca uma maneira equivalente de enunciar a definicao:

Proposicédo: O corpo K é formalmente real se, e somente se, —1 ndo pode ser expresso como

uma soma de quadrados de elementos de K.

Demonstracéo:
1) Se Y, x? =—1, x; €K, entdo X7, x? + 12 = 0, de modo que K ndo pode ser
formalmente real.

I1) Se K ndo for formalmente real, pode-se escrever .7, xZ = 0, x; € K e assumindo

\2
x; # 0, entdo dividindo tudo por xZ, vem 1 + Y7, =L = 0, donde Y7, ( ;C—‘) =—1.m
1

|
N[N
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Proposi¢do: Se um corpo K € formalmente real, entdo a sua caracteristica é zero.

Demonstracdo: Admita que a caracteristica de um corpo K é p > 0. Entdo:

0 = 1%+ 1% +... 412, 0 que contradiz a definicdo de corpo formalmente real. m

p parcelas

O teorema a seguir confirma que essa propriedade captura a no¢ao de ordem.
Teorema: As condigdes abaixo sdo equivalentes para um corpo K.
(1) K é um corpo ordenavel, isto é existe uma ordem total em K compativel com + e ;
(2) K é um corpo formalmente real.

Referéncia: Teorema 11.1 em Jacobson (1980). Discutem-se abaixo as idéias principais.

(1) Sendo P o cone positivo do corpo ordenado K, entdo, pelo que foi mostrado na se¢éo 2.5
sobre o cone positivo de um corpo ordenado, tem-se que se x € K, entdo x> € P e —1 ¢ P,
também tem-se que P ¢ fechado para a soma e o produto, entdo toda soma de quadrados de P

continua em P. Logo, —1 ndo podera ser expresso como uma soma de quadrados em K.

(2) Sendo K formalmente real, defina:

m
P0=[in2:xiEK,1SiSm
i=1

Entdo P, verifica todas as condigdes de pré-ordem propria que foram colocadas na
secdo 2.5, veja abaixo.

—1 ¢ P,, pois & um corpo formalmente real;

qualquer x € K tem quadrado em Py;

P, é fechado para a soma e para o produto, veja: X7, x? + Dy yj2 é uma soma de
2
quadrados e (72, x?). (X7 ¥7) =X x2y? =37 (xy;)”

Uma aplicacdo do lema de Zorn acarreta que existe um cone positivo P, tal que
P, € P. A respeito desse lema, veja Fernandes; Ricou (2004), Endler (2012) e Lopes (2012),

para entdo acompanhar os célculos em Jacobson (1980, t. 11.1).
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3.5 Corpo real fechado

Os corpos reais fechados sdo uma subclasse de corpos ordenados que em relacdo a
ordem e as propriedades algébricas tem comportamento igual ao dos nimeros reais. Essa
subclasse de corpos ordenados sera definida a seguir:

Definigdo: Um corpo ordenado K é dito real fechado se todo polindmio de grau impar em

K tem uma raiz em K, e todo elemento positivo de K tem uma raiz quadrada em K.

A seguir sera mostrado que R é um corpo real fechado usando o Teorema do Valor
Intermediario, para isso serd enunciado o teorema do valor intermediario e logo apds
proposto e demonstrado que uma funcdo polinomial p(x) com grau impar possui raizes em
R.

Teorema do valor intermediario: Se f:[a; b] = R uma fung¢do continua e d um ndmero
entre f(a) e f(b). Entdo existe um nimero ¢ € (a; b) tal que f(c) = d. A demonstracdo
desse teorema pode ser vista em Guidorizzi (1987, p. 458) e requer apenas a completude de
R.

Proposicdo: R € um corpo real fechado, entéo p: R — R definida por:
p(X) = anxn + an_lxn—l + e, + alxl + a()

com n inteiro e impar e a,, # 0 possui uma raiz em R.

Demonstracdo: As funcbes polinomiais sdo fungdes continuas logo p: R — R € continua.

Agora, sem perda de generalidade, supondo a,, > 0 pode-se escrever:

An—1 aq Qo
p(x) = x™ (an+ L +...,+ +x—n)

xn—l
e assim, tem-se lim,_,_,, p(x) = —oo e lim,_,.,, p(x) = +oo, Vvisto que n € um nimero impar.

Isso significa que existe ¢ € R, tal que p(¢) = 0. m

Uma proposicao interessante que mostra que todo elemento positivo do corpo real

fechado R tem raiz quadrada em R é:
Proposicdo: a € R,a>0=3beb? =a.

Sea=0o0ua=1,tem-se: 02 =0e12 = 1.
Se 1<a, tem-se: para f:R - R, f(x) =x? continua, como f(1) =1, f(a) =a? e
1 < a < a?, entdo 3b tal que f(b) = a.
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Se 1>a >0, tem-se: para f:R - R, f(x) = x2 continua, como f(1) =1, f(a) =a? e
1> a > a? >0, entdo 3b tal que f(b) = a.

Proposicdo: Seja K um corpo ordenado. Entdo K é real fechado se, e somente se, K (i) é
algebricamente fechado.

Essa proposicdo ndo serd demonstrada e detalhes adicionais sobre ela podem ser
vistos em Martin (2010, p. 393-399) e Lang (2002, p. 451-454).

Para entender essa caracterizacdo é preciso explicar o que é K(i). Qualquer que seja
K, esse é 0 menor corpo que estende K - isto é, contém K com as mesmas operagdes - e
contém i = +/—1. Um possivel modo de construi-lo é usando o corpo de fracdes racionais
K(X), que sera construido depois, particularmente, para K = R, com a substituicdo X =i e a
regrai? = —1.

Os corpos reais fechados sdo os que melhor compartilnam as propriedades de R, mas
sua teoria extrapola o espago deste trabalho: uma sugestdo € Prestel (2009, cap. 3). Aqui
apenas serd elucidado o Teorema de Tarski- Seidenberg, isto é, sera explicado o seu

enunciado:

Teorema: Em um corpo real fechado, toda propriedade pode ser escrita, na linguagem
+,.,0,1e <, equivalentemente, sem quantificadores, e todos os corpos reais fechados,

assim como R, satisfazem as mesmas propriedades fechadas. (Prestel (2009, p. 24 - 25).)

Para maior clareza sera verificado o que significa “propriedade” e “propriedade
fechada”. Uma propriedade ¢ uma expressao de comprimento finito, com significado preciso,

escrita utilizando-se somente estes simbolos:
e Variaveis: x, y, z, x4, X5, X3, ... para os elementos do corpo;
e Constantes: 0 e 1;
e Operagoes: +, —, .;
e Relacdes binarias =e <;
e Parénteses: (e);
e Conectivos logicos: & ("e"), vV ("ou"), » ("implica") e 7("ndo");

e Quantificadores: V ("para todo") e 3 ("existe").
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Essa definicdo pode ser melhorada, para o que se indica textos de l6gica como Prestel
(2009, cap. 1 e 3).

Por exemplo, pode-se escrever a seguinte propriedade:

P(x,y):3z(x.x.z+x.y+1=0)

A partir de P(x,y), também pode-se construir outras propriedades, como 3x P(x,y)
e Vx3y P(x,y). Esta tltima é um exemplo de propriedade fechada ou sentenca, em que toda
variavel é quantificada.

Sdo essas propriedades que se utilizam para descrever lugares geométricos como
conjuntos de pontos (no plano, no espacgo, etc.) que satisfazem propriedades dadas. Por
exemplo, com a seguinte propriedade:

Qlx,y)ix.x+y.y=1+1+1+1,

o conjunto {(x,y) € R?: Q(x,y)} é a circunferéncia de centro na origem e raio 2, vista como
lugar geomeétrico.

A seguir, no exemplo, veja 0 que o teorema de Tarski-Seidenberg fala sobre os

lugares geometricos.
Exemplo:

1) Seja P(x) uma propriedade , para um corpo real fechado K. Entdo {x € K: P(x)} é
uma unido de um numero finito de intervalos. Para demonstra-lo, usou-se o teorema para
assumir que P ndo tem quantificadores. A seguir, fez-se uso de um resultado de l6gica que

permite escrever tal P assim:

(P (x) & Pjp(x) & ... ) V(Py (x) & Pyy(x) &...) V ...
onde cada propriedade P;;(x) € uma equacdo ou inequacéo ou desigualdade, ou seja, néo tem
conectivos ou quantificadores. Olhando com mais atencdo a definicdo de propriedade, €

possivel ver que P;;(x) pode ser reescrita como:

p;j(x) = 0oup;;(x) # 0oup;;(x) >00up;(x) =0
onde p;;(x) € um polindmio na variavel x. Como o polinbmio tem um namero finito de
raizes, o lugar geométrico de P;;(x) € da forma enunciada (entendendo-se um ponto também

como intervalo) e as equac@es de interseccdo e unido preservam essa forma.
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3.6 Corpo de fun¢des racionais dos reais e infinitésimos

Para tratarmos do conceito do corpo de fungdes racionais convém antes rever a
definicdo de polindmios com uma indeterminada X sobre um corpo R, e para isto serd
colocada algumas consideracdes sobre polindmios e indeterminada.

Seja R o corpo dos reais e X uma indeterminada sobre R, o conjunto R[X] dos
polinbmios com coeficientes em R é formado por polindmios representados na forma usual
por:

f=a X"+ a,_ X" ...+ X + q
onde 0s a,, séo os coeficientes em R.

Um polindmio de R[X] também pode ser representado como uma soma finita:
f=3",aX" paraalgumn € N.

Agora serdo colocadas algumas consideracfes sobre um polindmio f qualquer de
R[X].

-0 grau de f é n, se n € 0 maior inteiro para o qual a,, # 0, ou seja gr (f) =n se
a, # 0 e nesse caso o coeficiente a,, € chamado de principal, por ser o coeficiente que

acompanha a indeterminada de maior grau.
- se a, = 1, chamamos f de polindmio ménico.
- se todos os coeficientes de f forem nulos, f serd um polinémio nulo, f = 0.
- um termo qualquer, a,,X™, do polindbmio f é chamado de mondmio.

Em R[X] definem-se as operacOes de adicdo e multiplicacdo. Veja:
Sejam: f(X) =Y, a;X' e g(X) =X, b;X*, observe que aqui pode ter a,, ou
b,, = 0, polinbmios quaisquer de R[X], ent&o:

na adicdo: Y7L, a X'+ X7, biX/ = X, (a;+b)X"

na multiplicagéo: (X7, a;X").(X}=, bjX)) = Xt e X* onde ¢, = X a;. by
O conjunto R[X] para as operacdes acima definidas é comutativo, possui elemento

unidade 1 # 0, ndo possui divisores de zero e atende os seguintes axiomas da definicdo de
corpo (secdo 1.2): Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3 e DM. Veja:

- 0 elemento neutro da adicéo € 0.

46



- 0 simétrico do elemento f de R[X] é - f.

- a associatividade e a comutatividade da adi¢do sdo de verificagdo imediata.
- 0 elemento neutro da multiplicagéo é 1.

- a comutatividade da multiplicagdo é de verificacdo imediata.

- a associatividade e a distributividade da multiplicacdo podem ser verificadas por

extenso.

- é interessante notar que R c R[X], pois todo elemento a € R pode ser escrito como
f=0x"+0x""1+...,+ 0x' + a.

- o fato de R[X] ndo admitir divisores de zero merece ser detalhado:
Seja fegeR[X],ef.g=0comf+0eg +#0, entdo gr(f) +gr(g)=0 =
gr(f) =gr(g)=0= f,g constantes > f,g E R = f.g = 0, e isto é um absurdo, pois R

€ um corpo, excetose foug = 0. m

Os conjuntos que sdo comutativos, possuem elemento unidade 1 # 0, ndo possuem
divisores de zero e atendem os seguintes axiomas da definicdo de corpo (secdo 1.2): Al, A2,
A3, A4, M1, M2, M3 e DM, satisfazem os axiomas de anel, conforme esta definido no
apéndice A, e, portanto, o conjunto R[X] com as operacles + e . € um anel.

Pode-se definir a partir de cada polindbmio uma funcdo polinomial. Entdo o
conjunto das funcdes polinomiais com coeficientes em R, pode ser construido a partir dos
polinbmios de R[X], e se diz que f: R — R é a funcdo polinomial associada ao polinbmio f,
inclusive assumindo as mesmas consideracdes feitas acima para os polinémios, conforme
visto em Hefez (2003, vol. 2 , p. 11-12) e Fernandes; Ricou (2004, p. 138-139). O anel de
fungdes polinomiais também serd indicado por R[X], pois sdo aneis isomorfos.

A partir de R[X] sera construido o seu corpo de fracbes R(X), assim como Q €
construido a partir de Z no ensino basico. Vale observar que assim como Z c Q tem-se que
R[X] < R(X) e o que se quer definir é:

— [P,
RO = {22 p,q € RIX], q %0}
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Ip()

A funcdo raciona o é a classe de equivaléncia do par (p(X),q(X)) sob a relagdo

(., 9)~(r1,91) & pq: = p.q. Note que essa é a definicdo de fracdo em Q@ quando
P, q,p1,91 € Z.

As operacdes + e . em R[X] induzem operacdes em R(X), segundo as propriedades
de quociente colocadas na propriedade 16 de corpo da secdo 1.3, da mesma forma que se faz
com Q a partir de Z. Veja:

Para os elementos p(X), q(X), r(X) e s(X) do anel R[X], com q(X) # 0 e s(X) #

0, tem-se que:

PO _ 0 _

1 PO | T _ pX) sCO+a@0 ) ) o(x |
) q(X) + s(X) q(X) s(X) , note que CI( ) S( ) *#0

III) _p(X) _ _p(X) p(X)

= = n X
200 = a0 = —a0n * MOtE que —q(X) = 0.

PO (TGO _ pG) r(X)
V) (CI(X)) ' (S(X)) T a0 s’ , note que g(X).s(X) # 0.

PO _ _
V) 0 0, se, e somente se, p(X) = 0.

Vi) 2= p(x), pois R[X] € R(X).

p() a0
VII) (ﬁ) =183 se p(X) # 0.

A ordem de Z induz a ordem em Q (% > 0 < ab > 0), conforme mostrado no

exemplo 1 de corpo ordenado na se¢do 2.5. Analogamente, sendo possivel ordenar R[X]
(abaixo), R (X) é um corpo ordenado. Convém observar que ha outras formas de ordenar
R[X] além da que sera colocada.

Para ordenar R[X] sera definido que p(X) > 0, se p(X) # 0 e o coeficiente principal
de p(X), denotado por cp(p), é positivo em R. Assim se f(X), g(X) € R[X], entdo

fX)<gX) e cp(gX)— f(X)) > 0. Entdo < é uma relacdo de ordem total em R[X] e

essa ordem, compativel com +e., se transfere para o corpo de fragdes, %> 0 em

R(X) & f(X).g(X) > 0 em R[X].
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Veja que nessas condi¢es R(X) ndo é arquimediano e ndo pode ter a propriedade do
supremo, pois ndo existe n € N, tal que n.1 > X.

Observe, que de fato, para qualquer real k, tem-se X >k porque X —k tem
coeficiente positivo. Isso coloca X depois de todos os reais, isto €, X € um elemento

infinitamente grande em R(X). Do mesmo modo, se € > 0 for um real positivo arbitrario,

temos €X —1 > 0, donde se obtém ¢ >§ . Ja que )1—( também é positivo (porque X > 0),

, 1, P . . . .
concluimos que 7 € um elemento infinitesimal, ou seja, situa-se entre 0 e todos os reais

positivos.
Contudo, R(X) tambem néo é real fechado: de fato, X ndo tem raiz quadrada. 1sso

2
pode ser mostrado assim: se (%) = X entdo (f(X))2 =X. (g(X))2 e 0 membro esquerdo

é polindmio de grau par, enquanto o direito é de grau impar, contradicdo. Desse modo, R(X)
ndo compartilha todas as propriedades de R. Porém, ha corpos reais fechados com
infinitésimos, nos quais se demonstram propriedades do Célculo com ajuda desses elementos

e que valem, portanto, em R. Veja, por exemplo, Davis (2005) e Keisler (2012).
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CONCLUSAO

A apresentacdo da estrutura algébrica de corpo a partir dos axiomas propiciou um
campo fértil para a proposta inicial desse trabalho que era colocar parte da algebra existente
nessa classe de estruturas algébricas numa linguagem mais acessivel ao ensino basico.

A partir dos axiomas de corpo foi feita a deducdo de varias propriedades algébricas
dos corpos que, por sua vez, sdo largamente empregadas no ensino basico e superior de
Matematica, mais do que isso, foi possivel mostrar que a algebra envolvida nessas dedugdes,
geralmente, ndo vai muito além dos fundamentos basicos de algebra que sé&o trabalhados ao
longo do ensino fundamental e médio. Com isso, ficou claro o vinculo natural entre o assunto
aqui tratado e a algebra do ensino basico.

Seguindo por esse caminho e utilizando o vinculo construido foi realizada uma
introducdo ao estudo de diferentes corpos que sdo obtidos ao acrescentar mais axiomas a
definicdo inicial de corpo. Esse estudo evidenciou a diferenca entre as estruturas algébricas
de diferentes corpos, ou seja, a modificacdo ou admissdo de novos axiomas leva a teorias
diferentes e consequentemente a estruturas algébricas mais especificas.

Ao longo do estudo dessas teorias de corpos, as demonstracdes e exemplos que foram
colocados sempre primaram pela utilizacdo dos conceitos de algebra do ensino basico, e nos
casos que necessitaram de definicdes mais complexas foram escolhidos caminhos que
pudessem ser percorridos na sua maior parte com esses conceitos de algebra do ensino
basico.

Enfim, através desse trabalho espera-se colaborar com os estudantes que se
encontram na educacdo basica e pretendem uma formacao de nivel superior em areas que
utilizam a Matematica. No caso particular do professor do ensino basico espera-se que,
embora ndo seja aconselhavel aplicar todo o conteido aqui discutido em sala de aula, a base
conceitual aqui desenvolvida permita ajudar na construcdo de estratégias pedagogicas que

sejam benéficas para a aprendizagem dos seus alunos.
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APENDICE A

A.1 Nocdes de Estruturas Algébricas de Anéis

As definicOes utilizadas na maior parte dos compéndios de algebra para corpo fazem
mencao a estrutura algébrica chamada de anel.

Veja a seguir duas dessas defini¢cdes de corpo:

Definigdo: Um anel comutativo K com elemento unidade 1, diferente de zero, é um corpo se,

e somente se, qualquer que seja a € K - {0}, existe a’ talque a.a’ = a’.a = 1.

Definicdo: Um corpo é um anel comutativo K, com elemento unidade 1 diferente de zero,

sendo todo elemento ndo nulo de K invertivel para a multiplicacao.

Como esse tipo de definicdo é recorrente em algebra, torna-se interessante definir a

estrutura algébrica denominada de anel.

Definicdo: Um conjunto sobre o qual estdo definidas duas operacdes adicdo (+) e
multiplicacdo (.), sera denominado anel se, e somente se, atender os axiomas Al, A2, A3,
A4, M1, e DM da definicdo de corpo (se¢édo 1.2).

Um anel sera representado por A(+,.) , ou, simplesmente, por A quando for clara a

referéncia a um anel.
Exemplos:

1) Todos os corpos que foram apresentados ao longo do trabalho sdo exemplos de

anéis.

2) O conjunto dos numeros inteiros Z é um exemplo de anel.
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3) Os conjuntos de polindmios Z[X] e R[X] sdo anéis.

4) Para cada n>1 o conjunto das matrizes quadradas n xXn, M,.,, Sobre
Z,Q,R ou C é anel.

A.2 Definicdes e exemplos de alguns tipos de Anéis

Nesta secdo serdo abordadas e exemplificadas diferentes estruturas algébricas de

anéis que sao geradas a medida que se acrescenta mais axiomas na definicdo de anel.

Anel Comutativo

Definicdo: O Anel A é comutativo se a operacdo de multiplicacdo definida sobre o anel é

comutativa.

Em outras palavras o anel é comutativo se atende ao axioma M2 da definigdo de

Ccorpo.
Exemplos:

1) O anel dos polinbmios de uma variavel X com coeficientes em R, indicado por

R[X] é um exemplo que sera um pouco mais detalhado em anel de integridade.

2) O conjunto dos numeros inteiros pares 2Z = {...,—4,—2,0,2,4,...} € um anel

comutativo que ndo possui elemento unidade.

Anel com elemento unidade

O anel A com elemento unidade é aquele que possui 0 elemento neutro da

multiplicacdo, normalmente, chamado de unidade e indicado por 1.
Em outras palavras € o anel que atende ao axioma M3 dado na defini¢do de corpo.
Exemplos:

1) O conjunto das matrizes quadradas de ordem n fixada M, (R) é um anel ndo

comutativo com elemento unidade.
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llustrando com um exemplo numérico do conjunto das matrizes quadradas 2 X 2,

tem-se que:
0 0y . - 1 0\ .
(O O) é 0 elemento neutro da adigédo, e (0 1) ¢ 0 elemento neutro da

multiplicacdo, ou seja, a unidade na operagdo de multiplicacdo é a matriz identidade.

Como: (; Z)G %) = (g 151) e (1 ;)(; i) = (;L 160), fica clara a ndo
comutatividade do anel.

2) O conjunto dos nimeros inteiros Z é um anel comutativo com elemento unidade 1.
Veja que Z é fechado para as operac@es de adicdo e multiplicacdo, e € possivel demonstrar
que ele atende aos axiomas Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3 e DM da definigdo de corpo (se¢édo
1.2).

Divisores de zero em um anel

Senumanel A, ab =0ea,b # 0, entdo, a é um divisor de zero a esquerda e b um

divisor de zero a direita. Caso A seja comutativo, a e b sdo chamados de divisores de zero.
Exemplos:

1) Os conjuntos de nameros inteiros médulo n, com n € N ndo primo, sdo anéis
comutativos com elemento unidade e com divisores de zero, conforme mostrado na secao
2.1.

2) O anel de matrizes quadradas 2 x 2 possui divisores de zero a esquerda e a direita.

Veja:

HRH RS

Dominio de Integridade

Dominio de integridade ou simplesmente dominio é um anel A comutativo com

elemento unidade 1 # 0, e sem divisores de zero.
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Exemplos:

1) Os corpos sdo exemplos de dominios de integridade, pois satisfazem as condi¢des

de anel e ndo possuem divisores de zero.

2) O conjunto dos polindmios de uma variavel X com coeficientes em R, indicado por
R[X] é um exemplo interessante de anel de integridade. A seguir sera mostrado que R[X] é
um anel de integridade:

Considere em R[X] dois polindmios f(x) = ay + a;x+...+ a,x™ e g(x) =
by + bix+ ...+ byx™, tais que f(x)g(x) = 0.

Suponha por absurdo que f(x) e g(x) ndo séo nulos, com a,, # 0 e b,, # 0. Como
FX)g(x) =co + c1x + cx2 + ...+ Cpamx™™ tem-se que Cpym = an by # 0, 0 que é

um absurdo. Logo f(x) ou g(x) é nulo.

3) O anel dos polindmios com coeficientes em Z, € um dominio, usualmente, indicado
por Z[ X].
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