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“A matemadtica, vista corretamente, possui ndo apenas verdade, mas também
suprema beleza - uma beleza fria e austera, como a da escultura.”

— Bertrand Russell



RESUMO

Este trabalho consiste na elaborag¢do de um texto introdutdério sobre o estudo das
equagdes de recorréncia e algumas aplicagdes nas aulas de Ensino Bésico, especial-
mente voltadas para o Ensino Médio, que podem ser utilizadas, por professores
como instrumento alternativo para resolucdo de problemas relacionados as sequén-

cias e padrdes.

Esse trabalho traz exemplos para a maioria dos tipos de equacgdes apresentadas,
exercicios resolvidos de variados niveis de dificuldade e um capitulo direcionado

especificamente ao desenvolvimento de atividades em sala de aula.

Também realizamos estudo qualitativo de equagdes de diferengas nédo lineares de

primeira ordem, em torno de pontos fixos e érbitas periddicas.

Concluimos com um estudo detalhado da sequéncia de Fibonacci e a sua relagdo
com a razio durea, bem como algumas aplicacOes e sugestdes para utilizacdo em

atividades pedagoégicas.

Palavras-chave: recorréncia, sequéncia, ponto fixo, drbita periédica, estabilidade,

sequencia de Fibonacci.
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ABSTRACT

This work consists of an introductory text about recurrence equations and some
of their applications in Basic Education classes, focused on Secondary School. These
applications can be used by teachers as an alternative tool to solve problems concer-

ning sequences and patterns.

This work brings examples for most types of the presented equations, also exerci-
ses of varied levels of difficulty with their resolutions and still a chapter specifically

directed at activities to be developed in classroom.

Besides, a qualitative study on first order non-linear difference equations around

fixed points and periodic orbits was performed.

The work concludes with a detailed study of the Fibonacci sequence, as well as

some of its applications and suggestions for its use in pedagogical activities.

Keywords: recurrence, sequence, equilibrium point, periodic orbits, stability,sequence

Fibonacci.
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INTRODUCAO

O principal objetivo do curso PROFMAT (Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional) é buscar aprimorar a formagao profissinal de professores de Ma-
temadtica em exercicio no ensino bdsico, aprofundando contetdos relevantes as suas

atuacdes docentes, como o que serd trabalhado no presente trabalho.

Nessa busca de aperfeicoamento profissional, surgiu a ideia de desenvolver um
trabalho sobre equagdes de recorréncias, topico estudado em uma das disciplinas do
curso, quando notou-se a possibilidade de que esse assunto poderia ser abordado
como tema complementar ou adicional ao estudo de progressdes a grade curricular
usual de matemadtica no Ensino Bésico, com as devidas proporg¢des e ajustes para o

publico alvo escolhido.

As sequéncias numéricas e simbolicas revelam-se com muita frequéncia em exer-
cicios que envolvem padrdes e l6gica em materiais diddticos e em provas de concur-
sos e olimpiadas, como da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas
Publicas), que geralmente sdo solucionados por dedugdo ou tentativas e que neste
trabalho, procuramos apresentar formas gerais que resolvam diversos tipos de recor-

réncia com o objetivo de conseguir “regras”, ou seja, uma férmula geral.

Determinar quantos circulos compdem a 15° figura (F15) da sequéncia abaixo, por
exemplo, pode ser um tanto dificultoso dependendo do método que se decide utili-
zar. Por isso, foram desenvolvidas técnicas que proporcionam determinar uma regra
geral, que denominamos Solugdo da Equagdo de Recorréncia, que possibilite determinar

com poucos célculos o termo que se desejar da sequéncia.
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Observemos que a figura 2 é formada por dois circulos a mais que a figura 1; a
figura 3 é formada por 3 circulos a mais que a figura 2, e assim por diante. A partir
de uma Equagio de Recorréncia que associa através de uma funcao cada termo ao seu

imediatamente anterior, realizamos o chamado Algoritmo de Recursio e obtemos uma
2

. 3 ) n+n B
“regra” geral, ou seja, a solugio que nesse caso é x, = ———, onde x, é o termo
2
procurado, que nesse exemplo é a quantidade de circulos da figura procurada e n é
. , - . 152+ 15 .
a posicdo da figura. Logo, a 15? figura possui — = 120 circulos.

De todos os objetivos propostos para serem atingidos no segundo ciclo segundo os
Parametros Curriculares Nacionais para a cadeira de matematica, hd especialmente

dois que se ajustam ao projeto desenvolvido nesse trabalho:

e “Resolver situagdes-problema, sabendo validar estratégias e resulta-
dos, desenvolvendo formas de raciocinio e processos, como dedu-
¢do, indugdo, intui¢do, analogia, estimativa, e utilizando conceitos
e procedimentos matematicos, bem como instrumentos tecnolégicos

disponiveis;

e Ampliar o significado do niimero natural pelo seu uso em situagoes

problema e pelo reconhecimento de relacdes e regularidades;” [20]

No entanto, as equagdes de diferencas possuem uma ampla aplicagdo em muitos
ramos da ciéncia naturais, onde descrevem fendmenos ao longo do tempo, medidos
em intervalos regulares com uma varidvel discreta, como por exemplo, o efeito da
administracdo de uma determinada dose de substancia farmacolégica em um indi-
viduo; a contagem do nimero de células em uma cultura de bactérias ou de insetos
em uma populagdo, etc. Além de se apresentar em segmentos da prépria matema-

tica como no calculo dos de juros compostos, na obtengdo de raizes de uma fungdo
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(Método de Newton)'e na resolugéo de problemas de andlise combinatoria.

Dessa forma realizamos um estudo detalhado sobre as equagdes de diferengas
bem como suas variagdes em relagdo a ordem, linearidade e homogeinidade e tam-
bém nos aprofundamos sobre o conceito de estabilidade de pontos fixos de algumas
fungdes, inclusive de érbitas periddicas nos chamados Mapas Logisticos. Procuramos
ap0s cada teorema e demonstragdo apresentar exemplos e graficos concretos ilus-
trando cada tipo de equagdo ou caso estudado, detalhando o processo de resolucdo
com o intuito de elucidar o leitor na busca da compreensdo integral do contetido

deste trabalho.

Concluimos com um capitulo voltado a docentes da 4rea que se interessem em uti-
lizar o trabalho como material complementar ao estudo de sequéncias e progressoes,
ou mesmo na elaboracdo de atividades adicionais dentro de circunstancias cabiveis
em seus ambitos escolares. Ha nesse capitulo, a exposi¢do de um projeto executado
com uma turma de 1% série do Ensino Médio de um escola da rede particular e em

seguida algumas propostas de exercicios com resolu¢des comentadas.

1 O método de Newton para obtengdo de raizes é uma técnica que permite encontrar um valor préximo

de uma raiz de uma funcdo derivavel em f(x) = 0, onde se obtém pela férmula interativa x,,_; =

Xp — ﬂ(fc':,))’ termos x; que se aproximam rapidamente do limite f(x) =0.




EQUACOES DE DIFERENCAS

Neste capitulo introduziremos o conceito de recorréncias e as classificaremos de
acordo com suas ordem, linearidade e homogeinidade. Além disso, varios exemplos

ilustrativos serdo apresentados.

1.1 NOCOES BASICAS

Vérios modelos matematicos envolvem varidveis temporais discretas, isto €, que
assumem apenas valores inteiros. Nesse contexto, destacamos as chamadas Equagdes
de Diferengas, onde uma fungao relaciona um termo qualquer de uma sequéncia com
um ou mais termos anteriores, recursivamente. Podemos entdo, representd-la da

seguinte forma:

xi’l+1 = f(xll x2/ sy xl’l/ n)/ (1'1)

onde x, é chamado termo geral da sequéncia, n é a posi¢do que o termo ocupa na

sequéncia e f é a fun¢do que relaciona as varidveis.

“Muitas sequéncias sdo definidas recursivamente, (isto é, por recorréncia),
por intermédio de uma regra que permite calcular qualquer termo em fun-

¢do do(s) antecessor(es) imediatos(s). “ [15]
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Defini¢do 1.1. Dada a equacdo de diferencas chamamos solug¢ido a uma sequén-
cia (x;) tal que satisfaga isto é, substituindo (x,) na equagdo tem-se uma
identidade.

Essa regra, quando conhecida, possibilita o estudo dessas equagdes de recorrén-
cia por diferentes métodos, com o objetivo de determinar uma férmula geral que

dependa exclusivamente da posi¢do do termo.

Exemplo 1.1. A sequéncia dos ntimeros naturais impares 1,3,5,7, ... pode ser de-
finida por x,41 = x,+2, paran > lex; = 1. Ouseja, x1 = 1,x2 = x1+2,x3 =
Xo+2,..,Xp=X,_1+2.

Note que, se somarmos os termos xi, X2, ..., Xy, obtemos:

X1+Xp 4+ X3+X1+X, =1+(x1+2)+...+ (02 +2)+ (x,_1 +2).

Dai segue que

xn:1+2+2+2+...+g,
—_—

(n—1)vezes
=1+2(n—1),
=2n—1,n>1. (1.2)

Obtemos assim, a férmula da soma dos n primeiros niimeros impares naturais.
Observe que se desejdssemos conhecer o 138° termo dessa sequéncia, facilmente o

obteriamos a partir da equagao e com maior dificuldade a partir de x,,1 = x, +2.

Outras formas de resolugdo de outros tipos de recorréncias serdo apresentados nos

proximos capitulos.
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1.2 CLASSIFICACAO
1.2.1  Quanto a ordem

A ordem de uma recorréncia é definida pela diferenga entre os termos da equagao

com maior e menor indice.

Exemplos:

e a equacdo de recorréncia apresentada no exemplo é de primeira ordem,

pois cada termo depende diretamente do termo anterior, e somente dele.

e asequéncial,1,2,3,5,8,..[|cuja equacio de recorréncia é x,, = x,_1 + x,_2, com
x1 = x2 = 1, é tal que cada termo depende dos dois termos imediamentamente

anteriores a ele, caracterizando assim, uma recorréncia de segunda ordem.

1.2.2  Quanto a linearidade

A equagdo de diferengas diz-se linear, se a fungdo f que a define é de primeiro

grau nas varidveis x1, X2, ..., X,. Caso contrario, a equagdo é dita ndo linear.

® X, =x2+1,é6 uma equacdo de diferencga ndo linear, pois a fun¢do que a define

f(xn) = x,2 +1 é nao linear.

Note que as equagdes lineares de ordem (n — m) podem ser escritas da forma:
Xp = 0p_1Xp—1 + Qp_2Xn_2 + .. + WXy + §(1),
ou de forma mais compacta:

m
Xy = ), aix;+g(n), com a; constantes e m < n.
i=n—1

1 Importante “Sequéncia de Fibonacci”, publicada em 1202 no Livro Liber Abaci por Leonardo de Pisa
(1175 - 1250), a partir do problema das geragdes dos coelhos, que serd detalhadamente apresentado no

apéndice 1.
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1.2.3 Quanto a homogeinidade

Considere a equacao linear

Xns1 = f(n)xy + g(n).

Dizemos que essa equagao é homogénea se g(n) = 0, caso contrario, a equagado diz-se

ndo homogénea.
Exemplos:
® X,+1 = X +2n é ndo homogénea;

® X1 =4x, é homogeénea.

Defini¢ao 1.2. Considere a equagdo linear ndo homogénea x,,1 = f(n)x, + g(n). Defi-

nimos a equagdo homogénea associada pela equacdo x,41 = f(1)x,.
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Neste capitulo trataremos das equagdes de recorréncias lineares. Nesse contexto,
apresentaremos métodos de obten¢do da solugdo geral para os diversos tipos além

de ilustrar tais métodos com exemplos.

2.1 EQUA(;AO DE PRIMEIRA ORDEM

2.1.1 Homogénea

Considere a equagdo homogénea dada por x, = ax,_1, com a condigdo inicial xp

fixado e xg # 0. O processo recursivo fornece:

X1 = kX,

X2 = KX,

X3 = &Xxp,
Xn = K&Xpy—1.

Igualando o produto dos termos do lado esquerdo com o produto dos termos do

lado direito, temos:

X1:X2 X3 Xp_1"Xpn=0-Xpg K X1 & -Xp*K"*Xy_1-
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Como xp #0, Vn segue que:

Xy = xou.

Exemplo 2.1. Considere a sequéncia numérica 1,3,9,27, ..., cuja equagao de recorrén-

cia é dada por x, = 3x,_1. Pelo processo recursivo, temos que:

X1 = 3x9, com xp = 1.

Xy = 3x1,
X3 = 3XZ,
Xn =3Xx,_1.

Logo, x, = 3" é a solugdo da equagdo de recorréncia.

2.1.2 Nio Homogénea

As recorréncias desse tipo que mais facilmente se resolvem sdo as que possuem co-
eficientes constantes. Vamos apresentar uma férmula geral para a equagdo da forma

Xp41 = Xy + b, na qual a e b sdo constantes reais.

Fixado uma condigdo incial xp, o processo de recorréncia fornece:

X1 =axo+b,
Xp =axy1+b=aaxy+b)+b,

x3 =axo+b=alalaxg+b)+b]+b=a’xg+a’b+ab+Db,

Xy, =a"xo+a" b+a""2b+...+a%+ab+D.
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Dai,

n—2 2

Xp=a"xo+b@ t+a"+ L +a® +a+1). (2.1)

Observemos que o termo entre parénteses é a soma dos n primeiros termos de
uma uma progressdo geométrica de razdo a4, onde o primeiro termo é igual a 1 e

dessa forma, temos:

"1
X, =a"xg+b [1.61}.
a—1

Reescrevendo a férmula com a condigdo inicial igual a x;, teremos:

a1 -1

1 ],a#l. (2.2)

xp=a""lx +b [
Para o caso em que a = 1 segue facilmente de que
Xp=x1+b(n—1). (2.3)

Exemplo 2.2. Vamos determinar a forma do termo geral da sequéncia 1,5,17,53, ...,
cuja equagao de recorréncia € x,,1 = 3x, + 2, utilizando a férmula (2.2).

Solugdo: Claramente, vemos que a =3, b =2 e x; = 1. Entdo:

3" 1-1] 3"
3-1 3

x, =3""11+2 [ =2— -1

Para generalizar, vamos apresentar um teorema que garante que qualquer recor-

réncia ndo homogénea de primeira ordem pode ser transformada em uma da forma
n—1

Xn+1 = Xn + f(n), cuja solugdo geral dada por x, = x; + ), f(k) é obtida pelo processo
k=1

recursivo.

Teorema 2.1. Se a,, é uma solugdo nio - nula de

Xn+l = g(”)xnz

entdo a substituigdo x, = a,y, transforma a recorréncia x,.1 = g(n)x, + h(n) em

Ynsl = Yn + h(ﬂ)[g(n)ﬂn]*l-

10
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Demonstragdo. Substituindo x, = a,y, em x,41 = g(n)x, + h(n), obtemos a,11Yn+1 =
g(m)ayy, + h(n). Como a, é solugdo da parte homogénea x,.1 = g(n)x,, entdo temos

a1 = g(n)a,. Assim,

gm)anyn1 = g(M)ayyn + h(n).

h(n)
g(n)ay ’
= Y+ h(n)[g(m)an] . (2.4)

Yns1 = Yn t

O

Exemplo 2.3. Utilize o Teorema para encontrar a solugdo da equagdo x,.1 =
2%, +2", com x1 = 1.

Solugdo: Vamos determinar primeiramente 4, solugdo da equagdo homogeénea associ-
ada a equacdo dada, isto ¢, de x,,.1 = 2x,,.

Pelo processo da recursdo, temos:
x =1,

Xp = 2X1,

X3 = 2x2,

Xy =2X,_1.
Isso resulta em x1 - xp - x3--- =1-2x7 - 2xp - - - 2x,,_1, que, simplificando, fornece
n—1

an=2

De acordo com o Teorema considere a mudanga de varidveis x, = a,y,. Logo,

xn = 2" "1y, e substituindo em x,,41 = 2x,, + 2", temos:

11
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2MYpi = 2.2”*1yn +2",
ainda,
Yns1 =Yn+ 1L

Ainda temos que x1 = 1, portanto 1 = 211y, 0 que significa que y; = 1. Utilizando

a formula (2.3), concluimos facilmente que y, = n.

Obtemos assim, a solugdo procurada: x, = 2" 1y, com x1 = 1.

2.2 EQUA(;AO DE SEGUNDA ORDEM

2.2.1 Homogénea

Uma equagdo de recorréncia linear de 2% ordem com coeficientes tem a forma:

Xp+2 + PXp1 +4x, =0, (2.5)

onde g é sempre ndo-nulo, caso contrario, seria uma recorréncia de primeira ordem

e p e g sdo constantes reais.

Inspirados nas recorréncias de primeira ordem, se supormos que x, = kr" é solu-

¢do da equacao X2 + pXy1 +qx, = 0, entdo segue que

kr™2 + pkr™*t 4 gkr™ = ki (r® + pr +4) = 0.

A equacédo de segundo grau 2 + pr + g chamamos de equagio caracteristica associ-

ada ao problema (2.5), na qual g é ndo-nulo o que implica que 0 ndo € sua raiz.

Os teoremas seguintes extraidos de Elon [15] e 0os exemplos visam obter a solu¢do
das diferentes equagdes de recorréncia lineares de segunda ordem com coeficientes

constantes, a partir das raizes da equagdo caracteristica.

12
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Teorema 2.2. Se as raizes de r% + pr+q = 0sdo ry e rp, entdo a, = Cir1" + Cary" € solugio

da recorréncia Xp.2 + pXn+1 + qx, = 0, onde Cy e Cy sdo constantes reais.

Demonstragio. Substituindo a, = Cir1" + Corp” na recorréncia X2 + pXp41 +qx, = 0,

temos:

n+2 n+2 n+1 n+1 n n
Aps2 + Pans1 +gay = Cir" 2+ Cor" ™ + pCrr" + pCary"™ +qCiry" +qCars”,
= C1r1”r12 + C21’2n1’22 + pC11"1n7’11 + pCzI’zni’zl + qurl” + qCZI’zn,
= C1ir1" (11 + pr1 + q) + Cory" (12 + pro +
= Cir"(rn* +pri+q) + Cor2"(r2" + pra +q),

= 0C11’1n + OCZT’ZH =0. (26)

O

Teorema 2.3. Seja X,42 + pXys1 + qxn, = 0 equagdo de recorréncia linear de 2* ordem com

coeficientes constantes, r* + pr +q = 0 sua equagio caracteristica e r1 e ry raizes:

1. Seri, 12 € Rery # ry, entdo todas as solugdes da recorréncia X,ip + pXps1 +gxn = 0

sdo da forma x, = Cyr1" + Carp", com Cq e Cy constantes.

2. Sery =1y =r € R, entdo todas as solugdes da recorréncia X,4p + pXp1 + qx, = 0 sdo

da forma x,, = C1r" + Conr™, com Cy e Cy constantes.

3. Serp=a+biery,=a—bi,coma,b € R, entio a solucido C1r1" + Corp", com Cq e Cy
constantes reais, pode ser escrita na forma x, = p"[C} cos(nf) + Cjisin(n6)], onde C}

e C} sdo novas constantes.

Demonstragio. Caso 1. Do teorema anterior, temos que a, é solugdo e seja agora y,
uma solugdo qualquer de x;42 + px,41 + gx, = 0. Vamos determinar constantes C; e

C2 que sejam solugdes do seguinte sistema de equagoes:

Cir1+Cor2 =y,

2 2 _
C11’1 +C21’2 = .

13



ESTUDO DE RECORRENCIAS LINEARES

Do sistema anterior, temos que:
2 2
2°Y1 "y2 — 1y
= e 2 =
rira(ra —r1) rira(ra —r1)

Note que a solugdo acima € possivel pois r1 # 1, e 11,12 # 0.

Consideremos agora z, = y, — Cir1" — Corp".

Substituindo z, em x4 + px,41 + gx, = 0, obtemos:

n+2

Yni2 — C111"2 — Cora™2 + pysg — pCiry "1 — pCora™ + gy, — gCi11" — qCary™ =

2 2
= Yps2 — C111"'117 — Cor'12” + pyps1 — pCiri'ry — pCara''ry + qyy — qCiry"t —

qCory" =

= —Cir"(r® + pry + 9) - Cora™(ra® + pra +q) + (Yns2 + PYns1 + qYn) = 0.

=0 =0 =0

Como zp42 + pzu+1 +92n = 0, segue que z, é solugdo de x40 + pxp1 +gx, = 0.

Além disso, se z,, = y, — Cir1" — Corp™ e Cyrp + Corp = Y1, entdo:

Z1=Y1— C17’11 - C21’21 =0.
Analogamente,
Zy =Y2 — C17’12 — Czi’zz =0.

Dai, z3 = —pzp — qz1 = 0 e recursivamente obtemos z, = 0, Vn.

Caso 2. Seja iy, uma solugdo qualquer de x,42 + px,41 +gx, = 0. Como antes, vamos

determinar constantes C; e C; que sejam solugdes do seguinte sistema de equagdes:

Cir+Cor =y,
C1r2 +2Cor% =y,

isto é,

14
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2 —r
=M Vg, 2o
r r r

Note que a solugdo acima é possivel pois r # 0.

Consideremos agora z, = vy, — C1t" — Conr".

Substituindo z, em x4 + px,11 + gx, = 0, obtemos:

n+2

Ynyo — C17"™*2 — Co(n +2)r™2 + py, 1 — pCir™ — pCo(n+ 1)r"* ! + gy, — gCrr" —

qConr™ =

= Ypso — C11r? — Conr™ 42 — 2Cor™ 1% + pyps1 — pCrr'or — pConr™.r — pCor™.r —

qyn — qCrr" — qConr" =

= —Clr”(r2 +pr+q)— Cznr"(r2 +pr+q) = Cor"r2r + p) + Yns2 + PYns1 + qYn) =
—— ~—— ——

=0 =0 =0+ =0
0.

Observagao(*): 2r + p é nulo, pois r = %p. De fato como r; = 1, = v é raiz

dupla de 7 + pr + g, entdo temos p® — 4g = 0 e portanto r = £

Como z,42 + pzus1 + Gzn = 0, segue que z, é solugdo de X,42 + pxp41 +qx, = 0.

Além disso, se z,, = yn — Yy = yn — C17"" — Conr™ e Cyr + Cor = y1, entdo:

Z1 =Y — Cirt — G1rl = 0.

Analogamente,

2 =Yz — C11’2 — C221’2 =0.

Dai, z3 = —pzy — gz1 = 0 e recursivamente obtemos z, = 0, Vn.

Caso 3. A forma trigonométrica é uma facilitagdo da apresentacdo de solugdes

para recorréncias cujo polindmio caraterictico possui raizes complexas.
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Dados 1 = p(cos 0 +isinf) e ry = p(cos 8 — isinB), segue da Férmula de Moivre para

potenciacdo de nimeros complexos que:

r1" = p"(cos nb +isin nf)

r"t = p"(cos nf — isin nf)

Como 11 # rp, tomamos y, = Ci71" + Car2”, onde C; e C; sdo constantes reais, como

solucdo de x,42 + pxpi1 + gx, = 0 e fazemos a substituicdo:

C1[p"(cos n0 +isin nf)] + Cz[p"(cos n6 — isinnh)] =

C1p" cosnb + Cyp"isinnd + Cop" cos nd — Crp"isinnd =

(C1 + C)(p" cosnb) + (C1 — Co)(p"isinndb).

Sendo Cj e C; novas constantes reais tais que (C; + C;) = Cj e (C; — C2) = Cj, entéo:
xn = p"(C] cos nf + Cji sin no).
L]

Observagio: Note que no item 3 do teorema anterior as solugdes r1" e r," nao sado
reais. No entanto, via combinagdes dessas, podemos obter um par de solugdes reais

a saber p" cosn0 e p"isinnf que geram o conjunto da equagao de recorréncia.

Exemplo 2.4. A recorréncia x,+2 — 4x,41 — 21x, = 0 tem r* —4r — 21 = 0 como equa-

¢ao caracteristica, cujas raizes sdor; = -3 er, =7.

Solugdo De acordo com o Teorema a solugdo geral da equagdo é dada por

X, = C1(=3)" + C,7" , onde C; e C, constantes reais.

E possivel ainda determinar os valores das constantes reais C; e C, quando sdo

fornecidas as condigdes iniciais, como ilustrado no exemplo seguinte:

16
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Exemplo 2.5. Vamos resolver a equagao x,+2 — 7x,41 +10x, = 0, dados xg = 0 e x; = 3.
Solugdo: A equagdo caracteristica é r> —7r +10 = 0 com raizes iguaisar; =2er, =5

que fornece a solugdo geral da recorréncia: x, = C12" + C25™.

Sabendo que xp = 0 e x; = 3, podemos resolver o sistema de equagdes:

xo=0= C120 + C250,
X1 = 3= C121 + C251,

ou ainda,
0= C1 + Cz ,
3= 2C1 + 5C2.
Resolvendo o sistema, obtemos C; = —1 e C; = 1. Portanto a solugédo da recorréncia

[N

x, = —2"+ 5",

Exemplo 2.6. A recorréncia x,+» — 10x,41 +25x, = 0 tem r2 —10r +25 = 0 como

equacdo caracteristica, cujas raizes sdo r1 =1, = 5.

Solugdo De acordo com o Teorema a solucdo geral da equagdo é dada por

a, = C15" + Conb" , onde C; e C, constantes reais.

Exemplo 2.7. A recorréncia x,42 — 3x,41 +4x, = 0 tem r2 —3r+4 = 0 como equa-

. . i ) B 3+i/7 3—i/7
cao caracterlstlca, cu]as ralzes sao rip = 5 e 1y = T

, e 0o modulo é p =

(3)2+ V7 2—2 Temos também incipal é 6 = 3
2 ) =2 que o argumento principal é 6 = arccos ().

Solugido De acordo com o Teorema a solugdo geral da equacdo é dada por

xy = 2"[C} cos(n arccos (3)) + Chisin(n arccos (3))], onde C} e C} constantes reais.

2.2.2  Nio homogénea

O préximo teorema apresenta uma forma de resolucdo de equagdes de recorréncia

de segunda ordem ndo homoggéneas.
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Teorema 2.4. Se a, é uma solugio da equagio
Xn+2 + PXns1 + Gxy = f(n), (2.7)

entdo a substituicdo x, = a, +y, transforma a equagio (2.7) em

Yn+2 + PYns1 +Gn = 0.

Demonstragdo. Substituindo x, = a, + ¥, em X, + pXpi1 + gx, = f(n), obtemos:

Ans2 + Yna2 + PAnst + PYnit + qan + qyn = f(n),
ou ainda,
Ans2 + PAns1 + Gn +Yni2 + PYns1 + qYn = f(0).
Como a, é solugdo de x,42 + pxy41 +qgx, = f(n), entdo a,40 + pay1 +qa, = f(n) e

consequentemente,

Yn+2 + PYns1 + gy = 0.

O

Do teorema anterior somos capazes de exprimir a solugdo geral de uma equagdo
de recorréncia ndo homogénea da forma x,.2 + px,41 +gx, = f(n) como x, = a, +y,
onde a, é uma solugdo particular de x,42 + px,41 +qx, = f(n) e y, é dada pelo

Teorema

Exemplo 2.8. A recorréncia x,42 — 5x,41 +6X, = n tem r2 —5r+6 =0 como equacao
caracteristica da sua parte homogeénia, cujas raizes sdo r; = 2 e r, = 3. Logo, a solu-
¢do da parte homogeénia é a, = C12" + (33", para C; e C; constantes reais.

Pela técnica de Coeficientes a Determinai’} vamos determinar uma solugdo particu-

O método dos coeficientes a determinar se baseia no fato de que as derivadas de somas e produtos de
constantes, polindmios, exponenciais, senos e cosenos sdo ainda somas e produtos destas funcgoes. A
ideia central deste método é entdo, partir de uma conjectura, ou um “chute” bem dado, sobre a forma

da parte ndo homogénea da equacgdo. Baseado no tipo de funcédo f(r) e observando que a combinagdo

18
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lar a,. Para isso, vamos supor a, da forma a, = An+ B, onde A,B € R e as-
sim, vamos determinar (se possivel) valores de A e B para os quais a, é solugdo de

Xpe2 — DXy +6x, = 1.

Substituindo a, = A, + B na equacao, temos:

A(n+2)+B—5A(n+1)—5B+6An+6B=mn,
An+2A+B—-5An—-5A —-5B+6An+6B =mn,
2An —3A+2B =n.

Logo,

2A =1
—3A+2B=0

Dessa forma, temos que A = % eB= % e finalmente de acordo com o Teorema

a solugdo procurada é:
. a3 . .
X, = C12" + C13" + 5 + 7 onde C; e C; sido constantes reais.

Observemos que no exemplo acima, f(n) = n e para determinar a sua solugao
precisamos testar um polindmio que apresentasse as mesmas caracteristicas da parte

ndo - homogeénea.

Abaixo apresentamos uma tabela com algumas fung¢des de entrada e suas respec-

tivas possiveis solugdes particulares.

linear x4 + px,11 + X, tem que ser igual a f(n), parece razoavel supor, entdo, que a solugio particular

ay tenha a mesma forma de f(n). [3]
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f(n) n
constante A
constante + nk™ | A + (Bn® + Cn?)k"
constante + k" A + Bnk"
n An+ B
k" Ank"
n+k" An+ B+ Cnk"
1+ constantek™ An+ B+ Ck"

Observagio: E importante observar que quando a, é natural, ji aparece na solucéo
da equagdo homogeénea e algumas adptagdes precisam ser feitas para que a solugdo

particular seja independente da solugdo da equagdo homogénea.

2.3 EQUACAO HOMOGENEA DE ORDEM k

Como vimos no Teorema toda solugdo de uma equacgdo de recorréncia de 2?
ordem homogénea e com coeficientes constantes pode ser escrita como combinacdo
de duas solugdes particulares, isto é, o espago solugdo dessas equagdes é um espago

vetorial 2 - dimensional.

Para equagdes de mesmo tipo de ordem k, também é verdade que o espago so-
lugdo é um espago vetorial de dimensdo k. Logo basta encontrarmos k solucoes

linearmente independentes para que qualquer solucdo seja conhecida.

O processo de encontrar tais solugdes segue os seguintes passos:

Dada a equacdo de diferenca linear e homogénea [1]:

Xppk + Qppk1Xppk—1F Qpek2Xprk—2F oo+ Qpp1 X1 24X = 0, (2.8)

supomos que x; = CA! é solugdo da equagao (2.8) e substituindo x;, temos:

CAMR fy e 1 CAEL ey, SCAPYF =2 4 4 w1 CAP 4+ 0, CAE = 0

4

20
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CA AR+ app A T+ o+ A+a) =0

N2
CAt=0
A A v A+ a =0
Ou seja,
CAt=0=A1=0
ou

pr(A) = 0.

E dai concluimos que A! é uma solugdo da equagdo (2.8) < A é uma solugédo de

pr(A), onde pix(A) é o polindmio caractéristico dela.

A partir daqui a teoria desenvolvida no caso de ordem 2 pode ser repetida a fim
de obter base de solugdes de (2.8).
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TEORIA QUALITATIVA

Neste capitulo vamos apresentar uma outra forma de abordar as recorréncias atra-

vés da teoria qualitativa. Essa técnica resulta em estudar propriedades das solugdes,

z

sem necessariamente, conhecé-las. Tal técnica é extremamente util em contextos

onde a solugdo é de dificil obtengdo ou mesmo impossivel.

Nesse contexto nos restringimos ao estudo de solugdes na vizinhanga de pontos

tixos e/ou orbitas periddicas.

3.1 ORBITA E PONTOS FIXOS

Considere a equacdo de recorréncia de primeira ordem dada por

Xns1 = f(xn), (3.1)

onde f : I — I é continuamente diferencidvel em I com I C RR.

Defini¢do 3.1. Um ponto x* no dominio de f é dito ponto fixo de se ele é um

ponto fixo de f, isto é, f(x*) = x*. Em outras palavras, x* é uma solugio constante de

%)

Note que se x* é ponto fixo de f e se xo = x* é o ponto inicial, entdo x; = f(x*) = x¥,

e x = f(x1) = f(x*) = x*, e assim por diante.

Graficamente, um ponto fixo é a abscissa do ponto onde o grafico de f intersepcta

a reta bissetriz dos quadrantes impares, ou seja, onde x,41 = xy,.
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Definicdo 3.2. [17] Chama-se drbita positiva (O*(xp)) de xp o conjunto de todas as
iteradas positivas da fungdo f no ponto x( e drbita negativa (O~ (xo)) de xp o conjunto
de todas as iteradas nagativas da fun¢ao f no ponto xg. O conjunto O*(xg) J O~ (xp)

¢ denominado de drbita de x( e é representada por O(xp).

Observagio: Quando nos referimos a 6rbita negativa, estamos considerando que a

fungdo f é invertivel.

3.2 ESTABILIDADE

O estudo do comportamento assintético das solugdes de uma determinada equa-
¢do nas proximidades dos pontos fixos é conhecido como teoria de estabilidade. A

seguinte definicdo é um conceito basico neste dominio.

Defini¢do 3.3. Seja x* o ponto fixo da equagdo dizemos que:

i. x* é estdvel se dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se |xp — x*|< , Vn € IN, entdo
| f"(xp) — x*| < e. Caso contrdrio, diz-se instavel.

ii. x* é assintoticamente estdvel se for estavel e ainda existe 77 > 0, tal que se |xg — x*|<

1 entdo lim, e f*(x0) = x™.

Veremos que a estabilidade de um ponto fixo x* pode ser determinada pelo valor

do médulo do coeficiente angular da reta tangente a curva de f no ponto x*, isto é,

[Al= 1)1 (3-2)

A fim de estabelecermos esse resultado, utilizaremos o teorema auxiliar abaixo:

Teorema 3.4. Teorema de Taylor [11]: Seja f uma fungdo derivdvel até 2" ordem no intervalo

I e sejam x,xo € I. Entdo, existe pelo menos um X no intervalo aberto de extremos x e xq tal

que
£ = fx0) + £/ — x0) + 2
E(x)
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Observagio: Note que no teorema anterior, temos em particular

lim E@) =
x—=xo (X — X0)

Demonstragio. Podemos escrever,
f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + E(x) = E(x) = f(x) — [f(x0) + f'(x0)(x — x0)].  (3.3)
Assim,
E(xp) = 0 = E'(x).

Seja g(x) = (x — x0)%. Note que g(x0) =0 = ¢'(x0) = 0.
Agora, fazemos

E(x) _ E(x) — E(xo)
g(x)  g(x) —g(xo)’

pelo Teorema de CauchyE] existe X7 no intervalo de extremos x e x tal que

E() _E(n)
g~ g@)

Como E'(xg) = g'(x0) = 0, entdo

E(x) _ E'(51) — E'(x0)
g(x)  g'(¥1) — g'(x0)

Novamente, pelo Teorema de Cauchy, existe ¥ no intervalo aberto de extremos xp

e x1 tal que

E@ _ E'®)
() 8"’

Agora, da expressdo de E(x) em (3.3) segue que E”(x) = f”(x). E como ¢"(x) = 2,

tem-se:

1 [11] Se f e k forem fung¢des continuas em [a, b] e derivaveis em ]a, b[, entdo existird pelo menos um c

em Ja, b[ tal que,

KOS = 19, se k(b) # k(a) e K'(c) #0.
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E@ _ f'®)

gx) 2
Portanto,
11 (
X
B =10 o,
para algum X no intervalo aberto de extremos x e xo. O

Observamos que se f for derivavel até a ordem 7 +1 no intervalo [ e xg € I, o
teorema anterior pode ser extendido até ordem n + 1. Para maiores detalhes, ver

em [11].

Voltando a equagdo (3.2), temos:

Teorema 3.5. Sejam a um ponto fixo da equagio e f continuamente diferencidvel em a.
Se:

1. |A|< 1, entdo a é assintoticamente estdvel (a é ponto fixo atrator).
2. |A|> 1, entdo a é instdvel (a é ponto fixo repulsor).
3. A =1, entdo:
a) a é instdvel se f"(a) # 0.
b) a é instivel se f"(a)=0e f"'(a) > 0.
c) a é assintoticamente estdvel se f"'(a) =0 e f"'(a) < 0.
4. A = —1, entdo:
a) a é assintoticamente estdvel se —2f""(a) — 3f"(a)* < 0.

b) a é instdvel se —2f"'(a) — 3f"(a)*> > 0.

Demonstragido. 1. Tomamos h suficientemente préoximo de zero, tal que x =a+h €

I, temos pelo Teorema 3.4 que:

f(x) = f(@) + f'(@)(x — a) + E(x)
I
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26

f(x)=a+A(x —a)+E(x)

I
fla+h)y=a+Ala+h—a)+E(a+h)
——

\U/ Eh
fla+h)=a+Ah+ Ey(h).
Dai,
E,(h
f(a+h)—a=h</\+ h}i )). (3.4)
Entao,
fa+h)—al= |h|'/\+ Ehéh)‘.
Como [Al< 1e
lim En(h) =0,
h—0 h
temos:
'A+ Eh(h)‘ < 1.
h
Assim,
fla+h)—a]= |h|’/\+ Ehéh)‘ < In.

Isso implica em
|[fa+h) —a)|< [h].
Ou seja, a distancia entre f(a +h) e a ¢ menor que |h|, o que prova que a é ponto
tixo atrator.
No entanto, ainda temos que analisar dois casos em 1.
1) 0 <A <.

Neste caso, para h ~ 0, temos:

0< <A+Ehh(h)> <1,

que, para h > 0 implica em



3.2 ESTABILIDADE

0< <A+ E’f”) h < h.

Disso, temos que se i > 0, entdo (/\+ EhT(h)> h > 0, o que da equacdo (3.4)

implica que f(a+h) —a > 0 e portanto, f(a+h) > a. Como segue na figura 1.

L
A4

QD4

\ a+h

fla+h)

Figura 1: o ponto fixo a é atrator, h > 0e 0 < A < 1.

Agora se h < 0, temos que:

h < <A+ Ehﬁ) h<O0.

Assim, da equacdo (3.4), temos que f(a+h) —a < 0e f(a+h) < a. Como segue

na figura 2.

N
a-+h /1 a

fla+h

v

Figura 2: o ponto fixo a é atrator, 1 <0e 0 < A < 1.

1.ii) =1 < A < 0.

De forma andloga a anterior, tem-se para h ~ 0 que:

1< <}\+Eh]§h)> < 0.

Dai, para h > 0, temos:

—h < </\+ Ehé“) h<0

que, de (3.4) implica em f(a+h) —a > —h, e portanto, f(a+h) > a — h.

Além disso, pelo Teorema do Valor Médio (T.V.M.), existe ¢ € (a,a + h), tal que
f(a+h) = f(a)+ f'(c)h, e como f'(c)h < 0, implica que f(a+h) < a, como pode
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ser visto na figura 3.

;
)
v

fia~h)
Figura 3: o ponto fixo a é atrator, 1 > 0e -1 < A < 0.
Agora, se h < 0, temos:

Ej(h)
h

0<<A+ >h<—h.

Novamente, de (3.4) segue que, ()\ + EhT(h)) h < —h, o que significa que f(a +

h) —a < —he f(a+h) <a—h, como pode ser visto na figura 4.

Além disso, pelo Teorema do Valor Médio (TVM), existe ¢ € (a,a + h), tal que
f(a+h) = f(a)+ f'(c)h, e como f'(c)h > 0, implica que f(a +h) > a.

a+th a \ a—h

fla+h)

v

Figura 4: o ponto fixo a é atrator, h <0e =1 < A < 0.

2. |A|> 1

Pelos mesmos argumentos do item anterior, temos que se h ~ 0, entdo:

‘A+ Eh(h)‘ >1,
h
e dai,
E,(h
|h[’/\+ h}g )' > [n.

Sendo assim, |f(a + h) — a|, que é a distancia entre f(a + h) e a, é maior que ||,

0 que prova que a é repulsor.
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Novamente, temos que analisar dois casos.
2i) A > 1.

Aqui, para h ~ 0, tem-se:

<A+ Ehh(h)> > 1,

ese h > 0, vale

(1 B0,

3.2 ESTABILIDADE

o0 que, da equagéo (3.4) implica em f(a+h) —a > h, ou seja, f(a+h) > a+h.

O calculo para h < 0 é analogo e assim concluimos que é a dindmica é dada

como na figura 5.

b
\4

=
Qe

2

+

=

Figura 5: o ponto fixo a é repulsor e A > 1.

24i) A < —1.

Temos que para i ~ 0, de (3.4):

(A+Ehh(h)> < -1<0,

e para h > 0 tem-se que
(/\+ E’f”) h<—-h<0= <A+ Ehlih)> h

E entdo, f(a +h) < a, como segue na figura 6.

s N\
\ a  a+h

fta+h)

A\ 4

Figura 6: o ponto fixo a é repulsor, h > 0e A < —1.

< 0.
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Agora se h < 0, vé-se de modo similar

<A+ Ehlgh)> h>0

e a dindmica é como na figura 7.

N

& & [
L

a+h a \

Jta+h)

Figura 7: o ponto fixo a é repulsor, h <0e A < —1.

3. A=1
3.a) Suponha f”(a) > 0, entdo segue que f'(x) é crescente na vizinhanga de
x = a e portanto f'(x) > 1 para todo x > g, tal que x € (a,a+h] com h > 0
suficientemente pequeno.
Pelo Teorema do Valor Médio (TVM)), existe ¢ € (a,a + h), tal que

fa+h)— f(a) = f'(c)a+h —a),

Y
fa+h)— f@=f©Qh>h,
ST
U

fla+h)>a+h

fla+h)y=a+ f'(c)h > a.

Por outro lado, se x € (a+h,a) onde h < 0 ainda suficientemente préximo de

zero, entdo f'(x) < 1le
fa+h)— f(a) = f'(c)h > h,
~—

<1
\
fla+h)>a+h

30
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3.2 ESTABILIDADE

Em resumo, temos esses casos apresentados nas figuras 8 e o:

L
v

Ny
]

+
=

fla+n)

Figura 8: f"(a) >0,A=1eh > 0.

4
v

a+h \ a

fla+h

Figura 9: f"(a) >0,A=1eh <O0.

Logo o ponto fixo a é instavel para f”(a) > 0.

Agora, suponha f”(a) < 0, entdo segue que f'(x) é descresente na vizinhanga

de x = a e portanto f”(x) < 1 para todo x > a, tal que x € [a,a+h) com h > 0

suficientemente pequeno.

Pelo TVM, existe ¢ € (a,a + h), tal que

fla+h)— f(a) = f'(c)a+h —a)

U
fla+h) — f@ = fQh <h
2
U

fa+h) <a+h,

fla+h)y=a+ f'(c)h > a.
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Por outro lado, se x € (a+h,a) com h < 0 suficientemente préximo de zero,

entdo f'(x) > 1. Pelo TVM, existe ¢ € (a,a +h), tal que

fla+h)— f(a) = f'(c)h,
a2
fa+hy—a=f()h>h,

~

>1

a2
fla+h)<a+h,

fla+h)y=a+ f'(c)h < a.

Em resumo, temos esses casos apresentados nas figuras 10 e 11:

4
A\ J

a \ a.—T-h

Jta+h)

Figura 10: f"(a) <0,A=1eh > 0.

A J

\ a+h (;

fla+h)

Figura 11: f"(a) <0,A=1eh <0.

Como consequéncia, segue que o ponto fixo a é instavel.

3.b) Supondo agora que f”(a) =0 e f"'(a) > 0. Pelo teorema de Taylor generali-

zado, de [[11], temos:

)2 .\ f///(a)(x _ ﬂ)S

f(x):f(ﬂ)+f’(a)(x_a)+f (a)(zx!—a 6

+ E(x).

Tomando h real suficientemente pequeno, temos:
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f(a+h)=a+1(a+h_a)+0+f”’(a)(a+h_a)3

3! + Ey(h), com limy,_, E;'gl) — 0.
Assim,
ll 1" 3
flash) —a =t TS0 B
li " 3
R
N2
" 2
|fa+h)—al = ]h|‘ <1+f ;?h . Eh}gh)> ' .

" 2
Como f"'(a) > 0e Ehéh) tende a zero, quando h — 0, entdo <1 + fr@h Eh(h))

+
3! h
é maior que 1. Logo, |f(a+h) —a|> |h|, o que significa dizer que a distancia

entre f(a+h) e a é maior que |h| e que 4 é ponto fixo instavel.

Em resumo, temos esses casos apresentados nas figuras 12 e 13:

A 4

Qe

Jfla+hn)

Figura 12: o ponto fixo a é instavel, f’(a)=0,A=1,h > 0e f"(a) > 0.

fta+h)

Figura 13: o ponto fixo a é instavel, f/(a)=0,A=1,h<0e f"(a) > 0
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3.c) Supondo f(a) =0, f"”'(a) < 0 e tomando h suficientemente pequeno, temos

pela equacdo (3.5) que

|f(a+h)—al=|h|

f"(a)h*  Ep(h)
1+ 3l + I

f@R | E(
3! h
1. Logo, |f(a+h) — a|< |h|, o que significa dizer que a distancia entre f(a+h) e

Como f"'(a) < 0e E"T(h) tende a zero, entdo (1 + ) é menor que

a é menor que 1 e que a é ponto fixo assimptoticamente estavel.

Em resumo, temos esses casos apresentados nas figuras 14 e 15:

a \ a+h

fla+h

Figura 14: o ponto fixo a é estavel, f"(1)=0,A=1,h > 0e f""'(a) <O0.

N
a+h /

fta+h)

o
A 4

2

Figura 15: o ponto fixo a é estavel, f"(a) =0, A =1, h < 0e f"”(a) < 0.

4. A=—1

4.a) Definimos uma fungdo g : I — I por g(x) = f(f(x)). Dessa forma, como
f(a) = a, entdo g(a) = f(f(a)) = f(a) = a.
Ainda temos:
§'(x) = f'(f()f (%),
I
') = f'@)f'(a) = (f(@)*=(-1)> = 1.
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E ainda:
§"(x) = [f (FNT f' () + f1(F ) f (),
= fUFCNF COf () + £/ (f(x)) f (x),
= F'FQNF (X)) + £/ (fF(x)) " (x)-
Assim,

§"(@) = f"(f(a).(=1) + @ f"(a) = 0.

-1

Além disso, a terceira derivada de g(x) é:

8" = " (FG)-F P @ + F (FE)2F @)@ + £ (F@)-F @)@ + £ (). f" ().
= £ D) + FIFN2F )£+ f1 (). (£ () + f(FG)f ().

Portanto,

8”@ = f"(F@)(F @) + (@2 @).f"@) + f"(f@).f @)@ + f (F@).f" @)
= S F@ID + £/ @2A=1.£"@) + (@) (D@ + @) @)

-1
= —f"@ — 2" @) - (f"@)* - f'(@)
= —2f"(@) - 3(f"(@))*

De acordo com 3b), se —2f"'(a) — 3(f"(a))*> > 0, entdo o ponto fixo a é instavel.

4.b) Este caso segue de modo andlogo ao anterior, concluindo que se —2f"'(a) —

3(f"(a))*> < 0, entdo o ponto fixo a é assintoticamente estavel.
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3.2.1  Exemplos

Vamos agora, analisar o comportamento da solugdo de equagdes de alguns casos
especiais. Para isso, vamos determinar os pontos fixos da func¢do e analisar a sua

estabilidade.

Exemplo 3.1. Encontre os pontos fixos de f(x) = x,41 = 0,5x, + 1 e classifique-os
quanto a sua estabilidade.

Solucio

1°) Determinamos os pontos fixos fazendo 0, 5x, + 1 = x,, e obtemos a = 2.

2°) Determinamos o valor do coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no
ponto fixo 4, fazendo f'(x) =0, 5, temos f/(2) = A =0,5.

3°) De acordo com o caso 1., 0 ponto fixo a é atrator.

A figura 16 apresenta o grafico de f juntamente com a dindmica da vizinhanca do

ponto fixo.
o
Xn+1
Xns1= Xn
5
“1 Xns1= 0,5%n + 1
3 ¢ -
o]
-
4]
4 A //’ 2 1 5 [:] Xn 7
7
/ 1

Figura 16: Exemplo de fungdo para |A|< 1.

Exemplo 3.2. Encontre os pontos fixos de f(x) = x41 = X2 —3x,+4 e classifique-os

quanto a sua estabilidade.
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Solucio

1°) Determinamos os pontos fixos fazendo Xu2 —3x, +4 = x,, e obtemos a = 2.

2°) Determinamos o valor do coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no
ponto fixo a, fazendo f'(x) = 2x — 3, temos f'(2) = A = 1.

3°) Determinamos f”(x) =2 e dai f”(2) =2 #0.

4°) De acordo com o caso 3a., o ponto fixo a é instével.

A figura 17 apresenta o grafico de f juntamente com a dindmica da vizinhanca do

ponto fixo.
\ Xnt+1
er'l = an - 3Xn + 4
8 Xn+1 = Xn
A
4 &
L4
F 3 :
|
|
| |
24 I !
A | I !
| |
| ! |
| : !
o |/ f L
o 2 0 Xg ; 4 5 X, 8
24

Figura 17: Exemplo de funcdo para A =1 e f”(a) #0.

Exemplo 3.3. Encontre os pontos fixos de x,,; = x,° e classifique-os quanto a sua
estabilidade.

Solucio

1°) Determinamos os pontos fixos fazendo x> = x, e obtemos a; = 0, a, = 1 e
az = —1.

2°) Determinamos o valor do coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f
nos pontos fixos a, fazendo f'(x) = 3x%, temos f'(0) = Ay = 0, f/(1) = A, = 3 e
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f'(=1) = A3 =3.
3°) De acordo com o caso 1., o ponto fixo 41 é atrator e de acordo com o caso 2., 0s

pontos fixos a, e a3 sdo repulsores.

A figura 18 apresenta o gréfico de f juntamente com a dindmica da vizinhanga do

ponto fixo.

Xo

T T
25 X, 2

054

Figura 18: Exemplo de fungdo para |[A1|< 1, |Az|= [A3]> 1.

3.2.2  Orbitas Periédicas

Nesta secdo estudaremos solugdes de um tipo especial de recorréncia, o chamado
Mapa Logistico e, nexte contexto, abordaremos o conceito de 6rbitas periddicas e suas

estabilidades.
Defini¢do 3.6. Dizemos que x* é um ponto k periddico de se f(x*), fA(x*), ..., fF 1 (x¥) #

x*e ff(x*)=x*,onde fi= fofofo..of.
—_—

jvezes
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Observacoes:
a) Note que se x* é ponto k-periédico, entao O(x*) = {x*, f(x*), ..., fF1(x*)}. Neste
caso, chamamos O(x*) de um k — ciclo de f.
b) Determinar os pontos k- periddicos de f é equivalente a determinar os pontos

fixos de g = fk.

Estabilidade de Pontos Periodicos

“Tal como no caso dos pontos fixos de f, pontos periédicos podem ser
estdveis ou instaveis. Intuitivamente, um ponto periédico de periodo k é
estdvel se qualquer trajetéria iniciada numa vizinhanca dessa 6rbita ndo se
afasta desses k pontos em k iteragdes. (...) Da mesma forma se interpreta

ponto periddico assimptoticamente estavel e instavel”. [21]]

Logo, para estudar a estabilidade de um ponto k-periédico da equacdo é
suficiente estudar a estabilidade do ponto fixo de g, onde ¢ = f* e aplicar o Teorema

[3.5/a essa nova fungdo.

Teorema 3.7. Seja f uma fungio continuamente diferencidvel e O*(x*) = {x* =
X0, X1, X2, ..., Xg—1  um k-ciclo de f. Entdo o k-ciclo O*(x*) é:
1. atrator se |f'(xo).f' (x1)...f (xx_1)|< 1;

2. repulsor se | f'(xo).f'(x1)...f/ (xg_1)|> 1.

Demonstragio. Suponha que f é uma fun¢do continuamente diferenciavel e O*(x*) é

um k-ciclo de f. Pela regra da cadeia, temos:
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o)l = £/ (F o (FF o))
= f' Q) f (FF2(x0)) (F2(x0))
= ') f Gr_2) 1 (F 3 (x0)) (F 3 (o))’

= f'Ca)f' () f (xe—)-.f (x1) f (x0).- (3-6)

De acordo com o Teorema [3.5 vem que se |f'(x0)f'(x1)...f"(x¢—1)| < 1, entdo x* = xg
é um ponto fixo atrator de f*, ou seja, o k-ciclo O*(x*) é atrator.
Por outro lado, se |f'(xo)f’(x1)...f (xk_1)|> 1, concluimos que o k-ciclo O*(x*) é re-

pulsor. O

Observagio: Da equagdo vemos que o lado direito é invariante quando subs-
tituimos xo por qualquer dos pontos de O*(x;), em particular, todos os pontos de

O*(xp) que sdo fixos de g tém mesma estabilidade.

3.2.3 Mapa Logistico
Comumente utilizado hoje na Teoria do Caos, ¢ um mapa descrito pela equagdo

F(x) = wx(1 —x), (3.7)

onde0<x<lelO<w<4.

Para os valores do parametro w, temos F estd bem definida em F : [0,1] — [0, 1].

O gréfico de F com as restri¢des de w é uma pardbola concava para baixo, cujas

raizes sdo 0 e 1 e cujo vértice é o ponto de abscissa 3 e ordenada %, como pode ser

visto na figura 19.

w—1 .
Os pontos fixos de F sdo x] =0 e x; = R com w # 0, pois:
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-1
wx(l—x)=x<:)x(wx—w+1):0<:>x=00ux:WT.

W

Figura 19: Gréfico de F, para w # 1.

Observemos ainda que, se w = 1, entdo x] = x; e F possui apenas um ponto fixo,

como segue na figura 20.

Figura 20: Gréfico de F, para w = 1.

Vamos agora entdo, estudar a estabilidade dos pontos fixos xj e x;. Para isso,

determinamos o valor de F'(x). Da expressao de F segue que F'(x) = w — 2wx. Dai,

F(x;)=F0)=w
e

F'(x}) = F(WTA) =w— 2.w.(w7*1) =—w+2.
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De acordo com o Teorema [3.1/devemos agora analisar alguns casos separadamente

para possiveis valores de w € [0, 4].

e Se w < 1, entdo F admite tinico ponto fixo x}, pois nesse caso x5 ¢ I. Além

disso, x; é estével, pois |F'(x])|< 1.

e Se w =1, entdo F admite tinico ponto fixo, onde x; = x} é instavel, pois F/(x] =
x3)=1eF'(xj =x3)=—-2#0.

e Se w > 1, entdo F admite dois pontos fixos, onde x] é ponto fixo instavel,
uma vez que |F'(x])|> 1 e x5 é ponto fixo estdvel, se 1 < w < 3, pois nesse
caso, |F'(x3)|= |—w +2|< 1, mas é ponto fixo instavel, se w > 3, pois |F'(x})|=

|—w+2|> 1.

e Se w = 3, entdo F admite dois pontos fixos, onde x] é ponto fixo instével,
pois |F'(x])|> 1 e o ponto fixo x} é estavel, pois F'(xj) = —1 e —2F"(x}) —
3(13”(951‘))2 =-108 < 0.

e Se w > 3, entdo F admite dois pontos fixos, onde x] é ponto fixo instével, pois

|F'(x7)|> 1 e x; é ponto fixo instavel, pois |F'(x3)|> 1.

Podemos resumir esses resultados na seguinte tabela:

Estabilidade dos pontos fixos de F

0<w<l| w=1 |[1<w<3| w=3 |[3<w<4

estavel instavel instavel instavel instavel

x5 ndoha | instavel | estavel estdvel | instavel

Exemplo 3.4. O gréfico (figura 21) abaixo ilustra a fun¢do F(x) = 3,6x(1 — x). Obser-
vemos que, de acordo com a tabela acima, os dois pontos fixos xj =0 e x5 = % sao

instaveis, pois 3 < w < 4.
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¥

0.84

0.6

0.4+

0.24

04 02 0 02 04 06

Figura 21: Gréfico de F(x) para 3 < w < 4.

Exemplo 3.5. O gréfico (figura 22) abaixo ilustra a fun¢do F(x) = 2,3x(1 — x). Obser-

vemos que, de acordo com a tabela acima, o ponto fixo xj = 0 é instavel e o ponto

fixo x5 = % é estdvel, pois 1 < w < 3.

0.8
0.6
F t
0.4 |
' |
|
t |
024 I
t |
7 |
1] |
T T T T I T T
0.2 [u] 0.2 0.4 |D.B 0.8 1
13
23

Figura 22: Gréfico de F(x) paral < w < 3.
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Iteracdes Sucessivas

Fixado xg € [0,1] \ {x], x5}, fazendo iteracdes sucessivas de F, temos:

X1 = F(XO).
Xy = F(x1) = F(F(x0)),
X3 = F(x2) = F(F(F(x0))),

Xn = F(xn-1) = F(F(E(F...F(x0)) = F"(x0)-

Observemos que a fungdo F" é um polindmio de grau 2n. Isso dificulta muito o

estudo dos pontos fixos dessas fungoes.

Faremos, entdo o estudo dos pontos fixos e das estabilidades de suas 6rbitas até a

2% iterada de F.

Primeiramente determinamos F2:

F?(x) = F(F(x)) = F(wx(1 — x)) = F(wx — wx?)
= w(wx — wx?)(1 — wx — wx?))

= wzx — w3x2 + w3x3 — w2x2 + w3x3 — w3x4

= w?x + (—w® — w?)x? + Quw?)x® — wixt

Agora, encontramos os seus pontos fixos, fazendo Fz(x) = X, 0 que resulta em

resolver:

w?x + (—w’ — w)x? + 2u’)x’ — wx —x = 0. (3.8)

Porém, também sabemos que os pontos fixos de x] e x5 de F, sdo também pontos
fixos de F?. Dessa forma, podemos dividir a equacdo por (x —xj)(x —x3) =

x(x — “’7’1) = x(wx — w + 1), obtendo assim:

w? + (—w® — w?)x + Quwd)x? — wix® —1

_ 242 2 _ -
— =0= —wx +(w +wx—(w+1) =0,
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cujas raizes x} e x} sdo os outros dois pontos fixos procurados de F2. Resolvendo

esta equagdo quadratica obtemos:

= (@? +w) =Vw — 2w? — 3w? _ (w+) =/ +Dw - 3)

a —2w? 2w
Logo,
o (w+1)+/(w+1)(w — 3)
3~ 2w ’
e
. (W+1) —/(w+1)(w —3)
Xy = e .

Observemos que somente existem x; e xj reais se w > 3, ou sejam a Orbita 2-
periodica {x3,x;} s6 existe para w > 3, onde de acordo com a tabela da figura 19,
os pontos fixos x] e x; sdo instaveis e onde, em particular, x; muda de estavel para
instavel.

Observemos que para w = 3, tem-se que x3 = x; = X5 e ndo hd orbita 2-periddica
{x3, x;}.

Para estudar a estabilidade da 6rbita 2-periédica, ou de acordo com o Teorema
basta determinarmos F'(x3) e F'(x;) para estudarmos o comportamento da orbita

dos pontos fixos de F2.

Assim:
Fe) = F ((w+1)+\/(2zzu+ 1)(w—3)> TS,
P = F ((w+1) —\/(22;; 1)?w—3)> 1 JETDE

Donde,

|F'(x3)-F'(x3)] = [(1+/ (w0 + D(w — 3)).(1y/ (w + 1)(w — 3))

=12 — /(w + 1)(w — 3))?
=1 — w? +2w + 3

= |—w? + 2w +4]. (3.9)

Agora, pelo Teorema temos:
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1. se |—w? +2w +4|< 1, entdo a érbita 2-periddica é estavel.

2. se |—w? + 2w +4|> 1, entdo a 6rbita 2-periédica é instavel.
1. Para que |—w? + 2w + 4|< 1, devemos analisar w de modo que satisfaca:

—1< —w?*+2w+4 <1,

I

w € {]— 00, —1[U]3, +oo[} N {I1 —v/6, 1 +V/6[}
4

w €]3,1+/6[,w > 3.

Assim, para w €]3,1 +V/6[ a orbita 2-periddica é estavel.

2. Para que |—w? + 2w + 4|> 1, devemos analisar w de modo que satisfaca:

—w?+2w+4>1ou —w?+2w+4 < —1,
J
w € {]—1,3[U] — 00,1 —/6[U]1 +V/6, +00],
\
w €]1 +V/6, +oo].

E assim, para w €]1 +V/6, +00[ a 6rbita 2-periddica é instavel.

Para concluir, uma vez que sabemos que w > 3, precisamos verificar o que ocorre
quando w =1 +/6.

Partindo que j& conhecemos (F2)'(x3) = F/(x3).F'(x}) = —w? +2w + 4, para w =
1 +v6, obtemos (F?)’ (x3) = —1, o que de acordo com o item 4. do Teorema é
necessdrio analisar o valor de —2(F2)"'(x3) — 3((F?)"(x}))?, que resulta em um valor

menor que zero. Nesse caso, tem-se que 2-periddica {x3, x;} é estavel.

Resumindo, a érbita periddica {x3, x;} é:

e estavelse3 < w < 1+/6e,

e instavel se w > 1+V6.
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Exemplo 3.6. Utilizando a mesma func¢do do exemplo 3.4, temos que F2(x) = 12,96x —
59, 616x% +93,312x> — 46,656x*, cujos pontos fixos sdo x; = 0, x5 ~ 0,72 = 13,
x3~0,41ex; ~0,87.
Como w = 3,6 > 1+V6, entdo devemos ter instabilidade na érbita 2-periddica
{x3, x5}

O gréfico 23 que segue apresenta o gréfico de F? juntamente com a dindmica na

vizinhanga de seus pontos fixos x3 e x;.

084 k|

oeq |

044 |

o024/

T T
o 0z

Figura 23: Gréfico de F2(x) paraw > 1 +/6.

Graficamente, podemos exemplificar a 3% iterada de F para w = 3,8 cujos pontos
fixos sdo x¥ =0 e x4 ~ 0,734 e obervar a ndo existéncia de Orbitas periddicas, como
1 2

pode ser visto na figura 24.
Ja no caso de F® para w = 3,9 (figura 25), cujos pontos fixos sdo x} = 0 e x; ~ 0,743

podemos observar que hd duas oOrbitas 3- periddica {x3,x:, x5} e {x}, x{, x;}, pois
F(x3) = x5, F(x3) = xg e F(xg) = x3, assim como, F(x}) = x;, F(x{) = x; e F(x7) = xp,

sendo x} ~ 0,132, x} ~ 0,18, x ~ 0,448, x; ~ 0,578, x; ~ 0,951 e x; ~ 0,964.

47



TEORIA QUALITATIVA
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Figura 25: Gréfico de F3(x) para w = 3, 9.

Assim, podemos afirmar que, por continuidade em relacdo ao parametro w, existe
algum w € (3,8;3,9), onde uma tnica 6rbita 3-periédica nao hiperbdlica figura, ou

seja, quando o gréfico de F° for tangente a bissetriz dos quadrantes impares.
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Ainda, de acordo com o Teorema de Sarkovskii [7], podemos afirmar que se uma
fungdo continua f : R — R admitir uma 6rbita periédica de periodo 1, sendo n € N,
entdo essa mesma fungdo admite drbitas peridédicas de todos os periodos a partir de

n segundo a ordem de Sarkovskii que mostraremos a seguir:

35T 23625275 --->22.322.522. 7>+ ..

3

>22.322. 528 7> - >22 22> 20 1.

Isto é, todos os primeiros niimeros impares maiores que 1 em ordem crescente,

seguidos por 2 vezes eles, em seguida por 22, por 23 e por todas as poténcias naturais
de 2.

Logo, em particular, se houver em f 6rbita de periodo 3 (primeiro natural na

ordem de Sarcovskii), entdo f terd érbita periddica de todos os periodos.

Exemplo 3.7. Observemos que no gréfico que segue na figura 25, a iterada 4 de F

para w = 3,9, temos uma Orbita 4-periddica {x3, x;, xz, x5} e uma 2-perddica {x}, x7}.

Figura 26: Gréfico de F4(x) paraw =3,9.
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Neste capitulo vamos apresentar uma sequéncia de atividades relacionadas as
sequéncias numéricas e de figuras na busca de um padrdo, que foram aplicadas
compondo duas aulas da 1? série do Ensino Médio num colégio da rede privada de
ensino, chamada ESI Colégio Sdo José, situada a Rua Kasato Maru, nimero 190 na

cidade de Santo André, no estado de Sao Paulo.

4.1 SOBRE O COLEGIO E OS ALUNOS

O colégio foi fundado em 1944 por Irméas missiondrias da Congressdo Scalabriniana
de Sdo Carlos Borromeu que até os dias de hoje a administram. Atualmente, pertence
a uma rede integrada chamada ESI composta por cinco escolas pelo Brasil e é atual-

mente dirigido por Iolanda de Benedetto.

O Colégio Sao José em questdo, possui hoje cerca de 2000 alunos do bergério ao

Ensino Médio, cuja missao é segundo [10]:

“Promover uma educagdo de exceléncia na sua diversidade, formando pes-
soas comprometidas com a Cidadania Universal, fundamentada nos valo-

res cristdos.”

Os alunos, em sua maioria, residem no entorno da escola e sdo oriundos de classe

média, porém a institui¢do oferece muitas bolsas parciais e integrais de estudos com

50



4.2 APLICAGAO DAS ATIVIDADES

fins assistenciais.

A atividade foi aplicada em uma turma com 32 alunos de ensino regular de 1?
série do Ensino Médio, cuja média de idade era de 15 anos e muitos frequentam esta

escola desde o Ensino Infantil e/ou Fundamental.

Cada turma do Ensino Médio tem 5 aulas semanais de matematica e utilizam um
material apostilado cuja metodologia e contetidos sdo voltados a preparacdo dos alu-

nos para os exames de vestibulares.

Atualmente, o Ensino Médio nessa escola conta com 30 aulas no periodo matutino
e 3 aulas no periodo vespertino uma vez por semana em sua grade. E forami em
duas aulas de uma dessas tardes, em que a referida atividade foi aplicada, cujos

recursos utilizados foram uma lousa e um projetor conectado a um computador.

4.2 APLICA(;AO DAS ATIVIDADES

As aulas escolhidas para a execugdo da proposta de atividade foram seguintes as
aulas que abordaram o conceito e propriedades das progressdes aritmética e geomé-
trica. Esse fato foi de extrema importancia para o desenvolvimento adequado da
atividade, uma vez que sabemos que é necessdrio utilizar tais conceitos na obtencao

de solugdes que predominam nas equagdes de recorréncia de primeira ordem.

Por esse motivo, e pelo reduzido tempo disponibilizado, focamos os exemplos e

exercicios nas equacdes de recorréncias de primeira ordem.

Primeiramente, foi exposto a turma algumas sequéncias aleatdrias (vide figura
24) e lhes foi solicitado que determinasse, apenas com observacdo e raciocinio, o
proximo elemento de cada sequéncia, considerando sempre um padrdo numérico,

ou seja, a quantidade de elementos que formam a figura 7.
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Exemplos de sequéncias:
a) 1 2 4 7 11 16 ..

b1 1 2 3 5 8 13 21 ..

A NNNNNN .

Figura 27: Slide de apresentagdo.

Oralmente, a maioria dos alunos respondeu corretamente o que foi solicitado, en-
contrando certa dificuldade no item b) que é uma recorréncia de segunda ordem,

nao tanto trivial para o conhecimento deles até o momento.

Em seguida, foi explicado de forma objetiva e simples, a definicdo de recorréncia
e o conceito de ordem, utilizando como exemplos as préprias sequencias utilizadas

como introdugao.

Sugeriu-se entdo, como desafio, o objetivo de obter, ainda somente que com célcu-
los mentais, 0 20° termo de cada sequéncia. Com um tempo maior, muitos conse-
guiram responder corretamente, porém determinando elemento a elemento e alguns
desistiram. Entdo, prop0s-se que procurassem, pelos mesmos meios, obter o 100°
elemento de cada sequéncia e assim, obviamente quase todos rejeitaram o desafio, a
ndo ser aqueles que conseguiram relacionar este problema a uma progressao aritmé-

tica (PA) e a partir do termo geral, obteriam o elemento procurado.

Dessa forma, eles foram instigados a acreditar que deveria haver uma forma mais
prética que solucionasse esses tipos de problemas que nem sempre seriam progres-
sOes, as quais estavam familiarizados, e assim, introduzimos o primeiro método de
obtencdo de solugdes pelo processo recursivo apresentado neste trabalho para equa-
¢Oes de recorréncias lineares de primeira ordem. Método esse escolhido por ter um
algoritmo com etapas simples e que ndo requer conhecimentos avangados para o

grupo atingido, além de ser facilmente adaptével a diversos tipos de recorréncias
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lineares de primeira ordem.

Nas figuras 25 e 26 ilustramos a resolu¢do dos dois primeiros exemplos, cujos
enunciados e de todos os outros seguintes, solicitavam que fosse determinado o

termo geral x, que devolve o ntiimero de objetos na figura de posicado n.

Exemplo 1)

| |

eo e

@ -

Figura 28: Exemplo 1.

Solugdo:
X1 = 4,
Xo =Xx1+3,
X3 =Xy + 3,
Xp = Xp_1+3.
Assim,

X1 +Xp+X3+ .+ X1 +X,=4+x1+3+x+3+x3+3+...+x,_1+3.

Logo,

X, =4+3+3+...+3

n—1vezes
=4+3(n—1)

=1+3n.
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Exemplo2)
JANYVAVARVAVANRVAVAVARRE X

Figura 29: Exemplo 2.

Solucdo:
X1 = 3/
Xo =X1+2,
X3 =Xy + 2,
Xp = Xp_1+2.
Assim,

X1+Xo+X3+ .+ X 14+X,=3+X1+24+X0+2+X3+2+... 4+ X, 1 +2.

Logo,

Xp=3+24+2+...+2
N—_——

n—1vezes
=3+2nn—1)

=1+2n.

Neste momento, foi entregue a cada aluno uma lista de variados tipos de sequén-
cias, como pode ser vista nas figuras 27 e 28 (nas paginas seguintes) e em seguida,
com as devidas orientagdes, sugeriu-se que eles procurassem obter as respectivas

solugdes, ou seja, as formas gerais, termo com o qual estavam habituados.
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—TO> Colégio Sao José
co>¥ U
L = 1]

L PROJETO: RECORRENCIA NO ENSINO BASICO

Componente curricular: Matematica
Prafessor(a): Lisandra Buratto silva Data: ! {2014
Mome: 1% ano

Atividade: Detzrminar o terma geral . em cada sequénciz abaixg.

01, [guantidade de palitos)

AN

NS

YAVAN

NN

Y AVAWAN
AV AVA VY

P AVAVAVAN
\VAVAVAV

Fugura 1

||FH|J?

Fajgiisa

0.
] |
Fifpura 1 Fifpura 2 Figura 3
0.
00 98080 000800
®
]

L 2 1 1)
LI L L L]

-

-

-

Figura 30: Lista de sequéncias - frente.
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o 1 4 10 19 ..

05. (Questdo 09 - OBMEP 2012, nivel 2) Renata montou uma sequéncia de tridqngulos com palitos de fasforo,
seguindo o padrdo indicado na figura. Um desses tringulos foi construido com 135 palitos de fosforo.
Quantos palitos formam o lado desse tridngulo?

ey

06. Numero de regides em que o plano & dividido por n retas, sendo que:
= ha intersecdo entre cada par de retas;
= mais de duas retas ndo se interceptam em um Gnico ponto.

Figura 31: Lista de sequéncias - verso.

Observemos que os dois exemplos apresentados no inicio sdo modelos mais sim-
ples e, para que os estudantes consiguissem executar a atividade, sugerimos que
comecassem pelo exercicios o1 e 03 da lista, pois apresentam o mesmo nivel de difi-

culdade dos exemplos.

Assim como os dois alunos, cujas resolugdes seguem nas figuras 29 e 30, muitos
dos outros da turma também conseguiram, sem muitas dificuldades, realizar o que

lhes foi proposto, seguindo o mesmo modelo de algoritmo recursivo.
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01. (quantidade de palitos) ELS
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Figura 32: Resolugéo - aluno 1.
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Figura 33: Resolugdo - aluno 2.

A seguir, lhes foi exibido um exemplo de recorréncia de PA de 2* ordem (Figura
31), ou seja, onde as diferengas entre dois termos consecutivos da sequéncia ndo sdo

iguais, mas formam uma PA e os alunos perceberam isso bem rapidamente.
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Exemp|o3) 1 1 1

! -
Fig. 1 Fig.2 Fig. 3

Figura 34: Exemplo 3.

Solucdo:
x1 =4,
Xo =x1+8,
X3 =xp+12,
X4 = x3 + 16,
Xy = Xy_1+4n.
Assim,

X1+Xo+X3+ ..+ X, 1+X,=4+x1+8+x0+124+x3+16+... + x,,_1 +4n.

Logo,

4+8+12+16+...+4n
(4+4n).n

2
21+ 2n?.

=
2
1l

Podemos perceber neste momento, a importancia da abordagem anterior sobre
soma de PA. Ainda assim, os alunos tiveram maiores complicagdes ao resolver os
exercicios 02 e 04 sugeridos da lista e, da mesma forma, apresentamos abaixo nas

tiguras 32 e 33 a resolugdo de dois dos alunos da classe.
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; ,\( 4~ <
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Figara 1 Fgwa2 O~ Figura 3
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Figura 35: Resolugdo - aluno 3.
w 1 4 10 19.
o= At 22w

Figura 36: Resolugdo - aluno 4.

A processo para se obter a solucdo do exercicio o2 é bastante semelhante ao exem-

plo 03 mostrado previamente, a ndo ser pelo fato de que x;, nesse caso, ndo é o

primeiro termo da PA de segunda ordem e isto foi necessario ser apontado para que

continuassem o desenvolvimento do problema. Ainda assim, a maioria da turma

conseguiu determinar a sua solu¢do sem maiores dificuldades. No entanto, a ques-

tdo o4 exigiu maior atengdo ao associar cada termo da PA de 2% ordem com o n do

respectivo termo da sequéncia e isso causou maiores falhas da elaboragédo, fazendo

com que poucos alunos conseguissem executa-lo de forma satisfatoria.
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Seguem as solugdes dos exercicios o5 e 06 da lista que foram propostos como op-

cionais e extra classe.

Solugdo o5:
x1 =3,
Xy = X1+ 6,
X3 =Xy + 9,
Xp = Xp—1+3n.
Logo,

X, =3+6+9+...+3n

_ (B8+3n).n
- 2
_ 3n+3n?
2
Este problema solicita ainda o valor de 1, sendo fornecido x, = 135, que é a quan-
3n + 3n?
tidade de palitos de foésforo. Resolvendo a equagdo quadratica % = 135, ob-

temos um dos valores para n < 0 que ndo é conveniente e outro é n = 9 o que

corresponde a resposta correta.

Solugdo 06: [15] E necessério esbogar alguns desenhos para chegar a tabela abaixo,

bastante 1til para iniciar a resolucdo do problema.

retas | planos
0 1
1 2
2 4
3 7
4 11
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E assim, novamente utilizando a recurssio, temos:

X1=1,
Xp=x1+1,
X3=Xz+2,

Xp=Xp—1+(n—1).

Logo,

Xp=1+1+2+3+...+(n—1),

_1+n2—2n+1
= —
=n®—2n+3.

Ainda foi possivel nas aulas apresentar um exemplo (figura 34) de recorréncia onde

os termos formam uma PG e os alunos identificaram isso também com facilidade.

Exemplo 4)

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 37: Exemplo 4.

Solucdo:

xp =1,
Xp = X1.4,
X3 = XZ.4,
Xy = Xp_1.4.
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Assim,

X1.X2.X3+ . + Xy_1.X; = L.x1.4.x0.4... + X;,_1.4.

Logo,

x,=1.44.4
———
n—1vezes

=14""1

=4"1

Observagio: As atividades sugeridas tiveram autorizagdo de divulgagdo pelos res-

ponsaveis por meio do documento scaneado na figura 35.

~, S Colégio Sao José

Ccord U

S

Srs. Responsaveis,

Venho por meio desta solicitar a autorizagdio para utilizar as resolugdes e os resultados das
atividades produzidas por , aluno do 19

- EM, que participou em 18/11/2014 do Projeto: “Recorréncia no Ensino Bésico”, em um
trabalho de conclusdo de curso que deverd ser defendido em Agosto/2015, pela Universidade
Federal do ABC — curso PROFMAT.

O Projeto foi elaborado e conduzido pela professora Lisandra Buratto Silva, que durante 2
horas/aulas apresentou um conteldo da disciplina de matemética que usualmente ndo é
abordada nos anos de ensino basico (fundamental e médio), mas que com o devido
embasamento, e com as devidas adaptagBes para a faixa etdria, € possivel de ser
compreendido pelos alunos. O objetive & justamente o de averiguar a dimenséo atingida em
uma turma e qual profundidade o assunto pode ser trabalhado, a partir de exercicios com
diferentes niveis de dificuldade, inclusive exercicios das Olimpiadas Nacionais e Estaduais de
Matematica.

Agradeco a colaborago.

Professora Lisandra Buratto Silva

Autorizo a utilizacio das atividades:

Assinatura

Figura 38: Autorizacdo dos responséveis.
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4.3 CONCLUSOES

Considerando o tempo disponivel para a realizagdo do projeto, podemos dizer que
o resultado foi o esperado e satisfatério. Apesar de ndo ter havido uma avaliacdo
quantitativa dos alunos, foi possivel observar que muitos deles conseguiriam aplicar
o conceito e 0 método recursivo na resolugdo de alguns problemas que ndo envolvem

progressOes aritméticas e geométricas triviais.

Porém, é preciso considerar também, que desde o inicio do processo, todos os
estudantes estavam cientes de que o contetido que seria abordado, apesar de figurar
como questdes de logica em exames de concursos e vestibulares e como assunto pre-
paratério para o estudo de progressdes em algumas metodologias, ndo esta presente
como tépico especifico cujo titulo seja Recorréncia nos tradicionais materiais didati-
cos, o0 que leva os alunos a suporem que néo seja contetido requerido em exames em
geral, e por isso, podemos dizer que apesar do esfor¢o em tornar o assunto atraente,
alguns deles ndo despenderam a dedicagdo necessdria na realizagdo das atividades
propostas, o que impediu uma adequada e complesta verificagdo do compreensao

da turma.

No entanto, mais do que abordar um assunto especifico complementar e buscar
fazer com que os alunos o compreendessem, o objetivo foi de estimular a capacidade
de relagdo de dados, obtengdo de padrdes e principalmente o interesse de utilizar
os algoritmos para facilitar a resolucdo de problemas, habilidades essas propostas,

inclusive, pelos Parametros Curriculares Nacionais para Ensino Médio do MEC:

“Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbo-

¢os, fatos conhecidos, relacdes e propriedades.” [19]

4.4 OUTRAS PROPOSTAS DE ATIVIDADES

Esta se¢do destina-se especialmente a professores que tenham interesse e disponi-
bilidade em tratar o assunto com maiores varia¢des de enunciados e abordagens do

tema. Sugerimos que estes sejam langados como desafios individuais ou em grupos,
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sem necessariamente atribuir um valor quantitativo a isso.

E interessante observar o processo de resolugdo, o desenvolvimento do raciocicio,
as conjecturas, as experimentagdes e a aplicacdo do algoritmo recursivo pelos alunos.
Ou seja, que ndo sejam consideradas somente as solu¢des, mas principalmente, os

mejos e recursos que os estudantes utilizaram para obté-las.

Como pdde ser observado na sec¢do anterior, todos os exemplos e exercicios pro-
postos sdo de recorréncias de primeira ordem lineares com coeficientes constantes,
presumindo a extensdo de assimilagdo a qual desejarfamos atingir, ponderando os re-
quisitos da turma. Porém, cada docente, tendo tempo hdbil e verificando o empenho
do grupo e a superagdo das expectativas, pode buscar aprofundar a dificuldade dos
exercicios, passando para equagdes de recorréncias de primeira ordem ndo homoge-
neas e de segunda ordem lineares com coeficientes constantes homogéneas, como

sugerido no apéndide deste trabalho.

Seguem entdo as sugestdes e suas respectivas resolugdes.

1. Exercicio retirado da Prova Canguru Brasil 2014 — Nivel E
Abaixo estdo representadas as trés primeiras figuras de uma sequéncia de figu-
ras compostas de losangos pretos e brancos. Quantos losangos pretos aparece-

rdo na sexta figura dessa sequéncia?

1 2 3

OMOIIR M X 0’0’0{}

9 Ve
(A) 19
(B) 21
Q) 26
(D) 28
(E) 34
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Posstvel solugido: Determinemos a solugdo x, para a n-ésima quantidade de lo-

sangos pretos pelo processo recursivo:

X1=1,
Xo =x1+3,
X3 =xp+4,
X4=X3+5,

Xp=Xy,_1+Mm+1).

Assim,

Xpn=1+3+4+5+...+(n+1),
BG+n+1)(n—-1)
5 p
n?+3n — 4
2

=1+

6> +3.6—4

> 26.

Logo, a alternativa correta é a C, pois xg = 1+

Observagio: Este exercicio pode facilmente ser resolvido sem a utilizagdo do
algoritmo da recurssdo, por isso sugerimos que o professor aumente o nivel
de dificuldade do exercicio, solicitando ao aluno determinar quantos losangos
pretos aparecerdo na 50? figura, por exemplo, o que impulsionaria o aluno a

reavaliar o método.

E a partir de x, obtido, podemos determinar outros termos como x50 = 1+
502 +3.50 — 4

=1324.
2

. Exercicio retirado da Prova OBMEP 2014 — Nivel 1
Utilizando-se cubos de 1 m de aresta, sdo construidos muros conforme ilustrado

na figura abaixo:
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66

2 pontas 3 pontas 4 pontas

Os muros da figura possuem 2, 3 e 4 pontas.

a) Calcule o ntimero de cubos necessarios para construir um muro com 5 pontas.
b) Calcule o ntiimero de cubos necessdrios para construir um muro com 2014
pontas.

) Decide-se pintar a superficie do muro com 2014 pontas (sem pintar a base).

Calcule a 4rea total pintada.

Posstvel solugio: Primeiramente, vamos elaborar uma tabela que pode auxiliar

muito na obtencdo dos padrdes:

figura | cubos (unid.) | pontas (unid.) | area (m?)

1 5 2 19
2 8 3 29
3 11 4 39
4 14 5 49

a) Observando da tabela, facilmente obtemos a resposta desse item, ou seja,

para se obter 5 pontas, sdo necessdrios 11 + 3 = 14 cubos.

b) Vamos determinar, a solugdo x, para o n-ésimo nimero de cubos pelo algor-

timo recursivo:

X1=5,
Xy =Xx1+3,
X3=X2+3,
X4 =x3+3,

Xp = Xp—1+3.
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Assim,

X, =5+3+3+3+...+3,
N—

n—1vezes
=5+3(n—1),
=2+3n.

Observemos que para conseguir a quantidade de cubos quando héd 2014 pontas,

é necessario calcular x,, para n = 2013.
Entdo, xo013 = 2 +3.2013 = 6041.

c) Agora, devemos determinar, a solugdo z, para o n-ésimo valor da 4rea da

superficie (sem o piso) pelo processo recursivo:

z1 =19,
Zo = x1 + 10,
z3 = x + 10,
z4 = x3 + 10,

Zn = Xy_1 + 10.
Assim,

2, =19+10+10+ 10+ ... + 10,

n—1vezes
=19+10(n — 1),
=9+ 10n.

Observemos que, da mesma forma, para conseguir o valor da area da superficie

(sem o piso) quando ha 2014 pontas, é necessario calcular z, para n = 2013.

Entdo, zy013 = 9 +10.2013 = 20139.
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3. Exercicio retirado da Prova OBMEP 2013 — Nivel 1

68

Utilizando-se quadradinhos de 1 cm de lado sdo construidas escadas conforme

a figura abaixo:

lcm

Dl cm

O [ [ [

12 escada 22 escada 32 escada 42 escada etc.

a) Calcule a area total e o perimetro da quinta escada construida.
b) Precisamos de uma escada de 78 cm? de area. Qual escada devemos esco-

lher?
¢) Precisamos de uma escada de 100 cm de perimetro. Qual escada devemos

escolher?

Possivel solucdo: Novamente, se faz necesséria a elaboragdo de uma tabela relaci-

onando as grandezas do problema:

escada | quadrados (unid.) | 4rea (cm?) | perimetro (cm)
17 1 1 4
27 3 3 8
3¢ 6 6 12
47 10 10 16
51 15 15 20

a) Completando a tabela, diretamente, obtemos a drea e o perimetro da quinta

escada, que sdo 15 cm? e 20cm, respectivamente.

b) Vamos agora obter a solugdo x, para o n-ésimo valor da drea da escada pelo

processo recursivo:

X1=1,

Xo =X1+2,
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X3 =Xy + 3,

X4 = x3+4,

Xy = Xy_1+H.

Assim,

Xp=1+2+3+4+..+n,
1+n)n
Ty
1+ n?
>

Precisamos encontrar o valor de n tal que x, = 78 de acordo com dados do
2

enunciado do exercicio, logo resolvendo a equagdo quadrética =78, ob-
temos um dos valores para n < 0 que ndo é conveniente e outro que é n =12 o0

que corresponde a 12 escada procurada.

. Exercicio retirado de [22] - padgina 96 (modificado)

O tempo de meia-vida de um medicamento é o tempo necessdrio para que a
sua concentragdo plasmaética se reduza a metade. Sabendo que a meig-vida da
dipirona sédica é de aproximadamente 15 minutos (dados reais), se uma pessoa
adminstrar 400 mg desse medicamento em uma dose tnica, de quanto é a con-

centracdo plasmatica desse fdrmaco apés 1,5 horas?

Posstvel solugdo: Primeiramente, calculamos quantas vezes em 1,5 horas, a con-
centracdo do medicamento se reduzird a metade, ou seja, 6 vezes, pois 6.15

minutos = 90 = 1, 5 horas.

Agora, vamos obter a solugdo x, para a n-ésima quantidade de concentragdo do

fdrmaco no organismo pelo processo recursivo:

X1 = 400,
1

X2 = Exlr
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.'an = 7x11_1.
Assim,

111 1
—400. 2.2 .=
A 22272
-——

n—1vezes

1 n—1
=400. ( = ,
(2)

400
T oon-1°

Atentemos para o fato de que para determinar o que foi solicitado no problema,
devemos obter x7, pois x; = 400, corresponde a 0 minutos, logo se calculdsse-
mos X, conseguiriamos o valor da concentracdo do fadrmaco apds 75 minutos,

0 que nao é o esperado.

. 400 400 400
ASSll’n, X7 = 27j = ? = a = 6,25 mg.

5. Exercicio retirado de PROFMAT- AV1 - MA 12 - 2012 - (modificado) A figura
abaixo mostra uma linha poligonal que parte da origem e passa uma vez por

cada ponto do plano cujas coordenadas sdo ntimeros inteiros e ndo negativos.
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Mostre que o comprimento da linha poligonal da origem até o ponto (1, n) é

2

n- +n, para qualquer inteiro ndo negativo n e determine o comprimento da li-

nha poligonal da origem até o ponto (9,9).

Possivel solugdo: Mais uma vez, elaboramos uma tabela relacionando as grande-

zas do problema:

ponto(n, n) | comprimento da linha

(0,0) 0
(1,1) 2
(2,2) 6
(3,3) 12

Agora, procuramos a solugdo x, para o n-ésimo ponto que corresponde ao com-

primento da linha poligonal em (n,n):

x1 =0,
Xo =Xx1+2,
X3 =xp+4,
X4=X3+6,

Xy = Xp_1+2(n—1).
Assim,

Xp=042+4+6+...+2(n—1),
_O0+2(n—1))n
=

2

=n- —n.

Logo, o comprimento da linha poligonal da origem até o ponto (9,9) é x9 =
92-9=72.
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Ha uma certa curiosidade acerca da famosa Sequéncia de Fibonacci, sendo tratado
em filmes como algo enigmdtico ou mdagico. Para os alunos, essa ideia ndo é dife-
rente. Muitos se questionam qual é a relagdo entre aqueles nlimeros sequenciais e
a Razio Aurea ou Niimero de Ouro como é comumente chamado e representado pela

letra grega ¢.

Este anexo tem como objetivo esclarecer estas indagagdes e apresentar curiosida-
des da constante presenca da razdo durea na natureza, nos ramos da matemaética, na

arquitetura e nas artes.

Leonardo de Pisa (1175 - 1250) é considerado um dos mateméticos mais criativos
do mundo cristdo medieval - conhecido como Fibonacci, publicou em 1202 o livro
Liber Abaci (ou livro do Abaco), que ndo trata apenas do instrumento dbaco, mas
traz um tratado muito completo sobre os métodos e problemas algébricos, onde

encontra-se o problema que deu origem a sua famosa sequéncia numérica:

“Quantos coelhos haverd em um ano, comecando com um sé casal, se em cada més cada casal

adulto gera um novo casal, o qual se tornard produtivo em dois meses?” [2]

Observagido: Ha variagdes para o questionamento do enunciado desse problema

publicadas em fontes diversas.

O esquema na figura 36 a seguir mostra a evolucgdo dessa “populagdo”, segundo o

problema de Fibonacci:
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S ———== |Inicio—xo (1 casal de coelhos)

=== Finaldo 1° més—x:1 (1 casal de coelho)

———= Final do 2° més —x2 (2 casais de coelhos)

=== Final do 3° més —xz (3 casais de coelhos)

———= Final do 4° més —xa (5 casais de coelhos)

——— Final do 5° més —xs (8 casais de coelhos)
Figura 39: Casais de coelhos de Fibonacci no decorrer dos meses.

Dai, surge a sequéncia infinita de niimeros naturais 1,1,2, 3,5, 8,13, .... Cada termo
dela, a partir do terceiro é igual ao valor da soma dos dois termos imediatamente

anteriores a ele. A equacado de recorréncia que descreve essa situacdo é da forma:

Xp = Xp—1 + Xp_2. (1)

Podemos obter a solu¢do da equacdo que é de segunda ordem homogénea a

partir do Teorema [2.2| - caso 1, sendo a sua equagdo caracteristica associada igual a

r2 —r —1=0, que tem raizes sdo reais e distintas iguais a:

41

1+/5
r = 72 e

15
=
e portanto a solugdo geral de com C; e C; constantes reais é:

1+\@n
i S RS

1-5\"
; A

Xpy = C] Cz 5 (2)

Para obtermos a solugéo particular de (2), é necessario utilizarmos as condigdes

iniciais xg = 1 e x1 = 1, assim temos o sistema

0 0
c 1+/5 \C 1-/5 1
1 2 2 2 -1,

1 1

1+/5 1-/5
Gl ) *&@|l—7 ) 7!
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J
C1+C2=1,

1+/5 1-/5
=1.
de onde obtemos os valores das constantes

V5+1 V5 -1

:76(:: .

Logo, a solugdo particular de (1) é:

_1 1+\/§ n+1 1 1_\/5 n+1
w=rE\T2 ) THEl2 ) (:3)

Voltando ao problema da populagdo de coelhos proposto por Fibonacci, atentemos
que ndo ¢é suficiente calcular a partir da equagdo (3) o 12° termo da sequéncia, ou
seja, a1 = 144, temos que calcular o dobro da soma de ag a 417, uma vez que o
solicitado foi a quantidade de coelhos e ndo de casais. Assim, ao final de um ano,

havera:

21+1+2+3+5+8+13+21+34+55+89+144) = 752 coelhos.

1 A RAZAO AUREA

Existem muitas propriedades interessantes na sequéncia de Fibonacci, porém tal-
vez a que mais causa admiragdo por parte das pessoas e em particular, dos alunos, é

o Niumero de Ouro - o ¢.

Observemos que em (3), (1 +2\@> >leque —-1< (1_2\@> < 0, o que garante

que x, é uma sequéncia crescente e ndo limitada, e portanto ndo convergente.

No entanto, a razdo entre dois termos consecutivos dessa sequéncia, fornece uma

A s Xn+1 ) .
nova sequéncia y, = que é convergente e tem limite igual a
X

n

quando
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n — 0.

De fato,

1 A RAZAO AUREA

lim y, = lim

n—o0 n—o0 1 <1+\/g>n+l

Il
5.

Na penultima igualdade temos que —1 <

1-V5
1+/5

n+1
< 0 e portanto, lim 1-v5 =
n—oo \ 1 \6
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Seja entdo, ¢ > 0, tal que ¢ = lim, . V4, temos que

1 . 1 . Xn
— = lim — = lim
4) n—00 1, N—00 X1

Como x;, satisfaz a equagdo (1), entao:

Xn—1 :1+1
(P.

. Xl . XptXpoq :
¢ = lim 7= = lim "= =1+ lim
n—oo X, n—oo Xy n—eo X

Assim, o valor do limite de y, deve satisfazer a equagéo:

<p=1+;=¢2—¢+1=0.

E como ¢ > 0, logo

1+/5
2

¢ =1,61803.... (Ntumero Aureo)
Ou seja,
1 Ynil _ 1 +\@ = ¢.
n—co Xy 2

1.1 O retdngulo dureo

Um retangulo de lados de medidas a e b que obedecem & proporcao:

é chamado de retdngulo dureo (ou de ouro).

A figura 37 ilustra que esta razdo aparece infinitas vezes no retangulo dureo.

Podemos provar isto fazendo as seguintes relagoes:
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b-a
—
N
b-a
2a-b  2b-3a >a >a
—
2a-b
./ J
b
Figura 40: Retangulo dureo e o ¢.
b a b— 2a —b
- = 1 =b* —ab —a’.

b—a 2a—b 20—3a

Onde, se calcularmos b? — ab — a? = 0, chegamos a

b 145
a2

1-V5
2

que desconsiderando — = < 0, obtemos o que presumiamos:
a

b 1+/5
Z_ 5 = ¢.

a

Uma curiosidade a partir do retangulo dureo, e que pode ser utilizada como ativi-
dade em aulas, é que se unirmos sem sobreposi¢do dois quadrados de lados iguais
a 1 unidade, obtemos um retdngulo de 2x1 e a partir do seu lado de medida 2, cons-
truirmos um novo quadrado, obtemos um retangulo de 2x3 e se a partir do seu lado
de medida 3 desse retangulo, unirmos um novo quadrado, obtemos um retangulo
de 3x5, e sucessivamente, vemos que a sequéncia das medidas dos lados quadrados

formados é a mesma de Fibonacci. Veja figura 38.
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13

Figura 41: Retangulo dureo e a sequéncia de Fibonacci.

[9] “Se utilizarmos um compasso e tragarmos o quarto de circunferéncia inscrito
em cada quadrado, encontraremos uma espiral formada pela concordancia de arcos

cujos raios sdo os elemento da seqiiéncia de Fibonacci.” Veja figura 39.

\ [

Figura 42: Retangulo 4ureo e o espiral.

O retangulo dureo sempre foi considerado pelos gregos como o representante da

beleza e do equilibrio.

Muitas construgdes antigas, esculturas, pinturas seguiam este padrao e atualmente
também pode ser encontrado nas medidas de objetos retangulares como cartdes e

aparelhos eletronicos.

78



1 A RAZAO AUREA

Com um olhar um pouco mais atento para a natureza, novamente se observa a

razdo durea se manifestando, sugerindo a ideia de perfeigdo.

Veja nas figuras seguintes alguns desses exemplos:

Figura 44: Folha.

Figura 45: Concha Nautilus.
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612.01 / 377.9.=21.61950...

Figura 46: Piramide do Egito.

A
AD
. g DF 7
EB
Br ¢
A =
- a8~ ¢
D C

Figura 47: Pentdgono Regular.

Como jé esclarecemos, existem intimeras propriedades da sequéncia Fibonacci que

pode ser explorada, no entanto, procuramos neste apéndice, evidenciar os aspectos

referentes ao tema do trabalho.
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CONCLUSAO

Lamentavelmente, o que vemos hoje sdo docentes enfrentando muitas adversida-
des em sua profissdo, seja na rede particular que adota livros e apostilas didaticas
nas quais, muitas vezes, o professor fica restrito ao contetido contido e com o tempo
j& comprometido em cumprir o planejamento, tornando invidvel a pratica de ativi-
dades extra-curriculares; seja na rede publica, onde os recursos sdo limitados e os
alunos com requisitos insuficientes dificultam um possivel aprofundamento de al-

gum assunto.

Além disso, em ambos sistemas de ensino, as inimeras exigéncias e obrigatorie-
dades acabam por tomar parte valorosa do tempo dos professores que deveriam ser
destinado a preparacdo de aulas mais significativas e interessantes ou na busca de

capacitacdo e aprimoramento profissional.

Porém, apesar de todos esses inconvenientes, ainda encontramos um vasto grupo
de professores empenhados e motivados na constante transformagdo das pessoas
através da educagdo e para isso ndo medem esforgos para desempenhar suas fungoes
com extrema competéncia oferecendo ricas e atrativas aulas extraindo dos educan-
dos os melhores resultados. E é essa demanda de profissionais que o PROFMAT

vem atendendo nesses anos.

Podemos afirmar que o objetivo do curso foi atingido com as disciplinas cursadas,
algumas novas que nos possibilitaram adquirir conhecimentos diferentes e outros ja
estudados, mas que nos oportunizaram diversificar a forma de pensar sobre temas
conhecidos e aprofundar conceitos habitualmente explorados em cursos de gradu-
¢do e que certamente contribuirdo em melhores construgdes de atividades para aulas,

além de oferecer melhor qualificagdo profissional.
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“A Matemdtica comporta um amplo campo de relagoes, reqularidades e coeréncias
que despertam a curiosidade e instigam a capacidade de generalizar, projetar, pre-
ver e abstrair, favorecendo a estruturagdo do pensamento e o desenvolvimento do

raciocinio l6gico.” [20]

Nesse sentido, o presente trabalho abrange todas esses atributos e propriedades
alcancando o propésito final que é o da apropriacdo conhecimento e sua efetiva uti-

lizagdo pedagobgica.
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