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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar atividades que envolvem fractais e
podem ser aplicados no ensino bésico tornando o ensino mais atrativo e prazeroso.
Alguns tépicos que serao explorados através de atividades envolvendo fractais
famosos como, por exemplo, a curva de Koch, o floco de neve e o triangulo de
Sierpinski sao padroes numéricos e geométricos; sequéncias e séries; progressao
geométrica; logaritmos; triangulo de Pascal; perimetro e area de figuras.

A principal finalidade deste trabalho é contribuir para um ensino mais pra-
zeroso e dinamico da Matematica aliado a recursos simples como dobraduras e
recursos tecnologicos como o software livre de geometria dinamica, o Geogebra.
Além disso, ha um breve histérico sobre o surgimento dos fractais, uma apre-
sentacao sucinta dos fractais mais conhecidos e de alguns conceitos importantes
como medida de Hausdorff, dimensao Hausdorff e dimensao de similaridade.

Palavras-chaves: Geometria fractal, dimensao Hausdorff, progressao geométrica.






Abstract

The intention of this dissertation is to present situations of learning involving
the concept of Fractal Geometry that can be applied in elementary scholl or high
school. Some topics thah will be explored through activities involving the most
famous fractals , for example, Koch curve, Koch snowflake and the Sierpinski
triangle are numerical and geometric patterns; sequences and series; geometric
progression; logarithms; Pascal triangle; perimeter and area of figures.

The main purpose of this dissertation is to contribute to a more pleasant and
dynamic teaching of mathematics combined with simple features such as folding
and technological resources such as free software of dynamic geometry called
Geogebra. In addition, there is a brief history of the emergence of fractals, a
succinct presentation of the best known fractals and some important concepts
such as Hausdorff measure, Hausdorff dimension and self-similarity dimension.

Keywords: Fractal Geometry, Hausdorff dimension, geometric progression.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo apresentar situacoes de aprendizagem que en-
volvem o conceito de geometria fractal e que podem ser aplicados no Ensino
Fundamental II ou Médio.

Segundo o PCNEM, “Ao se estabelecer um primeiro conjunto de parametros
para a organizacao do ensino de Matematica no Ensino Médio, pretende-se con-
templar a necessidade da sua adequagdo para o desenvolvimento e promocao de
alunos, com diferentes motivagoes, interesses e capacidades [...] Em seu papel
formativo, a Matemdtica contribui para o desenvolvimento de processos de pensa-
mento e a aquisi¢ao de atitudes, cuja utilidade e alcance transcendem o ambito da
propria Matemdtica, podendo formar no aluno a capacidade de resolver problemas
genuinos, gerando habitos de investigacao, proporcionando confianca e despren-
dimento para analisar e enfrentar situacoes novas, propiciando a formacgao de
uma visao ampla e cientifica da realidade, a percep¢ao da beleza e da harmonia,
o desenvolvimento da criatividade e de outras capacidades pessoais.” Com base
nisso, temos a intencao de propor atividades simples que podem ser aplicadas
em sala de aula para motivar o aprendizado dos alunos.

Apresentamos brevemente o contexto historico da geometria fractal e algumas
de suas aplicacoes em outras areas no capitulo |1 para motivar e despertar o
interesse dos alunos sobre essa érea.

No capitulo [2| apresentamos o método de construcao de alguns fractais autossi-
milares como a curva de Koch e o triangulo de Sierpinski. Defini¢oes importantes
para o estudo de fractal, como dimensao Hausdorff e autossimilaridade, sao apre-
sentados no capitulo |3l Ja no capitulo 4| apresentamos algumas propriedades do
triangulo de Pascal que sao estudadas no ensino médio e, além disso, relaciona-
mos com o triangulo de Pascal e o de Sierpinski.

Por fim, o capitulo [5] apresenta diversas sugestoes de atividades relacionadas
com os fractais classicos. Essas atividades visam desenvolver as habilidades e
competéncias de cada aluno de uma forma mais dinamica. Exploramos o uso de
dobraduras para fazer um cartao fractal, sugerimos a construcao de alguns frac-
tais no software de geometria dinamica Geogebra e apresentamos uma atividade
que envolve as propriedades do triangulo de Pascal e de Sierpinski.
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1 Motivacao

Benoit Mandelbrot, um famoso matematico que nasceu em Varsévia, Polonia, em
1924, em uma familia judia da Lituania, é considerado o precursor no estudo das
formas geométricas chamadas de fractais. Essa denominagao estd relacionada ao
adjetivo latim fractus, cujo verbo frangere significa quebrar, fragmentar.

Essas quebras ou fragmentagoes nos permitem estudar varias formas na natu-
reza que dificilmente poderiam ser descritas pela geometria classica, pois ha um
nivel de complexidade totalmente diferente.

No fim do século XIX, surgiram varios questionamentos como, por exemplo,
a curva de Weierstrass nao ser diferenciavel em nenhum ponto, o conjunto de
Cantor possuir tantos pontos quanto a reta e apesar disso possuir area zero, e
como a curva de Peano é capaz de cobrir o plano. Esses questionamentos, con-
siderados “paradoxos”, foram pouco estudados durante um longo tempo, porém
a recorréncia de tais objetos no estudo de sistemas dinamicos e a publicagao de
Mandelbrot, o livro The Fractal Geometry of Nature [6], tornaram esses temas
grandes objetos de estudo.

Desde entao, podemos encontrar aplicagoes da geometria fractal a diversas
areas como biologia, geofisica, economia, meteorologia, termodinamica, dentre
outras. Uma das importantes aplicagoes de fractais na geologia é a localizacao
de manchas de 6leo. Sondas enviam sinais que os fractais podem descrever devido
a sua irregularidade. E a partir de andlises desses sinais que a sonda recebe é
possivel saber onde se encontra petréleo. Além disso, a aplicacao dos fractais é
muito importante para calcular o tamanho de costas, leitos, rios e lagos.

0 200 400

Escala em
quildmetros

9x250km=2250km 1Bx125km=2280kn A9x625km=30625km

Fig. 1.1: Aproximacgoes da medida da costa da Gra-Bretanha

Se analisarmos estas formacgoes geologicas, percebemos que em qualquer es-
cala de tamanho, suas superficies apresentam um grau de irregularidade, e para

19



1 Motivacao

calcular sua area somente com aproximacoes na geometria euclideana torna-se
dificil, o que nos leva a crer que os fractais sao um bom modelo para estuda-
los. Desse modo, podemos esperar que, com este modelo possamos estudar a
formacao geoldgica do planeta e suas consequéncias, como a erosao.

Outra area onde a geometria fractal vem sendo aplicada é na pesquisa de
antenas, pois nos ultimos anos a demanda por dispositivos leves, compactos e
portateis tem aumentado o interesse dos pesquisadores e da industria mundial. O
desafio encontrado nas pesquisas atuais é reduzir as dimensoes desses dispositivos
sem perda de performance nas mais diversas aplicac¢oes, por exemplo, sistemas
wireless.
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Fig. 1.2: Curva de Minkowski

O investimento em pesquisa em antenas patches fractal estd sendo feito com
a finalidade de reduzir as dimensoes de uma antena patch retangular convenci-
onal projetada para frequéncia de 2,45 GHz. A curva fractal de Minkowski foi
utilizada no projeto das antenas.

AO

!
37.34

37.34

37.34

Sl
29.09

———————
29.09
29.09

Fig. 1.3: Antena com contorno fractal

A geometria fractal também tem contribuido para o avanco da Medicina. Em
alguns casos de cancer de boca, que é um dos tipos de cancer mais dificeis de
ser diagnosticado, é possivel medir a tortuosidade da borda em que o tumor se
encontra. Utilizando o método de contagem de caixas, consegue-se descobrir o
grau de infiltracao da doenca: quanto mais agressivo, mais infiltrativo sera seu
crescimento. Isso possibilita antecipar o desenvolvimento da doenca, aumentando
as chances de recuperagao do paciente.

A geometria fractal também esta relacionada a economia. Por meio da anélise
de graficos de dados econdomicos como funcao do tempo, percebeu-se que as
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Fig. 1.4: Método de contagem de caixas

curvas apresentavam irregularidades autossimilares ou nao. Entao, em 1963,
Mandelbrot conjecturou que a mudanca de precos é regida por uma distribuigao
de dimensao fractal, conhecida como distribuicao de Lévy.

Fig. 1.5: Fractal de Mandelbrot

Além de todas as suas aplicagoes, os fractais sao também conhecidos pela
sua forma e beleza. Atualmente, podemos gerar imagens de fractais a partir de

softwares gratuitos como o Geogebra.
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2 Alguns Fractais

Fractais sao objetos de dimensoes topoldgica e de dimensao Hausdorff diferen-
tes. Dentre entes, os autossimilares sao formados a partir de repetidas iteracoes
contendo um mesmo padrao de construgao, que é chamado de recorréncia. Esse
método de construcao de fractais que resulta em construgoes autossimilares é
chamado de IFS (Iterated Function System).

Em geral, o fractal é composto da uniao de cépias de si mesmo, sendo que cada
uma delas é transformado por uma funcao que normalmente é uma contragao, o
que significa que eles trazem pontos mais juntos e criam formas menores. Desse
modo, a forma de um fractal IF'S é composta de varias copias possivelmente
sobrepostas menores de si.

A seguir vamos apresentar alguns exemplos de fractais autossimilares.

2.1 Conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor é um subconjunto infinito de pontos no intervalo [0, 1].

Para obtermos o Conjunto de Cantor, consideramos o intervalo fechado [0, 1]
e o dividimos em 3 partes congruentes e retiramos a parte central. Dessa ma-
neira, ficamos com 2 intervalos disjuntos de comprimento % cada. Aplicando esse
processo aos intervalos formados, obtemos agora 22 intervalos de comprimento
3% cada. Repetindo esse processo n vezes teremos 2™ intervalos fechados com
comprimento 3% cada.

Fig. 2.1: Conjunto de Cantor

2.2 Fractal de Peano

Para a construcao do fractal de Peano, também utilizamos o processo iterativo.
Iniciamos com um segmento de reta unitario e o dividimos em trés partes con-
gruentes. No segmento central, construimos um retangulo, que ¢ dividido pelo
segmento inicial em dois quadrados congruentes. Ao final da primeira iteracgao,
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2 Alguns Fractais

cada. Repetindo esse processo n vezes,

1
I cada.

W=

temos 9 segmentos de comprimento
teremos 9™ segmentos de compriment

o

Fig. 2.2: Fractal de Peano

2.3 Fractais de Koch

O matemaético sueco Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924) recebeu o douto-
rado em Matemaética pela Universidade de Estocolmo em 26 de Maio de 1892.

Atualmente ele é conhecido por ter descrito um dos primeiros fractais de curva,
a curva de Koch que mais tarde originou a Ilha de Koch, também conhecida como
Floco de Neve de Koch. Ambas tem o mesmo processo de construcao.

Fig. 2.3: Niels Fabian Helge von Koch[§]

2.3.1 Curva de Koch

O processo de construgao da curva de Koch é: dividir um segmento de reta em 3
partes congruentes, a parte central serd a base para a construcao de um triangulo
equilatero e em seguida ela devera ser retirada. Restando-se quatro segmentos

24



2.3 Fractais de Koch

de reta que sofrerao o mesmo processo. Repetindo esse processo n vezes teremos
4™ segmentos de comprimento 3% do segmento inicial.

o

Fig. 2.4: Curva de Koch

2.3.2 llha de Koch

Para a ilha de Koch, também conhecida como floco de neve, seguimos o mesmo
procedimento da Curva de Koch, mas agora aplicado aos segmentos de um
triangulo equilatero conforme mostra a figura abaixo.

Fig. 2.5: Ilha de Koch

25



2 Alguns Fractais

2.3.3 Curva de Koch Quadrada

A curva de Koch quadrada também ¢é conhecida como curva de Minkowski.

A construgao também se inicia com um segmento de reta que deve ser dividido
em 4 partes congruentes (vamos chamar }L do segmento inicial de uma unidade).
Movemos os dois segmentos centrais, o primeiro 1 unidade para cima e o segundo
uma unidade para baixo e unimos os segmentos verticalmente.

A obtengao da curva de Minkowski é dada pela transformacao q; : R* — R?

dado por:
(x.y) = 1 cos01; —sen6; X n e;
qitxy) = 4\ sen0; cos0; y fi )

Essa equagao descreve a contracao de }1 do comprimento inicial, as rotacoes de
5 rad e —7 rad e a translagao de das unidades que geram a curva de Minkowski.

Fig. 2.6: Curva de Koch quadrada

2.3.4 llha de Koch Quadrada

Para a ilha de Koch quadrada seguimos o mesmo procedimento da Curva de
Koch Quadrada, mas agora aplicado aos segmentos de um quadrado conforme
mostra a figura abaixo.

26



2.4 Fractais de Sierpinski

B

Fig. 2.7: Ilha de Koch quadrada

2.4 Fractais de Sierpinski

O matemético polonés Waclaw Sierpinski (1882 - 1969), ingressou na Universi-
dade de Varsévia em 1899 e graduou-se quatro anos depois.

Desde a infancia Sierpinski ja mostrava evidéncias de suas habilidades em Ma-
tematica. Ele ficou conhecido por suas contribuicoes excepcionais para a teoria
dos conjuntos (pesquisa sobre o axioma da escolha e da hipétese do continuo),
teoria dos niimeros, a teoria de funcoes e de topologia. Ele estudou varios objetos
matematicos e para homenagea-lo alguns receberam o seu nome.

Fig. 2.8: Waclaw Sierpinski|§]

2.4.1 Triangulo de Sierpinski

Para obtermos um triangulo de Sierpinski, iniciamos o processo com a superficie
de um triangulo equilatero. Encontramos o ponto médio de cada lado e em
seguida unimos os pontos médios por trés segmentos de reta, formando quatro
triangulos menores e congruentes, das quais o triangulo central deve ser reti-
rado, restando trés triangulos para aplicar o mesmo procedimento. A cada nova
iteragao a quantidade de triangulos é multiplicada por trés e a medida do lado
¢ a metade da medida do lado do triangulo anterior. Repetindo esse processo n
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2 Alguns Fractais

1

vezes, teremos formado 3™ triangulos com lado de comprimento 7 da medida

do lado do triangulo inicial.

Fig. 2.9: Triangulo de Sierpinski

2.4.2 Tetraedro de Sierpinski

O tetraedro de Sierpinski é uma generalizacao tridimensional do triangulo de
Sierpinski. Iniciamos o processo de construcao com um tetraedro. Encontramos
o ponto médio de cada aresta e unimos os pontos médios por doze segmentos
de retas formando 6 tetraedros menores e congruentes, das quais os dois tetra-
edros centrais (que formam um octaedro) devem ser retirados, restando quatro
tetraedros para aplicar o mesmo processo. A cada nova iteracao a quantidade de
tetraedros é quadruplicada e a medida da aresta é a metade da medida da aresta
do tetraedro anterior. Desse modo, repetindo esse processo n vezes, teremos
formado 4™ tetraedros de 2% da medida da aresta do tetraedro inicial.

Fig. 2.10: Tetraedro de Sierpinski

2.4.3 Carpete de Sierpinski

O carpete ou tapete de Sierpinski é construido a partir de um quadrado. Dividi-
mos cada lado do quadrado em trés partes congruentes, formando nove pequenos
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quadrados congruentes, das quais o quadrado central deve ser retirado, restando
oito quadrados para aplicar o mesmo processo. A cada nova iteracao a quanti-
dade de quadrados é multiplicada por 8 e a medida do lado é % da medida do
lado do quadrado anterior. Desse modo, repetindo esse processo n vezes, teremos
formado 8™ quadrados de 3% da medida da aresta do quadrado inicial.

Fig. 2.11: Carpete de Sierpinski

2.5 Esponja de Menger

A esponja de Menger é uma generalizagao tridimensional do carpete de Sierpinski.
Iniciamos o processo de construcao com um cubo. Dividimos cada aresta em
trés segmentos congruentes, formado vinte e sete cubos menores e congruentes,
das quais sete devem ser retirados, restando vinte cubos para aplicar o mesmo
processo, como indica a figura abaixo.

Fig. 2.12: Esponja de Menger[9]

2.6 Hexagonal de Durer

Iniciamos o processo de construcao deste fractal a partir de um hexdgono regu-
lar. Para cada iteracao colocamos seis hexagonos regulares com % da medida
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do lado do hexdgono anterior. Esses hexagonos devem ter um de seu angulos
coincidentes com os angulos do hexdgono do nivel anterior e um vértice comum
como mostra a figura abaixo. Retiramos o hexagono estrelado formado no centro
e os triangulos intermedidrios, ou seja, a figura de cada nivel é formada apenas
pelos novos hexagonos. A cada nova iteracao a quantidade de hexdgonos regula-
res ¢ multiplicada por 6 e a medida do lado é % da medida do lado do hexagono
anterior. Desse modo, repetindo esse processo n vezes, teremos formado 6™
hexagonos regulares de 3% da medida do hexédgono inicial.

@ iris

Fig. 2.13: Hexagonal de Diirer
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O que é um fractal?

“As nuvens ndo sao esferas, as montanhas nao sao cones, as li-
nhas costeiras nao sao circulos, a casca das drvores nao € lisa e 08
relampagos nao viajam em linha reta.” - Mandelbrot

Muitas formas e padroes da natureza nao podem ser descritas pela geometria
euclideana devido a sua irregularidade e fragmentagao. Essas formas e padroes
tém um nivel de complexidade totalmente diferente e foram chamadas de fractais
por Benoit Mandelbrot, que é o precursor da geometria fractal.

Como a geometria fractal é considerada recente, ainda hé discussoes sobre
uma definicao adequada para os fractais. Vamos apresentar algumas definicoes
conhecidas:

e Conforme Stewart [14)(p. 12), “os fractais sao formas geométricas que
repetem sua estrutura em escalas cada vez menores.”

e Para Mandelbrot [6](p. 15), “um fractal €, por defini¢ao, um conjunto para
o qual a dimensao Hausdorff-Besicovitch excede estritamente a dimensao
topoldgica.” Apesar de definir fractal, ele acredita que seria melhor nao ficar
restrito a isso, pois a definicao exclui alguns conjuntos que sao considerados
fractais.

e Segundo Falconer [4](p. xx), “quando nos referimos a um conjunto F como
fractal devemos ter em mente:

1. F tem uma estrutura fina, isto €, detalhado arbitrariamente em pequenas
escalas.

2. F € muito irregular para ser descrito em linguagem geométrica tradicional,
tanto local como globalmente.

3. Muitas vezes, F tem alguma forma de autossimilaridade, que pode ser apro-
rimada ou estatistica.

4. Normalmente, a dimensao fractal de F (definida, de alguma forma) é maior
do que a sua dimensao topologica.

5. Na maioria dos casos de interesse, F é definida de uma forma muito sim-
ples, de forma recursiva.”
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3 Fractais

Neste trabalho vamos chamar de fractais os conjuntos com dimensoes topologicas
e Hausdorff diferentes.A dimensao Hausdorff nao é um ntmero inteiro para os
fractais.

Apresentamos abaixo a definicao de dimensao topoldgica, dimensao Hausdorff
e dimensao de similaridade para elucidar as definicoes dadas.

3.1 Dimensao Topoldgica

Definicao 1. Seja 6 > 0 e X C R, diz-se entao que ¢ é um ponto de acumulagao
do conjunto X se e somente se em qualquer vizinhanca de centro c e raio d existe
pelo menos um elemento de X diferente de c.

Exemplo 2. Considere X = [1, 3[.

Na representacao abaixo, o elemento 3 é ponto de acumulacao, mas nao per-
tence ao conjunto X. Os elementos 1 e 3 sao pontos de acumulagao de X; 6 nao
¢é ponto de acumulacao de X.

X

.

1 2 3 1 5 6

Fig. 3.1: Intervalo [1, 6]

Representamos por X’ o derivado do conjunto X que é o conjunto de todos os
pontos de acumulacao do conjunto X.
No exemplo anterior, temos que X’ = [1, 3].

Exemplo 3. Considere X o conjunto de elementos formado pela sequéncia %,

: _ 111
ou seja, X = {1, 33 1 }

Temos que,

o1
lim — — 0.
n—oo 1N
Como o limite da sequéncia tende a 0, temos que 0 é ponto de acumulacao da
sequéncia %

Definicao 4. Um elemento ¢ € X que nao é ponto de acumulacao desse conjunto
é chamado de ponto isolado de X.

Exemplo 5. Considere X =]1, 2[U{3}.
Na representacao a seguir, o elemento 3 pertence a X, porém nao é ponto
de acumulacao desse conjunto, pois existe um intervalo I em que nao pertence

nenhum elemento de X diferente de 3. O elemento 3 é chamado ponto isolado de
X.
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3.2 Dimensao Hausdorff

L -

1

[#3 1
=
(&,
a

Fig. 3.2: Intervalo ]1, 6]

Definicao 6. Um conjunto A C R™ ¢ dito aberto em R™ se para todo x € A,
existe B(x, 1) tal que B(x,r) C A.

Definicao 7. Um subconjunto X C R é conexo se nao existem dois conjuntos
abertos U e V tais que X C UUV, em que XNU e XNV sao disjuntos e nao
vazios.

Um conjunto que nao é conexo diz-se desconexo.

Definicao 8. Um conjunto X é totalmente desconexo se a componente conexa
de cada ponto de X for ponto isolado. Ou seja, para quaisquer pares de pontos
a,b € X é possivel encontrar conjuntos abertos disjuntos, U e V, tais que x €

UyeVeXCUUV.

Assim, podemos definir como zero-dimensional, ou seja, possui dimensao 0,
um conjunto que ¢ totalmente desconexo, por exemplo, pontos isolados. Ja, se
analisarmos uma reta, podemos perceber que ela nao é zero-dimensional, ela é
dita unidimensional, ou seja, possui dimensao 1, pois, se retirarmos um de seus
pontos, ela se torna desconexa. De maneira andloga, temos que um plano é
bidimensional, ou seja, possui dimensao 2, pois, se retirarmos uma reta, ele se
torna desconexo.

Exemplo 9. Considerando R?, temos que, a dimensao topolégica de

e um ponto ¢é 0.
e uma curva é 1.

e uma superficie é 2.

3.2 Dimensao Hausdorff

A dimensao de Hausdorff ou dimensao de Hausdorff-Besicovitch ou ainda di-
mensao fractal é um dos principais conceitos usados para o estudo dos fractais.
Diferentemente da dimensao topoldgica, visto anteriormente, a dimensao Haus-
dorff nao usa o conceito de conexidade. Essa diferenca esta ligada diretamente
ao fato de a dimensao topoldgica ser inteira e a dimensao Hausdorff nao.

Antes de definirmos dimensao Hausdorff vamos apresenta-la de maneira intui-
tiva.
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3 Fractais

Fig. 3.3: Intervalo [0, 1] dividido em n partes iguais

Considerando o intervalo [0, 1], dividido em n partes iguais de tamanho %, 0

comprimento total do intervalo é dado por:

g | 1 1 1
Z_:—+...+—:n-—:1-
—n n n n

Porém se considerarmos o parametro s > 0, se elevarmos cada termo a mesma
poténcia s, temos que:

E (Y () (2 o () o () =

~-
n vezes

Fazendo o limite de n tendendo ao infinito, temos que:

] o0, se s <1
lim = 1, ses=1

n—oo nS—1
0, ses>1

Note que o resultado do limite depende do parametro s e que em s = 1 ha
uma mudanca de infinito para zero. KEssa mudanca determina a dimensao do
conjunto, como s = 1, sua dimensao Hausdorff é 1.

Usamos raciocinio andlogo para calcular a dimensao do quadrado de lado
unitario e do cubo de aresta unitaria.

Agora, vamos considerar um quadrado de lado unitario dividido em n? partes
de lado %

Fig. 3.4: Quadrado unitério dividido em n? partes iguais
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3.2 Dimensao Hausdorff

A éarea total do quadrado é dado por:

O RO RO O R

~
n? vezes

Porém se considerarmos o parametro s > 0, temos que:

2

E - (@) o) () e

~
n? Vezes

Fazendo o limite de n tendendo ao infinito, temos que:

00, se s < 2

lim = 1, ses =2

0, se s >2

Logo, podemos concluir que ocorreu uma mudanca em s = 2, que determina
a dimensao Hausdorff do quadrado.

Para o cubo de aresta unitaria, vamos dividi-lo em n? cubos de aresta %

7O

Fig. 3.5: Cubo de aresta unitéria dividido em n? partes iguais

E o volume total do cubo é dado por:

3

O R G O

~
n3 Vezes

Considerando também o parametro s > 0, temos:

3

SO -@ ) GG e

~-
n3 vezes
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3 Fractais

E, por fim, fazendo o limite de n tendendo ao infinito, temos que:

1 o0, se s <3
lim = 1, ses =3

n—oo NS—3
0, ses>3

Para o cubo, ha uma alteracao no resultado do limite quando s = 3, ou seja,
sua dimensao 3.

Agora, vamos calcular a dimensao Hausdorff do conjunto de Cantor.

Fig. 3.6: Conjunto de Cantor

Nele temos também um intervalo [0, 1], mas agora dividimos em 3 segmentos
congruentes e retiramos o central. Entao, quando chegarmos a n-ésima iteragao,
teremos 2™ segmentos de comprimento 3% Portanto, o comprimento total é dado
por:

vl il (L
- 3n o 3n 3n o an :
2n vezes
Tomando também o parametro s > 0, temos:
i i s B i s . i s . . i s o i s
—\3n/)  \3" 3n o) an) -

~
2n vezes

Vamos analisar quando 2™ - (3%)5 =1

1\° 2\"

Como n > 0, temos:

In2

In2—In3*=0=s=—.
n n S =13
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3.2 Dimensao Hausdorff

Fazendo o limite de n tendendo ao infinito, temos que:

In2
1N\ 0, se s < i3
lim 2™ - (— | =<{ 1, ses= 12
n—oo an }ng
n
0, se s> 5
Logo, a mudanca no valor do limite se d4 quando s = E—% = (0,63 que ¢é a

dimensao Hausdorff do conjunto de Cantor.
Vamos calcular quanto é a dimensao Hausdorff do tetraedro de Sierpinski.

Fig. 3.7: Tetraedro de Sierpinski

Na n-ésima iteracao, teremos 4™ tetraedros cuja medida da aresta é 2% da
aresta do tetraedro inicial. Portanto, temos:

411

1 1 1 1
ZQ—n=2—n+...—|—2—n=4n-(2—n).
4n vezes

Tomando também o parametro s > 0, temos:

() - () e () - ()

4n vezes

Vamos analisar quando 4™ - (2%)5 =1:

L (1N 4\" s
4 (2_n) :1:>ln(§) =0=n.-(In4—1n2°%) =0.

Como n > 0, temos:

In4
1%

n n S 1[12
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3 Fractais

Fazendo o limite de n tendendo ao infinito, temos que:

1\ 00, se s <2
lim 4“-(—) = 1, ses=2

n—oo on
0, se s >2

Logo, a mudanga no valor do limite se dd4 quando s = 2 que é a dimensao
Hausdorff do tetraedro de Sierpinski.

3.2.1 Medida de Hausdorff

A expressao medida de Hausdorff é empregada para indicar comprimento, area,
volume ou hiper-volume.

Definicao 10. Uma & - cobertura de um conjunto F C R™, é uma colecao
contdvel (finita ou enumeravel) de subconjuntos {A;}ien tais que A; C F, com

diametro maximo & que cobrem F, ou seja, F C |J A, sendo 0 < |A4] < 0.
i=1

Definigao 11. Seja A um subconjunto de R. Dizemos que:

1. A ¢ limitado superiormente se da € R tal que x < a para todo x € A.
Nesse caso, A C (—oo, a] e a é chamado de cota superior de A.

2. A é limitado inferiormente se 9b € R tal que x > b para todo x € A. Nesse
caso, A C [b,o0) e b é chamado de cota inferior de A.

3. A é limitado, se A é limitado superior e inferiormente.

Observacao 12. A é limitado se, e somente se, existem a,b € R tais que A C
(b, al.

Definicao 13. Seja A C R um conjunto limitado superiormente. Um elemento
s € R é dito supremo de A se:

e para qualquer a € A, tem-se a < s.

ebceRea<b, Vae A, entao s < b.

Intuitivamente, podemos dizer que o supremo de A é a menor das cotas superiores
de A.

Observagao 14. Denotamos o supremo de um conjunto A por sup A.
A definicao de infimo é andloga a definicao de supremo.

Definigao 15. Seja A C R um conjunto limitado inferiormente. Um elemento
i € R é dito infimo de A se:
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3.2 Dimensao Hausdorff

e para qualquer a € A, tem-se i < a.
ebcReb<a Vae A, entao b < 1.

Intuitivamente, podemos dizer que o infimo de A é a maior das cotas inferiores
de A.

Observagao 16. Denotamos o infimo de um conjunto A por inf A.

Definicao 17. O diametro de um subconjunto (nao vazio) de R™ é dado por:
Al = sup{lx —yl: x,y € A}

e convenciona-se que |(] = 0.
Vamos agora definir a medida de Hausdorff

Definicao 18. Seja F um subconjunto de R™ e um parametro s > 0. Para
qualquer & > 0, definimos:

H3(F) = inf {Z | Ai |°: {Ai}ieny € uma & - cobertura de F} )

i=1

Assim, tomamos todas as & - coberturas de F e minimizamos a soma das
poténcias de ordem s dos diametros. Para isso, observemos que o infimo 3 (F)
aumenta e se aproxima de um limite quando & — 0; pois quando diminuimos
o valor de 8, a classe de coberturas de F admissiveis na definicao de medida de
Hausdorff é reduzida. Assim, definimos:

F¢5(F) = lim 33 (F) = sup H(F).

5—0 5>0

O limite acima existe para qualquer subconjunto F de R™ e seu valor é na
maioria das vezes 0 ou co. Caso F tenha um nimero finito de pontos, a medida
de Hausdorff é nula, ou seja, H*(F) = 0, para todo parametro s > 0.

Proposicao 19. Para um conjunto F existe apenas um sg tal que:
1. H5(F) = 00, se s < s
2. H5(F) =0, ses>s

Demonstragao. Vamos provar [I]
Seja F coberto por {Ai}, 1 € N, com | A; |[< ¢ < 1. Entao, se s < sg, é facil
ver que:
AL PPZ e [ A

pois,

| AL P=l A PP AL
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3 Fractais

Como | A; |< € < 1, aplicando a definicao da medida de Hausdorff na desi-
gualdade acima, temos:

HF) =inf Y |A;P>inf) e | A o=
1

1

=" 0inf ) | Ay [P= " VH(F).
1

Assim, como s < sg = s — sg < 0:

1
e KO (F) S HEF) = 5 HEOF) < HE(P),

g—(S—SO) €
1
—(s—sq

Admitindo-se ¢ — 0, temos que - - — 00, logo oo < H*(F). Portanto:

HE(F) = oo.

Usamos raciocinio andlogo para demonstrar [2]

3.2.2 Dimensao Hausdorff

Observando a representacao grafica da dimensao Hausdorff podemos perceber
que ha um valor critico de s em que H*(F) muda de oo para 0.

Esse valor critico é chamado de dimensao Hausdorff de F. E usamos a seguinte
notagao: dimy F.

HE(F)

O

0 dimg F N
Fig. 3.8: Representagao grafica de H*(F) em fungao de s

Definigao 20. Seja F um subconjunto de R™ e s € R, temos que:

dimy F=inf{s > 0: H®(F) =0} = sup{s > 0: H*(F) = oo}
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3.3 Autossimilaridade
em que,

505 (F) = oo se s < dimy F
B 0ses>dimyF

3.3 Autossimilaridade

Definicao 21. Um conjunto A é considerado autossimilar a um conjunto B se
existe f : B — A (A, B C R™) tal que d(f(x),f(y)) = c - d(x,y) para quaisquer
X,y € A; sendo d(x,y) a distancia entre x e y e ¢ € R.

Uma lista de similaridade é uma relacao finita de niimeros positivos (ci, €2, €3, ..., Cn ).
Um sistema de funcoes de similaridade realizando uma lista de similaridade em
um espaco S é a tunica lista (fq, fa, f3,...,fn), onde f; : S — S é uma similaridade
de razao ci. Dizemos que K C S é um conjunto invariante pelo sistema de funcoes
de similaridade se

K= f;[K]Ufy[K]U..Uf,[K].

Dizemos que o parametro dimensao s independe da lista de similaridade, sendo
o numero real positivo tal que

c+ces+cit..+ci=1.

Teorema 22. Dado um conjunto S que satisfaz uma lista de similaridade. Se
as similaridades sao disjuntas, entdo a dimensao Hausdorff € igual a dimensdo
de similaridade.

Demonstracao. Considere um conjunto S e um sistema de fungoes de similaridade
(f1, fa, ..., fn) que gera uma lista (11,79, ..., T ), entao, temos que:

S =11 [S]UT[S]U...f,.[S]
ou ainda,
S=1S+1S+ ... +71,S.

Da hipdtese inicial, temos que as similaridades sao disjuntas, entao podemos
escrever:

F(S) = H3(11S) + H3(12S) + ... + FH3(rnS).
Como,

(diam(r:S))* = (ridiam($))* = r;(diam(S))*.
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e da definicao da dimensao Hausdorff,
FHE(S) =i HE(S)+r3HE (S)+... 415, HE(S) = HE(S) (ri+r5+...413).
Portanto,

l=r]+15+..+15.

Exemplo 23. Calcule a dimensao do triangulo de Sierpinski.

A"A:A
A=A

Fig. 3.9: Triangulo de Sierpinski

O triangulo de Sierpinski é um conjunto invariante por um sistema de funcoes

ue gera a lista (2,1 1), Desse modo, temos que:
q 279299 )

1.1, 1
S=-S+-S+-S.
2°T3° 73

L S+ L S+ L S—1:>3 1 S—1:>3 1 =1=3=2°
2 2 2/ 2/ 2s o

Assim, aplicando logaritmo, temos:

Entao,

log 3
log2® =log3 = slog2 =1log3 = s = log

=1, 585.
og 2 ’

Logo, a dimensao do triangulo de Sierpinski é aproximadamente 1, 585.

Exemplo 24. Calcule a dimensao da esponja de Menger.
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A esponja de Menger é um conjunto invariante por um sistema de fungoes que

11 1

gera a lista | —, =, ..., = | . Desse modo, temos que:
3°3 3
20 vezes

1 1
S==-S+..+=S.
3 i +3

20 vezes

1 + ...+ 1S—1:>20 1S—1:>2O 1:>20—3S
3 3/ 3/ 3s T

20 vezes

Entao,

Assim, aplicando logaritmo, temos:

log 20
log 3

log 3° =log 20 = slog3 =10g20 = s = = 2,73.

Logo, a dimensao da esponja de Menger é aproximadamente 2, 73.
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4 O Triangulo de Pascal e o
Triangulo de Sierpinski

4.1 Um Pouco de Histodria

Blaise Pascal filésofo, tedlogo, fisico e matematico francés nasceu em 19 de junho
de 1623 em Clermont-Ferrand e faleceu aos 39 anos na cidade de Paris.

Fig. 4.1: Blaise Pascal

Ele perdeu sua mae ainda crianca, aos 3 anos de idade, e foi criado pelo pai
Etienne Pascal que era professor de matematica. Por ser o tnico filho do sexo
masculino teve uma educagao rigorosa, uma boa orientacao e desenvolvimento
de sua razao e de seu juizo sob forte influéncia religiosa.

O seu talento precoce para as ciéncias fisicas levou a familia para Paris, onde
ele se dedicou aos estudos e pesquisas na area de Fisica e Matematica. Em
1953, ele escreveu o Traité du triangle arithmétique (Tratado sobre o triangulo
aritmético) em que havia uma apresentagao tabular conveniente para os coefici-
entes binomiais.

Apesar dessa tabulagao conveniente ser conhecida como triangulo de Pascal,
na realidade, foi descoberta pelo matematico chinés Yang Hui, e somente 500
anos depois varias de suas propriedades foram estudadas por Pascal.

Definigao 25. Dado n,p € N, tal que n > p, temos que um triangulo de Pascal

de m linhas e p colunas é formado pelo binomial
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S R VI

Fig. 4.2: Representacao do triangulo de Pascal com coeficientes binomiais

4.2 Algumas Propriedades

Antes de estudar as propriedades dos coeficientes binomiais observe a simetria
entre os numeros da esquerda e da direita que ha no triangulo de Pascal:

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Fig. 4.3: Triangulo de Pascal
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4.2.1 Binomiais Complementares

Dois coeficientes binomiais sao chamados de complementares quando tém o
mesmo numerador e a soma de seus denominadores ¢ igual ao numerador.

Teorema 26. Considere n,p € N, com n > p, entao vale

<g>:(nip)

Demonstrag¢ao. A demonstracao é simples.
Vamos trabalhar com o segundo membro da igualdade.

< n )_ n! o _(n)
n—p /) m-plh-Mm-pl m-plp! \p

Portanto, a igualdade é valida. O

4.2.2 Relacao de Stifel

A soma de dois binomiais consecutivos em uma linha resulta no respectivo bino-
mial da linha de baixo.

Teorema 27. Dado n,p € N, comn > p + 1, entao temos

<g>+<p11):(gii)

Demonstracao. Vamos manipular o primeiro membro da igualdade:

RS —
P p+1 ) pln—p) (P+rDnh—(p+D]

Somando, temos:

nlp+1)+nn—p) nl-[p+1+n—rp]

p+D!n—p)!  (p+D!(n—p)
nln+1) (n+1)! _<n+1)
S (p+D!n=p)t (p+D!mn—p) \p+l )’

Portanto,

)G -(0)
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4 O Triangulo de Pascal e o 'Iriangulo de Sierpinski

4.2.3 Teorema das Linhas

A soma de todos os elementos de uma linha do triangulo de Pascal é igual a 2™.

Teorema 28. Seja Vn € N, temos que

(3) (1) (3) e (B) =

Demonstracao. Faremos a demonstracao pelo principio da inducao finita (PIF).
Considere n € N.
(i) Verificagdo paran =0

(3)-7-

Como o 12 e 0 2° membro sao iguais é valido para n = 0.

(ii) HipStese de indugao: Vamos supor que a afirmacao é valida.

(1) (1) ()

Tese de indugao: Vamos verificar que é valido para n =p + 1:

1 1 1 1
(70t ) () () () =

Da hipétese de inducao temos:

(1) (1) (2) () (5) >

B

ap 4 ap
\_V_.l"
2. 0p =0p+1

(5)

Note que ao somarmos as duas igualdades membro a membro aplicamos a
relacao de Stifel de maneira conveniente.

Podemos verificar que:
PY_ (Pt
0 0
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4.2 Algumas Propriedades

(2)--(3)

E substituindo na equagao anterior, temos:

p+1 p+1 p+1 P+1Y\ _ op1
("ot )+ (P ) (Prt )+ (R )

que € a tese de inducao que queriamos demonstrar.

Logo, a equacao é valida para todo n,p € N. O

4.2.4 Teorema das Colunas

Teorema 29. Dado n,p € N, a soma de todos os elementos de uma coluna no
triangulo de Pascal pode ser calculada por:

(R () = (500

ou, na forma de somatorio:

o n+i n+p+1

() (i) en
1=

Demonstragao. Faremos a demonstracao pelo principio da indugao finita (PIF).
Considere n,p € N.
(i) Verificacao para p =0

ny (n+0+1) [n+11Y) 1
n /) n+1 S \n+1 /)
Como o 19 e 0 22 membro sao iguais é valido para p = 0.

(ii) Hipdtese de indugao: Vamos supor que a afirmacao é valida.

(R ) () = ()

Tese de indugao: Vamos verificar que é valido para p =k + 1.
1
<n)+(n+ )+m+(n+k)+(n+k+1)::(n+k+2)
n n n n n+1
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Note que,

(R (P2 ) an (PR )4 (L

_ (kL) (ke
a n+1 n '
E da relacao de Stifel, temos:
ntk+1) (k1) (k2
n+1 n N n+1 ‘

Como o 19 e 0 22 membro da tese sdo iguais é valido para p =k + 1.
Logo, a equacao é valida para todo n,p € N. O]

4.3 Relacao entre os Triangulos de Pascal e de
Sierpinski

Em geral, as propriedades apresentadas acima sao ensinadas no 1° ou 2° ano do
Ensino Médio. Porém, hé outras propriedades que geralmente nao sao abordados
em sala de aula. Aqui vamos estudar uma delas.

O triangulo de Pascal é um triangulo numérico infinito formado por nimeros

. .. n , .
binomiais na forma ( K ) ,onde n = 0,1,2, ... representa o nimero da linha

ek =0,1,2,... representa o nimero da coluna. Abaixo estao representadas as
oito primeiras linhas do triangulo de Pascal, com os ntimeros pares e impares
diferenciados por cores.

Note que a disposicao dos nimeros pares e impares quando pintados estao
formando um triangulo de Sierpinski (na segunda etapa).

Mas serd que a figura do triangulo de Sierpinski sempre aparece no triangulo
de Pascal?

A resposta é sim!

O triangulo de Pascal mostra uma regularidade quanto a posigao dos niimeros
pares estarem entre os nimeros impares. Veja a figura 4.4}

Lema 30. Considere n,k € N comk <n eN € N.
N
<E>E(n—;2 ) mod 2
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4.3 Relacao entre os Triangulos de Pascal e de Sierpinski

Fig. 4.4: Triangulo de Pascal com os nimeros impares destacados

Demonstracao. Vamos trabalhar com o 2° membro da congruéncia.

n+2NY (n+2M)
k T KM 2N k)l

CN+n)-2V4n—-1) -2V 4+n—k+1) -2V +n—-Kk)!
K!(2N +n —K)! N

:E-QN+nymN+n—1ym-mN+n—k+n

Como ¥n, 2 +n =n mod 2, segue que:

1 1
Er(T“+nJ(2N+4k—Uu”{2N+4v—k+l)Ezirn{nrinw(n—k+&) mod 2

E, temos que:

1 n!
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4 O Triangulo de Pascal e o 'Iriangulo de Sierpinski

Portanto,

(1)=("47)

N .
Lema 31. Considerei,j, N € N. Os elementos elementos da forma < 2 .1 T )

)

do triangulo de Pascal sao pares.

Demonstragao. Vamos considerar os elementos no centro do triangulo descritos

por:
<2N—1+i)
j

tal que 1 <i<j<2MN — 1.
Queremos mostrar que eles sao pares.

Manipulando o binomial temos,

N 141 2N—141)
) N —14+1i—j)!

2N —14+i)- (2N —24+1) - - (2N +i—))
j!

Utilizando congruéncia mod 2, temos:

N —14+i) - 2N —24+1) - (2N +i—j)
j!

Teorema 32. Os elementos impares até a 2N+ linha do triangulo de Pascal
formam um triangulo de Sierpinski na N-ésima iteracao.
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4.3 Relacao entre os Triangulos de Pascal e de Sierpinski

Triangulo 1 =>

2N 41

Triangulo 3

Fig. 4.5: Autossimilaridade no triangulo de Pascal

Demonstracao. Pelos lemas e BI temos que o tridngulo 1 e o triangulo 2
tem as mesmas propriedades, ou seja, o nimeros pares ficam entre os nimeros
impares. E pela simetria dos binomiais complementares temos que o triangulo 2
e 3 tem as mesma propriedades. O]

Observagao 33. Essa construgao pode ser generalizada para outros primos. Veja
outros exemplos em [3].
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5 Fractais em Sala de Aula

Este capitulo visa motivar os professores e dar-lhes ideias para atividades sobre
geometria fractal que podem ser feitas em sala de aula para os alunos do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio, cabendo a cada docente adequar as sugestoes
propostas a realidade de sua sala de aula.

Com as atividades propostas, vamos abordar alguns contetidos como fracoes,
poténcias, padroes numéricos, padroes geométricos, sequéncias e séries, pro-
gressao geométrica (limite da soma), perimetro de figuras planas, drea de figuras
planas, volume de sélidos geométricos, dentre outros.

Além disso, pretendemos estimular o aprendizado do aluno usando a tecnolo-
gia. Para isso, apresentaremos o software de geometria dinamica Geogebra para
construirmos um fractal.

5.1 Construindo um Cartao Fractal

Objetivo

Apresentar a ideia de fractal de maneira simples e intuitiva e reconhecer padroes
por meio de sequéncias numeéricas.

Publico-alvo

Essa atividade é voltada para alunos do 92 ano do Ensino Fundamental II, mas
pode ser adaptada para o Ensino Médio explorando um pouco mais a nocao de
progressao e area.

Material necessario
e Lapis
e Borracha
e Régua
e Tesoura
e Folha de papel sulfite (colorida)
e Papel cartao

e Cola
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5 Fractais em Sala de Aula

Instrucoes

1. Pegue a folha de papel sulfite e dobre-a ao meio, conforme mostra a figura.

Fig. 5.1: Construcao do cartao fractal - passo 1

2. Com a folha dobrada ao meio, meca a folha e faga dois cortes verticais a
um quarto de cada borda.

Fig. 5.2: Construcao do cartao fractal - passo 2

3. Dobre o retangulo formado para cima, fazendo um vinco na dobra.

Fig. 5.3: Construcao do cartao fractal - passo 3
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5.1 Construindo um Cartao Fractal

4. Volte o retangulo para a posicao inicial e puxe o centro da figura em relevo
de forma a ressaltar o paralelepipedo.

Fig. 5.4: Construgao do cartao fractal - passo 4

5. Repita novamente o processo, fazendo um corte a % de cada borda da parte
dobrada (o tamanho do corte deverd ser novamente a metade da largura

da parte dobrada).

Fig. 5.5: Construgao do cartao fractal - passo 5

6. Dobre o novo retangulo formado para cima, fazendo um vinco na dobra.

FTJ]

Fig. 5.6: Construgao do cartao fractal - passo 6
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5 Fractais em Sala de Aula

7. Volte o novo retangulo para a posicao inicial e puxe a figura em relevo de
forma a ressaltar o paralelepipedo.

Fig. 5.7: Construgao do cartao fractal - passo 7

8. Repita o processo novamente e obtenha um cartao fractal.

Cole a folha de sulfite no papel cartao e escreva seu recado no cartao fractal.

Fig. 5.8: Construcao do cartao fractal - passo 8

Atividades

1. No primeiro nivel é formada uma célula em relevo, no segundo nivel surgem
duas novas células em relevo. Observe seu cartao fractal e complete a tabela
a seguir:
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5.1 Construindo um Cartao Fractal

Nivel Quantidade de células  Quantidade de células

novas novas em potencia de 2
1 1
2 2
3
4
5
10

Tabela 5.1: Quantidade de células em cada nivel do cartao fractal
2. Qual foi o raciocinio usado para encontrar a quantidade de células novas
no nivel 107

3. Usando o mesmo raciocinio, escreva quantas células novas haveria no nivel
n.

Solucoes

1. A tabela deve ser completa da seguinte maneira:

Nivel Quantidade de células  Quantidade de células

novas novas em poténcia de 2
1 1 20
2 2 2!
3 4 22
4 8 23
5 16 24
10 512 29

Tabela 5.2: Quantidade de células em cada nivel do cartao fractal (solucao)
2. Espera-se que os alunos percebam que em cada nivel a quantidade de células
novas dobra.

3. 2nt
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5 Fractais em Sala de Aula

5.2 Construindo Fractais com o Geogebra

Geogebra é um software de geometria dinamica desenvolvido para o ensino e
aprendizagem da Matematica nos varios niveis de ensino (desde o basico até o uni-
versitario). O Geogebra retine recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos,
probabilidade, estatistica e calculos em um tnico ambiente. Assim, o GeoGebra
tem a vantagem didatica de apresentar, ao mesmo tempo, representacoes dife-
rentes de um mesmo objeto que interagem entre si. O software foi desenvolvido
pelo austriaco Markus Hohenwarter, na Universidade americana Florida Atlan-
tic University. E importante destacar que o Geogebra é um software livre, nao
tendo custo para sua instalagao, utilizacao e atualizacao. Além disso ele é escrito
em linguagem Java, o que lhe permite estar disponivel em varias plataformas.
O software se encontra disponivel para download em: http://www.geogebra.org
mas também pode ser usado online.

5.2.1 Apresentando o Geogebra

Ao abrir o Geogebra aparecerd a seguinte pagina:

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

e

> Janela de Algebra 5 [+ Janela de Visualizagao &)

i

[N P

SOEEANZED

A
o

as2

s

s

p

Entrada ]

Fig. 5.9: Janela principal do Geogebra

Nesta pagina encontramos o menu de edicao do arquivo:

e Arquivo: estao os comandos para abrir nova janela ou arquivo, fechar,
compartilhar, salvar, exportar ou visualizar impressoes.

e Editar: possui opgoes para desfazer e refazer, copiar, colar, inserir imagem
e ver as propriedades do arquivo.

e Exibir: apresenta as varias opcoes de janelas que podem ser exibidas na
tela principal, além de comandos referentes a atualizacao do arquivo, do
campo de entrada e do layout.
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5.2 Construindo Fractais com o Geogebra

e Opcoes: apresenta opcoes referentes a descrigao, arredondamento, tama-
nho da fonte, escolha do idioma, comando de gravacao e de restauracao do
arquivo.

e Ferramentas: permite configurar a barra de ferramentas, criar e gerenciar
novas ferramentas.

e Janela: abre uma nova janela de trabalho.
e Ajuda: oferece tutorias e outras opgoes para facilitar o uso do software.

Abaixo do menu de edi¢ao encontra-se os botoes da barra de ferramentas. Ao
clicarmos nos botoes abre-se algumas opgoes de utilizagao objetos para cons-
truirmos:

e Mover: permite arrastar, selecionar ou rotacionar objetos.
e Ponto: ¢é possivel construir novos pontos, dentre eles o ponto médio.

e Reta: possibilita a construcao de retas, segmentos de reta, semirretas,
caminhos poligonais e vetores.

e Reta perpendicular: permite construir reta perpendicular, paralela, me-
diatriz, bissetriz, reta tangente, reta polar, reta de regressao linear e lugar
geométrico.

e Poligono: abre opcoes para construgao de poligonos.

e Circulo dados centro e um de seus pontos: apresenta opgoes para
construcao de circulos, arcos e setores circulares.

e Elipse: insere conicas (elipse, hipérbole e pardbola).

e Angulo: permite inserir angulos, calcular drea, medir distancia e inclinagao
da reta e criar lista.

¢ Reflexao em relagcao a uma reta: possibilita construir graficamente a
reflexao, rotacao, translagao e a homotetia.

e Texto: insere textos, imagens, dentre outras opgoes.

e Controle deslizante: possibilita criar um controle deslizante, esconder
objetos, criar botoes e inserir no campo de entrada

e Mover janela de visualizagao: permite mover, reduzir ou ampliar, es-
conder ou exibir e apagar um objeto.
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5.2.2 Construindo a Curva de Koch

Objetivo

Construir a curva de Koch utilizando o Geogebra, introduzir o conceito de au-
tossemelhanca e reconhecer padroes em uma sequéncia numérica.

Publico-alvo

Essa atividade é voltada para alunos do 92 ano do Ensino Fundamental II, mas
pode ser adaptada para o Ensino Médio explorando um pouco mais a nogao de
progressao e o calculo do comprimento da curva.

Material necessario

Computador com o software Geogebra

Instrucoes

1. Feche a “Janela de algebra” e oculte os eixos. Vamos ficar apenas com a
“Janela de visualizagao”.

2. Clique no botao da “Reta” e utilize a ferramenta “Segmento” para construir

N RN A N 2
N EENRANTER oo
e .v v ALw
A B
.
&l
elinaar] o

Fig. 5.10: Construcao da curva de Koch - passo 2

3. Divida o segmento AB em trés partes congruentes, para isso utilize a ferra-
menta “Circulo dados centro e raio” para criar duas circunferéncias, uma
com centro em A e outra com centro em B, ambas com raio 5. Basta clicar

na ferramenta e marcar o centro, em seguida abrird uma nova janela em

que ¢ necessdrio preencher o campo “Raio” com a medida §.
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5.2 Construindo Fractais com o Geogebra

€7 Circulo dados Centro e Raio =)

Raio

a3 @)

Entrada.

Fig. 5.11: Construcao da curva de Koch - passo 3

4. Com a ferramenta “Intersecao de dois objetos” marque os pontos C e D
s )
pontos de interseccao do segmento AB com a circunferéncia de centro em

A e em B, respectivamente.

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

Entrada.

Fig. 5.12: Construcao da curva de Koch - passo 4

5. Oculte as circunferéncias anteriores e trace duas novas circunferéncias, uma
com centro em C passando pelo ponto D e outra centro em D passando
por C. Essas circunferéncias se encontram em dois pontos, vamos marcar

apenas a de cima (ponto E).
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

M

[ 0%

Fig. 5.13: Construcao da curva de Koch - passo 5

6. O primeiro nivel da curva de Koch é formada pelos segmentos AC, CE, ED
e DB. Os demais objetos devem ser ocultados para nao poluir a “Janela
de visualizagao”.

Entrada <]

Fig. 5.14: Construcao da curva de Koch - passo 6

7. No menu de edicao, clique em “Ferramentas” e escolha “Criar uma nova
ferramenta...”. Uma nova janela sera aberta e é preciso preencher as trés
abas “Objetos finais”, “Objetos iniciais” e “Nome e icone” como mostra a
figura a seguir.
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5.2 Construindo Fractais com o Geogebra

N N N
€7 Criar uma Nova Ferramenta &) (¢ criar uma Nova Ferramenta 823 ) criar uma Nova Ferramenta ==

Objetos Finais || Objetos Iniciais | Nome e icone| | objetos Finais | Objetos iniciais | Nome e icone| | Objetos Finais | opjetos niciais | Nome e icone
Selecione os objetos na construcio ou escolha-os de uma lista

Selecione os objetos na construgio ou escolha-os de uma lista
Nome da ferramenta |curva_koch]

Segmento b: Segmenta (4, C]
Segmento g: Segmento [C, E]

[a]
Segmento h: Segmento [E, D] E
b=

Ponto A
Ponto B

Nome do comando | curva_koch

Ajuda da ferramenta
Segmento i: Segmento [D, B]

Ponto C: Ponto de intersecdo de c, a
Ponto E: Ponto de intersecdo de e, T

Ponto D: Fonto de intersecdo de d, a
< Voltar [ < Valtar H Préximo > ] [ Cancelar ] [ < Voltar ][ Concluido ]

L

B B

P
?3‘\ [7] Exibir na Barra de Ferramentas

[ Cancelar

L

Fig. 5.15: Construcao da curva de Koch - passo 7
e “Objetos finais” - Clique nos segmentos b, g,h e i e nos pontos C,D e E.
e “Objetos iniciais” - Automaticamente aparecera os pontos A e B.

e “Nome e icone” - Escolha o nome da ferramenta que sera criada, pode ser
curva_koch e clique no botao “Concluido” .

8. Ao clicar em “Concluido” aparecera o recado “Nova ferramenta criada com
sucesso!” e um novo icone estara na barra de ferramentas.

Arquivo Editar Exibir Opgbes Feramentas Janela Ajuda

A ‘.\)
1L O] 17 C N B2 kA 13
Tl EAC curva_koch

curva_koch( <Ponto=, <Ponto= ]

Entrada

Fig. 5.16: Construgao da curva de Koch - passo 8

9. Para construir o segundo nivel da curva de Koch basta clicar na ferramenta
criada e nas extremidade dos segmentos AC, CE,ED e DB.
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Amuwn Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

J—ﬁﬁt:v
A U

EEN o3

Entrada: @

Fig. 5.17: Construcao da curva de Koch - passo 9

10. Faga mais um nivel da curva e observe a figura formada antes de iniciar
as atividades propostas.

Editar Exibir Dp;ue; Ferramentas Janela Ajuﬂa

BN

Entrada @

Fig. 5.18: Construgao da curva de Koch - passo 10

Atividades

1. No primeiro nivel é formado quatro novos segmentos. Observe e complete
a tabela a seguir:
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5.2 Construindo Fractais com o Geogebra

Nivel Quantidade de Quantidade de
segmentos Novos segmentos novos em
poténcia de 2

16

=W N =] O

Tabela 5.3: Quantidade de segmentos novos em cada nivel da curva de Koch

2. Qual foi o raciocinio usado para encontrar a quantidade de segmentos novos
nos niveis 3, 4 e 57

3. Usando o mesmo raciocinio, escreva quantos segmentos novos haveria no
nivel n.

Solucoes

1. A tabela deve ser completa da seguinte maneira:

Nivel Quantidade de Quantidade de
segmentos novos segmentos novos em
poténcia de 2

0 1 20
1 4 22
2 16 24
3 64 26
4 256 28
) 1024 210

Tabela 5.4: Quantidade de segmentos novos em cada nivel da curva de Koch
(solugao)

2. Espera-se que os alunos percebam que em cada nivel a quantidade de seg-
mentos novos quadruplica.

3. 22" ou 4"
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5.2.3 Construindo a llha de Koch
Objetivo

Construir a ilha de Koch utilizando o Geogebra, calcular a quantidade de seg-
mentos, o perimetro e a area da ilha em cada nivel associando ao conceito de
progressao geométrica e trabalhar com inequagoes exponenciais e logaritmos.

Publico-alvo

Essa atividade é voltada para alunos do 1° ou 2° anos do Ensino Médio, mas
pode ser adaptada para o Ensino Fundamental II.

Material necessario

Computador com o software Geogebra

Instrucoes

Com a nova ferramenta criada na proposta anterior (curva_koch) é simples de
construirmos a ilha de Koch. Basta iniciarmos a construgao com um triangulo
equilatero, para isso:

1. Feche a “Janela de algebra” e oculte os eixos. Vamos ficar apenas com a
“Janela de visualizagao”.

2. Clique no botao “Poligono regular” marque os pontos A e B e indique o
numero de vértices (3) na janela que se abrird e o programa definird o ponto
C de modo que ABC seja um triangulo equilatero.

n

PE

ela
%)

Entrada: [}

Fig. 5.19: Construcao da ilha de Koch - passo 2
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5.2 Construindo Fractais com o Geogebra

3. Utilize a ferramenta curva_koch nos segmentos do triangulo ABC.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Femamentas Janela Ajuda

DREEFCEEHNTEREN

T EAG

Entrar.
A
D %

Fig. 5.20: Construcao da ilha de Koch - passo 3

4. Oculte o triangulo inicial e aplique mais uma vez a ferramenta curva_koch

nos segmentos gerados no nivel anterior.

5. Oculte os vértices para a figura ficar mais limpa e temos a ilha de Koch no

terceiro nivel.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

B BEEE AN BN

Fig. 5.21: Construcao da ilha de Koch - passo 5

Atividades

Entrar.

@

1. Considerando o comprimento inicial do lado do triangulo como 1 centimetro,

complete a seguinte tabela:
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Nivel Quantidade de segmentos Comprimento de cada Perimetro
segmento

3 1 3-1=3

WINN |~ O

Tabela 5.5: Perimetro da ilha de Koch

2. Quantos segmentos novos haveria no nivel n?

3. Qual seria o comprimento de cada segmento no nivel n?

4. Qual o perimetro da curva no nivel n?

5. Considere a sequéncia dada pelos valores da coluna “perimetro”. Esses
valores formam uma progressao artmética, geométrica ou uma sequéncia

qualquer?

6. Quantos niveis sao necessarios para que o perimetro da ilha de Koch seja
pelo menos 1 metro?

7. Considerando Ay a area do triangulo inicial, complete a tabela a seguir:

Nivel Area de cada novo triangulo Area total acrescida

1
2
3

Tabela 5.6: Area da ilha de Koch

8. Qual a area total da ilha de Koch no nivel n?

9. Do nivel 0 ao nivel n a area total aumentou ou reduziu? Qual a porcenta-
gem de aumento/redugao?

Solucoes

1. A tabela deve ser completa da seguinte maneira:
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5.2 Construindo Fractais com o Geogebra

Nivel Quantidade de Comprimento de cada Perimetro
segmentos segmento
0 3 1 3.1=3
1 3-4=12 3 3.4-1=4
2 se-is (P=t  ze()-v
TR =% sr@) -

Tabela 5.7: Perfmetro da ilha de Koch (solugao)

2. 3-4™
3. (3)"
4. 3-4™. (%)n ou 3 - (%)n

5. A sequencia (3; 4; 13—6; %) é uma progressao geométrica crescente cujo pri-

meiro termo é 3 e a razao é ‘51.

6. Temos que 1 metro equivale a 100 centimetros. Vamos determinar qual o
menor valor de n € N que satisfaz a inequacao

3 4n1>100
3 -

Resolvendo a inequacao, temos:

3 4" 1> 100 = 4 n>100
3 - 3) 7 3°

Aplicando log na base 10, temos:

AN\" 100 4 100 log 120
1 - > log — Jog = > log — > 3
og(g) og 3 =n og3 og 3 =n log%

=n > 12,19.

Como n € N, entao n = 13. Logo, para que o perimetro da ilha de Koch
seja pelo menos 1 metro, sao necessario 13 niveis.

7. A tabela deve ser completa da seguinte maneira:
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Nivel Area de cada novo triangulo Area total acrescida

1 A 3-4-40
2 L0 3.4%. 20
3 =t 3.43. 20

Tabela 5.8: Area da ilha de Koch (solucdo)

8. No nivel n temos que a area acrescida A,, é dada por uma PG cujo primeiro

termo é Ay = %, razao q = % e termo geral :

A AMTTBA _AMTT3A) A (4)“‘1

gn  ~ 9gn-l.g 3 \9

Como g < 1, do limite da soma dos n termos de uma PG decrescente,
temos que:

Ay 1—(H" Ay 9

Logo, a area total é dada por:

3 8
An — Ao + gAQ — SAO

9. H4 um aumento de % — % = g da drea inicial, ou seja, 60%.

5.2.4 Construindo o Triangulo de Sierpinski
Objetivo

Construir o triangulo de Sierpinski utilizando o Geogebra, calcular a quantidade
de triangulos, o perimetro e a area em cada nivel associando ao conceito de
progressao geométrica.

Publico-alvo

Essa atividade é voltada para alunos do 1° ou 2° anos do Ensino Médio, mas
pode ser adaptada para o Ensino Fundamental II.

Material necessario

Computador com o software Geogebra
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5.2 Construindo Fractais com o Geogebra

Instrucoes

1. Feche a “Janela de algebra” e oculte os eixos. Vamos ficar apenas com a
“Janela de visualizagao”.

2. Clique no botao “Poligono regular” marque os pontos A e B e indique o
nimero de vértices (3) na janela que se abrird e o programa definird o ponto
C de modo que ABC seja um triangulo equilatero.

Entrar.

) o

a=2

&3 Poligono Regular ]
Vértices

3 @

oK | [ cancelar

Entrada ]

Fig. 5.22: Construcao do triangulo de Sierpinski - passo 2

3. Escolha uma cor de sua preferencia para o triangulo inicial.

[ GeoGebra i e
Arquivo Editar Exibir Opges Femramentas Janela Ajuda Entrar
A

Gl

Al
Tl EACY

B

@

=

lolirs) a=2
) &) —~

Entrada <]

Fig. 5.23: Construcao do triangulo de Sierpinski - passo 3

4. Clique no botao “Ponto médio” para encontrar os pontos médios de cada
lado do triangulo ABC.
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a-2

& s

Entrada;

Fig. 5.24: Construgao do triangulo de Sierpinski - passo 4

5. Utilize a ferramenta “Poligono” para construir um triangulo com os pontos

médios D, E e F. E escolha outra cor para parecer que este triangulo foi
retirado.

B GeoGeba

Arquivo Editar Exivir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

BREE R FEENTED o5
Tl EAC

o 3 ¢
Enfrada (a]
% '™ B "o "SI " K ELTTPTYN

1
23/05/2015

Fig. 5.25: Construcao do triangulo de Sierpinski - passo 5

6. Agora, no menu de edicao, clique em “Ferramentas” e escolha “Criar uma

nova ferramenta...”. Uma nova janela serd aberta e é preciso preencher as
tres abas:

e “Objetos finais” - Clique nos segmentos d, e e f.
e “Objetos iniciais” - Automaticamente aparecera os pontos A e B.

“Nome e icone” - Escolha o nome da ferramenta que sera criada, pode ser
)
Sierpinski (§] clique no botao “Concluido”
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5.2 Construindo Fractais com o Geogebra

{12 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgles

Entrar.
Tl EACY
€3 Criar uma Nova Ferramenta 2
¢ Obetos Finais | Objetos Inicais | Nome e icone|

Selecione os objetos na construgio ou escolha-os de umalista

Segmento f. Segmento [E, D] de e

'Segmento e: Segmento [D, F] de Tridngulo pol2 \—/

Segmento d: Segmento [F, E] de Tridngulo pol2 v

o 3
X 4
Préximo > Cs &
A B
F

Entrad: 0

Fig. 5.26: Construcao do triangulo de Sierpinski - passo 6

7. Com a nova ferramenta, faca mais um nivel do triangulo de Sierpinski
selecionando a nova ferramenta e escolhendo dois pontos A e F, por exemplo.

o

o@) 5

Fig. 5.27: Construcao do triangulo de Sierpinski - passo 7

Atividades

1. Observe cada nivel de construgao do triangulo de Sierpinski e complete a
tabela:
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Nivel Quantidade de Quantidade de
triangulos pretos triangulos pretos em
poténcia de 3

=W N =] O

Tabela 5.9: Quantidade de triangulos pretos em cada nivel do triangulo de
Sierpinski

2. Qual foi o raciocinio usado para encontrar a quantidade de triangulos pretos
nos niveis 3, 4 e 57

3. Usando o mesmo raciocinio, escreva quantos triangulos pretos haveria no
nivel n.

4. Considerando 1 o lado do triangulo inicial, complete a tabela a seguir:

Nivel Quantidade de triangulos Comprimento do lado Perimetro do fractal
de cada triangulo

1 l 3l

Tabela 5.10: Perimetro do triangulo de Sierpinski

5. Observe o padrao formado e usando esse raciocinio escreva qual seria o
perimetro do haveria no nivel n.

6. Agora, considerando A a &drea do triangulo inicial, complete a tabela a
seguir:
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5.2 Construindo Fractais com o Geogebra

Nivel Quantidade de triangulos Area de cada Area do fractal
triangulo
0 1 A 31
1 3
2 9
3

Tabela 5.11: Area do triangulo de Sierpinski

Solucoes

1. A tabela deve ser completa da seguinte maneira:

Nivel Quantidade de Quantidade de
triangulos pretos triangulos pretos em
poténcia de 3

0 1 30
1 3 3!
2 9 3?
3 27 33
4 81 34
b} 243 3°

Tabela 5.12: Quantidade de triangulos pretos em cada nivel do triangulo de
Sierpinski (solugao)

2. Espera-se que os alunos percebam que em cada nivel a quantidade de
triangulos pretos triplica.

3. 3"

4. A tabela deve ser completa da seguinte maneira:
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Nivel Quantidade de triangulos Comprimento do lado Perimetro do fractal
de cada triangulo

0 1 l 3l

1 3 31 3-21
2 3? 3l 32 51
3 3 35l 331

Tabela 5.13: Perimetro do triangulo de Sierpinski (solugao)

5. 3. 3

A

6. A tabela deve ser completa da seguinte maneira:

Nivel Quantidade de triangulos Area de cada Area do fractal
triangulo
0 1 A 3l
1 3
2 9
3 27

Tabela 5.14: Area do triangulo de Sierpinski (solugao)

5.3 Triangulo de Pascal e de Sierpinski

Objetivo

Apresentar o triangulo de Pascal e suas propriedades relacionando-o com o
triangulo de Sierpinski.

Publico-alvo

Essa atividade é voltada para alunos do 1° ou 2° anos do Ensino Médio.

Material necessario

Papel com malha quadriculada ou hexagonal.

Instrucoes

Distribua uma folha de papel com malha hexagonal preenchida com apenas al-
guns numeros do triangulo de Pascal dispostos como na figura a seguir.
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5.3 Triangulo de Pascal e de Sierpinski

Fig. 5.28: Malha hexagonal

Atividades

1. Observe a folha que voceé recebeu. Utilize a relacao de Stifel, o teorema das
linhas, das colunas ou das diagonais para completar o triangulo de Pascal
até a oitava linha.

2. Agora, pinte de cores distintas os hexagonos que possuem numeros pares
dos que possuem numeros impares.

3. Voceé notou algum padrao apds pinta-los?

Solucao

1. O aluno deve obter um triangulo como abaixo:

850
S

Fig. 5.29: Malha hexagonal (solucao 1)
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2. Apés pintar os hexdgonos com cores diferentes o triangulo deve ficar com
os numeros destacados da seguinte maneira:

Fig. 5.30: Malha hexagonal (solucao 2)

3. Espera-se que os alunos percebam que os ntimeros pares ficam ao centro
enquanto que os numeros impares ficam ao seu redor, dando a forma de
triangulos. Nesse momento, é interessante comentar sobre a regularidade
e sobre os fractais, em especial o triangulo de Sierpinski que foi formado.
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6 Conclusao

A apresentacao dos fractais em sala de aula provoca a quebra do paradigma de
que a Matematica é uma ciéncia pronta. Ha diversas aplicacoes praticas que sao
de facil compreensao e algumas semelhancas com elementos da prépria natureza,
o que demonstra que a Matematica que se estuda é aplicavel estimulando o
aprendizado. O uso de alguns recursos como a dobradura e o software Geogebra
geram mais fascinio tanto para quem ensina quanto para quem aprende. Mesmo
que abordados em diferentes niveis, o uso da geometria fractal provoca nos alunos
um olhar diferenciado no mundo que nos rodeia.

A geometria fractal é considerada uma area de estudo recente que tem sido
explorada cada vez mais devido suas aplicagoes. Através dela, é possivel explo-
rar diversos conceitos da geometria euclideana como perimetro, area e volume
de figuras. Mas a abordagem dos fractais nao se limita a geometria, podemos
aplica-la também em contetidos como sequéncias e séries, progressao geométrica,
logaritmos e binomiais (triangulo de Pascal).

Os exemplos sugeridos no capitulo |5 desse trabalho podem ser adaptados de
acordo com a necessidade do professor, tornando o ensino da Matematica mais
envolvente e prazeroso e contribuindo para o aprendizado dos alunos.
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