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RESUMO

Esta dissertacdo tem por objetivo estudar uma manifestacdo especifica de simetria

que se da em alguns ornamentos, os frisos.

Desenvolvemos primeiramente algumas operacdes geométricas associadas ao con-
ceito de isometria para, seguido da definicdo de simetria de uma figura plana, estudar

a composicao dessas isometrias.

Em seguinda definimos e classificamos os sete grupos de frisos, objetivo principal
deste trabalho, e encerramos o estudo com a apresentacao de atividades que podem

ser exploradas num contexto de sala de aula.

Palavras-chave: Simetria, Frisos, Isometrias
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ABSTRACT

This dissertation is about studying a specific demonstration found in some orna-

ments, the friezes.

Firstly we developed some geometrics operations associated to the concept of isom-
etry, followed by the symmetry definition of a plan figure, we study the composition of

those isometries.

Then, we define and classify the seven groups of friezes, main objective of this dis-
sertation, and lastly we propose some activities which can be explored in a classroom

environment.

Keywords: Symmetries, Friezes, Isometries.
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INTRODUCAO

A busca pela harmonia e pela beleza sempre foi uma caracteristica natural do ser
humano. A expressdo desta busca incansdavel que muito agrada os nossos sentidos se
da por meio da obra artistica, seja ela uma obra arquitetonica, uma escultura, uma

pintura, uma musica, uma poesia, entre outros.

Estudando com critérios objetivos ou apenas apreciando algumas dessas manifesta-
¢Oes artisticas com que nos deparamos a nossa volta, encontramos uma caracteristica

muito evidente em grande parte delas, que é a simetria.

Os registros do uso da simetria por vdrios artistas e povos é compreensivel, pois
muitos temas artisticos tratam da natureza, onde a simetria nos aparece de diversas

formas.

O objetivo deste trabalho estd além da definicio matemadtica de simetria. Vamos
estudar aqui principalmente uma manifestacdo especifica de simetria que se da em al-
guns ornamentos. Sdo padrdes de repeticao de uma figura ou motivo indefinidamente

em uma Unica direcdo: os frisos.

Este trabalho desenvolve primeiramente algumas operacdes geométricas associadas
ao conceito de isometria para, seguido da definicdo de simetria de uma figura plana,

estudar a composicao dessas isometrias.

E no segundo capitulo que definimos e classificamos os sete grupos de frisos, objetivo
principal deste trabalho. Aqui fazemos uso de esquemas explicativos e exemplos para

melhor compreender e visualizar cada grupo de friso.

As numerosas ilustragdes, construcdes geométricas e esquemas que acompanham o
texto auxiliam o leitor a explorar de forma didatica os temas matematicos aqui abor-
dados.

O terceiro capitulo encerra o trabalho com a apresentacdo de algumas atividades
que podem ser exploradas num contexto de sala de aula para alunos do ensino médio

com o objetivo final de classificacdo dos grupos de frisos.



INTRODUGAO

Esperamos que professores, alunos e amantes da geometria possam melhor contem-
plar a beleza e a riqueza matemadtica presentes na arte e na natureza e que este tra-
balho também seja fonte de inspiracdo para a exploracdo de um universo muito mais

vasto do que foi tratado nesta exposicao introdutoria.



ISOMETRIAS DO PLANO

Na primeira secdo deste capitulo definimos grupo discreto, as isometrias do plano,
as formas de isometria entre outros termos matematicos elementares que serdo menci-
onados ao longo do trabalho e sdo de total importancia para uma boa compreensdo do
tema a ser desenvolvido. Procuramos explorar algumas ilustracées de forma a deixar

claros os termos matematicos aqui utilizados.

Na secdo seguinte exploramos o significado de simetria, dando uma definicdo mate-
matica e estudando sua presenca em algumas figuras planas, dentre elas, o triangulo

equildtero, o quadrado e o hexdgono regular.

Na terceira secdo ilustramos algumas formas de composicao de isometrias e fizemos

algumas andlises breves dos resultados encontrados.

1.1 PROPRIEDADES ELEMENTARES

Definicao 1.1. Seja T um conjunto ndo vazio. Uma aplicacdo binaria em T é uma

aplicacdo f : T x T — T.
Exemplo:

A aplicacdo f : N x N — N definida por f(r,s) = r+s, sendo N o conjunto dos

numeros naturais, € uma aplicacdo binaria, onde + € a adicdo usual.

Definicao 1.2. Um grupo é uma estrutura (T, ), formada por um conjunto nao vazio

T sobre o qual foi definido uma aplicacdo bindria *, satisfazendo as propriedades:

e (T, x) é associativa, ou seja, para quaisquer 7,s,t € T : (r xs) x t = r x (s x t);
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e (T,*) possui um elemento neutro a, ou seja, a € T tal que paratodon € T :

A*N=n%*a="n,

e Cada elemento n € T possui um simétrico m com relacdo a operacdo *, ou seja,
paracadan € T, existe m € T tal que nxm = m*n = a, sendo a o elemento

neutro.

Definicdo 1.3. O numero de elementos de um grupo G € a sua ordem g, que pode ser
finita ou infinita. Se os elementos desse grupo forem enumeraveis, ou seja, podem ser
colocados em correspondéncia biunivoca com os nimeros naturais, esse grupo € dito

discreto. Caso contrario, esse grupo é dito continuo. Exemplos:

e Conjunto dos numeros inteiros Z: é um grupo discreto com ordem infinita.

e Conjunto dos ntimeros reais R: é um grupo continuo.

Definicdo 1.4. Transformagdo do plano euclidiano é uma aplicacdo bijetora do con-

junto dos pontos do plano sobre si mesmo.

Seja dist uma fungdo métrica do plano tal que dist(A, B) é a distancia (no plano

euclidiano) entre os pontos A e B. Podemos definir entéo:

Definicao 1.5. Isometria é uma transformacao do plano euclidiano, tal que a distancia

relativa entre pontos permanece a mesma.

Isto é, se f é uma isometria do plano entdo dist(f(A), f(B))=dist(A, B), ou seja, é

uma transformacéo que preserva as distancias entre os pontos no plano.
Para ilustrar a definicdo acima, vamos analisar a seguinte situacao:
Seja um objeto com trés pontos fixos A, B e C quaisquer.

Se colocarmos este objeto diante de um espelho, teremos sua imagem refletida com
os pontos A, B e C agora também refletidos, sendo agora chamados de A", B’ e C’

(ver Figura 1).
Intuitivamente podemos fazer as seguintes afirmacoes:
1. dist(A, B) = dist(A’, B)
2. dist(B,C) = dist(B/,C")
3. dist(A, C) = dist(A’,C")
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espelho

O\ 0\

C Ct 11

objeto obfeto

Figura 1: Isometria

Temos aqui entdo um exemplo de isometria a qual, como podemos observar, fixa as

distancias entre pontos.

Ha quatro formas de isometrias do plano a serem consideradas: translacdo, rotacdo,

reflexdo, e reflexdo transladada .

Translacdo t:

Seja zﬁ um vetor do plano. Uma translacdo de vetor z@ € uma isometria Tk tal
que para cada ponto P do plano associa um ponto P’, imagem de P, de forma que
PP = AB

Podemos escrever: ’L’Iﬁ(P) =P+ zﬁ =P.

Aplicando a translacdo numa figura G do plano, esta move cada ponto de G de uma

mesma extensdo, numa mesma direcdo e num mesmo sentido, dados pelo vetor zﬁ .

Vamos analisar os esquemas a seguir:

B

Figura 2: Translacdo T3 (P)
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Aplicando a translagdo de vetor 1@ no ponto P, obtemos o ponto P/, imagem de P.
—
Observe que PP’ = AB.

a N

Figura 3: Translacdo de uma figura G por um vetor zﬁ

Observe que aplicando uma translagcdo de vetor z@ na figura G, obtemos a figura

G', que é congruente a primeira.

Rotacéo p:

Dado um ponto O do plano e um ntimero real «, a rotagdo de centro O e angulo « é
uma isometria que fixa o ponto O e associa a cada ponto P do plano, P # O, o ponto
P’ pertencente a circunferéncia de centro O e raio OP e tal que a medida do 4ngulo

orientado /POP’ é igual a a.

Podemos escrever: pp ,(P) = P’

Observacéo 1. Consideraremos « > 0 se a rotagdo for no sentido anti-hordrio e, « < 0

se a rotacao for no sentido horario.

Figura 4: Rotacéo pg (P)
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Aplicando uma rotacéo de centro O e angulo « (pp ) no ponto P do plano obtemos

o ponto P’, imagem de P (ver Figura 4). Observe que OP = OP’ e que /POP’ = a.

Agora vamos analisar a aplicacdo de uma rotagdo de centro O e angulo & (0o »)
numa figura G do plano. Sejam P um ponto tal que P € G e G’ a imagem de G
por po,. Entdo P’ é imagem de P e P’ € G (ver Figura 5). Observe que OP = OF,

/POP' = « e que a figura G’ é congruente a figura G.

Figura 5: Rotagdo de centro O e dngulo a sobre uma figura G

Reflexao ¢

Ha dois tipos de reflexdo, que vamos diferenciar.

1. Reflexdo em relacdo a uma reta (0):

Dada um reta / do plano, a reflexdo em relagdo a / € uma isometria que fixa todos
os pontos de [ e associa a cada ponto P do plano, o ponto P’ tal que ! é a reta

mediatriz do segmento PP’ . Chamamos / de eixo de reflexdo.
Podemos escrever: o;(P) = P’

Aplicando uma reflexdo de ! (¢7) no ponto P do plano obtemos o ponto P/, ima-
gem de P (ver Figura 6). Observe que o segmento PP’ é perpendicular a reta [ e

que [, por sua vez é mediatriz de PP’.

Agora vamos analisar a aplicacdo de uma reflexdo de eixo [ (¢;) numa figura G
do plano. Sejam P um ponto tal que P € G e G’ a imagem de G por ¢;. Entdo P’
¢ imagem de P e P’ € G (ver Figura 7). Observe que PP’ L1, com [ mediatriz de

PP’ e que a figura G’ é congruente a figura G.
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L

Figura 6: Reflexdo 0;(P)

M

Figura 7: Reflexdo de eixo / sobre uma figura G

2. Reflex@o em relagdo a um ponto (04):

Dado um ponto A do plano, a reflexdo em relacdo a A é uma isometria que fixa

este ponto A e associa a cada ponto P do plano, com P distinto de A, o ponto P’

de forma que o ponto A é ponto médio do segmento de reta PP’.

Podemos escrever: o4(P) = P’

Figura 8: Reflexdo em relag¢do a um ponto o4
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Observe que a reflexdo 04 em relacdo a um ponto A é também uma rotagéo de

meia volta, ou seja, uma rotagdo p4 , , com centro em A e dngulo « igual a 180°.

Reflexao Transladada +y:

Sejam [ uma reta do plano e 1@ um vetor tal que sua direcao € paralela a reta /.

Uma reflexdo transladada é uma isometria de eixo [ e vetor zﬁ (v, 7) que associa a
cada pontoP do plano, o ponto P’ que é gerado por uma reflexéo o7, de eixo [, seguida

de uma translacdo 7 de vetor /@ .

Podemos escrever: 7y, .= (P) = P’

Figura 9: Reflexdo Transladada 7, 43 (P)

Na Figura 9 ilustramos uma reflexdo transladada aplicada num ponto P do plano.
Observe que esta isometria se d4 em duas etapas: se aplica uma reflexdo de eixo / no
ponto P, resultando num ponto Q e, por fim, se aplica uma translacdo de vetor 1@ no

ponto Q (cuja direcdo é paralela a reta ), gerando o ponto P'.
Em outras palavras, o ponto P’ é a imagem do ponto P por ¢; seguido de 3

Da mesma forma, a aplicacdo de uma reflexdo transladada em uma figura G se da
aplicando primeiramente uma reflexdo de eixo I na figura G, resultando numa figura
H e, por fim, se aplica uma translacdo de vetor zﬁ, na figura H, gerando a figura G/,

imagem de G por 07 seguido de T3 (ver Figura 10).

Observe agora (ver Figura 11) a ilustracdo do resultado da aplicacdo de uma reflexdo

transladada sobre uma figura do plano.
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Figura 10: Reflexdo o; seguida de uma translacédo Tk

Figura 11: Reflexdo Transladada aplicada sobre G

Observacdo 2. De um modo geral temos:

Translacdo nao trivial: Nao fixa nenhum ponto, mas fixa cada linha paralela a dire-

¢do da translagéo;

Rotacao nao trivial: Fixa o centro de rotacdo;

Reflexdo: Fixa cada ponto do eixo de reflexao e cada linha perpendicular ao eixo;

Reflexdo Transladada: Fixa o eixo de reflexdo;

Identidade: Fixa todos os pontos do plano e todas as linhas.

10
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Definicdo 1.6. Isometrias Proprias sdo resultadas da composicdo de um ntimero par

de reflexdes em relacdo a retas.
Sdo isometrias préprias:

e a translacdo (1)

Teorema 1.7. Sejam [; e I, retas paralelas distintas do plano e zﬁ uma reta perpendicu-

lar tal que A € Iy e B € I,. Entdo 0, 0 07, = T, 13 em outras palavras, toda translagdo é

resultado de uma composta de duas reflexoes em relagdo a linhas.

Demostracgio 1. Seja A’ = 05,(A). Como fTé é perpendicular a reta [, pela proprie-
_ . —

dade da isometria de reflexdo, AA’1l, e AB = BA’. Assim AA' = 21@ e portanto,

A= T (A) = 7,73 (A). (Ver Figura 12).

Seja um ponto C de /;, com C distinto de A e tal que C’' = ¢7,(C). Pela propriedade

da isometria de reflexdo CC’ LI, e, portanto, CC’ || AA’. Temos também que A € [; e
C € ;. Logo, AC || I, e, por consequéncia, A’C’ || I,. Portanto o quadrildtero ACC’ A’
¢ um retangulo, sendo que CC' = AA’ = 2AB.

—
Por fim, seja B’ = 03,(B). Temos que B = ¢3,(B’), B'B = 21@ e, portanto, B = Tﬁ(B/) =

T1(B)

h 5

Figura 12: Isometria Prépria - Translagao

Concluimos que:

(01, 0 01,)(A) = 0, (A) = A = T, (A)
(01, 003,)(C) = 03,(C) = C" = 7,22:(C)

(01, 0 01,)(B') = 01,(B) = B = T, 13(B))

Chegamos, assim, na igualdade das isometrias o, o 0, € T3

e arotagdo (p)

11
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Teorema 1.8. Sejam I e I, retas distintas concorrentes num ponto O do plano e seja «
a medida de um dos dngulos orientados da reta Iy para l,. Entdo 01, 0 01, = 00,20, €M
outras palavras, toda rotacdo é resultado de uma composta de duas reflexoes em relacdo

a linhas.

Demostracao 2. Escolhendo um ponto qualquer A de [, com A distinto de O, e seja
B € I, tal que B é a imagem de A por uma rotacdo de centro O e angulo «, ou seja,
p0,.(A) = B (ver Figura 13).

Se tomarmos um ponto A’ de modo que este seja imagem de A por uma reflexdo em
relacdo a reta I, , ou seja, A’ = 0},(A), entdo I, serd a reta mediatriz do segmento
AA’. Assim, como O € I, pela propriedade da isometria de reflexio, podemos dizer
que OA = OA’ . Além disso, como I, contem a bissetriz do Angulo orientado /AOA’,
segue que este dngulo tem medida igual a 2« e, portanto, podemos dizer que A’ é

imagem de A por uma rotacdo de centro O e angulo 2« , ou seja, A" = pp24(A) .

Analogamente, como B’ = ¢;,(B) segue que OB = OB’ e 0 angulo orientado /B'OB tem

medida igual a 2« e, portanto, B = pp 24(B’).

Figura 13: Isometria Prépria - Rotacdo

Assim, temos:

(01, ©071,)(0) = 01,(0) = O = p0,24(0),

(01, 0 01, )(A) = 01,(A) = A" = popu(A) €

(01, 001,)(B') = 01,(B) = B = po 24(B’)

Chegamos, assim, na igualdade das isometrias 0, o 07, € p0,24-

As demonstracdes das propriedades acima, bem como de outras, podem ser vistas

em [[1].

12
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1.2 SIMETRIA

Uma isometria T do plano é uma simetria de uma figura A do plano se A é invariante
por T, isto é, T(A) = A, ou seja, a imagem da figura A pela isometria T é a propria

figura A.
Vejamos a seguir a aplicacdo de simetrias em algumas figuras geométricas.

Aplicando uma reflexdo de eixo I na figura G obtemos a figura G’ (ver Figura 14).

Observe que a imagem G’ da figura G, pela aplicacido dessa isometria, é a propria

ol020

Figura 14: Reflexdo de eixo |

figura G.

Aplicando uma rotacao de centro O (baricentro de H) e angulo a« = 120° na figura
H obtemos a figura H' (ver Figura 15). Observe que a imagem H’ da figura H, pela

aplicacdo dessa isometria, é a propria figura H.

ANAN

Figura 15: Rotacédo de centro O

Observemos agora as simetrias presentes em algumas figuras geométricas.

e Simtrias do Tridngulo Equilatero

13
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m2

m1

Figura 16: Simetrias do triangulo equilatero

1. Identidade (ou rotacdo: 1 volta);
2. Rotacao: % de volta, ou rotacdo de 120° em relacdo ao centro O;
3. Rotacio: % de volta, ou rotacdo de 240° em relacéo ao centro O;
4. Reflexdo na linha my;
5. Reflexdo na linha my;
6. Reflexdo na linha ms3
Como a identidade é uma simetria de rotagcdo (uma volta completa), temos entao

que, para o triangulo equildtero, existem 3 simetrias de rotacdo e 3 simetrias de

reflexdo.

e Simetrias do Quadrado

mé

m3

mz2

m1

Figura 17: Simetrias do quadrado

14
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1. Identidade;

2. Rotacdo: % de volta, ou rotagdo de 90° em relacdo ao centro O;
3. Rotacao: % de volta, ou rotagdo de 180° em relacdo ao centro O;
4. Rotacao: % de volta, ou rotacdo de 270° em relacdo ao centro O;
5. Reflexdo na linha m;;

6. Reflexdo na linha m»,;

7. Reflexdo na linha m;

8. Reflexdo na linha my

Como a identidade é uma simetria de rotacdo (uma volta completa), temos entao

que, para o quadrado, existem 4 simetrias de rotagdo e 4 simetrias de reflexdo.

e Simtrias Hexagono Regular

Figura 18: Simetrias do hexdgono regular

1. Identidade;

2. Rotacao: % de volta, ou rotagdo de 180° em relacdo ao centro O;
3. Rotacao: % de volta, ou rotagdo de 120° em relacdo ao centro O;
4. Rotacdo: % de volta, ou rotacdo de 240° em relacdo ao centro O;
5. Rotacio: % de volta, ou rotacdo de 60° em relacdo ao centro O;

6. Rotacao: g de volta, ou rotacdo de 300° em relacdo ao centro O;

15
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7. Reflexdo na linha mq;
8. Reflexdo na linha my;
9. Reflexio na linha m;3
10. Reflexdo na linha my
11. Reflexdo na linha ms

12. Reflexdo na linha mg
Como a identidade é uma simetria de rotacdo (uma volta completa), temos entéo

que, para o hexdgono regular, existem 6 simetrias de rotacdo e 6 simetrias de

reflexdo.

1.3 ALGUMAS COMPOSIGOES DAS ISOMETRIAS

Nesta secdo examinaremos algumas formas de combinar as isometrias. Aqui, ndo
estamos preocupados em demonstrar os resultados destas combinacbes, mas apenas

ilustrar alguns deles. Sendo assim, caso haja interesse, recomendamos a leitura de [[1]].
Primeiramente vamos adotar algumas notagoes:
Id: Identidade;
p: menor rotagdo possivel (sentido anti-horario). Ex: quadrado: p = % de volta;
0% = pp: duas rotagdes seguidas;
0% = ppp: trés rotacdes seguidas (e assim por diante);
p~1,p2 : rotagdes no sentido hordrio;
o: reflexdo por uma linha.
Observacao 3. Os resultados das combinagdes serdo analisados somente no tridngulo

equilatero, quadrado e hexdgono regular.

e Verifiquemos que a composta cpo é equivalente a uma rotacdo:

- Triangulo equilatero

Observe o esquema da composta de isometrias, citada acima, no tridangulo

equilatero.

16
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Figura 19: Composta opo no tridngulo equildtero

1. A primeira reflexdo o foi aplicada sobre o eixo m; do triangulo (ver
simetrias do tridngulo equildtero). Como podemos observar, o ponto

A manteve-se fixo enquanto que os pontos B e C foram invertidos;

2. A rotacdo p foi aplicada sobre o centro O do tridngulo (ver simetrias
do triangulo equildtero) com « = 120° no sentido anti-horario. Agora
o ponto B é o vértice superior do triangulo e os vértices da base sao

A (vértice da esquerda) e C (vértice da direita);

3. A segunda reflexdo ¢ foi aplicada também sobre o eixo m; do triadn-
gulo. Como podemos observar, o ponto B manteve-se fixo enquanto

que os pontos A e C foram invertidos.

Este resultado final poderia ter sido obtido a partir do triangulo inicial
aplicando-se duas rotacoes sobre o centro O do triangulo, com a = 120°,
no sentido anti-hordrio ou ainda, aplicando-se uma rotagédo sobre o centro

O do triangulo, com « = 120° no sentido horério.

— Quadrado

Observe o esquema da composta de isometrias, citada acima, no quadrado.

A D D A A 2] B A
a3 P G
— — —
B C C B D [ C D
3 =,
pr=p

Figura 20: Composta opo no quadrado
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ISOMETRIAS DO PLANO

Para facilitar a compreensdo do esquema acima vamos ler os vértices do
quadrado no sentido anti-horario sendo o primeiro vértice o superior a

esquerda. No caso, o quadrado inicial é o quadrado ABCD.

1. A primeira reflexdo o foi aplicada sobre o eixo m; do quadrado ABCD
(ver simetrias do quadrado). Como podemos observar, os pontos A
e D foram invertidos assim como os pontos B e C. Temos entdo o
quadrado DCBA;

2. Arotacdo p foi aplicada sobre o centro O do quadrado (ver simetrias
do quadrado) com a = 90° no sentido anti-hordrio. Temos entdo o
quadrado ADCB;

3. A segunda reflexdo p foi aplicada também sobre o eixo m; do qua-
drado. Como podemos observar, os pontos A e B foram invertidos

assim como os pontos D e C. Temos entdo o quadrado BCD A.

Este resultado final poderia ter sido obtido a partir do quadrado inicial
aplicando-se trés rotacdes sobre o centro O do quadrado, com a« = 90°, no
sentido anti-hordrio ou ainda, aplicando-se uma rotacgdo sobre o centro O
do quadrado, com a = 90° no sentido horario.

- Hexagono regular

Observe o esquema da composta de isometrias, citada acima, no hexdgono

regular.

A A B B
E F F E A (3 I A
o P o)
— .
C E E C F D D F
Bl o} E E

grep

Figura 21: Composta cpo no hexdgono

Seja o hexagono regular inicial o hexdgono ABCDEF, seguindo a mesma

regra de nomenclatura do quadrado.

1. A primeira reflexdo ¢ foi aplicada sobre o eixo m; do hexagono regu-

lar ABCDEF (ver simetrias do hexdgono regular). Como podemos

18



1.3 ALGUMAS COMPOSIGOES DAS ISOMETRIAS

observar, os pontos B e F foram invertidos assim como os pontos C e

E. Temos entdo o hexagono regular AFEDCB;

2. A rotagdo p foi aplicada sobre o centro O do hexdgono regular (ver
simetrias do hexdgono regular) com a = 60° no sentido anti-horério.

Temos entdo o hexagono regular BAFEDC;

3. A segunda reflexd@o p foi aplicada também sobre o eixo m; do hexa-
gono regular. Como podemos observar, os pontos A e C foram inver-
tidos assim como os pontos F e D. Temos entdo o hexdagono regular
BCDEFA.

Este resultado final poderia ter sido obtido a partir do hexdgono regular
inicial aplicando-se cinco rotagdes sobre o centro O do hexdgono, com a =
60°, no sentido anti-horario ou ainda, aplicando-se uma rotacdo sobre o

centro O do hexagono, com « = 60° no sentido horario.

e Vamos expressar as simetrias de reflexdo do tridngulo equildtero, quadrado e

hexdgono regular em termos de o e p.

— Tridngulo equilatero

A figura 22 representa a reflexdo sobre o eixo m do tridngulo equildtero

(ver simetrias do tridngulo equilatero).

eixo de reflexdo

Figura 22: Reflexdo sobre o eixo m; do tridngulo equildtero

A figura 23 representa a aplicacdo de uma rotacdo de centro O e angulo
« = 120° no sentido anti-horario seguida de uma reflexdo sobre o eixo m;
do triangulo equilatero. O mesmo resultado poderia ser obtido por uma

reflexdo de eixo m, (ver simetrias do tridngulo equildtero).
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B el A C E oo~ EI}{D de reflexan

-

Figura 23: Reflexdo sobre o eixo m; do tridngulo equildtero

A figura 24 representa a aplicacdo de duas rotacoes de centro O e angulo
« = 120° no sentido anti-hordriouma seguida de uma reflexao sobre o eixo
my do tridngulo equildtero. O mesmo resultado poderia ser obtido por uma

reflexdo de eixo mj3 (ver simetrias do triangulo equilatero).

-
sl 2
» o eixo de reflexao

Figura 24: Reflexdo sobre o eixo mj3 do tridngulo equilatero

— Quadrado

A figura 25 representa a reflexdo sobre o eixo m; do quadrado (ver sime-

trias do quadrado).

C

eixo de reflexdo

Figura 25: Reflexdo sobre o eixo m; do quadrado

A figura 26 representa a plicacdo de uma rotacido de centro O e angulo
« = 90° no sentido anti-hordrio seguida de uma reflexdo sobre o eixo m;
do quadrado. O mesmo resultado poderia ser obtido por uma reflexao de

eixo my (ver simetrias do quadrado).
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=
. n\
eixo de reflexdo™

Figura 26: Reflexdo sobre o eixo m4 do quadrado

A figura 27 representa a aplicacdo de duas rotacoes de centro O e angulo
« = 90° no sentido anti-hordrio seguida de uma reflexdo sobre o eixo m;
do quadrado. O mesmo resultado poderia ser obtido por uma reflexdo de
eixo m3 (ver simetrias do quadrado).

A D E C A D

— eixo de reflexdo

Figura 27: Reflexdo sobre o eixo m3 do quadrado

A figura 28 representa a aplicacdo de trés rotagdes de centro O e angulo
« = 90° no sentido anti-hordrio seguida de uma reflexdo sobre o eixo m;
do quadrado. O mesmo resultado poderia ser obtido por uma reflexdo de
eixo my (ver simetrias do tridngulo quadrado).

v
A D C o A O - eixo de reflexdo

Figura 28: Reflexdo sobre o eixo m; do quadrado

- Hexagono regular

A figura 29 representa a reflexdo sobre o eixo m; do hexdgono regular (ver

simetrias do hexagono regular).
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s ”
jeix0 de reflexan

Figura 29: Reflexdo sobre o eixo m; do hexdgono

A figura 30 representa a aplicacdo de uma rotacdo de centro O e angulo
« = 60° no sentido anti-horario seguida de uma reflexio sobre o eixo m; do
hexdgono regular. O mesmo resultado poderia ser obtido por uma reflexdo

de eixo myg (ver simetrias do hexdgono regular).

.

s &
\encn de reflexdo

Figura 30: Reflexdo sobre o eixo mg do hexdgono

A figura 31 representa a aplicacdo de duas rotacoes de centro O e angulo
« = 60° no sentido anti-horério seguida de uma reflexdo sobre o eixo m; do
hexdgono regular. O mesmo resultado poderia ser obtido por uma reflexdo

de eixo ms (ver simetrias do hexdgono regular).

A C

B F B g A&k F

'

C E A B C Ehisg
e
2 2 B T,
eixo de reflexdo

Figura 31: Reflexdo sobre o eixo ms5 do hexagono
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A figura 32 representa a aplicagdo de trés rotacdes de centro O e angulo
« = 60° no sentido anti-horario seguida de uma reflexao sobre o eixo m; do
hexdgono regular. O mesmo resultado poderia ser obtido por uma reflexao

de eixo my (ver simetrias do hexdgono regular).

eixo de reflexdo

'

Figura 32: Reflexdo sobre o eixo m, do hexdgono

A figura 33 representa a aplicagdo de quatro rotacgdes de centro O e angulo
« = 60° no sentido anti-horario seguida de uma reflexao sobre o eixo m; do
hexdgono regular. O mesmo resultado poderia ser obtido por uma reflexdo

de eixo m3 (ver simetrias do hexdgono regular).

eix0 de reflexdo
A E A -
-

Figura 33: Reflexdo sobre o eixo m3 do hexdgono

A figura 34 representa a aplicacdo de cinco rotacoes de centro O e angulo
« = 60° no sentido anti-horario seguida de uma reflexao sobre o eixo m; do
hexagono regular. O mesmo resultado poderia ser obtido por uma reflexao

de eixo my (ver simetrias do hexdgono regular).

“Biv0 de reflexdo

Figura 34: Reflexdo sobre o eixo my do hexdgono
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e Verificaremos que a composta pop € equivalente a ¢.

- Triangulo equilatero

Observe o esquema da composta de isometrias, citada acima, no tridngulo

equilatero.
A [ [ A
P o P
— —» —»
=] c A B B A c E
A A
)
e 2 P
B c 23 =]

Figura 35: Composta pop no tridngulo equildtero

1. A primeira rotagdo p foi aplicada sobre o centro O do tridngulo ABC
(ver simetrias do triangulo equilatero) com « = 120° no sentido anti-

horario. Obtemos entdo o tridngulo CAB,;

2. A reflexdo o foi aplicada sobre o eixo m; do triangulo (ver sime-
trias do tridngulo equildtero). Como podemos observar, o ponto C

manteve-se fixo enquanto que os pontos A e B foram invertidos;

3. A segunda rotacdo p foi aplicada também sobre o centro O do tri-
angulo com a = 120° no sentido anti-hordrio. Agora temos como

resultado final o tridngulo ACB.

Este resultado final poderia ter sido obtido a partir do triangulo inicial
aplicando-se uma reflexdo sobre o eixo m1 do triangulo, como represen-

tado na figura 35.

— Quadrado

Observe o esquema da composta de isometrias, citada acima, no quadrado.

1. A primeira rotacdo p foi aplicada sobre o centro O do quadrado
ABCD (ver simetrias do quadrado) com a = 90° no sentido anti-

horario. Obtemos entdo o quadrado DABC;

2. A reflexdo o foi aplicada sobre o eixo m; do quadrado (ver simetrias
do quadrado). Como podemos observar, os pontos D e C foram in-

vertidos assim como os pontos A e B;
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A D D G C D D A
P o] P
— — —
B o] ] E A C B
A ] D A
(87
—
2] [ & B

Figura 36: Composta pop no quadrado

3. A segunda rotacdo p foi aplicada também sobre o centro O do qua-
drado com « = 90° no sentido anti-hordrio. Agora temos como resul-
tado final o quadrado DCBA.

Este resultado final poderia ter sido obtido a partir do quadrado inicial
aplicando-se uma reflexdo sobre o eixo m; do quadrado, como represen-
tado na figura 36.

- Hexagono regular

Observe o esquema da composta de isometrias, citada acima, no hexagono

regular.
A F F A
B F A E E A F B
P T P
= — —>
5 E B D 5] B E G
D C C D
A A
B F F E
(&)
—
¢ E E C
= b

Figura 37: Composta pop no hexdgono regular

1. A primeira rotacdo p foi aplicada sobre o centro O do hexdgono re-
gular ABCDEF (ver simetrias do hexdgono regular) com « = 60° no

sentido anti-hordrio. Obtemos entdo o hexdgono FABCDE;

2. A reflexdo ¢ foi aplicada sobre o eixo m; do hexdgono (ver simetrias

do hexagono). Como podemos observar, os pontos F e C mantiveram-
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se fixos e os pontos A e E, assim como os pontos B e D, foram inver-
tidos;

3. A segunda rotacdo p foi aplicada também sobre o centro O do he-
xdgono com a = 60° no sentido anti-hordrio. Agora temos como

resultado final o hexdgono regular AFEDCB.

Este resultado final poderia ter sido obtido a partir do hexdgono inicial
aplicando-se uma reflexdo sobre o eixo m; do hexdgono, como represen-

tado na figura 37.
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OS SETE GRUPOS DE FRISOS

Analisando alguns elementos decorativos de uma construcao ou de padroes en-
contrados em um artesanato como uma tapegaria, observamos que hé frequente-
mente a repeticdo indefinida de alguma figura ou motivo. A essa caracteristica

muito observada nos ornamentos artisticos damos o nome de frisos.

Apesar da infinita variedade destes ornamentos, veremos que, considerando ape-
nas as combinagdes das isometrias presentes em cada um, existem somente sete

possibilidades, as quais denominamos os sete grupos de frisos.

Neste capitulo faremos uso de ilustragdes e esquemas para definir e classificar o

grupo de frisos de forma didatica.

2.1 2.1 DEFINIGAO E CLASSIFICAGCAO

Um Grupo de Frisos F é um grupo discreto de isometrias cujas translagdes dis-
tintas da identidade sdo todas em uma unica direcao. Esta direcdo distinguida é

denominada o centro do Grupo de Frisos.

Para melhor estudar o grupo de frisos, vamos dividi-lo em duas classes distintos.

Maiores detalhes podem ser vistos em [3]] e [|6].

1. 12 classe: F contém somente isometrias proprias, ou seja, isometrias dadas

pela composta de um numero par de reflexdes em relagéo a linhas:

a) Seja F um Grupo de Frisos gerado apenas por uma translacdo . Cha-

maremos esse grupo defF.
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VUV NNNXNXNTXNEN

7

Figura 38: Friso gerado apenas por uma translacéo

Observe que o esquema acima nao apresenta qualquer linha de refle-
x40 ou centro de rotacdo. Aqui a figura se repete indefinidamente

e e . =
numa Unica direcdo por uma translacdo f .

Veja alguns exemplos do grupo F; (Exemplos tirados de [[10]).

Figura 39: Exemplos de frisos do grupo F;

b) Seja F um Grupo de Frisos gerado apenas por translacdes e rotacoes.
Os elementos deste grupo serdo a translacdo e a rotagdo p4 , de meia

volta, ou seja, a reflexdo 04 em relagdo a um ponto. Chamaremos

NN NNNOAN NN
A AAMAMAMAMAMAAMALA

Figura 40: Frisos gerado apenas por translagdes e rotacoes
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Aqui a figura se repete indefinidamente por uma rotacdo de meia
volta e por uma translacdo. Para melhor visualizar como este grupo

foi gerado vamos analisar, passo a passo, sua construcao:

N U U U U
. AN AA A

Figura 41: Construcéo do Friso por uma rotagio de meia volta e por uma translagéo

Seja a figura 1 inicial (ver Figura 41): a figura 2 foi gerada a partir
de 1 por uma rotagdo de meia volta de centro A; a figura 3 foi gerada
a partir de 2 por uma translacdo; a figura 4 foi gerada a partir de 3
por uma rotacdo de meia volta de centro A; a figura 5 foi gerada a

partir de 4 por uma translacdo; e assim por diante.

Veja um exemplo do grupo F, (Exemplo tirado de [[10]):

Figura 42: Exemplo de friso do grupo F,

2. 22 classe: F contém isometrias improprias, ou seja, isometrias dadas pela

composta de um numero impar de reflexdes em relacdo a linhas:

a) Grupos de Frisos que contém reflexdes em linhas (0); Se a reflexao
o pertence ao Grupo de Frisos F de translagdo T, teremos duas situ-
acgoes: ou o eixo de reflexdo é paralelo a direcao da translagédo 7, ou
€ perpendicular a ela. Vamos entdo distinguir quatro tipos de grupos

de frisos de translacdo T contendo uma reflexdo o:

- Seja F um Grupo de Friso com translacdo 7, contendo o eixo de

reflexdo paralelo a direcdo da translacdo, cujo subgrupo de iso-
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metrias préprias é do tipo 7, ou seja, translacdes. Chamaremos
este grupo de F7.

VUV NXNNXXEX
A d 4 4 dd4dd4d4d 4

Figura 43: Esquema de friso do grupo ]—"11

Aqui a figura se repete indefinidamente por uma reflexdo em
relacdo a uma reta e por uma translacdo. Para melhor visualizar

como este grupo foi gerado vamos analisar, passo a passo, sua

construcio:

el E ek b
4 4 44 444

Figura 44: Construcéo do friso por uma reflexdo em relacdo a uma reta e por uma translagéo

Seja a figura 1 inicial (ver Figura 44): a figura 2 foi gerada a
partir de 1 por uma reflexdo em relagéo a reta | (observe que a
reta [ é paralela a direcdo da translacdo 7); a figura 3 foi gerada
a partir de 2 por uma translacdo; a figura 4 foi gerada a partir
de 3 por uma reflexdo em relagéo a reta /; a figura 5 foi gerada

a partir de 4 por uma translacdo; e assim por diante.

Veja um exemplo do grupo F; (Exemplo tirado de ):

Figura 45: Exemplo de friso do grupo ]—'11
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- Seja F um Grupo de Friso com translacdo 7, contendo o eixo
de reflexdo paralelo a direcdo da translagdo, cujo subgrupo de
isometrias préprias é do tipo F1, ou seja, translacoes e rotacoes.

Chamaremos este grupo de F;.

Y v v v v
V| | | | |-

Figura 46: Esquema de friso do grupo F,

Aqui a figura se repete indefinidamente por uma reflexdo em
relacdo a uma reta, por uma rotacdo e por uma translacdo. Para
melhor visualizar como este grupo foi gerado vamos analisar,

passo a passo, sua construgao:

3

iV Y | U | | N

Figura 47: Construcdo do friso por uma reflexdo em relacdo a uma reta, por uma rotacdo e por

l

uma translacéo

Seja a figura 1 inicial (ver Figura 47): a figura 2 foi gerada a
partir de 1 por uma reflexdo em relagéo a reta [ (observe que a
reta | € paralela a direcdo da translacdo 7); a figura 3 foi gerada
a partir de 2 por uma rotagao de meia volta de centro A; a figura
4 foi gerada a partir de 3 por uma reflexdo em relagéo a reta /;
a figura 5 foi gerada a partir de 4 por uma translacdo; e assim

por diante.

Poderiamos descrever a constru¢do acima de uma outra forma:
formado o motivo com as figuras 1, 2, 3 e 4 como descrito an-
teriormente, este se repete indefinidamente por uma translagao.

Veja o esquema na Figura 48:
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N Y. v wv W,
Y YT

Figura 48: Construcéo do friso pela translacdo do motivo ji determinado

Veja dois exemplos do grupo F; (Exemplos tirados de ):

Figura 49: Exemplos de frisos do grupo ]-'%

- Seja F um Grupo de Friso com translacdo 7, contendo o eixo de
reflexdo perpendicular a direcdo da translagédo, cujo subgrupo
de isometrias proprias € do tipoFi, ou seja, translacées. Chama-

remos este grupo de F7.

hdh dh dh 4h dh 4

Figura 50: Esquema de friso do grupo ]-"12

Aqui a figura se repete indefinidamente por uma reflexdo em
relacdo a uma reta e por uma translacdo. Para melhor visualizar
como este grupo foi gerado vamos analisar, passo a passo, sua

construcao:

Seja a figura 1 inicial (ver Figura 51): a figura 2 foi gerada a
partir de 1 por translacdo; a figura 3 foi gerada a partir de 2
por uma reflexdo em relacdo a reta I (observe que a reta [ é

perpendicular a direcdo da translagdo 7); a figura 4 foi gerada a
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N Y S VIVRVWR

Figura 51: Construcdo do friso por uma reflexdo em relacdo a uma reta e por uma translacdo

partir de 3 por uma translacgdo; a figura 5 foi gerada a partir de

4 por uma reflexdo em relacdo a reta /; e assim por diante.

Poderiamos descrever a constru¢do acima de uma outra forma:
seja a figura 2 gerada a partir de 1 por uma reflexdo em rela-
¢do a reta l; as figuras 1 e 2 formam um motivo que se repete
indefinidamente por uma translacdo. Veja o esquema na Figura
52.

L4 b dh b

Figura 52: Construcéo do friso pela translacdo do motivo ji determinado

Veja dois exemplos do grupo F? (Exemplos tirados de ) :

Figura 53: Exemplos de frisos do grupo ]-'12

— Seja F um Grupo de Friso com transla¢édo T, contendo o eixo de
reflexdo perpendicular a direcdo da translagdo, cujo subgrupo
de isometrias proprias é do tipo 7, ou seja, translacoes e rota-

¢des. Chamaremos este grupo de F3 .
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AW AV AT

Figura 54: Esquema de friso do grupo 72

Aqui a figura se repete indefinidamente por uma reflexdo em
relacdo a uma reta, por uma rotacdo e por uma translacdo. Para
melhor visualizar como este grupo foi gerado vamos analisar,

AT ALY

Figura 55: Construcdo do friso por uma reflexdo em relacdo a uma reta, por uma rotacéo e por

uma translagéo

Seja a figura 1 inicial (ver Figura 55): a figura 2 foi gerada a
partir de 1 por uma reflexdo em relagéo a reta | (observe que a
reta ] é perpendicular a direcdo da translacdo 7); a figura 3 foi
gerada a partir de 2 por uma rotacdo de meia volta de centro A;
a figura 4 foi gerada a partir de 3 por uma reflexdo em relacao
a reta; as figuras 1, 2, 3 e 4 formam um motivo que se repete

indefinidamente por uma translacdo.

Veja um exemplo do grupo F7 (Exemplo tirado de ):

Figura 56: Exemplo de friso do grupo 73

b) Grupos de Frisos que contém reflexdes transladadas:
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. B B

A 4 4 4 4

Figura 57: Esquema de friso do grupo ]-'f’

- Seja F um Grupo de Frisos gerado por uma reflexao transladada

«. Chamaremos esse grupo deF;.

Aqui a figura se repete indefinidamente por uma reflexdo trans-
ladada. Para melhor visualizar como este grupo foi gerado va-

mos analisar, passo a passo, sua construcao:

i I

_— _—
1

9
A

A

AR IR RE
4 A 4 44

Figura 58: Construcdo do friso por uma reflexdo transladada

Seja a figura 1 inicial (ver Figura 58): a figura 1’ foi gerada a
partir de 1 por uma reflexdo em relacdo a reta | (observe que
a reta | é paralela a direcdo da translacdo 7); a figura 2 foi
gerada a partir de 1’ por uma translagdo; a figura 2’ foi gerada
a partir de 2 por uma reflexdo em relacdo a reta /; a figura 3
foi gerada a partir de 2’ por uma translagéo, e assim por diante.
Observe que as figuras 1’, 2, 3,..., n’ sdo apenas suportes para
melhor compreender como o grupo foi gerado e que, por isso,

ndo fazem parte do resultado final.

Veja um exemplo do grupo ff (Exemplo tirado de [8]):
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Figura 59: Exemplo de friso do grupo .7-"13
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PROPOSTA DE ATIVIDADES

Neste capitulo propomos um conjunto de tarefas que o professor pode apli-
car aos alunos do ensino médio, auxiliando-o com a divulgac¢do e orienta-

¢do no que se refere ao grupo de frisos.

Esperamos que apos a leitura e estudo dos capitulos anteriores, o leitor seja

capaz nao s6 de identificar como também classificar um friso.

Observacdo 4. Todas as atividades aqui desenvolvidas foram adaptadas
de [11].

3.1 ATIVIDADES DE APRENDIZADO

ATIVIDADE 1

Com o auxilio de um espelho plano e retangular sobre a reta desenhada

em cada figura, complete a figura com a imagem obtida no espelho.
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ATIVIDADE 2

Desenhe a imagem de cada uma das seguintes figuras por reflexdo conside-

rando que as retas representadas sdo o eixo de reflexao.

ATIVIDADE 3

a) Com o auxilio de um espelho plano e retangular, obtenha uma figura

completa fazendo uso apenas de uma parte da figura.

b) Desenhe os eixos de simetria da figura

ATIVIDADE 4

Com o auxilio de um espelho plano e retangular encontre os eixos de sime-

tria de cada um dos poligonos regulares abaixo:

38



ATIVIDADE 5

3.1 ATIVIDADES DE APRENDIZADO

Indique uma isometria usada que torna a segunda figura imagem da pri-

meira.

a) Figura B imagem da figura A,

b) Figura C imagem da figura A;

¢) Figura D imagem da figura B;

d) Figura E imagem da figura B;

e) Figura F imagem da figura B;

f) Figura C imagem da figura B.

ATIVIDADE 6

Identifique, fazendo uso da numeracao indicada em cada figura, as figuras

que sdo imagens da figura 1 pela aplicacdo de uma isometria de:

a) Reflexdo:

b) Translacao:

¢) Reflexdo transladada:

A R
N 1
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ATIVIDADE 7

Identifique as isometrias (translacdo, rotacdo de meia volta, reflexdo e re-

flexdo transladada) existentes em cada um dos frisos abaixo:

a) friso 1

VRAVRAAR

b) friso 2

4

c¢) friso 3

y
N I

"N
W e

d) friso 4

A\

e) friso 5

X
¥4
A
4
A\
%
A 4

A s N A

N A
B»
o
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f) friso 6

3.1 ATIVIDADES DE APRENDIZADO

VAR
§ vd vd N

g) friso 7

ANV AV S S W & A"

ATIVIDADE 8

A partir dos resultados obtidos na tarefa anterior, vamos classificar cada

um dos frisos. Para isto, vamos fazer uso do “organograma do grupo de

frisos”

Rotacdo de meia volta ?

Reflexdo com eixo

S

Reflexdo com eixo

paralelo a direcdo da translagdo? paralelo a direcdo da translagio?
HAO SIM HED SIn
Reflexdo com eixo perpendicular Reflexdo com eixo perpendicular
a direcdo da translacdo? & direcdo da translacdo?
HAO SIM i SIM
Reflexdo transladada?
HAD SIM
E: 2 1 2
EF] T] l-rF 1 ‘f‘ 1 ?2 "_F a "_F %
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3.2 PLANO DAS ATIVIDADES

Tema Geometria

Toépicos Matematicos: Simetria; isometrias de translacdo, reflexdo, rota-

cdo e reflexdo transladada.

Aprendizagens visadas:

desenhar figuras simétricas em relacdo a um eixo;
ser capaz de identificar eixos de simetria em uma figura;
ser capaz de identificar figuras simétricas em relacdo a um eixo;

ser capaz de identificar isometrias ou composicao de isometrias apli-

cadas sobre uma figura;

ser capaz de classificar um friso dentro do grupo de frisos.

Recursos utilizados: espelho, papel quadriculado, poligonos recortados;

Notas ao professor:

— Atividade 1:

Nesta atividade o professor deve discutir com os alunos a questao do
uso do espelho para concluir a tarefa, ndo esquecendo que quando é
aplicada uma isometria sobre uma figura, sua imagem € congruente
a ela. O professor deve concluir que o espelho, nesta tarefa, funciona

como eixo de simetria.

Como atividade complementar o professor pode pedir aos alunos que
recortem a figura (ja completa) e facam uma dobragem sobre a reta

de modo a conferir o resultado obtido.
Atividade 2:

Os alunos devem desenhar as imagens da figura no quadriculado e
podem, posteriormente, utilizar um espelho para confirmar os resul-

tados obtidos.
Atividades 3 e 4:

O objetivo destas atividades é que os alunos identifiquem eixos de
simetria de figuras manuseando um espelho, dando um destaque aos

eixos de simetria dos poligonos regulares.



3.3 RESULTADO DAS ATIVIDADES

Como atividade complementar o professor pode pedir aos alunos
que desenhem estas figuras em papel que possam recortar. Posteri-
ormente os alunos devem fazer dobragens de modo a confirmar os

resultados obtidos.

O professor pode ainda distribuir outras figuras e poligonos para que
com o manuseio do espelho e com dobragens, os alunos identifiquem

os eixos de simetria
— Atividades 5 e 6:

Na atividade 5 professor deve incentivar os alunos a encontrar va-
rias solucOes para cada item, ressaltando que as imagens podem ser

resultado de uma composicdo de vdrias isometrias.

Nas atividades 5 e 6 os alunos poderiam copiar a figura em um papel

vegetal e manusea-lo de modo confirmar seus resultados.
— Atividades 7 e 8:

Nesta atividade os alunos poderiam copiar a figura em um papel ve-
getal de modo a facilitar a visualizacido das isometrias aplicadas em

cada um dos frisos.

Nos itens em que houver reflexdo, os alunos precisam identificar se o

eixo desta é paralelo ou perpendicular a direcdo da translacao.

Os alunos podem discutir seus resultados em grupo e, posteriormente,

classificar cada um dos frisos (atividade 8).

3.3 RESULTADO DAS ATIVIDADES

ATIVIDADE 1:

(o)
e

eb Nl

Figura 60: Resultado da Atividade 1
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ATIVIDADE 2:

Figura 61: Resultado da Atividade 2

ATIVIDADE 3:

SRS
i

Figura 62: Resultado da Atividade 3

ATIVIDADE 4:

Figura 63: Resultado da Atividade 4

ATIVIDADE 5:

Possivel solucdo:

a) Reflexdo

b) Translacdo

¢) Rotacdo de meia volta
d) Reflexao

e) Reflexdo transladada



f) Reflexdo

ATIVIDADE 6:
a)2,5e7

b) 4,8e 11

c) 10

ATIVIDADE 7:

a) translacdo

b) translacéo e reflexdo
c¢) reflexdo transladada
d) rotacdo de meia volta

e) translacao e reflexdo

3.3 RESULTADO DAS ATIVIDADES

f) translacao, reflexd@o e rotacdo de meia volta

g) translacdo e rotacdo de meia volta

ATIVIDADE 8:
a) F
b) F}
o) F
d) 7
e) Ff
H F)
8 F3
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