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RESUMO

Palavras-chave: Geometria Plana, Triangulo Pedal, Geogebra

Este trabalho apresenta um estudo em Geometria Euclidiana Plana do tridngulo pe-
dal, abordando o aspecto matematico e possibilidades de inserir este contetido na Edu-
cacdo Bésica. E abordado o aspecto matematico, apresentando definices e teoremas
com suas demonstracoes, relacionadas ao estudo de tridngulo pedal, assim como a sua
propria definicdo. Essa apresentacdo € ilustrada com exemplos feitos no software Ge-
ogebra, que podem contribuir para compreender as defini¢des e demonstracoes. Com
o desenvolvimento do estudo percebeu-se perceber que o fato de construir de diferen-
tes modos o tridngulo pedal este objeto torna-se uma ferramenta que possibilita ser
utilizado para resolver diferentes problemas de geometria. Outro aspecto que foi pos-
sivel notar é a possibilidade de propor atividades relacionadas ao estudo do tridngulo
pedal para estudantes da educacédo basica. Sendo assim, ao final de trabalho apresen-
tamos diferentes sugestoes de atividades, que além de contribuirem para a construcéo
do conhecimento de geometria, possibilita a exploracao do software Geogebra e o de-
senvolvimento de habilidades tais como conjecturar, formular hipdteses, reconhecer

regularidades, que sdo habilidades essenciais na atividade de aprender Matematica.
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ABSTRACT

Keywords: Plane Geometry, Pedal Triangles, Geogebra

This paper presents a study of the pedal triangle discussing the mathematical aspect
and possibilities to insert this content in Basic Education. It discussed the mathema-
tical aspect, presenting definitions and theorems with their statements related to the
pedal triangle of study, as well as their own definition. This presentation is illustrated
with examples made in Geogebra software, which can help to understand the definiti-
ons and statements. With the development of the study was realized that the fact of
building in different ways the pedal triangle this object becomes a tool that enables
to be used to solve different geometry problems. Another aspect that was possible to
note is the possibility to propose activities related to the study of the pedal triangle for
students of basic education. Thus, at the end of work we present different suggestions
for activities, which in addition to contributing to the construction of knowledge of
geometry, allows the exploration of the Geogebra software and the development of
skills such as conjecture, hypotheses, recognize regularities, which are essential skills

in the activity of learning mathematics.
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INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, o impacto da tecnologia tem provocado mudangas significati-
vas na vida das pessoas, tanto na drea da educacdo quanto em outros segmentos. Nesse
contexto, é fundamental que o professor reflita sobre essa realidade, repensando sua
pratica, para que possa fornecer as ferramentas motivadoras ao aluno e, dessa forma,

ajuda-lo a construir conhecimentos.

Os recursos tecnoldgicos em sala de aula podem oferecer grande contribuicdo para
aprendizagem, sendo assim temos nesse trabalho uma proposta de acgdo utilizando o
software Geogebra, software matemadtico de acesso livre e facil instalacdo para auxi-
liar na construcdo de figuras geométricas e interacdo com as figuras. Onde podemos
utilizar os ambientes de geometria dinamica que nos permite realizar alteracdoes em
elementos da construcdo geométrica observando o comportamento dos demais ele-

mentos, favorecendo a investigacdo e exploracdo de inimeras conjecturas.

O estudo do tridngulo pedal é uma ferramenta que pode contribuir para resolver
outros problemas da geometria, além de ser uma possibilidade de propor atividades
que possibilitam ao estudante elaborar hipoteses, conjecturas, identificar regularidades

e anunciar generalizagoes.

Tendo como objeto de estudo inicial o tridangulo pedal, dividimos este trabalho em
quatro capitulos. No primeiro capitulo apresentamos conceitos preliminares funda-
mentais para as demosntragdes e teoremas utilizados durante esse trabalho. No se-
gundo capitulo apresentamos definicao e tipos de tridngulos pedais, o cdlculo da me-
dida do lado do tridangulo pedal, a razao entre as areas de um triangulo e seu pedal,
os triangulos pedais construidos a partir do ortocentro, do circuncentro, do incentro, e
do baricentro, a reta de Simson-Wallace e tridngulos pedais degenerados. No terceiro
capitulo é feita uma apresentacdao do software Geogebra, sua barra de ferramentas e
suas principais fun¢des. No quarto capitulo, sdo apresentadas atividades utilizando o
software Geogebra, com o objetivo de apresentar aos alunos conceitos fundamentais

de geometria plana.






PRELIMINARES

Neste capitulo serd apresentado o estudo de diferentes defini¢des e teoremas que
podem contribuir para a compreensdo do conceito e de algumas das propriedades
relacionadas ao tridangulo pedal. Iniciaremos com a apresentacdo de quadrildteros
inscritiveis, que consideramos relevante, pois é possivel relacionar o tridangulo pedal
com o quadridtero ao considerar o ponto P arbritdrio utilizado na sua construcao.
Também sera apresentado um estudo dos Pontos notaveis de um tridngulo, visto que
ha uma relagdo entre estes pontos e o ponto P que é determinado para se construir o

triangulo pedal.

1.1 QUADRILATEROS INSCRITIVEIS

Diferentemente dos tridngulos, nem todo quadrildtero convexo admite um circulo
passando por seus vértices. No caso de existir um circulo passando pelos vértices do

quadrilatero, dizemos que ele € inscritivel.

Figura 1: quadrildtero néo inscritivel



PRELIMINARES

Teorema 1.1. [Quadrildteros Inscritiveis] Um quadrildtero é inscritivel se, e somente se,

tiver a soma de dois angulos opostos igual a 180 °.
A demonstragdo deste teorema é encontrada na referéncia [|8]. As figuras |2 e
servem de apoio para compreensio da demonstracdo do teorema.

Seja ABCD um quadrildtero inscritivel em uma circunferéncia A de centro O (figura

2).

Figura 2: ABCD inscritivel

Pela propriedade de angulo central, temos que:

spap=FD o yep_ BAD

Como
BCD + BAD =360°,

temos entdo que
/BAD + /BCD =180° (1.1)

Agora, como a soma dos angulos internos de um quadrilatero é igual a 360 ° entao

LABC+ /ADC =180°.



1.2 PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO

Reciprocamente, seja ABCD um quadrilatero para o qual os angulos opostos /BAC
e /BCD sao tais que /BAC + /BCD = 180°. Suponha por absurdo, que ABCD néo é
inscritivel. Construimos a circunferéncia A circunscrita ao tridangulo AABD, e defini-
mos o ponto E, a intersecao da reta @ com a circunferéncia (veja ﬁgura. Observe
que o ponto C pode ser exterior ou interior conforme figura [3|a circunferéncia. Como
ABED ¢é um quadrilatero inscritivel, ja demonstramos que /BAD + /BED = 180°,
logo /BED = /BCD. Mas isso é um absurdo, pois em um tridngulo o angulo externo
tem que ser sempre maior que os outros dois ndo adjacentes a ele, o que nio acontece

no triangulo ABEC.

Figura 3: um quadrilatero néo-inscritivel

1.2 PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO

Em geometria, a ceviana € qualquer segmento de reta num tridngulo com uma ex-
tremidade no vértice do tridngulo e a outra extremidade na reta suporte do respectivo
lado oposto. Medianas, alturas e bissetrizes sdo casos especiais de cevianas. O nome
ceviana vem do engenheiro italiano Giovanni Ceva, que formulou o Teorema de Ceva,

que da condicbes para que trés cevianas sejam concorrentes.



PRELIMINARES

Teorema 1.2 (Teorema de Ceva). Sejam D, E e F pontos sobre as retas suportes dos
lados BC, AC e AB, respectivamente, do tridngulo /A\ABC. Os segmentos AD, BE e CF

encontram-se em um ponto P se, e somente se,

BD CE AF _

CD EA FB -

A demonstracdo deste teorema € encontrada na referéncia [3]. A figura [4f serve de

apoio para compreensdo da demonstracdo do teorema.

A

B D C

Figura 4: Cevianas AD, BE e CF

Suponha que os segmentos AD, BE e CF sejam concorrentes num ponto P. Os
tridngulos ABDP e ACDP possuem a mesma altura & com respeito as bases BD e
DC, respectivamente. E os tridngulos AABD e AACD tém altura H com respeito as

bases BD e DC, respectivamente (como na figura |4).

Assim,

Area(ABD) = %H .BD, Area(ACD) = %H -DC,

Area(BDP) = %h .BD, Area(CDP) = %h -DC.

Isto implica que

Area(ABP) _ Area(ABD) — Area(BDP) _ ;H-BD —;h-BD _ BD
Area(ACP)  Area(ACD) — Area(CDP) 3H-CD—3h-CD CD

Portanto, i
BD _ Area(ABP)

CD = Area(ACP)’



1.2 PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO

De maneira analoga, obtemos

CE _ Area(BCP) . AF _ Area(ACP)
EA  Area(ABP) FB  Area(BCP)

Assim,

Area(ABP) Area(BCP) Area(ACP) BD CE AF 1.2)

Area(ACP) Area(ABP) Area(BCP) DC EA "FB

Reciprocamente, suponha que
BD CE AF _ 1

DC EA FB
Sejam {P} = ADNBE e F; € AB tais que P € CF;. Desse modo, AD, BE e CF,; séo

concorrentes em P. Pela prova que acabamos de fazer, temos entdo que

BD CE AR
el S 1.
DC EA FB (1.3
Segue de ((1.2)) e ((1.3)) que
AE _ AR
FB  FB’
Consequentemente,
AF+FB AF +FB
FB  FKB
Ou seja,
AB _ AB
FB  FB’

Assim, FB = F;B. Como F, F; € AB, concluimos que F = F;, de modo que AD, BE e

CF cruzam-se em P.

1.2.1 Baricentro

A mediana de um triangulo é o segmento de reta que liga um vértice deste triangulo

ao ponto médio do lado oposto a este vértice.

Teorema 1.3. Em todo tridngulo, as trés medianas de um tridngulo passam por um tinico
ponto, o baricentro do triangulo, que divide cada uma das medianas em duas partes tais

que a parte que contém o Vértice € o dobro da outra.



PRELIMINARES

Figura 5: Cevianas AD, BE , CF e CF;

A demonstracdo deste teorema é encontrada na referéncia [|8]. A figura |§| serve de

apoio para compreensdo da demonstracdo do teorema.

A

Figura 6: baricentro do tridangulo ABC

Considere um tridngulo AABC. Sejam N e P os pontos médios dos lados AC e AB,
respectivamente, {G;} = BN N CP, D e E os pontos médios de BG; e CGy, respecti-
vamente (como podemos observar na figura [6). Entdo, pelo teorema da base média

temos que, o segmento NP ¢é paralelo ao segmento BC e

BC
NP = -

Da mesma forma, o segmento DE é paralelo ao segmento BC e

_BC

DE
2



1.2 PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO

Assim, PDEN ¢é um paralelogramo. Com isso, BD = DG; = GiN, CE = EG; = G P,
de modo que BG; = 2-GiN e CG; = 2- G;P. De maneira andloga, as medianas
AM e BN encontram-se em um ponto G, tal que AG, = 2-GyM e BG, = 2- GyN.
Encontramos, entfio, dois pontos G; e G, no segmento BN que o dividem na mesma
razdo. Logo, G; = G, = G. Portanto, as trés medianas encontram- se em um mesmo

ponto G que chamaremos de baricentro.

1.2.2 Circuncentro

Inicialmente temos por definicdo que mediatriz de um segmento AB é o lugar geo-

métrico dos pontos que equidistam de A e B.

Teorema 1.4. Em todo tridngulo as mediatrizes dos lados passam por um mesmo ponto,

o circuncentro do tridngulo, que é o centro do circulo circunscrito ao tridngulo.

A demonstracdo deste teorema € encontrada na referéncia [8]]. A figura|7|serve de

apoio para compreensdo da demonstracdo do teorema.

Considere um tridngulo AABC. Sejam r e s as mediatrizes relativas aos lados BC
e AC, respectivamente, e seja O o ponto de interseccio das duas mediatrizes, como
podemos observar na figura [/ Temos que BO = CO e AO = CO. Entdo, AO = BO,
de modo que O esta sobre a mediatriz relativa ao lado AB. Portanto, as mediatrizes
dos lados AB, AC e BC do tridingulo AABC cruzam-se em O. Além disso, o circun-
centro é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo AABC, pois o ponto O é

equidistante dos trés vértices do triangulo.

Figura 7: circuncentro do tridangulo ABC



PRELIMINARES

1.2.3 Ortocentro

Teorema 1.5. Em todo tridngulo, as trés alturas encontram-se num mesmo ponto cha-

mado ortocentro.

A demonstracdo deste teorema é encontrada na referéncia [|8]. A figura (8| serve de

apoio para compreensdo da demonstragdo do teorema.

Considere um triangulo A ABC. Inicialmente, tracemos pelos vértices A, B e C, re-
tas paralelas aos lados BC, CA e AB, respectivamente, que determinam o triAngulo
AMNP (como na figura [8). J4 sabemos que as trés mediatrizes de um tridngulo
encontram-se em seu circuncentro. Temos que A, B e C sdo os pontos médios dos seg-
mentos NP, MP e MN, respectivamente, pois PACB, NABC e ABMC séo paralelo-
gramos e, portanto, os lados opostos de um paralelogramo sdo congruentes. Tracemos
as mediatrizes dos segmentos MP, MN e PN que, pelo Teorema encontrar-se-ao
num ponto H. Mas as mediatrizes do tridngulo AMNP sdo as alturas do triangulo
AABC. Portanto, provamos que as trés alturas de um triangulo A ABC encontram-se

em um ponto que sera chamado de ortocentro.

M

Figura 8: ortocentro do tridngulo AABC

10



1.2 PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO

1.2.4 Incentro

Inicialmente, temos por definicdo que um angulo /XOY € a unido das semi retas
(ﬁ( e (W de mesma origem O que ndo estdo contidas numa mesma reta. O ponto O
¢ chamado de origem do angulo /XOY e as semi retas (ﬁ( e cﬁ/ sdo chamadas de
lados do angulo /XOY. O interior do angulo /XOY ¢é a intersec¢do do lado da reta
&)( que contém Y com o lado da reta &} que contém X. Além disso, a bissetriz do
angulo /XOY é o lugar geométrico dos pontos que equidistam dos lados do dngulo.
Por consequéncia, a bissetriz do angulo /XOY é uma semi reta que o divide em dois

angulos congruentes.

Usamos o simbolo /XOY para denotar o angulo como objeto geométrico, mas tam-

bém para denotar sua medida, como ja o fizemos na Sec¢éo 1.1.

Teorema 1.6. Seja /XOY um dngulo dado e P um ponto em seu interior. Entdo, a
Al -~ . N P/ \
distdncia de P a OX € igual a distdncia de P a OY se, e somente se, o ponto P pertence a

bissetriz do dngulo /XOY (como podemos observar na figura[9).

A demonstracdo deste teorema é encontrada na referéncia [|8]. A figura @] serve de

apoio para compreensdo da demonstracdo do teorema.

X

Figura 9: bissetriz do dngulo /XOY

Suponhamos inicialmente que o ponto P pertence a bissetriz. Entdo /XOP = /YOP.
Sejam M e N os pés das perpendiculares baixadas de P sobre O—)>( e CW , respectiva-
mente. Podemos concluir, que o tridngulo AMOP é congruente ao tridngulo ANOP,
pelo caso L.A.A,., pois OP é lado comum, /MOP = /NOP e /OMP = /ONP =90°.
Portanto, PM = PN. Reciprocamente, suponhamos agora que PM = PN. Pelo caso es-
pecial de congruéncia de triangulos, cateto-hipotenusa, os triangulos AMOP e ANOP
sdo congruentes. Portanto, /MOP = /NOP, e assim, P pertence a bissetriz do dngulo
/XOY.
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Teorema 1.7. As bissetrizes internas de todo tridngulo concorrem em um tinico ponto, o

incentro do tridngulo.

A demonstracdo deste teorema € encontrada na referéncia [8]. As figuras[10]e

servem de apoio para compreensdo da demonstracao do teorema.

Considere um triangulo AABC. Sejam B_I\>I e C? as bissetrizes relativas aos vértices
B e C, respectivamente, e I o seu ponto de intersec¢do (conforme figura [I0). Como
o ponto [ pertence as bissetrizes ﬁl e C7>7, entdo IMy = IP; e IM; = IN, em que
Mji, Ni, P; sdo os pés das perpendiculares baixadas de I sobre os lados BC, CA e
AB, respectivamente. Como IP; = INj, entfio, pela proposicio anterior, I pertence a
bissetriz do dngulo /BAC. Portanto, as trés bissetrizes passam por um mesmo ponto
chamado incentro, que também é o centro da circunferéncia inscrita no triangulo pois
I equidista dos lados do triangulo. Além disso, M, N; e P; sdo os pontos de tangéncia

do circulo com os lados BC, CA e AB, respectivamente (como podemos observar na

figura[11).

Figura 10: incentro do triangulo ABC

Figura 11: circunferéncia inscrita de centro [
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TRIANGULO PEDAL

Neste capitulo faremos um estudo sobre triangulos pedais, suas principais caracteris-
ticas, assim também como outros tridngulos pedais que sdo obtidos a partir de pontos

notdveis do tridngulo.

2.1 DEFINIGAO - TRIANGULOS PEDAIS

Dado no plano um tridngulo ABC e um ponto P ndo situado sobre qualquer uma
das retas suportes dos lados do tridngulo AABC, sejam C; , A; e By as projecoes
ortogonais de P aos lados AB, BC e CA do tridngulo (ou aos seus prolongamentos).
O triangulo A A1B1C; assim obtido é o tridngulo pedal de P em relacdo ao AABC.
A figura ilustra o triangulo pedal construido a partir de um ponto P interior ao
triangulo AABC e a figura ilustra o tridngulo pedal construido a partir de um

ponto P exterior ao triangulo AABC.

Figura 12: Tridngulo pedal A A1B;Cy, construido a partir de um ponto P interior ao tridngulo
ANABC
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Figura 13: tridngulo pedal A A;B;Cy, construido a partir de um ponto P exterior ao tridngulo
AABC

2.2 TEOREMA DE SIMSON-WALLACE

O resultado a seguir, conhecido como Teorema de Simson-Wallace, mostra quando
o triangulo pedal de um ponto P é degenerado, isto é, os vértices do triangulo pedal

de P sdo colineares.

Teorema 2.1. Dados um tridngulo AABC e um ponto P ndo pertencente ds retas supor-
tes de seus lados, o tridngulo pedal de P em relagdo ao tridngulo AN ABC é degenerado se

e somente se P estiver sobre o circulo circunscrito a AABC.

A demonstracdo deste teorema € encontrada na referéncia [|7]. A figura[14|serve de

apoio para compreensdo da demonstragdo do teorema.

A fim de que P esteja situado sobre o circulo circunscrito ao triangulo AABC, P
deve estar em uma das regides angulares /BAC, /ABC ou /BCA, mas exterior ao
triangulo A ABC. Da mesma forma, a fim de que o tridngulo pedal de P em relacéo ao
AABC seja degenerado, P deve ser exterior ao triangulo AABC e estar em uma de
tais regides angulares. Portanto, podemos, sem perda de generalidade, supor que P é
exterior ao triangulo A ABC e estd situado na regido angular /ABC (conforme figura

14).

Sejam respectivamente D, E e F os pés das perpendiculares baixadas de P as retas

suportes dos lados AB, AC e BC. Podemos também supor, sem perda de generalidade,
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2.2 TEOREMA DE SIMSON-WALLACE

s (Simson-Wallace) L

Figura 14: reta de Simson-Wallace

que E e F estiio sobre os lados AC e BC, respectivamente, mas que D estd sobre o

prolongamento do lado AB.
Demonstracao:

Como os angulos opostos /PDA e /PEA séo retos entdo /PDA + /PEA =180°, de
modo que o quadrildtero ADPE é inscritivel (figura[14). Assim, /DEA = /DPA, pois

ambos estdo inscritos no mesmo arco AD . Sejaa = /DEA = /DPA.

Como o tridngulo APFC é retdngulo em F e de hipotenusa PC e o tridngulo APEC
é retAngulo em E e de mesma hipotenusa PC, o quadrildtero PEFC é inscritivel e sua
circunferéncia circunscrita é aquela que tem PC como didmetro. Como os angulos
/FPC e /FEC estdo inscritos no mesmo arco FC entdo /FPC ¥ /FEC. Seja ¢ =
LFPC = /FEC.
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Como os angulos opostos /BDP e /BFP séo retos, entdo /DBF + /DPF = 180°.
Assim, o quadrildtero BDFP ¢é inscritivel. Sendo /DBF = A, /DPF =a++6+(, em
que B = LAPB, 0 = /BPE e ¢ = /EPF, temos que

A+a+pB+60+C=180°. 2.1)

Finalmente, o quadrildtero ABCP ¢ inscritivel se e somente se P pertence a circun-

feréncia circunscrita ao triangulo A ABC. Nesse caso,

A+B+0+7+¢=180°. 2.2)
Por e (2.2)), temos que
A+a+B+0+C=A+p+0+C+¢=180°, (2.3)
donde segue que
a=g. 2.4

Ou seja, P pertence a circunferéncia circunscrita ao tridngulo A ABC se e somente
se « = ¢. Isso ocorre se e somente se os pontos D, E e F estiverem alinhados (observe
o vértice E na figura[14). A reta que passa por D, E e F é chamada de reta de Simson-
Wallace.

2.3 TRIANGULOS PEDAIS DEGENERADOS

Se o ponto pedal P for um dos vértices do tridangulo A ABC, o triangulo pedal de P
¢ degenerado. Nesse caso, teremos somente a projecdo ortogonal sobre o lado oposto
ao vértice escolhido. Assim, os vértices do tridngulo pedal serdo colineares, formando
assim a reta de Simson-Wallace. Por exemplo, na figura o ponto pedal é o vértice
A, a projeciio ortogonal de A ao lado AB é o préprio ponto A, a projecdo ortogonal
de A ao lado AC é também o préprio ponto A, a projecdo ortogonal de A ao lado BC

¢ o ponto D, que pertence a reta de Simson-Wallace.
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reta de Simson-Wallace

Figura 15: Tridngulos pedais degenerados

2.4 LADOS DO TRIANGULO PEDAL

O proximo teorema relaciona os lados e os angulos de um tridngulo com os lados de

um triangulo pedal obtido a partir dele.

Teorema 2.2. Seja P um ponto qualquer no plano do tridngulo A ABC ndo pertencente

as retas suportes dos lados AB, BC e AC. Sejam Ci, Aq e By as projecbes ortogonais de
P sobre as retas j@, % e @, respectivamente. Entdo, C1B; = AP -sen/A, C1A; =
BP -sen/Be A1B; =CP -sen/C.

A demonstracdo deste teorema € encontrada na referéncia [7]]. Ela independe se P
estd no interior ou no exterior do tridangulo AABC. A figura[16|ilustra o caso em que

P esta no interior do tridangulo A ABC.

Figura 16: triangulo pedal A1B1C;
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O tridngulo AA1B1C; (como na figura[16) é o tridngulo pedal do tridngulo AABC.
Temos que
/PCtA=90° e /PB1A=90°,

e como eles sdo angulos opostos no quadrilatero AC; PB4, temos que
/PC1A+ /PB1A=180°,

que é a condicdo necessdria para que o quadrilatero AC;PB; seja inscritivel (figura
16]), de acordo com o Teorema|[l.1

Como o quadrildtero AC;PB; é inscritivel podemos aplicar a lei dos senos no trian-
gulo AAC;B; (figura para determinar o comprimento do lado C;B; do triangulo

pedal, obtendo
Cl Bl _

=2
sen/A "

onde r; € o raio da circunferéncia circunscrita ao quadrilatero AC;PB;.

Como o tridngulo AAC;P é retingulo em C;, AP é didmetro da circunferéncia

circunscrita ao quadrildtero AC1PB;. Logo, AP = 2r;. Consequentemente,

GiB1  —=
= AP.
sen/A
Ou seja,
C1B1 = AP - sen/A. (2.5)

Analogamente, podemos obter as medidas dos outros dois lados do triangulo A A1B1Cy:

C1A, = BP -sen/B (2.6)

A1B; =CP -sen/C. 2.7

2.5 AREA DO TRIANGULO PEDAL

O préximo teorema relaciona a area de um tridngulo com a area de um tridngulo

pedal obtido a partir dele.

Teorema 2.3. Seja AABC um tridngulo e A (O, r) sua circunferéncia circunscrita. Seja P

um ponto no plano do tridngulo ndo pertencente as retas suportes dos lados do tridngulo.
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Sejam D, E e F as projegoes ortogonais de P sobre as retas %, 84 e 1@, respectivamente.

Entdo

Area(DEF) _ | 2> — OP? |

, _ 2.8
Area(ABC) 4.12 (28)

A demonstracdo deste teorema € encontrada na referéncia [1].

Figura 17: 4rea de um triangulo pedal

Demonstracdo: Sejam G, H e I os pontos de interseccdo das retas @, jﬁ e ﬁ

com a circunferéncia A (como ilustra a figura|17).

Os triangulos AIPG e ABPC sdo semelhantes, pois /PBC = /PGI, pois pertencem
a0 mesmo arco capaz IC e /PIG ¥ /BCP pois pertencem ao mesmo arco capaz BG.

Entao temos que

GI _IP GP

ﬁ _ @ —_ Bip. (2-9)
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Figura 18: Semelhanca dos tridngulos ADEF e AHIG

Como /BFP =90° e /BDP =90° entdo o quadrildtero BFPD ¢ inscritivel. Seja Ay
a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero BFPD. Da mesma forma, /CEP =90° e
/CDP =90°, de modo que CEPD ¢ inscritrivel. Seja A, a circunferéncia circunscrita

ao quadrilatero CEPD.

Sejam «, B, a1, a2, B1, B2 as medidas dos angulos /FDP, /PDE, /FBP, /AHI, /PCE
e /GHA, respectivamente (como ilustra a figura[18]).

Temos que a = a1, pois os angulos /FDP e /FBP estdo inscritos no mesmo arco FP

de Aq; B = B1, pois os angulos /PDE e /PCE estdo inscritos no mesmo arco PE de
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Ao; &1 = «o, pois os dngulos /ABI e /AHI estdo inscritos no mesmo arco Al de A e

B1 = B2, pois os angulos /GCA e /GHA estdo inscritos no mesmo arco GA de A.

Portanto, temos que
/EDF = /IHG. (2.10)

Analogamente, /DEF = /HIG e /EFG = /IGH. Consequentemente, os triangulos
ADEF e AHIG sdo semelhantes e a razao de semelhanca entre os raios r da circun-
feréncia que circunscreve AHIG e r; da circunferéncia que circunscreve ADEF é a
mesma razdo de semelhanca entre os tridngulos AHIG e ADEF (esse resultado segue

do teorema do angulo inscrito e do teorema do tridngulo isdsceles). Ou seja,

EF "
— = —. 2.11

GI r ( )
Sendo a, b e ¢ as medidas dos lados de um triangulo qualquer e r o raio da circun-

feréncia circunscrita, decorre da lei dos senos que a drea desse triangulo é dada por

abc
— 2.12
i (2.12)
Usando (2.12)), temos que
Area(DEF) _ PEPFEE . DE.DF.EF 2.13)
Area(ABC)  ABECAC . AB.BC- AC’ '
Substituindo (2.11)) em (2.13)), obtemos
Area(DEF) _ GI-DE-DF-EF 2.14)
Area(ABC) EF-AB-BC-AC '
Seguem do Teorema|[2.2] e da lei dos senos que
AB-CP AC - BP
DE = ¢ e DF= ¢ . (2.15)
2r 2r
Por (2.14) e (2.15), temos que
Area(DEF) Gp 4BEE ACHE
Area(ABC) BP AB  AC
Logo,
Area(DEF P-CP
ea(DEF) GP-C . (2.16)

Area(ABC)  4r?
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Figura 19: Triangulo ACOG

Notemos que o tridngulo ACOG é is6sceles (como ilustrado na figura [19), pois
OC = OG =r, que é o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC. Assim,
sendo M o ponto em C? tal que OM ¢é a altura do tridngulo ACOG em relagdo ao
lado CG, temos que G — M — C e GM = MC.

Aplicando-se o teorema de Pitdgoras ao triangulo AOCM (figura|19) temos
OC? = CM?*+ OM?,

de modo que
OM? = OC* — CM?. (2.17)

Aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridngulo AOPM (figura[19), temos
OP? = OM? + PM?,

de modo que
OM? = OP? — PM?. (2.18)

Segue de (2.17), (2.18) e de OC =r que

r?> — OP? = CM? — PM?2.
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Logo,
> — OP?* = (CM — MP) - (CM + MP). (2.19)

Mas, supondo que M — P — C (como na figura[19), temos CM — MP = CP e CM +
MP = GP. Consequentemente,

2 —OP*=GP-CP. (2.20)

Caso fosse G — P — M, teriamos CM — MP = GP e CM + MP = CP, de modo que
1> — OP? = GP - CP. Por (2.20) e (2.16), temos

Area(DEF) _ r?> — OP?

~ (2.21)
Area(ABC) 4r?

As consequéncias anteriores foram obtidas para o caso em que OP < r. Se OP > r

obteriamos ,
Area(DEF) _ OP* —r?

Area(ABC) 4r2

Portanto,

Area(DEF) |12 —OP? |

Area(ABC) B 472 )
Observagdo 2.5.1. A demonstracdo anterior foi construida tomando-se P # M. Caso
P = M, temos GP = CP e GP? + OP? = r?, de modo que GP - CP = |r> — OP2|.

Observagdo 2.5.2. A demonstracdo anterior foi construida tomando-se OP # r. Caso
OP =r, o tridangulo pedal ADEF é degenerado (conforme Teorema[2.1)), de modo que
Area(DEF) = |r> — OP?|=0.

Observagdo 2.5.3. A demonstracdo anterior foi construida tomando-se P no interior do
tridangulo A ABC. O resultado também € vélido para o caso em que P estd no exterior
do triangulo AABC.

2.6 TRIANGULO PEDAL CONSTRUIDO A PARTIR DO ORTOCENTRO

Nesta secdo, mostraremos que o ortocentro de um tridngulo acutdngulo coincide

com o incentro de seu tridngulo ortico.

O triangulo értico de um dado tridngulo é aquele formado pelas proje¢des ortogo-

nais dos vértices do tridangulo dado sobre os respectivos lados opostos aos vértices, ou
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seja, pelos pés das alturas do tridngulo dado. Como ja vimos, as alturas de um dado tri-
angulo encontram-se num ponto chamado de ortocentro. O tridangulo pedal construido

a partir do ortocentro de um dado tridngulo é o seu triangulo értico.

Consideremos um triangulo acutangulo AABC, e sejam D, E, F os pés das alturas
do AABC relativas aos lados BC, AC e AB, respectivamente. O tridAngulo ADEF é o
tridngulo 6rtico do tridngulo AABC (como na figura [21)).

Observando o tridangulo ABEA e o triangulo ACFA (figura|20)), o angulo do vértice

A é comum aos dois triangulos, isto é, /BAE = /CAF.

Figura 20: Os angulos internos do tridangulo ABEA e do tridangulo ACFA sdo congruentes

Pela soma dos angulos internos de um triangulo, /ABE = /ACF e medem a.

Temos que /BFH = /BDH =90°, de modo que /BFH + /BDH = 180°. Assim, o

quadrilatero BFHD é inscritivel.

Figura 21: O quadrilatero BFHD € inscritivel
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Nesse caso, os angulos /FBH e /FDH estao inscritos no mesmo arco fﬁ, de modo
que /FBH = /FDH (figura[22)).

UJ.‘-'

Figura 22: Os 4ngulos /FBH e /FDH s&o congruentes

Logo, /FBH = /ABE = /FDH e entdo /FDH mede «.

Também temos que /CEH = /CDH =90° e /CEH + /CDH = 180°, donde segue

quear que o quadrilatero CEHD ¢ inscritivel (como na figura [23]).

Figura 23: O quadrilatero CEHD é inscritivel

Nesse caso, os 4ngulos /ECH e /EDH estdo inscritos no mesmo arco EH, de modo
que /ZECH = /EDH. (figura[24).

Assim, /ECH = /ACF = /EDH e entdo /EDH mede «.

Concluimos que a altura AD do tridngulo A ABC pertence a bissetriz do /EDF.
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Figura 24: Os 4ngulos /ECH e /EDH sao congruentes

Do mesmo modo, no tridAngulo AEDF, a altura EB pertence a bissetriz do /DEF e

a altura FC pertence a bissetriz do /EFD (figura [25)).

A

Figura 25: As alturas do tridngulo A ABC pertencem as bissetrizes do seu tridngulo drtico

Portanto, em todo triangulo A ABC acutdngulo, o ortocentro H é o incentro de seu

tridngulo 6rtico ADEF (figura [26)).
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Figura 26: Triangulo 6rtico ADEF

2.7 TRIANGULO PEDAL CONSTRUIDO A PARTIR DO CIRCUNCENTRO

O triangulo pedal construido a partir do circuncentro de um triangulo AABC é

chamado tridngulo medial do tridangulo A ABC.
O triangulo medial de um dado tridngulo é semelhante ao tridngulo na razdo 1 : 2.
A demonstracgdo deste resultado é encontrada na referéncia [2].

Considere um tridngulo AABC e P seu circuncentro. Sejam M, N e O as projecoes
ortogonais de P sobre os lados BC, AC e AB do triAngulo, respectivamente. O triin-
gulo AMNO assim obtido é o tridangulo medial de P em relacdo ao AABC. Como
P é o circuncentro do AABC, P pertence as mediatrizes do tridngulo AABC. Logo,
M, N e O sdo os pontos médios dos lados do tridangulo AABC. Assim, temos que
MN ¢ a base média do A ABC relativa a AB. Pelo teorema da base média, temos que
MN = 1AB, MO = AC e NO = 3BC. E como MN é paralelo a AB, NO ¢ paralelo
a BC e MO é paralelo a AC, assim o tridngulo AMNO é semelhante, pelo caso LLL,
ao tridngulo AABC na razdo 1 : 2 (vide figura [27).
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Figura 27: Triangulo pedal construido a partir do circuncentro

2.8 TRIANGULO PEDAL CONSTRUIDO A PARTIR DO INCENTRO

O tridngulo pedal construido a partir do incentro de um dado triangulo tem como

vértices os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita ao triangulo original.
A demonstracdo deste resultado é encontrada na referéncia [2].

Considere um tridngulo AABC e seja I seu incentro. Sejam K, | e H as projecoes
ortogonais de I sobre os lados BC, AC e AB do tridingulo A ABC, respectivamente. O
triangulo AKJH assim obtido € o tridngulo pedal de I em relacdo ao AABC. Como
I é o incentro do AABC, I é o centro da circunferéncia inscrita ao tridangulo A ABC.
Portanto, K, | e H sdo os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita ao triangulo
AABC (como ilustrado na figura [28).

Figura 28: Tridngulo pedal construido a partir do incentro
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2.9 TRIANGULO PEDAL CONSTRUIDO A PARTIR DO BARICENTRO

Como sabemos que o baricentro de um dado triangulo sempre pertencera ao seu
interior, entdo o tridngulo pedal contruido a partir do baricentro sempre estard no

interior do tridngulo original (como ilustrado na figura [29).

Figura 29: Triangulo pedal construido a partir do baricentro
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SOFTWARE GEOGEBRA

A idéia principal desse capitulo é apresentar o software Geogebra, que sera impor-
tante ferramenta para o capitulo seguinte onde serdo propostas atividades para o En-
sino Fundamental e Médio. As principais funcoes do software Geogebra podemos

encontrar na referéncia [[4].

3.1 GEOGEBRA

O GeoGebra tem assumido um papel cada vez mais preponderante na aprendizagem
da Matematica. Para além de ser um software gratuito, a qualidade das suas ferraman-
tas e permanente expansio tém sido fatores mais significativos para a adocdo desse

software em detrimento de outros.

O GeoGebra apresenta diversas vantagens em relacdo ao restante dos softwares que

auxiliam o ensino da Matematica:
E um sotware livre;
Nao necessita instalacdo no computador;

A sua utilizagéo é bastante intuitiva;

3.1.1 Passos Iniciais

Um dos diferenciais deste programa em relacdo aos outros softwares de Geometria

Dinamica € o fato de se poder acessar as funcdes, tanto via botdes na Barra de Ferra-
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7 GeoGebra SEI)

Barra de Menu quivo  Editar  Exibir Up;aes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

= =
a = :
b Janela de A\gebra D Janela deV\suaIlza;ao =]
Barra de
Ferramentas i

Ve

] Janela de
Janela de Visualizacdo
Algebra ad

Campo de Ry
Entrada

Entrada 2

Figura 30: Apresentacdo Software GeoGebra

menta, quanto pelo Campo de Entrada. Além disso, pode-se alterar as propriedades
dos objetos construidos via Janela de Algebra e também através de algumas ferramen-
tas do Botdo Direito do Mouse. A seguir, falaremos sobre a Barra de Ferramentas,

Campo de Entrada, Janela de Algebra e Botio Direito do Mouse.

3.1.2 Barra de Ferramentas do Geogebra

'Av/}ﬁﬁQ @ (szNvAEciiE T

) — v | W W |

Figura 31: Barra de ferramentas Geogebra

Cada Janela possui vdrias ferramentas. Para poder visualizar essas ferramentas,
basta clicar no icone. Fazendo isto, o programa abrird as opcOes referentes a esta

janela. Como por exemplo a Figura
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[ o GeoGebra E@E

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
x
.

AP >elo)<) .

7 il
/’ Reta Definida por Dois Pontos

a=2 4.1..

)

7

\. Objetos Livres
. Objetos Depe

Segmento definido por Dois Pontos
Segmento com Comprimento Fixo

Semirreta Definida por Dois Pontos

Vetor definido por Dois Pontos

Vetor a Partir de um Ponto

RURYRANIR AN

1 0 1 2 3 -+ 5 -]

Figura 32: Apresentagdo barra de ferramentas do Geogebra

Note que cada icone tem um desenho e um nome para ajuda-lo a lembrar o que a

ferramenta faz. A seguir, falaremos dos principais icones da Barra de Ferramentas.

3.1.3 Fungoes da Barra de Ferramentas

Vamos fazer um breve relato das principais ferramentas do Geogebra as funcdes

mais avan¢adas ndo serdo exploradas.

R

E uma das ferramentas mais usadas no programa.

Mover - Com esta ferramenta pode-se selecionar, mover e manipular objetos.

Rotacdo em Torno de um Ponto «*" . Com esta ferramenta pode-se girar objetos

em torno de um ponto.
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A

Ponto *

- Com essa ferramenta podemos criar um ponto em um espago livre,
em um objeto ou em uma intersecdo. No GeoGebra a rotulagdo é automadtica, ou seja,
ao criar um ponto, automaticamente ele recebe um nome ou rétulo. Essa nomeacdo
se da usando as letras maitisculas do nosso alfabeto (A,B,C...), que pode ser alterado

conforme a necessidade.

Intersecdo de Dois Objetos X - Com esta opg¢do pode-se explicitar os pontos de
intersecdo entre dois objetos. Para utilizar esta ferramenta, vocé podera apontar o
cursor diretamente sobre a intersecdo dos objetos ou clicar sucessivamente sobre cada

um dos dois objetos aos quais se deseja mostrar o ponto de intersecao.
-

Ponto Médio ou Centro = | - Esta ferramenta cria o ponto médio entre dois pontos.
Além disso, cria o centro de qualquer objeto desde que seja possivel. Por exemplo, para
se criar o ponto médio de um segmento pode-se clicar diretamente sobre a linha do

segmento ou sobre os extremos dele.

Reta "/./ - Ativando esta ferramenta, pode-se criar uma reta que passa por dois
pontos. Se os pontos ja estiverem na area grafica, basta clicar sobre eles seguidamente.
Se os pontos ndo estiverem na area grafica, basta cria-los com a ferramenta em questao

ativada.

Segmento e - Esta ferramenta cria o segmento de reta que une dois pontos. Se os
pontos ja estiverem na drea grafica, basta clicar sobre eles seguidamente. Se os pontos
ndo estiverem na area gréfica, basta crid-los com a ferramenta em questdo ativada.

ae
Segmento com Comprimento Fixo ° ' - Esta ferramenta cria o segmento de reta

com comprimento definido. Para utilizd-la, basta clicar na tela, criando o extremo
inicial. Apds isso, aparecerd uma caixa na tela, solicitando a medida do comprimento.

Digite-a e aperte o ENTER ou clique sobre o botdo OK.

Semirreta - Esta ferramenta cria uma semirreta a partir de dois pontos. Se os
pontos ja estiverem na drea grafica, basta clicar sobre eles seguidamente. Se os pontos

ndo estiverem na area gréfica, basta crid-los com a ferramenta em questdo ativada.

Caminho Poligonal < - Esta ferramenta cria um caminho poligonal selecionando
todos os vértices e novamente no vértice inicial. Se os pontos ja estiverem na area
gréfica, basta clicar sobre eles seguidamente. Se os pontos ndo estiverem na area

grafica, basta crid-los com a ferramenta em questdo ativada.
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Vetor - Esta ferramenta cria um vetor, selecionando primeiro a origem e, de-
pois, a outra extremidade. Se os pontos ja estiverem na area grafica, basta clicar nos
pontos seguidamente.

"
Vetor a Partir de um Ponto -~ - Esta ferramenta cria um vetor paralelo a outro

vetor. Para isso, selecionamos o ponto de origem e, depois, um vetor.

Reta Perpendicular = - Com esta ferramenta, pode-se construir uma reta perpen-
dicular a uma reta, semirreta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono. Assim,
para se criar uma perpendicular, vocé deverd clicar sobre um ponto e sobre uma dire-
cdo (naturalmente representada por qualquer semirreta, segmento, vetor, eixo ou lado

de um poligono).

Reta Paralela — - Com esta ferramenta, pode-se construir uma reta paralela a
uma reta, semirreta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono. Assim, para criar
uma paralela vocé deverd clicar sobre um ponto e sobre uma direcdo (naturalmente

representada por qualquer semirreta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono).

Mediatriz *< - Esta ferramenta constréi a reta perpendicular que passa pelo ponto
médio de um segmento. Caso os pontos ou o segmento ja estejam na area grafica,
pode-se criar a mediatriz, clicando sobre o segmento ou sobre os dois pontos que o
determina. Se os pontos ndo estiverem na area grafica, basta cria-los com a ferramenta

ativada.

Bissetriz “ Com esta ferramenta, pode-se construir a bissetriz de um angulo.
Para isto, deve-se clicar nos trés pontos que determinam o angulo. O segundo ponto
clicado € o vértice do dngulo. Dessa forma, o programa construira a bissetriz do menor
angulo definido pelos 3 pontos. Pode-se também construir a bissetriz, clicando sobre
os lados do angulo. Nesse caso, o GeoGebra construird as bissetrizes dos dois angulos

determinados por esses lados.

Reta Tangente A2 Com esta ferramenta, pode-se construir as retas tangentes a
uma circunferéncia, conica ou funcdo, a partir de um ponto. Para isso, deve-se clicar

em um ponto e depois na circunferéncia, conica ou grafico de uma funcao.

Reta Polar ou Diametral - - Com esta ferramenta, pode-se construir a reta diame-

tral relativa a uma circunferéncia ou qualquer uma das curvas cOnicas.

e
~ . L2
Reta de Regressdo Linear #° - Com esta ferramenta, pode-se encontrar a reta que

melhor se ajusta a um conjunto de pontos.
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=

Lugar Geométrico (J* - Esta ferramenta constréi automaticamente o lugar geo-

métrico descrito pelo movimento de um objeto (ponto, reta, etc) ao longo de uma

trajetdria.

Poligono +* - Com esta ferramenta, pode-se construir um poligono de N lados. Ao
usar esta ferramenta, deve-se lembrar de que o poligono se fecha com o dltimo clique

no primeiro ponto criado.

e
Poligono Regular *+" - Com esta ferramenta, pode-se construir um poligono regular
a partir de um lado e a quantidade de vértices (ou lados) que devera ser digitado na

caixa que aparecera.

‘o |
Circulo dados Centro e Um de seus Pontos ‘> - Esta ferramenta constréi um

circulo selecionando, o centro e, depois, um ponto do circulo.

, . (¥ ,. , .
Circulo dados Centro e Raio ‘' - Esta ferramenta constréi um circulo selecio-
nando, o centro e, depois digite a medida do raio.

Compasso ‘“+ - Esta ferramenta permite fazer transporte de medidas, ou seja, faz a
funcdo de um compasso. Para usar esta ferramenta, basta clicar em dois pontos (que
fard o equivalente a abrir o compasso) e depois em um terceiro ponto para onde se
quer transportar a medida.

; . . A ') ‘s ; .
Circulo definido por Trés Pontos "~ - Esta ferramenta constréi um circulo a partir

de trés pontos. Para utiliza-la, basta clicar nos 3 pontos que podem estar ou ndo na area
grafica. Se os pontos ndo estiverem na area grafica, basta crid-los com a ferramenta

ativada.
e

Semicirculo definido por Dois Pontos * - Esta ferramenta constréi um semicir-
culo a partir de dois pontos. Para utilizd-la, basta clicar nos 2 pontos que podem ja
estar na area grafica. Se os pontos nao estiverem na area grafica, basta crid-los com a

ferramenta ativada. O semicirculo sera tracado no sentido hordrio.

Arco Circular S Esta ferramenta constréi um arco circular a partir do centro e
dois pontos. Para utiliza-la, é preciso clicar primeiro sobre o centro. Se o sentido dos
cliques for anti-hordrio o GeoGebra construird o menor arco definido pelos 3 pontos.

Se for horario, serd construido o maior arco.

. . (8 ‘- . N
Arco Circuncircular ~ < - Esta ferramenta constréi um arco a partir de trés pontos.
Para utiliza-la, basta clicar nos 3 pontos que podem ja estar na area grafica. Se os

pontos néo estiverem na area gréfica, basta crid-los com a ferramenta ativada.
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Setor Circular 4l Esta ferramenta constréi um setor circular a partir do centro e
dois pontos. Para utiliza-la, é preciso que o primeiro clique seja dado sobre o centro.
Se o sentido dos cliques for anti-hordrio, o GeoGebra construird o menor setor definido

pelos 3 pontos. Se for horério, serd construido o maior setor.

. . < ‘s . A
Setor Circuncircular " ¥ - Esta ferramenta constréi um setor a partir de trés pontos
da circunferéncia. Para utiliza-la, basta clicar nos 3 pontos que podem ja estar na area
grafica. Se os pontos ndo estiverem na drea grafica, basta crid-los com a ferramenta

ativada.

(_.‘\ 7. . A .
Elipse '*/ - Esta ferramenta constréi uma elipse usando trés pontos: dois focos e

um terceiro ponto na curva.

Hipérbole . - Esta ferramenta constréi uma hipérbole usando trés pontos: dois

focos e um terceiro ponto na curva

Parabola "~ - Esta ferramenta constréi uma parabola usando um ponto e uma reta

diretriz.

Conica por Cinco Pontos O Esta ferramenta constréi uma conica (parabola,
elipse ou hipérbole) a partir de cinco pontos. Para utilizd-la, basta clicar nos 5 pontos
que podem estar na area grafica. Se os pontos ndo estiverem na area grafica, basta

crid-los com a ferramenta ativada.

Angulo < Com esta ferramenta, é possivel marcar e medir um angulo definido
por trés pontos, onde o segundo ponto clicado é o vértice dele. Vocé pode também
fazer isso, clicando sobre os lados do angulo. Se o sentido dos cliques for anti-horario,
o GeoGebra marcard o maior angulo definido pelos 3 pontos. Se for hordrio, sera

construido o menor angulo.

.

Angulo com Amplitude Fixa “* - Com esta ferramenta, a partir de dois pontos,
pode-se construir um angulo com amplitude fixa. Para isso, deve-se clicar nos dois
pontos iniciais. O programa abrird uma janela perguntando a medida e o sentido
(horério ou anti-hordrio) do angulo que se deseja criar. Na realidade o que essa funcéo

faz é rotacionar o primeiro ponto clicado ao redor do segundo por um angulo definido.

Distancia, Comprimento ou Perimetro " . Esta ferramenta mostra na Janela de
Visualizacdo o comprimento de um segmento ou distancia entre 2 pontos. Também
mostra o perimetro de um poligono, circulo (ou cénicas). E, para isso, basta clicar no

segmento, poligono ou circulo.
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Area ™ - Esta ferramenta mostra a drea da regido limitada por uma poligonal,

circunferéncia ou elipse.

Inclinacao A - Esta ferramenta mostra a inclinacdo de uma reta. Se a reta foi
construida a partir de dois pontos, o comando exibird um triangulo retangulo com
hipotenusa sobre a reta e com vértice em um dos pontos. Se a reta foi obtida de
uma equacao, colocara esse tridngulo com vértice na intersecdo com o EixoX ou com

o EixoY.

.
Reflexdo em Relacdo a uma Reta \ - Esta ferramenta constréi o reflexo (simetria

axial) de um objeto (ponto, circulo, reta, poligono, etc) em relacdo a uma reta.

Reflexido em relacdo a um Ponto *° - Esta ferramenta constr6i o reflexo (simetria

central) de um objeto (ponto, circulo, reta, poligono, etc) em relacdo a um ponto.

\e

Inversao * ™ - Esta ferramenta constrdi o reflexo de um ponto sobre uma circunfe-
réncia, ou seja, considere uma circunferéncia com centro em entéo a reflexdo de um

ponto P é um ponto Q que estd na semirreta e onde

Rotacio em torno de um Ponto ¢ ° - Esta ferramenta constréi o reflexo (simetria
rotacional) de um objeto (ponto, circulo, reta, poligono, etc) ao redor de um ponto,

por um angulo determinado.

"’ Y& . .
Translacdo por um Vetor *7 ' - Esta ferramenta constréi o reflexo (simetria transla-

cional) de um objeto (ponto, circulo, reta, poligono, etc) a partir de um vetor.

Homotetia « - Esta ferramenta constréi o homotético de um objeto (ponto, cir-
culo, reta, poligono, etc), a partir de um ponto e um fator (nimero que é a razdo de
semelhanca).

AB

c I [ -
Texto - Com esta ferramenta, pode-se inserir qualquer texto na drea grafica.

Podendo utilizar a linguagem LaTeX.

Imagem - Com esta ferramenta, pode-se inserir figuras na area grafica. Ao
selecionar esta ferramenta e ao clicar na drea grafica, abrird um caixa onde vocé podera
procurar a figura que deseja inserir na tela. Essa figura tem que estar no formato jpg,

gif, png e tif.

Caneta . Com esta ferramenta, podemos escrever na janela de visualizagéo utili-

zando o mouse.

Funcao a Mao Livre /. Com esta ferramenta, podemos desenhar uma fungéo ou

um objeto geométrico arrastando-se o mouse.
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? . .. ~ . .
Relacdo 2=b - Esta ferramenta identifica algumas relagdes entre dois objetos: se um

objeto pertence a outro, se sdo paralelos, se sdo iguais etc.

a=2
Controle Deslizante = - Um seletor é um pequeno segmento com um ponto que
se movimenta sobre ele. Com esta ferramenta é possivel modificar, de forma dindmica,

o valor de algum parémetro.

@ . A
Caixa para Exibir/ Esconder Objetos “° - Esta ferramenta permite que vocé esco-
lha quais s@o os objetos que quer mostrar, quando ela estd ativada. Desmarcando-a, os

objetos a ela vinculados desaparecem da Janela de Visualizagéo.

Mover Janela de Visualizacao ' _ Com esta ferramenta, pode-se mover o sistema
de eixos, bem como todos os objetos nele contidos. E ideal para se fazer ajuste com

relacdo a posicdo dos objetos exibidos na janela de visualizacdo.

Ampliar Q. Com esta ferramenta, pode-se ampliar as figuras que estdo na area

grafica, como se estivesse aumentando o zoom.

Reduzir @ - Com esta ferramenta pode-se reduzir as figuras que estdo na drea

grafica. Como se estivesse diminuindo o zoom.

. . . . .
Exibir / Esconder Objeto - Com esta ferramenta, pode-se ocultar objetos. Para
isso, apds sele-cionar a ferramenta, deve-se clicar sobre o objeto que deseja ocultar.
Ele ficard destacado. Apds isso, selecione outra ferramenta qualquer ou aperte o ESC

do teclado. O objeto ficard oculto. Pode-se também exibir os objetos que estdo ocultos.

Exibir / Esconder Rétulo A* - Com esta ferramenta, pode-se ocultar os rétulos dos

objetos. Pode-se também exibir os rétulos que estdo ocultos.

Copiar Estilo Visual % _ Com essa ferramenta, pode-se copiar um estilo visual de

um objeto para outro: pontilhado, cor, tamanho, etc.

Apagar ® _ Com esta ferramenta, pode-se apagar objetos, tanto na Area Grafica,

quanto na Janela de Algebra.

3.1.4 Fungoes do botdo direito do mouse
Ao clicar com o botdo direito do mouse em uma area em branco da Janela de Visua-

lizagdo, aparece uma janela conforme Figura[33]. As op¢des sdo as seguintes:

Eixo: Exibe ou esconde os eixos coordenados.
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Janela de Visualizagao

_I_ Eixos
f Malha

Barra de Navegacao

&, Zoom 3

EixoX : EixoY k
Exibir Todos os Objetos

Visualizagao Padrao Ctrl+M

¢ Janela de Visualizacao ...

Figura 33: Janela de Visualizacdo

Malha: Exibe ou esconde uma grade no sistema de eixos.

Zoom: A partir de um percentual fixo, aumenta ou diminui o zoom da tela.
EixoX: EixoY: Permite mudar a escala dos eixos.

Exibir todos os objetos: tornam visiveis todos os objetos que estdo escondidos.
Visualizacdo padrao: Retorna o sistema de eixos e a escala a posicao inicial.

Janela de Visualizacdo: Permite modificar as propriedades da Janela de Visualiza-
¢do como: cor de fundo, cor dos eixos, marcadores, distancia entre uma marca e outra,

unidades etc.

Ao se clicar com o botdo direito do mouse sobre um objeto, aparecerd uma janela
conforme Figura [34] com diversas op¢des para o objeto selecionado. Mostramos o que
ocorre ao clicar em um objeto que estd na janela de Visualizacdo. No caso da figura
seguinte, clicamos com o botdo do lado direito do mouse sobre um ponto. As opcoes

mais comuns sao:
Exibir objeto: Esconde ou exibe objetos.
Exibir rétulo: O rétulo é o nome do objeto.
Habilitar rastro: Deixa um rastro do objeto ao ser movimentado.

Renomear: Permite dar um novo nome (rétulo) ao objeto.
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Ponto A

Coordenadas Polares
Exibir Objeto

Exibir Rdtulo

Habilitar Rastro

\}

Renomear

0 [e?]

Apagar

¢ Propriedades ...

Figura 34: Opc¢oes do botdo direito sobre um objeto

Apagar: Permite apagar um objeto.

Propriedades: Permite acessar um ambiente de edicdo de propriedades diversas do
objeto tais como: cores, espessura, intensidade de preenchimento, condi¢do para o

objeto aparecer, tipos de coordenadas etc.

3.1.5 O Campo de Entrada

O Campo de Entrada fica no rodapé da janela do GeoGebra, Figura[35] Através deste
campo, é possivel operar com o GeoGebra, usando comandos escritos. Praticamente
todas as ferramentas da Barra de Ferramentas podem ser acessadas usando comandos
escritos. Vale ressaltar que existem comandos acessiveis no CAMPO DE ENTRADA e

que nao estdo na Barra de Ferramentas.

‘ Entrada: 1] |]
L

Figura 35: Campo de Entrada
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Nesse capitulo, é sdo propostas atividades com o objetivo de retomar alguns concei-
tos relevantes para a construcao e compreensdo dos tridngulos pedais. No entanto, su-
gerimos aos professores que tiverem interesse em desenvolver com os seus estudantes,
verificarem a real necessidade da retomada destes conceitos. Outro aspecto relevante é
que essas atividades foram elaboradas para serem desenvolvidas utilizando o software
GeoGebra, porém é possivel adaptd-las para o uso de outros softwares, assim como de

outros recursos didaticos.

Destacamos a importancia do professor possibilitar uma maior participagdo do es-
tudante durante a realizacdo das atividades, fazendo com que o estudante explore
as diferentes situacoes buscando elaborar hipdteses, conjecturar, buscar regularidades,

generalizar e validar resultados.

Também destacamos que o ambiente de informatica, apesar de possibilitar o desen-
volvimento de habilidades que sdo essenciais no processo de compreensao da matema-
tica, se faz necessario a complementacao dos estudos com outras atividades a serem
desenvolvidas em sala de aula, buscando mostrar demosntragdes que sdo possiveis de

serem compreendidas pelos estudantes.

4.1 ATIVIDADES

4.1.1 Atividade 1: Construcdo de Tridngulos

Definicao
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Dados trés pontos, A, B e C, ndo colineares, & reunifio dos segmentos AB , AC e BC

chama-se triAngulo ABC.
Indicacao:
tridangulo ABC = AABC

ANABC = ABUACUBC

Figura 36: AABC

Elementos
Vértices: os pontos A, B e C sdo os vértices do AABC.

Lados: os segmentos AB (de medida c), AC (de medida b) e BC (de medida a) sdo

os lados do triangulo.

Angulos: os 4ngulos BAC ou A, ABC ou B e ACB ou C sdo os 4ngulos do AABC
(ou angulos internos do AABC).

Diz-se que os lados BC , AC e AB e os A , B e C sfo, respectivamente, opostos.

1 - Construir um triangulo ABC cujos lados mecam: a = 3cm, b = 4cm e ¢ = 5cm,

utlizando o software Geogebra como ferramenta de construcao.

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, {‘} ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;

ae
Passo 3 - Utilizando a ferrramenta "segmento com comprimento fixo", * ' construir

um lado do tridngulo, por exemplo o lado ¢ = 5¢m, originando assim os pontos A e B;
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©

circunferéncia de raio igual a medida do lado b = 4cm e centro no ponto A do segmento

Passo 4 - Utilizando a ferramenta "Circulo dados centro e raio", construir uma

anterior;

2 construir

outra circunferéncia de raio igual a medida do lado a = 3cm e centro no ponto B do

Passo 5 - Utilizando a mesma ferramenta "Circulo dados centro e raio",

segmento anterior;

Passo 6 - Utilizando a ferramenta "Intersecdo de dois objetos", >'\/ determinar a
intersecao dos circulos criados anteriormente, onde a intersecdo das circunferéncias
determinara o vértice C do tridangulo ABC;

.
o1s , | - . cn .
Passo 7 - Utilizando a ferramenta "Poligono", ¢~ ' construir o tridngulo ABC selecio-

nando os vértices A, Be C.

Passo 8 - Utilizando a ferramenta "Propriedades”, podemos alterar os nomes, as cores

e estilos padrdes dos vértices e lados.

O resultado podemos observar na figura

€7 GeoGebra o o
Arquivo Editar Exibir Opgdies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
s ()
B O]~ =] +]
» Janela de Algebra nela de Visualizagdo [
Cénica
® c(x+0.667+(y-0.06)=1
® d:(x-234F +(y - 0.06)=2¢
Ponto
@ A-(0.66,0.06)
@ B=-(2.34,006)
i@ C=(-0.66,4.06)
® D=(-0.66,-3.94)
Segmento
@ a=3
i@ a=5
i@ b-4
Le g3
Tridngulo
® polt=6
<
< i v
Entrada )

Figura 37: Construcéo de tridngulos

2- Qualquer trio de comprimentos podem formar tridngulos? Que relacdo deve

existir entre elas?
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Tente construir os tridngulos a seguir com os seguintes comprimentos de seus lados.

Tabela 1: Construindo tridngulos

Triangulos 1 2 3 4 5 6 7 8
Lado 1 6 6 8 8 6 5 6 5
Lado 2 4 4 4 5 4 4 5 4
Lado 3 5 2 3 3 5 4 5 3

Para essa atividade ndo serd necessdrio construir 8 tridngulos, vamos a partir de

um tridngulo construido como no exercicio anterior utilizar a ferramenta "Controle

a=2
1 T

deslizante para alterar os comprimentos dos lados desses triangulos e fazer as

observagdes a cada triangulo construido ou néo.

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, {‘} ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;

a=2
Passo 3 - Utilizar a ferramenta "Controle deslizante" ', onde a serd o lado 1 do

triangulo e com intervalo minimo = 5 e maximo = 8;

a=2
Passo 4 - Utilizar a ferramenta "Controle deslizante" " ', onde b serd o lado 2 do

triangulo e com intervalo minimo = 4 e maximo = 5;

a=2
Passo 5 - Utilizar a ferramenta "Controle deslizante" ~~ ', onde ¢ serd o lado 3 do

tridangulo e com intervalo minimo = 2 e maximo = 5;

ame
s

Passo 6 - Utilizando a ferrramenta "segmento com comprimento fixo", construir

o lado 1 do tridngulo, com medida a;
14 ney CN} I/;j :
Passo 7 - Utilizando a ferramenta "Circulo dados centro e raio", ™= construir uma
circunferéncia de raio igual a medida b do lado 2 e centro no ponto A do segmento

anterior;

(&)

Passo 8 - Utilizando a mesma ferramenta "Circulo dados centro e raio", "™~"' cons-
truir outra circunferéncia de raio igual a medida ¢ do lado 3 e centro no ponto B do

segmento anterior;
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Passo 9 - Utilizando a ferramenta "Intersecdo de dois objetos", >'\/ determinar a
intersecao dos circulos criados anteriormente, onde a intersecdo das circunferéncias
determinara o vértice C do tridangulo ABC;

[

.1s P | e . A .
Passo 10 - Utilizando a ferramenta "Poligono", *~ ' construir o tridingulo ABC seleci-

onando os vértices A, B e C.

Passo 11 - Arrastando os controles deslizantes podemos ajustar as medidas conforme

os triangulos solicitados na tabela anterior.

O resultado podemos observar na figura

7 GeoGebra - (T e

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,

2] -

b Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo
Cénica
® e (x+0.44F + (y+ 194 =1 a=6
® E(x-556F+(y+1.94F =2
Namero ®

i@ a=6

X

»
W

oo
i
o

3

20 0 8000000

- Tridngulo
i@ poit =002

= I »

Entrada )

Figura 38: Triangulo 1

4.1.2 Atividade 2: Classificagdo de tridngulos quanto aos lados

Quanto aos lados, os tridngulos se classificam em:
Equilateros se, e somente se, tém os trés lados congruentes.
IsOsceles se, e somente se, tém dois lados congruentes.

Escalenos se, e somente se, dois quaisquer lados ndo sdo congruentes.
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Conforme Figura

LABC & equilatera. ARST é isdsceles. AMNP & escaleno.
A R M

3,
9]

[
=

=
-

Figura 39: classificacdo de tridngulos quanto ao lado

Um tridngulo com dois lados congruentes é is6sceles: o outro lado é chamado base

e o0 angulo oposto a base é o angulo do vértice.
Notemos que todo triangulo equildtero é também triangulo isésceles.
1 - Construir um tridngulo equilatero de lado a

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, {‘} ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;

a=2
Passo 3 - Utilizar a ferramenta "Controle deslizante" "/, onde a serd o lado do

triangulo e com intervalo minimo = 0 e maximo = 10;

ae
Passo 4 - Utilizando a ferrramenta "segmento com comprimento fixo", * ' construir

um lado do triangulo, criando o ponto A na janela de visualizacdo e sera solicitado
o comprimento do segmento e informar que o segmento terd comprimento igual a

medida a do controle deslizante;

(&)

Passo 5 - Utilizando a ferramenta "Circulo dados centro e raio", " construir uma
circunferéncia de raio igual a medida a do controle deslizante e centro no ponto A do

segmento anterior;

Ca
| |
Passo 6 - Utilizando a mesma ferramenta "Circulo dados centro e raio", ="' construir

outra circunferéncia de raio igual a medida a do controle deslizante e centro no ponto

B do segmento anterior;
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Passo 7 - Utilizando a ferramenta "Intersecdo de dois objetos", >'\/ determinar a
intersecao dos circulos criados anteriormente, onde a intersecdo das circunferéncias
determinara o vértice C do tridangulo ABC;

[

o1s p | e . cn .
Passo 8 - Utilizando a ferramenta "Poligono", ¢~ ' construir o tridngulo ABC selecio-

nando os vértices A, B e C.

Passo 9 - Clicar com o botdo direito sobre o controle deslizante e selecionar a opcdo

animar.

O resultado podemos observar na figura

€2 GeoGebra o ) | S

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,

=

b Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
Cénica

X

® cx+0.06F +(y+296)=4
® d:(x-6.94F +(y+2.96F =4
Nimero

@ a=7
Ponto

1@ A-(0.06,-2.96)
® B=(6.94,-2.96)
® C=(344,3.1)

L@ € =(344,9.02)
Segmento

i@ a7

L obeT

[

e =T
Tringulo

L@ pol=21.22

« I »

Entrada:

Figura 40: Construcdo de um tridngulo equildtero

2 - Construir um tridngulo isdsceles.

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, f—: ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;

a_m
. . . - .
Passo 3 - Utilizando a ferramenta "segmento com comprimento fixo", , criar o

segmento AB com medida igual a 8.
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a=2
Passo 4 - Utilizar a ferramenta "Controle deslizante" |, onde d serd a medida do

lado do tridngulo e com intervalo minimo = 5 e maximo = 10;

Passo 5 - Utilizando a ferramenta "Circulo dados centro e raio", @ construir uma
circunferéncia de raio igual a medida d do controle deslizante e centro no ponto A do

segmento anterior;

Passo 6 - Utilizando a mesma ferramenta "Circulo dados centro e raio", @ construir
outra circunferéncia de raio igual a medida d do controle deslizante e centro no ponto

B do segmento anterior;

Passo 7 - Utilizando a ferramenta "Intersecdo de dois objetos", >'\/ determinar a
intersecao dos circulos criados anteriormente, onde a intersecdo das circunferéncias
determinara o vértice C do triangulo ABC;

.
o , = . A .
Passo 8 - Utilizando a ferramenta "Poligono", ¢~ ' construir o tridngulo ABC selecio-

nando os vértices A, B e C.

Passo 9 - Clicar com o botao direito sobre o controle deslizante e selecionar a opcao

animar.

O resultado podemos observar na figura

¥ GeoGebra

ool (e

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

BN =

»_Janela de Algebra nela de Visualizagio
- Cénica
@ cxv 0687+ (y+348F=1
@ elx-T.32F +(y+ 348F=T
Nimero
® d-85
Ponto
1@ A-(058,-348)
@ B=-(7.32,-348)
@ C-(3.32,402)
@ D=(332,-10.98)

X

Segmento
® a=8
@ a,=85
i-@ b-85
Looem8
Tringulo
® polt =30

« M »

Entrada:

Figura 41: tridngulo isdceles
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3 - Construir um tridngulo escaleno de lados 3 cm, 4 cm e 5 cm.

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, i: ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;

ame
s

Passo 3 - Utilizando a ferrramenta "segmento com comprimento fixo", construir

um lado do tridngulo, por exemplo o lado ¢ = 3 cm, originando assim os pontos A e B;

Ca
| |
Passo 4 - Utilizando a ferramenta "Circulo dados centro e raio", ™' construir uma

circunferéncia de raio igual a medida do lado b = 4 cm e centro no ponto A do seg-

mento anterior;

(&)

Passo 5 - Utilizando a mesma ferramenta "Circulo dados centro e raio", ="' construir
outra circunferéncia de raio igual a medida do lado a = 5 cm e centro no ponto B do

segmento anterior;

Passo 6 - Utilizando a ferramenta "Intersecdo de dois objetos", >'\/ determinar a
intersecdo dos circulos criados anteriormente, onde a intersecdo das circunferéncias

determinara o vértice C do triangulo ABC;

.

e 7 ‘ . LAY .
Passo 7 - Utilizando a ferramenta "Poligono", ¢~ construir o tridngulo ABC selecio-

nando os vértices A, B e C.

O resultado podemos observar na figura

4.1.3 Atividade 3: Classificagdo dos tridngulos quanto aos dngulos

Quanto aos angulos, os tridngulos se classificam em:
Retangulos se, e somente se, tém um angulo reto;
Acutangulos se, e somente se, tém os trés angulos agudos;
Obtusangulos se, e somente se, tém um angulo obtuso.

O lado oposto ao angulo reto de um tridngulo retangulo é sua hipotenusa e os outros

dois sdo os catetos de triangulo.
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© esseb - e

Entrar.

NG
[+] =

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda

Bl blolol 4l

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagio ®
- Cénica
@ cixe0.66F +(y-0.067=1
@ diix - 2.34F + (y - 0.06) = 2¢
Ponto
® A=(.0.66,0.06)
® B=(2.34,0.06)
® C=(.0.66,4.06)
® D-(-0.66,-3.94)
Segmento
i@ a=3
@ 2,=5
® b=4
a3
- Tridngulo
® poll=6
4
om0
Entrada: (1)
Figura 42: Construcdo de um tridngulo escaleno
Conforme figura
A =] M
'\ /\ \
B ¢ 5 T M P
AABC & retangulo em B. ARST é acutangulo. AMMP é obtusangulo em M.

Figura 43: classificacdo de tridngulos quanto aos angulos

1 - Construir um triangulo acutangulo e obtusangulo

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, Q ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;
a_e
J . . - .
Passo 3 - Utilizando a ferramenta "segmento com comprimento fixo", , criar o

segmento AB.
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a=2
Passo 4 - Utilizar a ferramenta "Controle deslizante" ', onde d serd a medida do

lado do tridngulo e com intervalo minimo = 0 e mdximo = 10;
11+ nes 1A I/;)./I H
Passo 5 - Utilizando a ferramenta "Circulo dados centro e raio", ™~ construir uma
circunferéncia de raio igual a medida d do controle deslizante e centro no ponto A do
segmento anterior;
111 n s 1A I/_‘>'./I 1
Passo 6 - Utilizando a mesma ferramenta "Circulo dados centro e raio", "' construir
outra circunferéncia de raio igual a raio igual a medida do lado a e centro no ponto B

do segmento anterior;

Passo 7 - Utilizando a ferramenta "Intersecdo de dois objetos", X determinar a
intersecao dos circulos criados anteriormente, onde a intersecdo das circunferéncias
determinard o vértice C do tridngulo ABC;

[ B
|

\- . - A .
Passo 8 - Utilizando a ferramenta "Poligono", ¢~ ' construir o tridngulo ABC selecio-

nando os vértices A, B e C;

£

a
Passo 9 - Utilizando a ferramenta "angulo" *~=. selecionar os vértices do tridngulo

onde aparecerd as medidas dos respectivos angulos internos do triangulo ABC;

Passo 10 - Clicar e arrastar o controle deslizante ou animar e pedir aos alunos para
observar a variacdo dos angulos e em quais momentos o tridngulo passa de acutangulo
como podemos observar na figura para obtusangulo como podemos observar na
Figura

2 - Construir um tridangulo retangulo

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, i: ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;

(o)
o1 s . | | . s
Passo 3 - Utilizando a ferramenta "Circulo dados Centro e Raio", ', criar o circulo

de raio 5 por exemplo;

A
Passo 4 - Utilizar a ferramenta "Ponto", ® , criar um ponto pertencente ao circulo,

que serd o primeiro vértice do triangulo;
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7 GeoGebra ol - =A™

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

sl
B EERISCOEHNCE0 el

» Janela de Algebra » Janela de =]
- Conica
@ cix-1AP (v + 076 =22
@ e (x-6AP+(y+0.76 =25
Numeru
® d-47
Ponto
® A=(11,076)
i@ B=(6.1,-0.76)
@ C=(3.31,339)
@ D=(3.31,491)
Segmento
® a=5
i@ 2,=5
i@ b=47
e c-5
Tridngulo
® polt =10.37
Angulo
® a-6197°
@ B-61.97°
L@ y=56.07"

4 " r

Entrada: (1)

Figura 44: Construcéo de um tridngulo acutidngulo

Py | | o

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,

p=} a4
Gl db-lojo] )] a) .

» Janela de Algebra b Janela de Bl
Cénica
® c(x-11F+(y+ 0767 =65 =81
® e(x 61N+ (y+ 0767 =25 B —
Nimero

@ d-81
Ponto

@ A=(11,-0.76)
® B=(6.1,-076)
® C=(7.66,3.99)

® D=(7.66,-551)

. Segmento

i@ a=5

i@ a=5
® p=81

L@ =5
Tridngulo y=108.19"

i@ poll=-1188
Angulo

@ a-=359° A
® p=359°
® y=108.19°

< " »

Entrada )

Figura 45: Construgéo de um tridngulo obtusangulo

Passo 5 - Utilizando a ferramenta "Reta", ~ construir uma reta que passa pelo

centro do circulo e pelo vértice do tridngulo;

Passo 6 - Utilizando a ferramenta "Intersecdo de dois objetos", >\/ determinar a
intersecdo do circulo criado com a reta, onde teremos o segundo vértice do tridngulo,

formando assim um didmetro;
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A
Passo 7 - Utilizar a ferramenta "Ponto", ® , criar um ponto pertencente ao circulo
que serd o terceiro vértice do triangulo;

.
. Ve ~ I ‘\" LAY
Passo 8 - Selecione a ferramenta "Poligono"no botdo ¢~ ' e construa um tridngulo

selecionando os vértices do tridngulo inscrito no circulo;

a
Passo 9 - Utilizando a ferramenta "angulo” é— selecionar os vértices do tridngulo

onde aparecerd as medidas dos respectivos dngulos internos do tridangulo ABC;

Passo 10 - Clicar sobre o terceiro vértice do tridngulo e animar o ponto e pedir aos
alunos para observar se hda variacdo do angulo reto.

O resultado podemos observar na figura

7 GeoGebra - =

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

[N
-
b Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo
Cénica
® cix-316F +(y+0.527=2
Ponto
@ A-(1,399)
@ B=-(8.16,-0.56) A
.0 B,=(-134,048)
i@ C=(1.84,.048)
® 0=(316,-052)

Entrar,

()

X

Reta
® a.004x-5y=247
Segmento
i@ b-849
@ d=529
® e=10
Tridngulo
@ pol1=2245
- Angule 4
L@ a=00°

<[ " »

Entrada )

Figura 46: Construc¢éo do triangulo retdngulo

4.1.4 Atividade 4: Construgdo dos pontos notdveis

1 - Construir o circuncentro de um tridngulo

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, f': ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;
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.
. 7 ~ [ . A
Passo 3 - Selecione a ferramenta "Poligono"no botdo ¢~ ' e construa um tridngulo

qualquer;

Passo 4 - Trace as mediatrizes do triangulo utilizando a ferramenta Mediatriz, que
%
~ , . . oA
pode ser acessada no botdo = * . Para isso, basta clicar em cada lado do tridangulo com

essa ferramenta selecionada.

Passo 5 - Selecione a ferramenta "Intersecdo de Dois Objetos"no botdo >'\/ Em
seguida clique em uma das mediatrizes e, depois, em outra. O ponto D resultante é o
circuncentro do tridngulo.

Passo 6 - Selecione a ferramenta "Circulo dados Centro e Um dos seus Pontos"clicando
no botao @ . Em seguida clique no ponto D que serd o centro do circulo e em um dos

vértices do tridngulo. O circulo resultante é o circulo circunscrito ao triangulo ABC.

Passo 7 - Peca aos alunos para notar que ao mover os vértices do triangulo, as medi-

atrizes e o circuncentro do triangulo acompanham o movimento.

O resultado podemos observar na figura

£ GeoGebra =1’
Arquivo Editar Exibir Opgéies Feramentas Janela Ajuda Entrar.
.
P Janela de Algebra » Janela de Visualizagao [
GConica
@ g(x-576F+(y+216F=6
Panto A
@ A=(248,533)
B=(-2,4.74)
€=(13.19, 557)
L@ D=(576,-2.16)
Reta
® d:448x+10.07y=4.01
@ e:15.19x+0.83y =-89.17
“-@ £10.71x-10.89y - 8517
Segmento
@ a=1521
® p=1527
® c=1101
- Tridngulo
L@ pot=78.26 q
B '.
|
Ll e T—— »
Entrada a

Figura 47: Construcdo do Circuncentro

2 - Construir o incentro de um triangulo

Procedimentos:
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Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, {:—: ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;

.

Passo 3 - Selecione a ferramenta "Poligono"no botdo * | e construa um triAngulo
qualquer;
Passo 4 - Trace as bissetrizes do tridngulo utilizando a ferramenta "Bissetriz", que

pode ser acessada no botao 4 . Para isso, basta clicar em cada vértice do triangulo

com essa ferramenta selecionada.

Passo 5 - Selecione a ferramenta "Intersecdo de Dois Objetos'no botdo >'\/ Em
seguida clique em uma das bissetrizes e, depois, em outra. O ponto D resultante é o
incentro do triangulo, que é o centro do circulo inscrito no tridngulo formado.

.

Passo 6 - Selecione a ferramenta "Reta Perpendicular'clicando no botdo —T . Em
seguida clique no ponto D e em um lado do tridngulo, obtendo assim um ponto E;

Passo 7 - Selecione a ferramenta "Circulo dados Centro e Um dos seus Pontos"clicando

D . . / s
no botdo “~'. Em seguida clique no ponto D que sera o centro do circulo e no ponto

E obtido no passo 6. O circulo resultante € o circulo inscrito ao tridngulo ABC.

Passo 8 - Peca aos alunos para notar que ao mover os vértices do tridngulo, as bisse-

trizes e o incentro do triangulo acompanham o movimento.
O resultado podemos observar na figura
3 - Construir o baricentro de um tridngulo

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, {‘} ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;

.

Passo 3 - Selecione a ferramenta "Poligono"no botdo * ' e construa um triAngulo

qualquer;
Passo 4 - Trace os pontos médios dos lados do triangulo utilizando a ferramenta

L ]
"Ponto Médio ou Centro", que pode ser acessada no botdo » . Para isso, basta clicar

em cada lado do tridangulo com essa ferramenta selecionada.
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£ GeoGebra | | |

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

(e

5=

b Janela de Algebra P Janela de Visualizagio

- Cénica

@ g{x-248F +(y - 1577 =5.
Ponto

X

@ A=(122,468)
® B=-(152-06)
® C=(11.89,-1.01)
® D-(218,157)

L@ E=(211,-071)

eta

R¢
@ d:-051x+0.86y =025
@ e0.96x+0.3y=255
® £:-0.26x-0.97y=-2.08
@ n:-11.35x+0.35y = -24.24
. Segmento
i@ a=1341

b=12.09
@ c=505
Tridngulo
® pol1=3596

4 i r

Entrada:

Figura 48: Construcéo do Incentro

Passo 5 - Para tracar uma mediana do triangulo, selecione a ferramenta "Segmento",
acessada no botao ! . Clique em um dos vértices e, em seguida, no ponto médio do

lado oposto a esse vértice. Repita esse procedimento para os outros vértices.

Passo 6 - Selecione a ferramenta "Intersecdo de Dois Objetos"no botdo >'\/ Em
seguida clique em uma das medianas e, depois, em outra. O ponto G resultante é o

baricentro do tridangulo.

Passo 7 - Peca aos alunos para notar que ao mover os vértices do triangulo, as medi-

anas e o baricentro do tridngulo acompanham o movimento.
O resultado podemos observar na Figura
2 - Construir o ortocentro de um tridngulo

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, f—: ;

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;

.
. Ve ~ I ‘\" LAY
Passo 3 - Selecione a ferramenta "Poligono'no botdo *~ ' e construa um tridngulo

qualquer;
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¥ GeoGebra s o e
Arquivo Editar Exibir Opglies Feramentas Janela Ajuda Entrar.
:’i’

P Janela de Algebra P Janela de Visualizagio
- Ponto
@ A=(0.04,351)

X

B=(3.38, -0.53)
@ C=(9.81,-048)
® D-(216,149)

® E=(65,-05)

® F=(538,152)
L@ G=(4.71,0.83)

Segmento

=79
- Tridngulo
L@ poll=13.05

Entrada:

Figura 49: Construcéo do Baricentro

Passo 4 - Trace as retas perpendiculares aos lados do tridangulo que passam pelos vér-

tices do triangulo utilizando a ferramenta "Reta Perpendicular", que pode ser acessada
.

no botdo —1". Para isso, basta clicar em um dos vértices do tridngulo, e no lado oposto

ao vértice. Repita esse procedimento para os outros vértices.

Passo 5 - Selecione a ferramenta "Intersecdo de Dois Objetos"no botdo >'\/ Em

seguida clique em uma das retas perpendiculares e, depois, em outra. O ponto D
resultante é o ortocentro do tridngulo.

Passo 6 - Peca aos alunos para notar que ao mover os vértices do tridngulo, as orto-
centro do tridngulo acompanha o movimento.

O resultado podemos observar na figura

4.1.5 Atividade 5: Construgdo de Tridngulos Pedais

1 - Construir um Tridngulo Pedal, a partir de um tridngulo ABC qualquer

Procedimentos:

Passo 1 - Abrir o programa GeoGebra clicando sobre seu icone, g ;
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©F GeoGebra = [ S

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

=

P Janela de Algebra P Janela de Visualizagio

B= (577, 7.36)
@ C=(1667,7.52)
® D=(313,.28)
Reta
® d:-2243x+ 016y =69.73
@ e19.75x-11.42y =-29.81
L@ f2.69x+11.26y =-39.91
Segmento
@ a=2244
® p=2281
® c=1158
- Tridngulo
L-@ poit =126.56

Entrada: (1)

Figura 50: Construcdo do Ortocentro

Passo 2 - No menu Exibir, desmaque a opcao Eixos;

I
. p ~ o - A
Passo 3 - Selecione a ferramenta "Poligono"no botdo ¢~ ' e construa um tridngulo

ABC qualquer;
Passo 4 - Crie um ponto pedal P digitando no campo de entrada P=(1,2).
Passo 5 - Crie as retas trés retas suportes dos lados AB, BC e AC do tridngulo ABC,

el

Passo 6 - Trace as retas perpendiculares aos lados do tridngulo que passam pelo

utilizando a ferramenta "Reta"no botio , selecionando os vértices dois a dois;

Ponto Pedal P utilizando a ferramenta "Reta Perpendicular”, que pode ser acessada no
.

botdo —7. Para isso, basta clicar no ponto pedal P, e nas retas suportes dos lados do

triangulo ABC;

Passo 7 - Selecione a ferramenta "Intersecdo de Dois Objetos"no botdo >'\/ Em
seguida clique em uma das retas perpendiculares e, depois, nas retas suportes dos
lados do triangulo ABC. Os pontos resultantes sdo os vértices do tridngulo pedal;

I
. 7 ~ ‘\" . 7 .
Passo 8 - Selecione a ferramenta "Poligono"no botdo * ' e selecione os vértices

obtidos no item anterior, o triangulo obtido sera o tridangulo pedal;

Passo 9 - Peca aos alunos para movimentar o ponto P para as seguintes situagoes e

relatar o que ocorre com o triangulo pedal.
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Situacdo 1 - Se o ponto P é o Incentro do triangulo ABC?

O incentro de um triangulo é o ponto no interior do tridngulo, que é equidistante dos
trés lados. E o centro do circulo inscrito em ABC. Assim, neste caso, o circulo inscrito
do triangulo ABC circunscreve o triangulo pedal. O ponto P € o incentro triangulo ABC

e o circuncentro para triangulo pedal RST, figura

@ ossose - 0| =

wo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar

e

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao
Cénica . H
@ pix-6.91F+(y-1.237=T.
Ponto
@ A=(64,5.14)
- @ B=(1.09, 1.61)
® C=(1531,-1.55)
D=(691,1.23)
Eindefinido
Findefinido

® P-(6.91,1.23)

® R-(86,349)

® 5-(6.92,-159)

® T=(469,297)

Reta

® d:8.91x-6.69y=53.34

- 14.22x - 0.06y = 9833

5.31x +6.75y = 44.99

: 6.75x + 5.3y = 15.91
® h006x+1422y=22.96

® i6.69x-8.91y=-88.61

j£-0.95x + 0.31y = 15.02

b

k0.31x-0.95y = 334
10.9% +0.44y - 0.27
m:-0.44% + 0.9y - 1.93

Segmento

® a=1422

® p=11.14

® c=859

® 9,=507

® n=534

® i-39

Trdngulo e
@ pol1=47.83

L@ polz=9.43

“ i v

Entraga: 3

Figura 51: Triangulo Pedal onde P é o Incentro de ABC

Situacdo 2 - Se o ponto P é o Ortocentro do tridngulo ABC?

Se o ponto P é o ortocentro de um tridngulo agudo ABC, entdo tridngulo pedal RST

serd o tridngulo értico de ABC, conforme Figura
Situacdo 3 - Se o ponto P é o Ortocentro de um tridngulo retdngulo ABC?

Se P € o ortocentro de um triangulo retdngulo os pontos P, A, S e T sdo coincidentes,

e o triangulo pedal RST de ABC se degenera, formando um segmento RA, conforme
figura
Situacdo 4 - Se o ponto pedal P for um dos vértices?

Se o ponto pedal P for um dos vértices, independentemente do tridngulo ABC ser
agudo, ou obtuso, o triangulo RST pedal se degenera tornando-se um segmento de

reta, de modo andlogo ao item anterior. Conforme figura
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7 GeoGebra

-

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda

v

» Janela de Algebra
Conica
D (x - 7.66) + (y + 0028 .
Ponto A
@ A=(7.65,6.26)
4.1

P Janela de Vis

] |

(11.37, -1.66)
=(7.71,067)
Eindefinido
Findefinido

- 17.65,-0.01)
66,-0.02)
10.07,1.11)
(7,66, -1.66)

54x -0.84y = 4.7 e R
84X + 0.55y = 2.57 T X
55% +0.84y = -3.65

nx=7.
@ 3.72x-7.92y= 2851
rX=7.65
5:3.5x+7.92y=26.72

Segmento

® a-7.22

Entrada|

Figura 52: Tridngulo Pedal onde P é o ortocentro de ABC

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Algebra X | » Janela de

=
Ponto

d:dx-3y=0

® c-48

| Tringuis
L@ pot-24 R
Angulo

| -® a=90°

Entrada:|

Figura 53: Tridngulo Pedal onde P é o ortocentro de ABC
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e e

Entrar.

(o) =]
%

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

¥ Janela de Algebra X [» Janela de Vi A [z
Ponto
@ A-(0,0)
@ B=(137,532)
@ C-(8,0)
“-@ R=(1.95344)
Reta 8
4:9.37x-532y=0
Segmento
0.

Tridngulo

® polt=2128

| Angulo R
@ a=10441° 4

Entrada:

Figura 54: Triangulo Pedal onde P é um dos vértices de ABC
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CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos uma série de atividades de geometria utilizando o Ge-
ogebra como principal ferramenta, produzindo construcoes geométricas, demonstra-
¢oes e aplicacoes sobre o poligono mais simples e mais investigado pela humanidade

o triangulo.

Com a investigacdo desses problemas apresentados no trabalho, queremos buscar o
estimulo a curiosidade de alunos e professores oferecendo ferramentas para a constru-

cdo de um conhecimento matematico solido.

Percebemos assim a necessidade de um estudo continuo investigativo, e onde a uti-

lizacdo de novas tecnologias devem somar ao trabalho do professor.

Concluimos que o melhor caminho por mais dificil que seja é a educacao e percebo
que a cada dia que estudo matemadtica tenho a certeza que pouco sei sobre ela e me

fascino ao descobrir novos conceitos e suas aplicagoes.
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