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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo estudar o processo de inversdo geométrica na elipse
que nada mais é do que uma transformacdo geométrica sofrida em uma superficie
ndo plana. Mais do que isso, é uma forma de propor um trabalho diferenciado ao
professor do Ensino Médio baseado nas aplicacdes da Elipse e de suas propriedades e
que a partir de um trabalho de pesquisa pode ser estendido para as demais conicas.
Diferente da inversdo geométrica classica na circunferéncia, utilizamos a elipse como

agente inversor.

Primeiramente trazemos um apanhado da histéria da elipse. Apresentamos seus

elementos, seus conceitos e propriedades basicas.

Recordamos a homotetia, que é uma transformacao geométrica do plano e que faz

parte do estudo dos resultados das inversoes estudadas.
Em seguida, passamos a estudar as inversoes na elipse.

Entdo, para finalizar, sdo sugeridas atividades envolvendo as elipses e outras as in-
versoes que nela ocorrem. Tais atividades podem ser aplicadas em sala de aula desde
as primeiras séries do ensino fundamental II, desmistificando a famosa pergunta: Onde
e/ou para que vou usar “isso”, professor? Sdo atividades de pesquisa, atividades inte-

rativas e de trabalho com o software de geometria dindmica Geo gebra®.

Palavras-chave: inversdo geométrica, transformacdo geométrica, elipse.
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ABSTRACT

This work aims to study the geometric inversion process on the ellipse which is
nothing more than a geometric transformation suffered in a non-planar surface. More
than that, it’s a way of proposing a differentiated work to high school teacher based
on practical applications of Ellipse and its properties and that from a research paper
can be extended to other conical. Unlike the classic geometric inversion in the circle,

we use the ellipse as inverter agent.

First we bring an overview of the history of the ellipse. We present its elements, its

concepts and basic properties.

We recall about dilation, which is a geometric transformation on plane very impor-

tant to study the results of studied inversions.
Then, we began to study the inversions on Ellipse.

Finally, we suggest activities involving the ellipses and other inversions that occur in
it. Such activities can be applied in the classroom from the early grades of elementary
school, demystifying the famous question: Where and / or I will use “ it ”, Professor?
Are research activities, interactive activities and work with dynamic geometry software

Geogebra®.

Keywords: geometric inversion, geometric transformation, ellipse.
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INTRODUCAO

A geometria analitica € um contetido fascinante, uma vez que é capaz de representar
através da dlgebra todos os elementos das geometrias plana e espacialﬂ Porém, alguns
de seus tépicos sdo ensinados de forma muito superficial. Das conicas que fazem parte
desse universo analitico, a pardbola ¢ a mais ensinada/estudada/divulgada desde as
ultimas séries do ensino Fundamental II até a dltima série do Ensino Médio. Porém,
o ensino da elipse e da hipérbole muitas vezes ndo acontece de forma satisfatéria
nas séries/anos do Ensino Médio a que se destina. Por isso ao escrever este trabalho,
objetivei a constru¢do de um documento que facilitasse ao leitor (professores do ensino
fundamental II e ensino Médio e alunos) o acesso a informacoes sobre uma dessas

conicas: a elipse.

Pela proposta curricular da Secretaria da Educacéo do estado de Sao Paulo, as coni-
cas aparecem timidamente como o ultimo assunto a ser trabalhado no primeiro bimes-
tre do terceiro ano do Ensino Médio, cujo objetivo é um estudo nada aprofundado do

assunto e que esta longe do ideal:

“Saber identificar as equagdes da circunferéncia e das conicas na forma

reduzida e conhecer as propriedades caracteristicas das conicas.”

Tal abordagem superficial pode deixar os alunos que tem inclinacdo para cursar a
graduacdo na drea de exatas, com grande defasagem e desvantagem em relacdo a

alunos que tiveram uma boa formag¢do matematica escolar.

Aliado a isso, muitos dos professores que deveriam transmitir esses conhecimentos
em sala de aula, ndo tiveram uma capacitacdo ou formacdo adequada, nao tem domi-
nio do assunto ou ndo conseguem cumprir o planejamento curricular anual e, sendo
as conicas consideradas muitas vezes como um conteudo supérfluo, acabam sendo

trabalhadas ainda menos do que € proposto.

Foi o matematico frances René Descartes (1596-1650) quem publicou em 1637 , na Holanda, o Discurso

do Método, que trazia os primeiros ensaios da geometria analitica.
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Esse trabalho, porém, ndo se limita somente a repetir conceitos basicos que podem
ser encontrados em qualquer livro diddtico. Vai mais além. Também tratara sobre

inversdes geométricas na elipse.
Como disse Cristina Acciarri em [8]:

“Meus professores sempre me deixaram saber que existia mais do que me
contavam. E como se me dissessem: olha, deixo vocé nadar aqui na beira

da praia, mas pode chegar ali mais ao fundo se um dia souber nadar bem”.

Assim, aquele que ensina deve saber muito mais do que aquele que aprende para
que possa mostrar aos seus discipulos que existe muito mais a ser estudado do que se
imagina. A intensao, modesta, é estimular a curiosidade e a pesquisa daquele que vira

a manusear esse documento.

Os casos de inversdo geométrica classica, mais comuns, estdo relacionados a circun-
feréncia ou a esfera, que sdo agentes de inversao. Para dar uma ideia aquele que entra
em contato com tal conceito pela primeira vez, a inversdao geométrica na circunferén-
cia, na esfera ou na elipse (que € nosso alvo da pesquisa) pode ser comparada a uma
reflexdo na reta, ou seja, os agentes da inversao sdo nossos “espelhos”. Mas esses es-
pelhos nao sdo espelhos comuns, sdo espelhos que “deformam” a imagem do objeto
estudado. Por exemplo: Retas produzem circulos ou elipses como imagens. Segmen-
tos de retas transformam-se em arcos de circunferéncia e vice-versa. As ilustractes de

M.C.Escher (figuradl], representam magnificamente inversdes na esfera.

Figura 1: M.C.Escher - Still Life with Spherical Mirror 1934. Fonte: [22]
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Figura 2: M.C.Escher - Three Spheres II 1946. Fonte: [22]]

Figura 4: Inversdo produzida com superficie esférica refletora. Fonte [16]

Uma simples colher ou uma esfera refletora e uma maquina fotografica podem pro-

duzir o mesmo efeito de inversdo (figurd4).
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No primeiro capitulo fizemos um apanhado histdrico, em ordem cronoldgica, para
verificarmos como os conhecimentos acerca das elipses foram se desenvolvendo e se
acumulando durante os tempos. E importante verificar (e se conscientizar) de que os
conhecimentos sao construidos de forma lenta, os resultados surgem a longo prazo e

que esses resultados encontrados sdo obtidos através de um esforco coletivo.
O segundo capitulo trata dos elementos basicos da elipse.

As transformacgoes geométricas da geometria euclidiana, especialmente a homotetia,

compdem o terceiro capitulo deste trabalho.

Organizados no quarto capitulo estdo os estudos realizados sobre as inversdes geo-

métricas que podem ocorrer na elipse.

Por fim, o quinto capitulo traz aplica¢des das elipses e suas inversdes em outras dreas
do conhecimento, tais como: Astronomia, Engenharia e Medicina, além de atividades

para aplicacdo em sala de aula.



A EVOLUCAO DE UMA CRIACAO/DESCOBERTA
ATRAVES DOS TEMPOS

A geometria e toda a matematica foi criada/descoberta pela necessidade humana de
resolver problemas do dia a dia ou problemas tedricos inerentes da propria matematica.
A descoberta/criacdo da elipse ndo foi diferente. Esse elemento geométrico ndo é obra
de um unico pensador. Ao longo do tempo, matematicos se empenharam em pesquisas

e estudos para descobrir e documentar seus elementos, propriedades e aplicacoes.

1.1 NOTAS HISTORICAS SOBRE A ELIPSE

Discipulo de Eudoxo na academia de Platdo, Meneacmus, matematico grego (380 —
320 a.C.), teria sido o primeiro a descobrir a necessidade das curvas conicas enquanto
trabalhava na resolucao do problema de Delos ou duplicacdo do cubo. Tal problema
consistia em obter um método para, dada a aresta de um cubo, construir, com régua
e compasso, a aresta de um segundo cubo cujo volume é o dobro do cubo inicial
[7]. Em suas investigacGes concluiu que esta duplicacdo poderia ser obtida desde
que encontrasse e usasse curvas que obedecessem a uma propriedade de proporcao

. a X ~ . . s . P
do tipo — = — = 21 Entdo, descobriu que havia uma familia de curvas disponiveis
X a

que ofereciam as propriedades necessdrias para a solugdo que procurava. Essas curvas
poderiam ser obtidas cortando-se um cone circular reto por planos perpendiculares a
sua geratriz gerando assim a elipse, a hipérbole e a pardbola, cénicas fundamentais

para a solucdo do seu problema.

Variando a abertura (angulo do vértice) do cone, Meneacmus obteve curvas de trés

tipos diferentes:
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e Com o angulo do vértice do cone sendo reto, a secao seria uma parabola.

Figura 5: Cone retangulo.

e Com o angulo do vértice do cone sendo agudo, a seccdo seria uma elipse.

Figura 6: Cone acutangulo.

e Com o angulo do vértice do cone sendo obtuso, a seccao seria uma hipérbole.

Figura 7: Cone obtusangulo.

As trés seccOes sdo obtidas a partir do cone. Por isso recebem o nome de seccbes

coOnicas.



1.1 NOTAS HISTORICAS SOBRE A ELIPSE

Euclides (aproximadamente 330 a.C — 265 a.C.) e seu contemporaneo Aristeu, o
Velho (370 a. C. - 300 a. C.), também realizaram trabalhos importantes sobre seccoes
de cones de revolucdo, sendo que Os elementos de Euclides substituiram textos ante-
riores. Arquimedes (matemadtico grego, Pai da Geometria, nasceu na Siria 287a.C. —
212 a.C.) escreveu um tratado sobre condides e esferéides. Nele consta que encontrou
a area da elipse (aproximadamente em 330 a.C.), “ As dreas das elipses sdo como os

retangulos sob seus eixos” (proposicao 6).

2 2
. . . . Xy

Hoje, de acordo com [7]] podemos dizer que a elipse de equacédo ate s 1 pode
ter sua area representada por 7tab ou que a area da elipse é igual a area de um circulo

cujo raio é a média geométrica entre a medida dos semieixos da elipse.

Sua obra é um ponto de referéncia fundamental para reconstruir, pelo menos em
parte, o estado da teoria sobre cOnicas registrada antes de Apolénio. Arquimedes teria

atingido o ponto mais alto no estudo da geometria da época.

Apolbnio de Perga, astronomo e matemadtico grego (262-190 a.C.), de acordo com
[2], escreveu “As Cénicas” em oito volumes. E a sua obra principal e marcam uma
“revolucdo” na pesquisa das conicas. Tanto é que em um nivel mais avancado a obra
de Apolo6nio superou e substituiu as demais no campo das sec¢Oes conicas, incluindo
“As Conicas” de Euclides. Os quatro primeiros livros dessa obra se tornaram tdo impor-
tantes que foram chamados de “os novos elementos” a serem estudados e utilizados
como referéncia. O sucesso das inovacdes propostas por Apolonio condenou ao esque-
cimento os escritos anteriores sobre conicas. “As Conicas” sdo um dos pontos altos da
geometria grega para [2[], e Apolonio o apice da geometria da posi¢do pois organizou
e aprimorou os resultados conhecidos até entdo sobre o assunto na sua obra Secoes

Conicas.

Apol6nio abandonou a defini¢do de conicas como um plano perpendicular a geratriz
de um cone de determinada abertura, variando, em vez disso, a inclina¢do do plano
secante ao cone. Se o plano encontrasse todas as geratrizes do cone, a secio seria uma
circunferéncia ou uma elipse, de outra forma, seria uma pardbola (no caso em que o

plano secante fosse paralelo a uma geratriz) ou uma hipérbole.

Segundo [|15]], s6 se considerava um ramo da hipérbole até entdo. Foi Apolénio no
livro 1 de seu tratado, que passou a obter as seccdes conicas a partir de um cone circu-
lar duplo, reto ou obliquo. Introduziu assim, a hipérbole de dois ramos, chamando-os

de “secOes opostas”, como conhecemos hoje em dia.
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Figura 9: Seccdes no cone duplo Fonte: [[10]

As conicas nao foram batizadas por Menaecmus como hipérbole, pardbola e elipse,
mas sim por Apolénio, embora os dois primeiros nomes ja haviam sido usados antes
dele. Essas denominacdes, de acordo com [2]], provém do modo pelo qual ele introdu-
ziu a propriedade fundamental (“sintomo”) das trés sec¢des, vinculando-a a teoria da
aplicacdo das areas. Depois dele ndo houve, aparentemente, desenvolvimentos impor-
tantes. A obra Secbes Conicas de Apolonio e os Elementos de Euclides constituem o

auge da matemadtica grega.

Pappus de Alexandria, (matemadtico egipcio helenizado 290 — 350 d.C.) em seus
escritos credita ao geOmetra grego Aristeu, o Velho, a publicacdo do primeiro tratado
sobre secOes conicas. Ainda se refere aos escritos de Apolonio sobre o tema e depois

de séculos ainda se discutia os mesmos problemas.

Na visdo de Descartes (matematico Frances, 1596 — 1650) uma elipse poderia ser
descrita como uma série de pontos no plano onde a partir de um desses pontos, para
se obter o proximo ponto da série, devemos aumentar uma coordenada e diminuir a
outra, de modo que a soma ponderada dos quadrados das coordenadas permaneca
a mesma (e ndo simplesmente a soma das coordenadas). Para , trezentos anos

antes de Descartes, Oresme, com a escassez da dlgebra, ndo conseguiu expressar que
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as curvas poderiam ser escritas pelas relaces entre coordenadas, embora ja tivesse

percebido o fato.

Pierre de Fermat (matematico francés, 1601 — 1665), de acordo com [19]], procurava
restaurar a obra perdida de Apolonio, Plane Loci (que estudava a natureza particular
dos lugares geométricos), seguindo as mesmas etapas realizadas por Pappus. Para
obter as demonstracoes dos teoremas enunciados por ele (Pappus), Fermat fez asso-
ciacOes com a teoria das equacoes de Francois Viete, utilizando fundamentalmente a
algebra. As técnicas revelaram a Fermat que todos os lugares geométricos discutidos
por Apolonio poderiam ser expressos por equagdes algébricas com duas variaveis, cuja
analise produziria as propriedades fundamentais do lugar geométrico assim como a
natureza da sua construcdo. Essa obra foi entitulada “Ad locos planos et solidos isagoge”
(1636), onde se estabelece um sistema de coordenadas na Geometria Euclidiana (equi-
valente ao de Descartes). A partir das propriedades que definem as secoes conicas e
aplicando os mesmos procedimentos citados anteriormente, Fermat, ao estudar a obra
“Conicas” de Apolonio, obteve sete equacdes que eram formas irredutiveis da equacédo

geral do segundo grau com duas variaveis que corresponde a:
Ax*+Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F =0

Variando os coeficientes dessa equacao, Fermat poderia obter sete lugares geométri-
cos que correpondiam as equacdes da reta, da hipérbole equilatera, de um par de retas

concorrentes, da parabola, do circulo, da elipse e da hipérbole axial.

Fazendo A # 0 ou B # 0 ou C # 0, geometricamente teremos, uma elipse, uma
hipérbole e uma parabola, que sdo os principais lugares geométricos obtidos dessa

equacio.
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Definicao 2.1. (Elipse)

Uma elipse € de focos F; e F, é o conjunto de pontos P, do plano, cuja soma das
distancias de P a F; e de P a F, € igual a uma constante 22 > 0, maior do que a

distancia entre os focos 2c > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(F;, i) = 2c,

€ = {P|d(P,F)) +d(P,F,) = 2a}.

Fazem parte da elipse: os focos F; e F,; os vértices Ay, Ay, B1 € By; o centro O e seus

eixos: maior (A1A,) e menor (Ble)

2.1 Focos

Em uma reta £ tracamos dois pontos F; e F, quaisquer. Consideremos esses pontos
os focos da elipse. A reta suporte £ 5 F; e F, e é chamada reta focal. J4 o segmento

F, F, é o segmento focal, cujo comprimento, chamado de distancia focal é representado
por 2¢ (fig[10).

Por sua vez, o semieixo focal é representado por ¢ (figurall).

2a é a dimenséo do eixo maior da elipse; 2b é a dimens&o do seu eixo menor e 2¢ é a distancia focal da

elipse.
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F1 F2

E

-7-—-4

2c

Figura 10: Focos e distancia focal.

Y

F1 ) F2

L]
S SRR

Figura 11: Semieixos = c e distancia focal = 2c.

Em [7] cita-se que a partir desses dois focos e utilizando-se o “método do jardineiro”

Pl constréi-se uma elipse utilizando-se barbantes.

Figura 12: Figura da primeira edicido de La Géométrie. Fonte: [11].

No caso da ﬁgura de Descartes EL terfamos H=F, [ =F,B="P E| e d(H,B) +
d(B, I) = 2a, ou seja, d(Fy, P) + d(P, F,) = 2a.

Ao deslocar o ponto B pelo plano, segundo o método citado, Descartes obteve a
elipse €. A intersecciio de € com a reta focal sdo os pontos D = (A1) e K = (A»), cujo

segmento DK = (A1A»), hoje, é chamado eixo maior da elipse, cujo comprimento é 2a.

2 O método do jardineiro consiste, em colocar dois bastdes verticais em uma superficie (sobre os focos)
e fixar as extremidades de uma corda a cada uma dos bastGes. Com um terceiro bastdo encostado
na corda, mantendo sempre a corda esticada e deslocando o bastdo perpendicularmente pela superficie
determinamos, nela, um lugar geométrico de pontos: a elipse. O comprimento da corda deve, claramente,

ser superior a distancia entre as hastes.
3 René Descartes publicou La Géométrie em 1637 como um apéndice de Discours de la méthode (Discurso

do Método).
4 P é ponto genérico da elipse.
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2.1 Focos

Considerando-se a elipse €, de focos F; e F», A; e A, pontos de € N 12 (figura ,

podemos verificar que o ponto médio O de A; A, (figura|14) é o centro da elipse de

modo que:
Figura 13: Representacdo dos vértices A e A; e focos F; e F, da elipse.
AlO = AzO =a
A1A2 =2a
e pela definicdo de elipse
A1F1 + A1F2 = 2a.
De fato,

Por definicdo: d(F;, P) + d(P, F,) = 2a, em que P é um ponto qualquer de €.

Uma vez que A; pertente a elipse, entéo:

F1A1 + Ale =2a (2.1)

Uma vez que A, pertente a elipse, entéo:

FiAy + AyF, = 2a (2.2)
Portanto de 2.1l e 2.2] temos:
FiA; + ALFy + FLAy + AyFy = 2a+2a = 4a (2.3)
Temos que:
FiA; + FL Ay = AFa+ AyFy = A1 Ay = 2a. 2.4)

13
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Substituindo [2.4 em [2.3] segue que:

A1A2 + A1A2 = 2A1A2 =4qa (2.5)

Portanto, A1 A, = 2a.

Assim, A1 Aj; € o eixo maior da elipse e A10 e A,O os semieixos.

Figura 14: Eixo maior

A seguir, verifiquemos que a configuracdo geométrica é a de F; e F, entre A; e Aj.

Escrevemos: A1 -F; -0 - F - As.

Seja A € {A1, Ay}. Caso A € FiF,, teriamos 2¢ = d(F;, F;) = d(A, F1) +d(A, F,) = 2a
o que é absurdo uma vez que 2a > 2c. Logo, A1, Ay € Fi F.

Suponha que A - F; - F, - Ay, com AyF; = x.
Como A; € € entdo AF, + A F = 2a.
Mas, AlFl = A1A2 + A2P1 =2a+xe A1P2 = AlAz + AzFl + F1P2 =2a+x+2c.

Assim, 4a + 2x + 2¢ = 2a, donde segue que 2a +2x + 2¢ = 0, o que é absurdo, pois

a,x,c>0.
De modo andlogo mostra-se que ndo pode ocorrer A1 — F; — A, — F».

Agora, suponha que Ay — A; — F; — F, com A1F = y. Temos que AyF = AyAj +
A1Fi+ FiF, = 2a+y +2c e, por outro lado, AoF, = 2a — AyFy = 2a — A1Ay — A1F =
2a —2a —y = —y, uma vez que A, € €.

Assim, 2a + y +2c = —y, donde segue que 2a + 2y +2c = 0, o que ¢é absurdo, pois

a,y,c > 0. De modo anédlogo mostra-se que ndo pode ocorrer F; — F, — A; — A.

14
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Portanto, os pontos A; e A, € €N ? sdo as extremidades do eixo maior da elipse e

sdo denominados vértices da elipse sobre a reta focal.

2.2 EIXO MENOR

A partir do eixo maior AjA,, tracando uma perpendicular ¢’ (eixo nio focal e medi-

atriz de A;A,) passando por O, obtemos os pontos B; e B, na intersecciio com E.

Os pontos By e B, sdo as extremidades de um segmento de reta, denominado Eixo
Menor de €. Por esse motivo podem ser considerados vértices da elipse sobre a reta

nao focal.

O ponto O, centro da elipse, também € ponto médio de B; B, de modo que:

B;0 = B,O =,

B1B; = 2b,

em que b é um numero real positivo. De fato, as dimensoes do eixo maior e do eixo
menor serdo sempre positivas e temos por definicdo quea > b > 0 E] (Figura|15). Logo
2a > 2b.

Figura 15: Eixo menor: BB, = 2b

Como ¢/ ¢é mediatriz de A1A, e consequentemente mediatriz de F; F,, temos que B
€ € N 0 se, e somente se, dB,F)=d(B,F) =a

5 Casoa =b > 0, a elipse se degenera numa circunferéncia.
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Aplicando-se o critério de congruéncia cateto - hipotenusa aos triangulos AB1F,0 e
AByF,0, conclui-se que B;O = B,O (Figura[16).

Assim, O é ponto médio de By Bs,.

Figura 16: Eixo menor: B1B, = 2b

2.3 RELAGCAO ENTRE OS EIXOS E A DISTANCIA FOCAL

Vamos lembrar da obtencdo da elipse pelo método do jardineiro, onde o ponto B
representava um ponto genérico da elipse. Consideremos que B coincida com B; ou
B,. Nesse caso, B1O ou B,O é perpendicular a OF,. Pelos pontos B; e F, temos o
barbante que fecha o triangulo retangulo BiOF,. Aplicando-se o teorema de Pitdgoras

ao triangulo retangulo AB1OF,, temos:

(B1R)? = (B10)? + (OF,)?

Como B1F, =a, BiO =b e OF, = ¢, temos:

a% = b% + 2. (2.6)

Equivalentemente, b = va? — ¢ e ¢ = v a% — b2.
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2.4 EXCENTRICIDADE

2.4 EXCENTRICIDADE

A excentricidade e é a razdo entre a dimensdo do semieixo focal (¢) e o semieixo

maior (a). Serd sempre um numero positivo maior do que zero (e > 0). Assim:

c
e=—,(a>0,b> 0 e consequentemente ¢ > ()
a

. . 0
Se ¢ =0, ou seja, F; coincide com F,, teremos: e = — <= ¢ =0
a

Neste caso, € = {P | d(P, C) = a} é uma elipse degenerada num circulo de centro C
e raio a = b.

Como mencionado anteriormente, 2 > ¢ > 0. Assim como ¢ = 2 entio 0 < e < 1.
Quanto menor o valor de e e mais proximo de zero, mais a forma da elipse se apro-
ximard de uma circunferéncia. Pela caracterizacdo algébrica de e, a excentricidade
se aproximard do valor 0, quanto menor for a distancia entre os focos da elipse,
mantendo-se a dimensdo do eixo maior (a fixado). Analogamente, quanto maior for a
distancia focal de uma elipse, mantendo-se a dimensdo do eixo maior, mais a excentri-

cidade se aproxima de 1.

m
AL

e=10

Circunferéncia

Figura 17: Variacdo da excentricidade da elipse. Fonte: [|30]

Quando e = 1 a cbnica é uma Pardbola, quando 0 < e < 1 é uma Elipse e quando
e > 1 é uma Hipérbole. (figura[18)

2.5 EQUACOES DA ELIPSE

A partir da definicdo de elipse, podemos obter a sua equacdo canonica (ou equa-
cdo reduzida) em relacdo a um sistema de eixos ortogonais Oxy, coordenados, para

representd-la e identificd-la segundo a posicdo de seus eixos, focos e vértices.

17



ELIPSE E SEUS ELEMENTOS

e =1, elpse

e =1, parabola

G e =1, hipérbole
cénicas com

LN mesmao foco

Figura 18: Variacdo da excentricidade das conicas.Fonte: [37]]

2.5.1 Equagdo da elipse com centro na origem e focos no eixo Ox

Consideremos a elipse de focos F; = (—c,0) e F, = (c,0) (figura [19), os vértices
A1 =(—a,0), Ay =(a,0), By = (0, —b) e B, = (0, b) e um ponto qualquer P = (x,y) € &,
onde 0 < c<aeb=va2—2.

vi

b4

F,(-c,0) Fa(c,0)

Figura 19: Elipse de focos F1 e F2 e P genérico

Assim, de acordo com [[10] temos:
P=(x,y) € €< dP,F)+d(P,E)=2a
Vi +o2+y2+/(x —c)2+y2 =2a

o VOr Py =2 O
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Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

& (x+0)? +y? = 4a? —4a\/m+(x —c)? +y?

& x2+2xc+ 2 +y? = 4a% —4a/(x — )2+ y2 +x% — 2xc+ +y
& 2xc = 4a% — 4ay/(x — )2 + Y% — 2xc

& dxc = 4a® —4ad/(x — )2 + 1?2

sa?—cx=ay(x—c+y?

Elevando ao quadrado novamente:

2

& (a® — cx)? = a*((x — 0)* +y?)

2,2

& a* — 2a%cx +?x? = a*(x* — 2xc + 2+ ?)

& (a® — A% +a*y? = a* — a’c? = a*(a* — 2)

& b2x? + a?y? = a®p?

2
. y . . . . o
Portanto, a equagio a2t T 1 é a equacdo reduzida, ou equacdo candnica da

elipse de centro na origem e focos sobre o eixo Ox.

2.5.2 Equagdo da elipse com centro na origem e focos no eixo Oy

Considerando a elipse de focos F; = (0, —c) e F, = (0,c) , os vértices A; = (0, —a),
Az = (0,a), By = (—=b,0) e B, = (b,0) e um ponto qualquer P = (x,y) € &, onde
O0<c<aeb=va%—c2

Aplicando os mesmos procedimentos do caso anterior, verificamos que a equacao da
elipse € (Figura [20) é:

X

2y

b2+a72=1

2.5.3 Equagdo da elipse com centro qualquer

As elipses podem ser transladadas e rotacionadas para qualquer parte de plano xOy

a que pertencam. Aqui vamos destacar somente as elipses cuja translacio se faz a
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Figura 20: Elipse de focos F1 e F2 e P genérico

partir dos casos anteriores, ou seja, vamos transladar elipses com eixo maior paralelos

aos eixos Ox ou Oy.

Equagdo da elipse transladada com focal paralelo ao eixo 0x

Em um sistema de coordenadas (x, y) considera-se uma elipse de centro C = (x¢, yc)

e eixo maior paralelo ao eixo Ox (Figura2l).
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y
yc} ---------------- E
; R
o] X X

o

Figura 21: Elipse € transladada mantendo eixo maior paralelo ao eixo OX

Consideremos outro sistema x'Cy’ cuja origem é o centro C da elipse, com Cx’//Ox
e Cy'//Oy.

Em relacdo ao sitema x'Cy/, a equacdo da elipse é:

)y Wy

2 2 =1 2.7)
Mas como:
x' =x—xc (2.8)
e
v =y—yc, (2.9)

fazemos as substitui¢des necessdrias de (2.8)) e (2.9) em (2.7), obtendo:

T2 (1 — )2
(x azxc) Y b;/c) _q (2.10)

onde b? = a2 — 2. A equacio obtida é a equacio reduzida (candnica) da elipse € em

relacdo ao sistema de xOy.
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Yi

e T T I T T

o X

>
o

Figura 22: Elipse € transladada mantendo eixo maior paralelo ao eixo Oy

Equagdo da elipse transladada com reta focal paralelo ao eixo Oy

Utilizando procedimentos andlogos aos utilizados no item anterior, podemos obter
a partir de uma translacao da elipse, de forma que o eixo maior fique paralelo ao eixo

Oy, (figura22), a equacdo reduzida da elipse de centro C = (x¢, y¢c) que sera:

(x — xc)? N v —yc)?
b2 a?

=1 (2.11)

onde b? = 4% — 2

2.5.4 Equagdo do segundo grau com B=0e AC > 0

Vamos considerar a equaciio da elipse € de centro no ponto (xo, Yo) e a reta focal
paralela ao eixo Ox:

e. (x — x0)? N v —yo)? _ 1

' a2 b2 B

Desenvolvendo essa equacgdo, obtemos:

b2x? + a*y? — 2b%xpx — 2a%yoy + b2x3 + a?y3 — a?b? = 0
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2.5 EQUAGOES DA ELIPSE

que é da forma
Ax?>+Bxy+Cy>+Dx+Ey+F=0

com A=0% B=0,C=a% D=—2bx, E=—2a%yg e F = b*x3 + a’y5 — a’b>.

Entdo, B=0e A e C tem o mesmo sinal. O mesmo vale para a equagdo da elipse

com centro no ponto (xo, o) e reta focal paralela ao eixo Oy.

Reciprocamente, temos:

Proposicao 2.2. Se os coeficientes A e C da equagdo do segundo grau

Ax*+Cy*+Dx+Ey+F=0 (2.12)
tém o mesmo sinal, entdo a equagdo representa um dos seguintes conjuntos:

e uma elipse com os eixos paralelos aos eixos coordenados;,
e um ponto;

® 0 conjunto vagio.

Demonstracao:

Dividindo-se a equacdo (2.12)) por AC, obtemos:
< v, D E _F_
cratactTac?Tac”

ou seja,

0,

2+ 2y ik
At VY B
C A AC

Completando os quadrados, temos:

, D D> , E E
+Zx+m+y +Ey+r@__i+ D2 . EZ
C A ~ AC  4A2C  4AC*

Isto é

X

D \? E\?
(“m) . <y+2c> _ CD?+AE2—4AFC M
C A B 4A2C2 T 4A2C%

onde M = CD? + AE? — 4AFC.

(2.13)

, pois A e C tém o

Se M = 0, a equagéo (2.13) representa o ponto (

_2A’_2c>

mesmo sinal.
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Se M #0, podemos escrever a equacdo (2.13) na forma:

2 2
X+ b v + £
24) 2] (2.14)
M M B )
4A2C2 4A2C2

Como AC > 0, a equacéo representa uma elipse de eixos paralelos aos eixos

E
—M,—ZC>, se M,A,C > 0.

Se M < 0, mas A,C > 0, a equagdo (2.14) representa o conjunto vazio, pois, neste
X+ b i 2, £ :
24 7T ac
<0 +

qa2c2 V¢ C A
A C<O0

coordenados e centro no ponto

caso,

> (0. O mesmo ocorre caso M > 0, mas

Os casos em que a equacdo do segundo grau

Ax?+Cy*+Dx+Ey+F =0, com AC > 0, representa um ponto ou 0 CONjunto vazio

sdo denominados casos degenerados da elipse.

2.6 SIMETRIA NA ELIPSE

A elipse € é simétrica em relacdo a reta focal, a reta ndo focal e ao centro. De fato,
seP e € e P é o simétrico de P em relacdo a reta focal, entdo: AFRLPQ = ARLP'Qe
AFPQ = AFP'Q, pois PQ = P'Q e F F, é mediatriz de PP/, onde {Q} = PP' N Fi F,.

Em particular, F;P = F;P' e F,P = P’

Logo, 2a = d(P, F,) +d(P, F,) = d(P’, F;) + d(P', F,) de modo que P’ € € (ﬁgura).
Se P € € e P” é o simétrico de P em relacdo ao centro C, entéio (ﬁgura.
APCFE, = AP"CF, e AF,CP = AF,CP" (citério LAL de congruéncia).

Em particular, F;P = F,P" e FK,P = F;P".

Assim, 2a = d(P, F;) + d(P, F;) = d(P", F) + d(P", F;), de modo que P” € €.

A simetria em relagdo a reta nao focal se verifica de maneira analoga.
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Figura 24: Simetria de € em relacdo ao centro.

2.7 PROPRIEDADE REFLETORA DA ELIPSE

Consideremos a elipse € de focos F; e F, e um ponto P € E. Todo raio luminoso

ou onda sonora emitidos a partir de F; ou de F, em direcéio a € ser4 refletido/emitido
para o outro foco.

Demonstracao:
Tomemos a elipse &, seus focos F; e F> e P € € um ponto qualquer.

Por P passamos uma reta t tangente a £. Por F; e F, tracamos as retas r e s perpen-
diculares a t. Tracamos as semirretas u = 1?’ ev= Pzﬁ.
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Seja P um ponto qualquer da elipse €. Sejam C € ﬁ tal que PC = PF, et a
mediatriz de F,C. Como PF, = PC entdo P € t (ﬁgura.

Figura 25: Reflexdo na elipse

Sejam « e B os 4ngulos que FiP e F,P fazem com a reta t, respectivamente; e o
ponto A € t, A # P (figura[26). Como A € t entdo AF, = AC. Além disso, como Fy,
P e C sdo colineares, entdo F;C = F; P + PC = F; P + PF,. Pela desigualdade triangular,
AF; + AC > FiC = P+ KP = 2a. Ou seja, AF; + AC > 2a, de modo que A ¢ €.

Portanto, ¢ é tangente a elipse € no ponto P.

Além disso, sendo {Q} = t N F,C, aplicando-se o critério de congruéncia cateto-
hipotenusa nos tridngulos AF,PQ e ACPQ, concluimos que AP,PQ = ACPQ, donde
segue que a = f.

Figura 26: Reflexdo na elipse
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TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS

Desde a nossa infancia a matematica e/ou seus conceitos estdo presentes em nosso

dia a dia.

Situacgoes logicas aparecem a todo momento e na maioria das vezes ndo nos damos

conta disso.

O mesmo ocorre em relacdo as transformacoes geométricas que estdo presentes por
toda a parte. Um simples olhar no espelho (reflexdo) ou a mudanca de um objeto de
lugar (translagdo combinada com uma rotagéo, ou nao), ja produzem uma transforma-

cdo geométrica.

Definicdo 3.1. [10] Uma transformacgéo no plano 7t é uma fungéo bijetora T : 7 — 7T

que a cada ponto P € 7t associa o ponto T(P) € r chamado imagem de P por T.

As transformacoOes geométricas isométricas, que preservam as propriedades das fi-
guras em relacdo ao paralelismo e a razdo entre o comprimento dos segmentos, sdo

sempre fungoes bijetivasE], de um espaco nele préprio.

As isometrias mais conhecidas e trabalhadas no Ensino Fundamental e Médio estdo

em RR? e sdo: Homotetia, Reflexfio, Rotacio e Translacéo.

1 As transformagdes geométricas sdo funcoes bijetivas uma vez que cada ponto da figura “original” corres-
ponde a um, e somente um, ponto da figura transformada e cada ponto da figura transformada corres-

ponde a um, e somente um, ponto da figura “original”.
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3.1 HOMOTETIA

Definicdo 3.2. Homotetia é uma transformacdo T no plano wr de modoque T : 7w — 71
onde a cada ponto P € 7t teremos T(P) = k- P, sendo k um numero real ndo nulo

chamado de razdo de homotetia.

De forma mais simples, pode-se dizer que a homotetia € uma transformacdo que
translada pontos da posicdo P para uma posicio P’ segundo uma razdo k de forma
que SP’ D S_I>j (Figura , sendo S o centro da homotetia. E uma transformacio
geométrica que pode ampliar ou reduzir a distancia entre um ponto P e sua imagem

P’ segundo uma razdo k.
A homotetia de razdo k = 1 é a transformacao identidade.

A homotetia de razdo k = —1 associa cada ponto P (ou vetor ¥) ao seu simétrico P’

(ou vetor —7) em relacdo a origem S.

Quando a razdo | k |< 1 a distancia entre um ponto P e o centro da homotetia
é diminuida (diminui o tamanho dos vetores ndo nulos). Quando a razdo | k |> 1

aumenta a distancia entre os dois pontos (aumenta o tamanho dos vetores ndo nulos)

TN
[ y T sP'=8.99
/
/ A - P sp=449
/ T
/ I 4 Akf‘- ... SP'=2.25
4 ol é g
B . " :
- \D B‘\/ o
= /‘ CII
o /
/ c
/
-
N
=

Figura 27: Poligonos homotéticos.

Na figura[27]a amplia¢do do poligono ABCDEP na razdo 2 é o poligono A’B'C'D'E'P/,
pois T(P) = 2P. A reducéo na razdo 0,5 do poligono ABCDEP é o poligono A”B"C"D"E"F"
pois T(P) = 5 P
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3.2 ELIPSES HOMOTETICAS

Das demais transformagdes geométricas citadas ndo sdo expostos maiores detalhes
e propriedades por ndo serem o objetivo principal deste trabalho.

3.2 ELIPSES HOMOTETICAS

1
Duas elipses &, e & O R? serfio homotéticas se T(E,) = k- & = E, e T(E,) = T
&, = &€, com k > 0; de modo que e, = e,

Entdo, podemos dizer que, submetendo-se uma das elipses a transformacdo geomé-
trica de homotetia, obtém-se como resultado sua ampliacdo ou reducdo, de modo a

conservar a propor¢ao entre os eixos e consequentemente o valor da excentricidade e.

(figura

12 __8_2_
10 / ’0 \
/ ; o \\
= i
o Y \

Figura 28: Elipses homotéticas.

c k-c ¢
Para € temos e, = —. Para &, temos ee, = —— = —. Portanto, ¢;, = ¢,.
a k-a a

Em outras palavras, duas elipses €; e £, sdo homotéticas quando os semieixos a

e b de 81, forem proporcionais ao semieixos a’ e b’ de 82 (consequentemente, suas
semidistincias focais).

Para [5] o estudo da transformacoes geométricas se justifica pela importancia que
tém na histéria da matematica recente e por constituir uma ferramenta ttil para de-

monstracoes, resolucdo de problemas e construcdo de idéias sobre o plano e o espaco.
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TRANSFORMA(;OES GEOMETRICAS

Surgem entdo as bases da geometria inversiva, deixada por Steiner, que apresentava
a perspectiva de resolucdo do problema por meio de uma geometria ndo Euclidiana: a

Inversao.

A inversdo também é uma transformacdo geométrica e é estudada e demonstrada

em detalhes no préximo capitulo.

Para [|12]]:

“Although not generally considered a part of high school geometry, inver-
sion should be known to the earnest student of geometry”. (Embora ndo
seja geralmente considerado um contetido da geometria do ensino médio,
a inversdo geomética deve ser conhecida por aqueles que se dedicam ao

estudo da geometria).
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4.1 O QUE E UMA INVERSAO GEOMETRICA?

A inversdo geométrica tal como a reflexdo, a rotagdo, a translacdo e a homotetia
(semelhanca) é uma transformacgédo geométrica. E uma fungéo bijetora que faz corres-

ponder a cada ponto do plano 7r um novo ponto de 7t [20].

Definicio 4.1. Inversio em relacio a elipse & [35]

Consideremos o plano IR? e a elipse € nele contida, com focos F; e F, e centrada em
O. A inversdo em € é uma funcdo ¢ : R?\{O} — R?\{O} definida por &(P) = P’ de
modo que P’ esteja na semirreta 6? e OP - OP' = (0OQ)?

O ponto P’ é chamado de inverso de P em relacio a elipse €. Dessa forma € pode ser
chamada de elipse de inversdo cujo centro O se torna o centro de inversdo. A distancia
de O a Q ou o segmento OQ € o raio de inversido (w). Obedecendo a estrutura da
elipse (o lugar geométrico de seus pontos), o raio de inversdo ndo é constante como o

raio de inversdo de uma circunferéncia.
Demonstracio de bijetividade de €
Seja a fungdo: ¢ : R\ {0} — R2\{O} com P ~ P’
¢ € bijetora de fato se, e somente se, ¢ € injetora e bijetora.
De fato,

8 : R?\{O} — R?\{O} é injetora se:
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— —
Py, P, € R*\{O} forem tais que P| = 8(P;) = 8(P;) = P} entdo P{ € OPy, P, € OP;
—
mas P| = P}, de modo que Py, P, € OP].
Além disso, OP; - OP] = w* = OP, - OP}. Novamente, como P| = P} entdo OP] = OP}
—
, donde segue que OP; - OP; = OP, - OP;. Consequentemente, como P;, P, € OP],

entdo P; = P;.

®: R2\{O} — R?\{O} é sobrejetora se,
—
tomarmos P’ € R?\{O} como um ponto arbitrario. Seja P o ponto tal que P € OP]
2

e OP = Assim, P’ satisfaz P’ € OP e OP-OP = w?, ou seja, 3(P) = P'.

w
oP"”
Portanto, ¢ € uma transformacéo do plano. [

A transformacdo de inversdo pode ocorrer no plano ou no espaco. Porém, a caracte-
ristica mais marcante de uma inversdo é a de ndo preservar as propriedades da figura
“original”. Angulos e retas podem sofrer alteracGes. Por esse motivo a inversao faz

parte de uma geometria ndo Euclidiana.

A inversdo geométrica de uma figura ou de um elemento geométrico em relacdo a
outro é o resultado da “reflexdo” de todos os seus pontos para a formacdo da “imagem”
da mesma, tendo na maioria das vezes o caso classico da inversio em uma circunfe-
réncia. Em nosso estudo, a inversdo € na elipse, pois a temos como agente de inversao.

Nessa inversao € a elipse que funciona como um “espelho”.

“Espelhos fisicos sé refletem de um lado e ndo de dois, como os espelhos

matematicos”. [|5]]

Matematicamente falando, esses espelhos refletem dos dois lados porque sdo trans-
formacgoes geométricas de inversdo, ja definida como uma aplicacdo biunivoca uma
vez que cada ponto invertido tem como inverso o ponto “original”. Transformacoes
geométricas sdo invertiveis, o que é fundamental para operar composicoes entre quais-
quer tipos de funcoes. Assim como na dlgebra, a composicdo de uma transfomacao
geométrica com sua inversa vai gerar uma identidade que é um elemento neutro da

operacao composicao.

Em algebra é comum operarmos com fung¢des inversas, onde para cada nimero x
temos um inverso % Temos entdo que 1 é elementos fixo, elemento neutro ou elemento

cuja inversao € ele proprio (figura29).
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Graficamente teriamos:

Inversdo

Figura 29: Inversdo numérica [3].

Na figura |29| pode-se observar que nimeros menores que 1 quando invertidos pas-
sam a ser maiores do que 1 e nimeros maiores do que um quando invertidos passam

a ser numeres menores do que 1.
O produto das distancias a origem de qualquer ponto e do seu inverso é (sempre) 1.

Estendendo esta nocdo ao plano ou ao espago, podemos definir uma inversao de
centro num ponto O, aplicando a cada semirreta de origem O a ideia descrita acima.
O inverso de um ponto P diferente de O serd o ponto P’ da semirreta OP, tal que
OP - OP' =1 (figura[30).

Figura 30: Inverso de P. Fonte: [3].

Analogamente, na inversdo geométrica na elipse €, temos que considerar a unidade

como sendo um ponto “fixo” qualquer de €, que chamaremos de Q, e assim: OP -
OP’ = 0Q? (figura [31).

A funcdo definida para a inversdo em € ¢ uma involugéo uma vez que H(¥(P) =P

para todo ponto P # O. Os tinicos pontos fixos sdo os pontos da elipse. Se P estiver

1 De acordo com [[7] (p-248) o termo involucéo foi introduzido por Desargues (1591-1661) e significa:
pares de pontos de uma reta cujo produto das distdncias a um ponto fixo é constante. Chamou os pontos

em divisdo harmonica de involugdo de quatro pontos.
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Figura 31: P’ interior a elipse é inverso de P, exterior a elipse.

no exterior da elipse, entdo P’ estard no interior da mesma e vice-versa. Introduzindo
o ponto O« no infinito como imagem de O (ou inverso de O), € é considerada uma

involucdo no plano inversivo estendido que chamaremos de R2..

Para [28]] nesse caso o infinito é um ponto para que se possa estabelecer uma trans-
formacdo biunivoca e assim a inversao ser uma verdadeira transformac¢do geométrica

segundo sua definicao.

Em [31] o autor trata da inversdo na circunferéncia e também introduz o ponto
inverso de O como sendo oo para que a inversdo ocorra em todo o plano estendido

sem excessdo de pontos. Ele diz:

“Nossa definicdo de inversdo ndo vale para o centro da inversdo O. Consi-
deramos nosso plano euclidiano como um plano de nimeros complexo, e
introduzimos um outro ponto, o ponto co. Definimos o inverso do ponto O

sendo o ponto oo e o inverso do ponto oo serd o centro O da inversdo.”

A partir da introducdo do ponto inverso de O, a definicdo para inversdo de um ponto
na elipse passa a abranger todos os pontos, sem excessdo, como foi dito anteriormente.

Dai a seguinte definicdo:

Definicdo 4.2. Inversdo em R% em relacio a elipse. [35]

Consideremos o plano R? e a elipse € de inversio nele contida centrada em O. A
inversdo em € é uma funcdo ¢ : RZ — RZ definida por 8(P) = P’ de modo que
P’ esteja na semirreta ﬁ' e OP - OP' = (OQ)?, onde Q é o ponto de interseccio da
semirreta &)’ e aelipse €, 9(0u) = O e %(0) = Oc.
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4.2 RETA OP

Definicdo 4.3. A reta &)7 é a reta suporte da semirreta ﬁ e tem como equacao

vx —uy = 0.

Demonstracéao:

A equacdo de uma reta pode ser obtida através das coordenadas de dois pontos
pertencentes a essa reta pelo calculo do determinante. Mais especificamente pela regra
de Sarrus. Lembremos que quando o determinante é igual a zero, segnifica que os

pontos estdo alinhados, ou seja, estio numa mesma reta.

Assim, sendo O = (0,0) e P = (u, v), temos:

=0

O R
(e} [N
_

x.01+y.1.u+1.00-1.0.u —y.0.1 —x.1.0=0

uy —ovx =0 4.1)

4.3 COORDENADAS DO PONTO Q

Definicao 4.4. (Ponto Q)

{Q} = 0P €, sendo Q = (tu, tv).

Demonstraciio: Sobre o semieixo maior Ox da elipse € de centro O e do ponto

P = (u,v), exterior a €, podemos obter os tridngulos semelhantes OPX e OQY (fig

32).
Consideremos OX =u, OY =x, PX=ve QY =y.
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Figura 32: Relagdo entre P e Q.

A u X
Por semelhanca de tridngulos, temos: — = — = t, sendo t uma constante de seme-
vy

lhanca.

. . X
Manipulando algebricamente: = = L= t

SEEN

. Uu.
A551m:x=—y=>x=u-z:>x=u-t
v v

O mesmo ocorre para a coordenada Y do ponto Q.

A x

Por semelhanca de tridngulos, temos: y_ L= £
. X.0 X

A551m:y=7:>y=v-a=>y=v-t

Portanto as coordenadas do ponto Q sao (tu, tv)

4.4 EQUACAO DA RETA TANGENTE A ELIPSE

As retas tangentes a elipse estdo presentes no livro II de Apolénio, proposicdo 49. Se-
gundo [7] essas retas tangentes eram tracadas utilizando-se a teoria da divisdo harmo-

nica.

Um exemplo dos procedimentos de Apoldnio, dado por [7], diz que se Q € & (Fi-
gura), tracava-se uma perpendicular QN de Q ao eixo AA’ e acha-se o conjugado
harmoénico T de N com relagdo a A e A/, isto é, achava-se o ponto T da reta AA’

estendida tal que AT /A'T = NA / NA’; em outras palavras determinava o ponto T
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Q

Figura 33: Reta tangente a elipse. Fonte: [7]].

que divide o segmento AA’ externamente na mesma razdo em que N o divide interna-

mente. A reta por T e Q sera entdo a tangente a elipse.

Em especial, temos que a equacdo da reta tangente que intercepta a elipse no ponto

Q é a?ygy + b>xox = a?b* (nas convengdes anteriores).

4.4.1 Demonstragdo da equacdo da reta tangente a elipse

O ponto de tangéncia T entre a reta de equacdo y = mx +c e a elipse de equacdo

b2x? + a*y? = a®b? pode ser encontrado resolvendo-se o sistema:

y=mx+c (@)

4.2)
b2 x? + a*y? = a’b? (2)

Substituindo-se (1) em (2) (sistema[4.2), temos:
b2x? + a*(mx + ¢)? = ab?
b2x? + a?(m?x?* + 2cmx + ¢?) = a?b?

202 _ 222 =

(b + a?>m?)x? + 2a’cmx +a a

que é uma equacdo do segundo grau em x. Para encontrar as raizes desta equagao,

caso existam, calculamos o discriminante:
A = (2a%’cm)? — 4(a’m? + b?)(a®c? — a’b?)
A = 4a*c?m? — 4(a*cPm? — a*b*m? + a’b*c? — a’bY)
A = 4a*cPm? — 4a*cPm? + 4a*b*m? — 4a%b2c? + 4a’b*
A = 4a*b?>m? — 4a?bc? + 4a%b*

A = 4a?b*(a®m? — % + b?)
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Uma condicdo necessaria para a reta tangenciar a elipse é que /A = 0. Comoa, b > 0,

2

isto implica que a?m? + b> = c2. Neste caso, as raizes da equacio do 2° grau sdo reais,

iguais e dadas por:

. —(2a%cm) 3 a*cm B a’cm 3 a’m 43)
2(a’m? + b?) a?m? + b2 c? c '
Substituindo-se (4.7) em (1) de (4.2)), temos:
a’m .\
=m|———|+c
Y c
_ —a*m? +c?
c
b2
T c
Concluimos assim, que o ponto de tangéncia da reta com a elipse é:
2 2
am b
T B <_, >
c ¢
- <o a’m b?
O coeficiente angular m da reta tangente a elipse no ponto T = | ———, — | =
c ¢
(%0, yo) satisfaz a relagdo:
b2
Yo c b? . bZXQ
= —5—-=———,ousea, m=———
X0 am asm a<yo
c

Chamando-se T = (xo, o), temos que a equagdo da reta tangente a elipse no ponto

T é dada por:

|
—~
=
|
=
(=)
~

Yy—Yo=—->-
0
v — yo) - (@°yo) = —(¥*x0) - (x — xo)
a*yoy — a’y = —b*xox + b*x}
a*yoy + b*xox = b*x3 + a*y3

Visto que b?x3 + a®y3 = a?b? é a condico para que T seja um ponto da elipse, pode-
mos concluir que:

a*yoy + b*xox = a*b* 4.4

€ a equacdo da reta tangente a elipse que passa pelo ponto T = (xo, o).
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4.5 RETA POLAR DE P

4.5 RETA POLAR DE P

Definicdo 4.5. (Reta polar de P).

Sejam € a elipse de equacio b>x* + a’y? = a?b e P = (1, v) um ponto exterior a €
e {Q} = OP N €. Neste caso, Q = (tu, tv), para algum t € R,. Sejam também P’ o
inverso de P em relacdio a € e s a reta tangente a € em Q. A reta polar de P é a reta

s’ paralela a s que passa por P’ (figura[34).

Rl

Figura 34: Reta polar de P.

Para [[7](p-248) Desargues EL de posse dos conhecimentos sobre a reta polar, intro-
duziu que a polar de um ponto no infinito passa pelo didmetro da conica. No caso da
elipse, passar pelo didmetro significa passar pelo ponto central.

A reta polar s’ tem o mesmo coeficiente angular que a sua paralela s, ou seja: m =

bZXQ

a*yo

Substituindo m e as coordenadas do ponto P’ = (u/,?v') na equacdo da reta s, tan-

gente a 8, teremos:

b%tu
Y e VR
y—v Oy
b%u
y_vl_—%(X—ul)

(y — ')(a%v) = —b?u(x — u')

2 Matematico francés, arquiteto, engenheiro militar e precursor da Geometria projetiva.
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a’vy — a*vv’ = —b?ux + b*uu/’

a*vy + b*ux = b*uu’ +a*vv/, (4.5)

que ¢ a equacgdo da reta polar de P.

4.6 PONTO INVERSO DE P

Além de obter o ponto inverso por meios algébricos, necessitamos obté-lo por méto-
dos geométricos, uma vez que se faz necessdria a utilizacao de softwares de geometria

dindmica no estudo da inversdo geométrica.

4.6.1 Obtengdo do ponto inverso de forma geométrica.

1° caso: P é interior a elipse.

a) Tracamos a semirreta (ﬁ (Figura ).

&

Figura 35: Semirreta OP

b) Marcamos o ponto Q, intersec¢io de a’ e € e tracamos uma reta tangente r a £
por Q.(Figura[36]).

¢) Passando por P tragcamos uma reta t paralela a r e marcamos os pontos B e B’,
interseccdo de t e 8.(Figura ).

d) Tracamos as tangentes u e v em relacio a € por B e B'. Ento O—I% Nunov={P},
inverso de P. (Figura[38]).
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4.6 PONTO INVERSO DE P

Figura 36: Na interseccdo de OP com € temos Q e por Q uma tangente a €.

Figura 37: BB’ é a paralela a r.

Figura 38: P’ é a interseccéo das tangentes por B e B'.

2° caso: Se P estiver sobre a elipse P = P’ (figura|39).

3° caso: Se P estiver sobre O, sua inversdo € o infinito. Isso porque a func¢ido de

inversao € bijetiva. (definicao [4.2)).

4° caso: Se P for exterior a €.

a)Tracamos a semirreta 6? (Figura ).
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Figura 39: P/, P e Q coincidem no mesmo ponto.

Figura 40: Semirreta OP.

b) Tracamos as retas tangentes r e s em relacdo a & e marcamos os pontos By e By,
interseccdo de r e s com 8.(Figura ).

&

Figura 41: Retas tangentes a & por P. Fonte: ||

¢) Por B; e B, tracamos uma reta t. A intersec¢do de t com OP é o ponto P/, inverso
de P (figura[42).
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4.6 PONTO INVERSO DE P

Figura 42: Inversos P e P’. Fonte: [35].

4.6.2 Obtengdo do ponto inverso de forma algébrica.

Por definicdo temos que P’ € (ﬁ’ e é tal que OP - OP' = OQ>.

No sistema de coordenadas Oxy, temos: O = (0,0), P = (u,v), Q = (tu,tv) , P’ =
o,y

Denotamos por X, Y e Z as projecdes ortogonais de P, Q e P’, respectivamente

(figura[43).

Figura 43: Projecdes dos pontos P, Q e P’ respectivamente sdo: X, Y e Z.

Observemos na figura anterior que os tridngulos OPX e OQY sdo semelhantes

e os destacamos na figura

Assim, tomando as coordenadas dos vértices dos tridngulos em questido, temos:
OX =u, PX =V, OY = tu, QY = tv. Além disso, por semelhanca (figura[44):

@) t t

O—% = g = Zu = t, sendo t a razao de semelhanca.
Mas OP - OP' = OQ?. Logo:
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Figura 45: Tridngulos semelhantes.

0Q 0Q 0Q-0P OF
OP 0Q* 0Q*  0Q
or’
Analogamente temos AOP'Z ~ AOQY.
Assim: OZ = x’ e P’Z =y e, entdo, novamente pela semelhanca de tridngulos e

sabendo que a razdo de semelhanca é ¢:
!/ /!

_or_x_y
T 0Q tu tv

t

/
. X
Entdo, t = — = t?u = x' e da mesma forma y’ = t?v.

2

u?  v?
Mas, por # - (a—2 + ﬁ) =1, temos:
, 1 1 o a*?
S R e T e P T BecF
25 a2b?
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4.6 PONTO INVERSO DE P

Lembremos que: P’ = (x', '), x' = tPu ey’ = t?v.

Fazendo as substitui¢oes:

21,2 21,2
b2 2 a“b-u a“b v
Pr=(#u, t70) = <b2u2 +a?v?’ b2u? +a202> (4.6)
2P
Proposicio 4.6. A partir da elipse € de centro O, de equagdo = + w 1 e do ponto
P = (u,v), exterior a €, a reta polar de P tem equagdo e + % 1.

az = b?
Demonstracao:

Por (4.5), temos que a reta polar de P tem equago a?vy + b*ux = b*uu’ + a*vv’.

2,2 252
a*b*u acb v
Mas, por (4.6), P’ = (i, v) = <b2u2 +a2v?’ b2u? + a202>'

Assim,
) ) ) a’b*u ) a’b*v
Aoy +bUX =0 s s S A AU s s =
b*u? + a*v b*u? +a*v
a?b*u? + a*b?0?  a?bA(b*u? + a’v?) 22
= = =0 .
b2u? + a%v? b2u? + a%v?
Consequentemente,
ux v
— 4 l - 1
az = b2

4.6.3 Sobre a construcdo Geométrica de P'.

Mostremos que essa construcdo se justifica, de acordo com os resultados anterio-

res, no caso em que P é externo a elipse €. Para isso, determinamos os pontos de
ux oy
PRy
a b

Em seguida, consideremos a equacéo da reta tangente a € que passa por P e veri-

interseccdo da reta polar de equacao =1 com a elipse .

ficamos que, para os pontos de intersec¢do obtidos, a equagdo € verificada, de modo
que podemos concluir que os pontos de tangéncia a €, a partir de P, sdo os pontos de

interseccéio da reta polar de P com a elipse €.
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Assim, os pontos de interseccio da reta polar de P com a elipse € podem ser obtidos
resolvendo-se o sistema a seguir:

2y 4.7)
1 20 1 do si oux vy NG ux
Pela equacéo 1 do sistema (4.7) temos: 7z + 2= l=y=—- (—a—z + 1), caso

v #0.

Ainda no sistema (4.7)) substituimos (1) em (2):

2 1 vt u%x? 2ux
2t e Tty )=t

X2 v uPx? ux\
2T aT+l_7 =1
(1 b2u2> ,  2ub? b2

.x—i.x_ki

J— + —_—
2 A

Calculemos seu discriminante:
4u2p* 1 b*u? b?

A= -4 (2+4u2> ' <2_1>
a*v a2  a*v v

_4u2b4 4p? 4 4Pp* 4b*u?

= — 4 - =
atv? a’v? = g2 atv?t atv?

4 b2 b2u?
AZ%'Chf”+ﬂﬁ>
A - 4 (b*u?+a?v? — a?b?)

T2 a2vy?
b2u? + a%v? — a?b* > 0.

> 0, pois como P = (u,v) é exterior a elipse € entio,

a?b?u £/ a*02(—a2b? + a202 + b2u?
X0 =
a2v? + b2u?

Substituindo xy em na equacéo 1 do sistema (4.7)), temos:

b (a*0? F w/ —a*v?(a2b? — a2v? — b2u2)
a%v(a2v? + b2u?)

Yo =

Entdo, os pontos de interseccéio entre a reta polar de P e a elipse € séo:
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B - a?b*u +\/a*02(—a2b? + a20? + b2u? b2 (a*v? — u -/ —a*o2(a2b? — a2v? — b2u?)
e ’ a2v(a?v? + b2u?)

a?v? + b2u?

a*b?u —/a%v2(—a2b? + a202 + b2u2 b (a*v? + u -/ —a*v2(a2b? — a2v? — b2u?)

B>
a?v? + b*u? ’ a?v(a%v? + b?u?)

A partir das coordenadas obtidas para By = (xo, o) e By = (x{, y;), fazemos a substi-
tuicdo de xg e yp e/ou x, e y, na equagdo da reta tangente (4.4}, além da substituicdo

das coordenadas de P = (u,v). Assim temos:

azyoy +b%xpx =

, [ VP(@*0® Fw/—ato2(a2b? — a20? — b2u?) a’b?u +v/a*02(—a2b? + a2v? + b2u?

2
=a°v +b7u =
a?v(av? + b?u?) a?v? + b?u?
a’b*u? N b?a*v? a?b?(b*u? + a*v?) 22
= = =a .
a?v? +b2u?  a%v? + b2u? a?v? + b2u?

Dessa forma, a%yy + b*xpx = a*b?> como queriamos demonstrar.

4.7 UNICIDADE DO PONTO INVERSO

Teorema 4.7. Dois pontos distintos terdo pontos inversos distintos.

Sejam P e T pontos distintos com raios de inversdo distintos w e 1 em relacio a €.
Entdo seus respectivos pontos inversos P’ e T’ também serdo distintos em relagdo a

inversio em €.

De acordo com a posicao relativa dos pontos P e T, podemos destacar dois casos :

1° caso: Se os pontos P e T forem colineares com o centro O da elipse, significa que
2
P . w”- TP
também sdo colineares com Q, P’ e T'. Dessa forma temos que: P'T' = —————.
OP-OT
Demonstragao:

P'T' =0T — OF (4.8)
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Figura 46: Pontos distintos tém inversos distintos. Fonte: [35]]

Pela definicfio de inversdo OP - OP' = OQ? podemos escrever:

2 / / OQZ
O0Q? =0T 0T <= OT' = —= 4.9
OoT
€ 2
0Q?=0P-0OP' < OP' = %—% (4.10)
Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.8):
0Q?> 0Q?
/!l o
P = OT OP 411
Assim,
2 . _ 2, 2 _ 2
P 0Q*-OP —0Q*-OT _ OQ*OP —OT) _ OQX(TP) 4.12)
OT -OP OT -OP OT -OP
w?- TP

Dad io de i a =w,t : P'T = .
ado que o raio de inversdo OQ = w, temos OP.OT
2° caso: Se os pontos P, T e O nao forem colineares:

PIT = vV (@? — u2)(w? - OT? — u? - OP2) + w?u? - PT2
OoP-OT

Demonstracéao:

Se O, P e T nio forem pontos colineares, entdo os pontos P’, T’ e O também nio o
sdo (figura[47).
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4.7 UNICIDADE DO PONTO INVERSO

Figura 47: Inversos de pontos néo colineares. Fonte: [35]

Seja a 0 angulo P’OT’ (figura[48). Aplicando a lei dos cossenos, teremos no tridngulo
POT:

Figura 48: Inversos de pontos néo colineares. Fonte: [35]]

PT? =OT?+0OP? —2-OT - OP - cosu
Fazendo uma manipulacao algébrica:

2-0OT-OP - cosx = OT? + OP? — PT?
OP? + OT? — PT?
2-0P-0T
O mesmo pode ser feito para o tridngulo P’OT (figura [49)):

cosx =
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Figura 49: Inversos de pontos néo colineares. Fonte: [35]]

P'T? =0T* +OP* —2.0T" - OP' - cosu (4.13)
Pela definicdo de inversdo temos:
/ 2 ;O % / w?
2 2
0% _ opr= X (4.15)

. ,: 2 ,: = —
OP-OP =0Q; = OP oOT OP

Substituindo (4.14) e (4.15) em (4.13) os segmentos de retas pelas definicoes:

prr_ (@, (12N, @ u? OP2+OT?—PT? _
oT opP oT OP 2.-0T-0P

_w*-OT? +u* - OP? — w?u*(OP* + OT? — PT?) _
- OP2.-OT? -

(w?* — u?)(w? - OT? — u? - OP?) + w*u?OP>

) OP2-OT2 » logo:
prpr V@ —1)(@? - OT? — 12 - OP?) + whi? - PT?
OP - OT '

Assim, em ambos os casos, teremos a distidncia P'T’ # 0 quando P e T forem distintos.
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4.7.1 Razdo cruzada e conjugados harménicos

Definicao 4.8. (Razao Cruzada)

Dados quatro pontos alinhados A, B, Ce D (sendo A — C — Be C — B — D), diz-se

que estao dispostos em razao cruzada ou razado dupla se:

AC-BD

(4B, CD) = 4b BC

Pode-se observar a disposi¢do dos pontos em razdo cruzada na figura (figura [50)).
Esse tipo de razdo foi definida na antiguidade, possivelmente por Euclides, e foi consi-
derada por Pappus, que notou sua propriedade chave: a invariancia. O documento foi

amplamente estudado no século XIX.

Figura 50: Disposi¢do de 4 dos pontos em razdo harmoOnica

Se um dos quatro pontos é um ponto da reta que estd no infinito, entdo as duas
distancias que envolvem esse ponto sdo descartados e ndo sdo consideradas no calculo

(retira-se da férmula).

Para [6]], diz-se que C, D divide A, B harmonicamente se a razdo cruzada (AB,CD) =

C-BD

1, ou seja, (AB,CD) = —
ja, ( ) = AD-BC e .
harmonicos em relacdo a A e B. A razdo cruzada é invariante na inversao no circulo

= 1. Neste caso é dito que C e D sdo conjugados

cujo centro ndo é nenhum dos quatro pontos.
Contudo, a inversdo em relacdo a elipse ndo preserva a razdo cruzada.

No entanto, no caso de conjugados harménicos, temos o teorema a seguir:

Teorema 4.9. Consideremos uma elipse € de centro O e Q1Q, o didmetro de E. Dois
e . .
pontos P e P’ da reta Q1Q5 sdo conjugados harménicos de Q1 e Q5 se, e somente se, eles

sdo inversos um do outro em relagdo a €. (Figura

Demonstracao:
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NS

Figura 51: Disposicdo de 4 dos pontos em razdo harmonica

Sejam P e P’ € Q1Q;, com O-P-Q; e P-Q,-P’. Portanto:
_AC-BD _ Q1P - QP

(AB, CD) = AD-BC  QiP'-Q,P
Entao:

QiP- QP _ | (Q10+OP)-(OP' —0Qy) _
Q1P - (Q2P) (Q10+0P’) - (Q20 — OP)

O raio OQ1 = 0Qy = w. Assim:

(w+OP) - (OP' —w) _ w-OP —w?*+OP-OP —w-OP

@+O0P) (w—0P) ' w—w OP+w.OP —OP -0P _ |

— —w?+w-OP' —w-OP+0OP-OP' =w?+w-OP' —w-OP — OP-OP'
<= 20P' - OP = 2w? <= OP'- OP = w?

Portanto, os pontos P e P’ sdo inversos em relaciio a € e sdo conjugados harménicos

em relacdo a Qq e Q.

4.8 IMAGENS DE CURVAS SOBRE INVERSAO NA ELIPSE

Nessa secdo vamos explorar os tipos de imagem que sdo formadas quando submete-
mos retas, elipses, circunferéncias, parabolas e hipérboles a uma inversdao em relacao

4 elipse €. Cada curva gera uma imagem caracteristica em relacfio a sua funco.
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4.8.1 Imagem de retas obtidas sobre inversdo em relagdo a €.

Teorema 4.10. Consideremos a inversdo © na elipse € com centro em O.

(a) Toda reta contendo O € invariante sobre inversdo (figura[52)).

Figura 52: Imagem da reta ndo contendo E.

(b) A imagem da reta ndo contendo O é uma elipse contendo O e homotética a € (figura

.

Figura 53: Imagem da reta niio contendo €.

Demonstracéao:

(a) A partir da definicdo de inversdo fica claro que cada ponto da reta terd seu
inverso sobre a prépria reta. Assim, cada ponto P da reta terd sua imagem P’ em lugar
distinto daquele que ocupa mas ainda assim sobre o mesmo lugar geométrico inicial,

ou seja, se r for uma reta que passa por O entdo VP € r, d(P)=P' e P' € r.
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(b) Considerando a reta f ndo contendo O, com equacdo px +qy+r =0comr # 0, ou
seja, ndo passando pela origem do plano cartesiano. O ponto (x, y) é a imagem inversa
de um ponto de t, entdo a imagem de (x,y) encontra-se na reta t. Assim podemos

substituir as coordenadas do ponto inverso na equagao da reta. Em outras palavras,

px+qy+r=0

2b2 2b2

L S
P2 T a2t "

Assim,

e a’b?y . r(b*x? + a*y?) 0
Prpv a1 v 22 T e v a2y T AR + a2

2b2

a?b?px + a’b2qy + r(b*x> + a®y?) = 0

a*b*(px + qy) + r(b*x* + a*y*) = 0 (4.16)

A equacdo obtida é a equacdo de uma elipse contendo O = (0,0). Para ficar claro,

vamos manipular algebricamente a equacao escrevendo-a na forma reduzida.

Tomando a equacio (4.16]) dividimos por a?b?:
a’b?(px + qy) s r(b*x* +a*y?)

a2b? a?b? =0
2 2
pX+qy+ -yt = 0. Rearranjando:
rx? ry?

px+a—2+qy+ﬁ =0, Logo,

2

2 2 12
rx-+a‘px ry-+b -
o pr . = Y _ 0. Dividindo por 7,
2 b2
i2 4 BPx 2+ 1y
r + r =0
72 b2
2 2 2
aspx a b
Para completar os quadrados vamos reescrever Tp como 2.x.2—rp e g como
g ap 27\ * -
Z.y.—r e inserimos os termos | — - | e | -~ | em ambos os membros. Assim:
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24 2a2px N a4p2 2. 2b2qy N ﬁ a4p2 ﬁ
2r 4r2 2r 4r2 _ g, A4r2 | 42
a? b? a? b2
2 2
LBV (L
2r 2r a’p? + b%g?
+ =
a? b?

b (4.17)

~ . . x2 2
Comparando-se a equacio candnica da elipse E: =

Z—Z = 1 de centros (0,0) e a

+
equacao (4.17

a2
. . a’p
obtida para a elipse de centro ~ o
v
homotéticas.

2
, —2q>, verificamos que sdo
p

< a2p> ( b2q>2
x+ y+ 2.2 122
De fato, sendo & : AV 2r) _ap by

2 > 5——, €eNntdo &, tem equacdo
ag 5 b 2N 2 4r
() ()

reduzida dada por 2 2r =

2@ PP) | @A)

472 4y2
472 _atpt+boq 472 _atpt+bq
Temos que a”z =2 r = .

b2 4r2
Dessa forma, temos que os semieixos maior e menor de € e &, sdo proporcionais,
de modo que € e &; sdo elipses homotéticas.

Corolario 4.11. Sejam [y e I, retas perpendiculares com interseccdo no ponto P.

a) Se P = O, entdo 9(l1) e 9(l») sdo retas perpendiculares (figura[54).

Figura 54: Inversdo de retas perpendiculares onde O € [y e O € I,.
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b) Se I, ndo contém O mas I, contém, entdo ¥(l;) é uma elipse que passa pelo centro O
ortogonalmente a 9(l) = I por O (figura [55).

s

Figura 55: Inversdo de retas perpendiculares onde O ¢ [; e O € I,.

¢) Se nenhum dos pontos contém o centro O da elipse, entGo ¥(l1) e ¥d(lp) sdo elipses

contendo P’ e O, e sdo ortogonais em O (figura [56).

90°

Figura 56: Inversdo de retas perpendiculares sendo que O ¢ I, e O ¢ I,.

Para [31]], que estuda a inversdo na circunferéncia, a inversdo nao altera o angulo

de interseccdo de dois circulos (teorema).
Demonstracio [35]:

(a) As retas 1 e I, sdo invariantes.
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(b) Consideremos I; como a reta px +qy +7 = 0 (com r # 0). Sua imagem por € é
uma elipse dado por a?b*(px + qy) + r(b*x> + a®y*) = 0. A tangente pelo ponto O € a
reta cuja equaciio é obtida suprimindo-se os termos em x? e 2, e substituindo-se x e

1 2b2

1
y por sx e y. O resultado € a reta 54

2
paralelo a I; e ortogonal a I, em O.

(px + py) = 0, ou simplesmente px +qy = 0,

(c) Tomemos as retas ortogonais I; : p(x —h)+q(y —k) =0el : gq(x —h) — p(y —
k) = 0 interceptando-se em P = (h,k) # 0. Sua imagens inversas por & sdo elipses
interceptando O e P'. Por (b) acima, as tangentes por O sdo retas ortogonais px + qy =

Oegx—py=0.
OBSERVACAO: Em (c), as imagens nio sio necessariamente ortogonais em P’.

Corolario 4.12. (a) Se P # O, a imagem inversa de um feixe de retas que passam por P

séo elipses coaxiais através de O e P" (figura[57])

Figura 57: Imagem de um feixe de retas ndo contendo O de E.

(b) Seja ly uma reta que contém o centro O de €. A imagem de um feixe de retas

paralelas a Iy sdo elipses homotéticas a € e tangentes a Iy por O (ﬁgura .
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Figura 58: Inversdo de um feixe de retas paralelas. Fonte: [35]]

4.8.2 Imagem de elipses obtidas sobre inversdo em relagdo a .

/
Teorema 4.13. Seja € a elipse de inversdo com centro em O e & uma elipse homotética

/
de €. Aimagem de € ¢

/
(a) Uma elipse homotética de € se € ndo passa pelo centro O. (Figura @)

QU

Figura 59: Elipse sobre inversdo gerando elipse.
/ :
b) Uma reta se £ passa pelo centro O. (Figura .

Demonstracao:
. / - <
Uma elipse € homotética a € tem equacio

2 .2
Z—2+:Z—2+px+qy+r:0.
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Figura 60: Elipse sobre inversdo gerando reta

/
A elipse £ passa por O se, e somente se, r = 0.

(a) Se € nio passa pelo centro O, entéio r # 0. A imagem inversa consiste em pontos

P(x,y) para cada P’ que pertence 4 elipse &, isto é:

a’b*x TN
P+a’y?)  \PX2+a’y?) a*b*x .\ a’b%y 0
P B2 P\oz+az2) "I\ 22 v 022 =

Manipularemos a equacdo obtida afim de simplifica-la.

a’b? 2 1 a’b? S| a’b? a’b?
b2x? + a%y? R b2x? + a%y? Yoty b2x? + a%y? Ty b2x? + a%y? tr=0

Colocando o fator comum em evidéncia:
22 2 2 y2 222 + a2y2 B222 + azyz 2
<b2x2+a2y2> ' [az"'bz"'(px"'qy) ( 2212 > +r< 2b2 > =0

Para o produto dos dois fatores encontrados ser igual zero, um dos fatores deve ser

27,2 2
zero. Mas <bzxz+azyz> #0poisa#0eb #0.
Entéo: 5
2 12 B232 + d21> B232 + d2>
= + Z—z + (px +qy) <a2b2 Y > +7r <a2b2 Y > =0 (4.18)
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Mas 2 bZ 2 2.2
X y _ X“+a y
2TET T o (4.19)

entdo substituindo em obtemos:

B2x2 + azyz B2x2 + azyz B2x2 + azyz 2
(mz) +px+ay) (a2bz> v <azbz> =0

Novamente colocando o fator comum em evidéncia:
D22 4 azyz P22 + azyz

x2

2 1242 4 202
X +a
Sabemos que—2+y STy

a

2 a?p?
2 2
1- <1+px+qy+r- <ZZ+Z2>> =0

Dividimos por r, temos:

2 2
1+px+qy+<x+y> =0

= 1 entdo, substituindo os valores:

ror T az b2

Rearranjando
> oyt op a1

Essa dltima equagdo representa uma elipse homotética a € (Figura[59|ou .

s ol : -
Corolario 4.14. Seja € uma elipse com centro em O' homotética a € com centro em O.
r,. . . :
Se € ¢ invariante em relagdo a inversdo em €, e P é um ponto comum entre as elipses,
/ : ,
entdo O'P e OP sdo tangentes a € e E respectivamente (figura |61)).

Demonstracao [|35]:

/
Comparando a equacio de € e sua imagem sobre inversio em € na demonstracio

/
do teorema anterior (4.13), concluimos que a elipse € é invariante se, e somente se,

sua equacao é da forma:

2

/] 2
€H: %+Z—2+px+qy+1:0
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Figura 61: Pontos de tangéncia entre elipses homotéticas.

' e ! pa’ _qb?
Observemos que o centro O’ de £ tem as coordenadas T )

Seja P = (xp, yo) um ponto comum das duas elipses. Claramente,
2 .2
Yo Yo _
— + " 1,
pxo+qyo+2=0.

/
As tangentes de € e £ em (x, Yo) sdo as retas

xox yox
©: 5+ 10,
e
yOx
(t): o 2p(X+X0)+2q(y Yo)+1=0.

Substituindo as coordenadas (x, y) pelas coordenadas de O’ em (t) e (0, 0) em

() chegamos a F (% + 10, 1) respectivamente. Pela equagdo pxp+qyo+2 =0
o resultado vale zero em ambos os casos, mostrando que O'P ¢ tangente a € e OP é

/
tangente a € .

4.8.3 Imagem das demais conicas obtidas sobre inversdo em relagdo a €

A partir de uma elipse e da funcdo ¢ pode-se fazer a inversdo de qualquer objeto

geomeétrico que se queira. Em [35] destaca-se duas caracteristicas na inversdo das
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demais conicas: A formacdo de inversos descritos por curvas cubicas ou quadricas,

como segue no proximo teorema.

Teorema 4.15. Dada uma elipse € com centro O, a imagem de uma cénica C ndo homo-

tética a € é:
(i) uma curva ctbica se C passa por O, (figuras e

(ii) uma curva quddrica se C ndo passa por O (figuras el67).

Nas figura a seguir, sdo mostrados as imagens inversas de um circulo, de uma para-

bola e de uma hiperbole em relacdo & elipse.

Figura 62: Circunferéncia sobre inversdo na elipse (O € C) .

4.8.4 Resumo dos casos de inversdo.

Em resumo, os casos de inversio sio:
1. O inverso de um ponto interno a € é um ponto externo a E.
2. O inverso de um ponto externo a € é um ponto interno a €.

3. Uma reta passando pelo centro de € se mantém como inverso dela mesma.
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e
syl R

Figura 63: Circunferéncias sobre inversio na elipse (O ¢ C).

Figura 64: Pardbola sobre inverséo na elipse (O € C) .

4. O inverso de uma reta que néio contém o centro O de € é uma elipse contendo O

e homotética a €, ou seja, é proporcional a €.
5. Sejam 2 retas perpendiculares que se cruzam em P.

5.1. Se P for o centro O de € entfo o inverso sdo duas retas perpendiculares.
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Figura 65: Parédbolas sobre inversdo na elipse (O ¢ C).

Figura 66: Hipérbole sobre inversdo na elipse (O € C) .

5.2. Se uma das retas r; passa por O e a outra r, passa por O, entdo r; € uma elipse

ortogonal a inversao (reta) de r,
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Figura 67: Hipérboles sobre inversédo na elipse (O ¢ C).

5.3. Se nenhuma das retas contém o centro O, entdo os inversos sdo elipses ortogo-

nais em O.

6. Um feixe de retas passando por P # O e externo a €, gera como inversos, elipses

coaxiais através de O e P'.

7. A inversdo de um sistema de retas paralelas sdo elipses homotéticas a € e que

passam por O.

8. O inverso de uma elipse que nao passa por O é uma elipse.
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9. O inverso de uma elipse que passa por O é uma reta.
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NOTAS PARA SALA DE AULA

Neste capitulo vamos explorar alguns temas possiveis para desenvolver projetos para
trabalhar em sala de aula. Assim como aconteceu no desenvolvimento deste trabalho,
vamos comecar com ideias simples para, em seguida, ampliar os horizontes, os con-
ceitos e as dificuldades, garantindo também, o desenvolvimento do raciocinio e as

habilidades matematicas e o envolvimento do do aluno com o assunto trabalhado.

5.1 ELIPSE - APLICAQOES E ATIVIDADES

5.1.1 Observagdo das formas do mundo

O mundo é repleto de formas. Formas unidimensionais, bidimensionais e tridimen-
sionais. Todas ao nosso redor. E comum alguém comprar um certo carro e a partir
dai comecar a ver/perceber como existem tantos carros da mesma marca e modelo
daquele adquirido. O mesmo acontece quando nasce uma crianca na familia e perce-
bemos quantas outras criancas de mesmo nome nos rodeiam. Com as formas geomé-
tricas ocorre 0 mesmo. Em nosso caso, nunca imaginamos a quantidade de elipses que

estdo a nossa volta e por isso fazem parte do nosso dia-a-dia.

Vamos comecar observando. Podemos encontrar elipses:

logotipos

frascos de desodorante e perfume

moldura de espelhos

joias
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orbitas planetarias

bola de futebol americano

mostradores de relégio

coberturas de estadio esportivos

fivelas de cintos

perspectivas de circulos que sdo desenhados como elipses
rodas de bicicletas

cortes de cilindros (palmito e bambu, por exemplo)
representacdo de mapas geograficos

estampas de roupas

objetos refletores

confeccao de moldes de roupas

instrumentos /equipamentos para procedimentos médicos
arquitetura

moveis

acustica, entre outros.

Em todos os exemplos citados anteriormente, as elipses podem aparecer mais ou

menos “achatadas”. Tal aparéncia esta ligada a sua excentricidade.

Atividade 1. Reconhecimento de elipses e calculo das respectivas excentridades.

68

Pesquisar em livros, jornais, revistas ou acessar a internet por meio de computa-

dores ou smartphones figuras de elipses. Vamos precisar de figuras impresas.
Em posse das figuras (pelo menos 2), tracar os eixos maior e menor.

Medir o comprimento dos eixos e anotar as medias.

Calcular os comprimentos dos semieixos maior e menor.

Calcular a semidistancia focal e a excentricidade das elipses encontradas.

Comparar as figuras e as excentricidades encontradas para responder a pergunta:

Elipses com excentricidades préximas de zero sdo mais ou menos achatadas que



5.1 ELIPSE - APLICACOES E ATIVIDADES

as elipses com excentricidades mais proximas de 1? Caso ndo seja possivel obter
uma resposta clara sobre a pergunta por conta de as excentricidades calculadas
terem valores muito proximos e as elipses serem muito parecidas, verificar os

resultados obtidos pelos outros menbros da turma.

5.1.2 Construgdo/obtengdo de elipses de formas manuais

Antes do advento dos computadores, os desenhos de uma elipse eram feitos de
formas artesanais utilizando-se régua, ldpis, compasso, etc. Da observacéo ao registro,
técnicas foram desenvolvidas para se chegar a “perfeicao”. Algumas das técnicas sao
descritas a seguir. A apresentacdo dessas técnicas se justifica pelo fato de a elipse ser

fundamental para se fazer a inversao estudada.

Meétodo das coordenadas

Este mét;)do gle construir elipses mistura dlgebra e geometria. A partir da equacio
da elipse % + % =1, deve-se fazer a substituicdo dos valores de x e calcular os valores
de y. Dessa forma encotrar-se-4 pares ordenados que deverdo ser marcados num plano
cartesiano desenhado em uma folha de papel. Apds obter diversos pontos no gréfico,
basta uni-los para ter o resultado esperado: a elipse. Para facilitar o trabalho, deve-
se lembrar que a elipse pode ser dividida em quatro quadrantes por seus eixos e 0s
pontos marcados em um dos quadrantes pode ser marcados nos demais por reflexdes

sucessivas em seus eixos (figura [68)).

Na figura [68] pode-se observar que o ponto calculado P é refletido em y obtendo-se
P’ que por sua vez é refletido em y para obtermos P”. Por ultimo P” sofre reflexédo
em relacdo a y e obtemos P"”. O calculo de uma tnica coordenada determina quatro

pontos da elipse.

Meétodo do paralelogramo

O método do paralelogramo consiste em desenhar um retangulo de lados com medi-
das iguais aos eixos maior (AB) e menor (CD) da elipse que se quer obter. Divide-se o
retangulo em quatro quadrantes de mesmo tamanho com os eixos da elipse e marca-se

o centro O e o vértice E do paralelogramo (figura[69).
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P'(-x,_y} 77777777777777777777777 P(x.y)
: | X
e e e i',?:’l""'(x,-y)

Figura 68: Obtencdo da elipse pelo método das coordenadas.

E

c

=}

Figura 69: Retangulo base para obter uma elipse.

Divide-se os segmentos AO e AE no mesmo numero de partes de mesmo tamanho.
A interseccéo dos “segmentos 1” e a interseccdo dos “segmentos 2” sdo pontos da elipse.

Quanto maior o numero de partes que se divide AO e AE mais perfeita fica a elipse

obtida.

Meétodo da tira de papel

Este método utiliza somente uma fita de papel para desenhar pontos da elipse. Neste
papel marca-se um segmento de reta composto pela medida do semieixo maior seguida

da medida do semieixo menor. Tomemos o inicio do segmento obtido por A, o final

por B e o ponto de intersecdo entre os dois semieixos de P (figura|70).
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]

semi-eixo maior P semi-eixo menor B

| [ [

Figura 70: Fita de papel para desenhar elipses.

Basta posicionar os extremos A e B sobre sobre os eixo da elipse e comegar a marcar

os pontos P sempre mudando a tira de posicdo até formar a conica.(figura[71)).

Figura 71: Elipse feita a partir de uma fita de papel.

Existe um dispositivo no qual ndo é necessdrio mudar constantemente de lugar a

tira de papel. Esse instrumento € o elipsdgrafo, representado na figura

Figura 72: Elipségrafo: dispositivo para desenhar elipses. Fonte

Meétodo do jardineiro

Este método ja foi comentado no capitulo 2:
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“O método do jardineiro consiste, em colocar duas hastes verticais em uma
superficie (sobre os focos) e fixar as extremidades de uma corda a cada
uma das hastes. Com uma terceira haste encostada na corda, mantendo
sempre a corda esticada e deslocando a haste perpendicularmente pela
superficie determinamos, nela, um lugar geométrico de pontos: a elipse. O
comprimento da corda deve, obviamente, ser superior a distancia entre as

hastes”.

O método é mais apropriado para se obter grandes elipses como um jardim eliptico
(dai 0 novo do método) ou grandes fachadas. Na figura [73|substituimos as hastes pelos

pregos e pelo lapis.

Figura 73: Elipse construida com o método do jardineiro.

Meétodo dos circulos concéntricos

Para obter uma elipse utilizando esse método deve-se desenhar duas circunferéncia
concéntricas de modo que os diametros correspondam aos eixos da elipse. Em seguida
tracamos segmentos pouco maiores que o maior didmetro que partam do centro da
circunferéncia. Esses segmentos interceptam os dois circulos. Na intersec¢do com
a circunferéncia menor deve-se tragar segmentos horizontais enquanto na intececcdo

com a circunferéncia maior deve-se tracar segmentos verticais formando angulos retos

(figura[74).

Os vértices dos angulos retos correspondem a pontos da elipse.

Atividade 2. Construcéo de elipse de forma manual.
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Figura 74: Elipse construida com o método do jardineiro.

2 2
Construir o grafico da elipse de equacao §—6 + yz = 1 utilizando dois métodos dife-

rentes dos que foram expostos anteriormente.

5.1.3 Construgdo de elipses em ambiente de geometria dindmica

E fato que na escola, principalmente nos anos iniciais do ensino fundamental, os
professores utilizam recursos de diversos materiais para auxiliar no entendimento e
desenvolvimento de conceitos e habilidades matematicas. Com o avango da tecnolo-
gia, esses recursos ficam cada vez mais popularizados e ajudam a desmistificar “difi-
culdades” que eram encontradas até entdo, pois esses recuros facilitam a interagdo do

individuo com as teorias.

As tabuas, as tabelas, o dbaco, a maquina de calcular, o material dourado, os apli-
cativos para celular e tablets, entre outros, sdo alguns dos recursos que poderiam ser
utlizados durante as aula de matemadtica. Aqui, vamos enfatizar a utilizacdo de um

software de geometria dindmica: o GeoGebra®.

O GeoGebra® é um desses softwares desenvolvidos para ajudar no estudo da geo-
metria. Mas ainda podem ser encontrados na internet o Cabri (néo free)e o Cinderela
(ndo free) entre outros. Neles é possivel explorar recursos de construgdo de geometria

euclidiana basica.
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O GeoGebra®

Para as atividades propostas que aqui constam, deve-se ter o programa GeoGebra
instalado em seu computador, tablet ou smartphone. Na falta desse recurso, pode-
se executar todas as atividades de forma manual comecando por desenhar a elipse

utilizando-se um dos procedimentos sugeridos em

O GeoGebra® é um softwares gratuito disponivel em www.GeoGebra.org na opcio
downloads. Existe um tutorial de instalagcdo em https://www.youtube. com/watch?v=
swYHNtmODGS8 caso seja necessario. Os procedimentos descritos nesse trabalho sdo
baseados na versdo 5.0.149.0-3D de 11 setembro de 2015.

A interface do GeoGebra é bem simples. Destacamos 4 campos importantes (fi-

gura75) desse ambiente de geometria dinamica:

¢ e T -

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda MENU Entrar.
A ) . . l oy J BARRA DE :
Al B OO N e & —rFerramEnTAS
» Janela de Algebra b Janela de Visualizagao
| s
3
4
1
4 3 2 1 > o 1 2 3 & 5 € 7
CAIXA DE ¢
ENTRADA \
Enirada 2 ||

Figura 75: Interface do GeoGebra

e Barra de Menus: Salva documentos e controla configuracoes gerais do GeoGe-

bra.
e Campo de entrada: digita-se comandos para obter objetos ou realizar acoes.

e Lista de comandos: lista com todas as funcdes pré definidas do programa. Tam-

bém utilizada para ditar comandos de construcdo ou de agdes.

e Barra de ferramentas: concentra todas as ferramentas possiveis que podem
ser utilizadas no programa. Cada icone dessa barra esconde icones de outras

fiuncdes que podem ser vistas clicando-se no canto inferior direito.
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Para maiores informacdes, acesse: https://youtu.be/exSqgDyP65k.

5.1.4 Construgdo de elipses no GeoGebra®

Exploraremos trés formas de desenharmos elipses no GeoGebra.

2 2
Vamos supor que queiramos desenhar a elipse de equacdo % + % = 1 que possui

centro na origem. A partir da equacdo podemos determinar:
e semieixo maior: a> =25=4a=5
e semieixo menor: V> =9 =10b=3
e Semidistancia focal: 4> = b*> + > = 25=9+¢* =

Para facilitar nosso trabalho, ao iniciarmos o programa GeoGebra, clicaremos com o
botdo direito do mouse sobre a janela de visualiz¢do e na caixa que abrird, seleciona-

remos a opc¢ao malha:

Janela de Visualizagio

J_ Eixos

Barra de Mavegacio

&, Zoom »
EixoX : EixoY 4
Exibir Todos os Objetos r
Visualizacao Padrao Ctrl+M

¢ Janela de Visualizac3o ...

para que toda a janela de visualizacao fique quadriculada.

Se for necessdrio, utilize o botdo “Mover janela” para centralizar os eixos na
janela de visualizagdo. Clique na botdo indicado e depois com o cursor do mouse na
janela de visualiza¢do clique e mantenha o botdo do mouse precionado deslocando a

janela para onde quiser.

Atividade 3. Primeiro método para desenhar uma elipse no GeoGebra

Procedimentos

e Na barra de Menu, selecionar a opc¢ao ponto: &
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e Na janela de visualizacdo devemos marcar os focos da elipse. Como ja se sabe

que a distancia focal é ¢ = 4, marcaremos os pontos (—4, 0) e (4,0) sobre o eixo

X.

e Clicando com o botéo direito do mouse sobre o ponto A, escolheremos a opcao

renomear.

Ponto A: Ponto sobre EixoX
Coordenadas Polares
Exibir Objeto

A Exibir Rétulo

# Habilitar Rastro

Animar

4/ Apagar

.2 Propriedades ...

e Abrir-se-4 uma janela onde digitaremos F_1 e “Ok” em seguida.

% Renomear [

Movo nome para Ponto A

F 1

da elipse e o ponto B obtido devera ser renomeado como F,.

(0,3) sobre o eixo y e 0 nomearemos de B,.

Na barra de ferramentas selecionaremos a funcao Elipse.

Repetimos os procedimentos para marcamos o ponto referente ao segundo foco

Marcaremos agora o comprimento do semieixo menor ¢ = 3 utilizando o ponto

@n

A L
il 7” /7H ’fL'-J-.'

N .
*,.JI_{ ‘s

B

ABC
o

a=2
i
Vv

<

vl

Em seguida clicamos em Fy, F, e em B;, nessa ordem, selecionando os trés pontos

necessarios para que a elipse referente a equacéo escolhida seja desenhada.
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Pronto! A elipse foi desenhada.

E interessante e imprescindivel visualizar e verificar que os elementos geométicos
construidos na janela de visualizacao estdo presentes na janela de algebra a direita da
interface do GeoGebra. Ou seja, temos os mesmos elementos representados geometri-

camente e algebricamente.

Os procedimentos escritos acima, ndo impedem que sejam escolhidos quaisquer pon-

tos aleatdrios para a construcdo de uma elipse qualquer.

Nao se utilizando do plano quadriculado, hd o recurso de os pontos para a constru-

cdo da elipse serem marcados através de coordenadas.

Atividade 4. Segundo método para desenhar uma elipse no GeoGebra.

2 .2
. . X .1s
Vamos desenhar a mesma elipse do 1° método: 75 + % = 1, utilizando outros

recursos.
Procedimentos de construcao

e Na caixa de entrada digitar a equacao da elipse:
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[y Geotebra () [F=EEnS)
Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda Entrar.. ||
IREENDEENEER =
3 3| )| =) 3 3] 3 3 ) 5 i
i » Janela de Algebra X | » Janelade 4 =)
a
El
2
7
|
o
a s o 3 2 T o 7 2 3 13 s 13
=
2
a3
-
vaaﬂa x22025+y"219-1 ) | 3@

L3
Entrada: NA2[25+y42/9=1

e Ao clicar em enter, a elipse deverd ser desenhada pelo software na janela de

visualizacdo.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

DEES 0 HHNTE =

} Janela de Algebra B9 [» Janelade [=9)

Cénica 2
@ 064X +1.787 =16

Entrada:| @s: @

e Para marcar os pontos notdveis da elipse vamos selecionar novamente, no menu

1]

de ferramentas, a func¢éo ponto:

e Marcamos as extremidades do eixo maior (A1 e Aj) e do eixo menor (B; e By),

renomeando os pontos.

e Pelo desenho obtido ou pela equacdo dada, temos que a = 5 e b = 3. Calculemos,
entfio, a medida do semieixo focal para depois marcar os focos da elipse: a®> =
b+ =25=9+c* = |c = 4]
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e Assim, basta marcar no desenho os vértices F; e F,, renomeando-os depois de

marca-los.

e O centro O da elipse pode ser marcado utilizando-se a funcdo ponto médio ou

centro.

Ve ol e S G-

Arguive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

D4

V|
de Visualizagdo

KR

V|

v

ABC || 252
V|

Ponto em Objeto

‘,’. Vincular / Desvincular Ponto

Intersecdo de Dois Objetos

.
®  Ponto Médio ou Centro 14

.Z Muimero Complexo o

‘ "

e Com a ferramenta selecionada pode-se clicar nas extremidades A; e A, do eixo

maior ou nas extremidades B; e B, do eixo menor e o centro da elipse, na repre-
sentacdo de ponto médio, serd marcado. Ou simplesmente clica-se sobre a elipse

e o centro sera marcado da mesma maneira.

e Renomei-o como O.

GeoGebra Sed

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

! =) (&
|0 Y G B o) 5] PN S Y ;s

» Janela de Algebra[X|| b Janela de Visualizagéio =t
Cénica 4
@ c:0.64x* + 1.78y?
Ponto
® A =(-50)
A,=(5,0)
B, =(0,-3)
B,=(0,3)
® F,=(-4,0)
@ F,=(4,0) 5
® 0=(0,0)

L F—— r

Entrada: d @

Nesse ponto pode-se observar que o objetivo da atividade foi cumprido.

Atividade 5. Terceiro método para desenhar uma elipse no GeoGebra
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Um outro método interessante para se obter elipses no GeoGebra é criando controles

deslizantes.

Procedimentos de construcao

2 2
e Digitar a equacdo reduzida da elipse: ;C—Z + % = 1 na caixa de entrada do GeoGe-

bra, que sera escrita como: x "~ 2/a”2+y”~2/b"2=1.

e Clicando em Enter o programa ird pedir para criar controles deslizantes. Con-

corde.

e Clique com o botdo direito do mouse sobre um dos controles deslizantes. Ira

aparecer uma caixa onde a opg¢do propriedades deve ser selecionada.

2 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir op;nes Femramentas Janela Ajuda

T Mgehra > Janela de
Cénica
® cxey=1 a=1
Niimero
® a=1 =
® b-1 b Nimeroa
*. | Exibir Objeto
A4 Exibir Rétulo
Animar
Vv Fixar Objeto
#  Posigio Absoluta na Tela
Renomear
4. Apagar
(i Propriedades .. )
1/ 1] \

a 3 2 K y 2 3

Nova janela sera aberta. Na aba controle deslizante, vamos colocar o valor mi-
nino em zero (uma vez que ndo existe eixo de elipse com medida negativa) e o

méaximo podemos modificar para 10.

{67 GeoGebra . [=dhoa
Arquivo Editar EXibir Opcies Femamentas Janela Ajuda Entrar.
=
ABC L 2 %
> Janela de Algebra » Janela devwsuahlagao
Génica
@ Cxey=1 a=1
Nimero L &
@ a=1 ‘- e
$ibza b Cénica
asico| Controle Deslizante 5 5
. [ .cor| Posicao | avangado | %

Nimero Intervalg

o ac |5 Incremento: 0.1

Controle Deslizante

[V]Fixo (7] Aleatério (F9) |Horizontal | Largura: 200 | px

Animacio
¢ <

4
3
2
c Velocidade: |1 Repetir. | +» Oscilando =
0
a 3 2 ,Kn [ 7 T8
2
3
4
5

Entrada:
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Feche a caixa e o controle deslizante ja estard modificado.

Modifique os parametros do outro controle deslizante.

Selecione a ferramenta mover para poder interagir com os controles desli-

zantes.

Mova os controles deslizantes e obtenha a elipse desejada.

Atividade 6. Construcdo de uma elipse no GeoGebra com eixo maior da conica sobre
o0 eixo X.
x2

2
Utilize o primeiro método de construcédo e desenhe a elipse T + yz =1.

Atividade 7. Construcdo de uma elipse no GeoGebra com eixo maior da conica sobre

oeixoY.

2 2

. , ~ X
Utilize o segundo método de construcdo e desenhe a elipse — + LA

16 49

Atividade 8. Constru¢édo de uma elipse no GeoGebra com equacdo da elipse na forma

geral.

Utilize o terceiro método de construcio e desenhe a elipse 4x> + 9y* — 36 = 0.

Atividade 9. Construcdo de uma elipse no GeoGebra sendo o que o centro da cOnica

esta fora da origem.

Utilize o primeiro método de construgéo e desenhe a elipse 9x? + 4y* — 18x — 16y —
11=0.

5.1.5 Orbitas Planetdrias

Um dos grandes provocadores do desenvolvimento da matematica foram problemas

envolvendo a astronomia.
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Nos tempos helénicos E] a observacdo do céu era de grande importancia para seguir
direces e fazer localizagdes durante viagens por terra ou por mar. Mas os estudos e as
teorias geradas a partir dos astros e das estrelas fez com que fossem criadas diversas

teorias e impasses. O estudo das drbitas dos planetas foi uma delas. [7]]

Em Atenas, na Grécia, Eudoxo (408 a.C - 355 a.C; pai da astronomia) foi discipulo
de Platéoﬂ A partir de uma proposta de seu mestre, Eudoxo representou, por meio de
esferas concéntricas de raios diferentes, as drbitas dos cinco planetas conhecidos na
época, além do Sol e da Lua tendo a terra como centro. Esse esquema, segundo [7]],

permaneceu em vigor durante quase 2000 anos (figura|[76).

Esfera fixa

Figura 76: Sistema solar representado por circunferéncias concéntricas.

Toda obra de Eudoxo se perdeu. Segundo Arquimedes, o esquema anterior ndo foi
o unico. Eudoxo teria visto que por uma combinacdo de movimentos circulares, os
astros descreveriam seus movimentos sobre drbitas curvas chamadas hippopedes que

€ uma curva que se assemelha a um oito tracado sobre uma esfera. [7]] (figura|77)

No sec. XVI, o modelo de Copérnico, heliocéntrico, colocava o Sol como astro central
e a Terra e os demais planetas girariam em torno dele em drbitas circulares substituiu
o modelo geocéntrico (figurd78).

Periodo da histéria da Grécia compreedido entre a morte de Alexandre o Grande em 323 a.C.e a anexacdo

da peninsula grega e ilhas por Roma em 146 a.C.
Platdo (428a.C — 348 a.C. — Atenas, Grécia - discipulo de Socrates).

82



5.1 ELIPSE - APLICAGOES E ATIVIDADES

Figura 77: Hippopede descrita pelo movimento da Terra em volta do Sol.

Figura 78: Modelo heliocéntrico de Copérnico.

No século XVII era uma heresia religiosa sugerir que os planetas giravam ao redor do
Sol e ndo da Terra. Em 1600, Giordano Bruno, um defensor do sistema heliocéntrico
de Copérnico e um religioso herético em geral, foi julgado pela Inquisicdo e queimado

na fogueira.

Mesmo o grande Galileu, que era amigo do Papa, foi preso, julgado pela Inquisicéao,
e obrigado a renunciar publicamente suas crencas.
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Anos ap6s a morte de Copérnico, Tycho Brahe, um astronomo dinamarqués, com
um observatério muito bem equipado, observou por cerca de 20 anos o movimento

dos planetas.

Esses dados foram tabelados e utilizados com base do trabalho de Kepler (sec XVII),
que era seu discipulo. Apds a morte de Tycho Brahe, Kepler estudou os dados deixa-
dos por seu mestre durante 17 anos, concebendo as trés leis sobre o0 movimento dos
planetas, dando origem a Mecénica Celeste e propondo novo modelo para o sistema

solar (figura79) onde os planetas se movem em Orbitas elipticas .

Jupiter

Figura 79: Modelo atual do sistema solar.

No novo modelo e o sol fica posicionado em um dos focos da elipse (figurg80).

Planeta

Figura 80: O Sol fica em um dos focos da elipse.

Segundo [[4] planetas e asterdides, em geral, tem Orbitas com baixa excentricidade.
Veja tabeld1}
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Tabela 1: Excentricidades de planetas

Astros Celestes Excentricidade
Mercurio 0,2056

Vénus 0,0068

Terra 0,0167

Marte 0,0930
Jupiter 0,0480
Saturno 0,0560

Urano 0,0460
Netuno 0,0097

Plutdo 0,2460

Lua 0,0549
Cometa Tempel 2 0,5200
Cometa Churyumov-Geracimenko | 0,6300
Cometa Giacobini-Zinner 0,7100
Cometa Enke 0,8500
Asterdides 0,0500 a 0,5000
Sedna (planetdide) 0,8600

Para que se tenha a verdadeira dimensdo das excentricidades das drbitas elipticas

dos astros celestes, observemos a figura

E curioso que as 6rbitas elipticas fazem com que os planetas néo tenham velocidadde
constante. A segunda lei de Kepler prova que a velocidade de translacdo do planeta

nas proximidades do Sol (periélio) é maior do que em pontos mais afastados (afélio).

Lembremos também que os planetas descrevem orbitas elipticas em torno de estrelas
(do Sol no caso da Terra). Satélites naturais, como a Lua, descrevem oérbitas elipticas
em torno dos planetas. J4 os satélites artificiais descrevem érbitas circulares em torno

dos planetas, por serem colocados em regides onde prevalece apenas o vacuo.

Atividade 10. Desenho de érbitas

Para a realizacdo da atividade serd necessdrio uma folha de papel quadriculado ou
papel milimetrado de tamanho A4. Havendo a possibilidade, a utilizacdo do software

GeoGebra facilita a realizagdo da atividade.
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\\‘“--.___.«-"" \\H__(___,/ \H_‘_ st \\M___/,. \\-h___.-—/
Circulo Mercirio Vénus Terra DMarte
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Figura 81: Representacdo grafica das o6rbitas de alguns astros.

Procedimentos:

e Observando a tabela de excentricidades, deverio ser selecionados 4 astros celes-

tes com excentricidades que ndo sejam muito proximas.

e Para podermos comparar as excentricidades das drbitas escolhidas, vamos fixar
um comprimento para o eixo maior da elipse (2.4) em 6 cm, por exemplo. Esses
eixos devem ser desenhados na folha de papel quadriculado (figura |82 e em

cada eixo deve ser marcado seu centro O.

e A partir das excentricidades escolhidas e da medida estipulada para o eixo maior

. e . c
(6cm), calcular a medida da semidistincia focal ¢ utilizando e = —.
a

e Marcar os focos no desenho do papel quadriculado. As distancias focais devem

ser marcadas em ordem decrescente.
e Calcular a medida do semieixo menor b utilizando a2 = b2 + c2.
e Desenhar o eixo menor de cada orbita.
e Ligar as extremidades dos eixos desenhados para obter as drbitas.

Responder:
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Orbita Astrol Orbita Astro 2 Orbita Astro 3 Orbita Astro 4

Figura 82: Representacdo grafica das o6rbitas de alguns astros.

a) O que acontece com os focos das elipses quando a excentricidade aumenta?

Se distanciam? Se aproximam?

b) O que acontece com as elipses quando a excentricidade aumenta? Ficam mais

achatada? Ficam menos achatadas?

¢) Mantendo-se a medida do eixo maior, 0 que acontece com o eixo menor

quando a excentricidade da elipse aumenta?

d) O que aconteceria com o eixo maior das elipses se tivessemos estabelecido
uma dimensao para o eixo menor? Aumentando-se a excentricidade o eixo maior

aumentaria ou diminuiria?

Em programa de geometria dindmica, poderiamos propor aos estudantes que dese-
nhassem as drbitas dos 4 astros celestes sobre o mesmo eixo maior da elipse e em

seguida respondessem as mesmas questoes.

5.1.6 A elipse na moda

Em certo dia de 2013 durante uma aula de geometria, apds pequena explanacao,

ouvi uma voz de menina que disse: “Nada contra vocé professor, mas essas coisas de
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geometria sdo muito dificeis. Por isso quando fizer faculdade vou escolher um curso
que ndo tenha matematica.” Respondi com outra pergunta: “Puxa, acho que vai ser
dificil vocé se ver livre dela (da matematica). Mas vamos la. O que vocé pretende
cursar?” Toda entusiasmada ela respondeu: “Moda”. Entdo, mais entusiasmado que
ela eu respondi: “Se é o que pretende, deve se dedicar a tudo que te for proposto
durante o curso, goste ou ndo (ja sabendo o que ela encontraria). Depois que vocé

comegar o curso a gente pode voltar a conversar. Certo?”

Um ano inteiro se passou e inesperadamente no inicio de 2015 recebi a visita da-
quela menina, agora, mais amadurecida pelo tempo, com ideias novas e discurso dife-

rente.

“Professor, ndo consegui! E, ndo consegui me livrar da matematica. E uma das
matérias com o maior niumero de aulas. Mas estou me dedicando. Nem parece mais

tdo chata!”

Como dissemos no inicio deste trabalho, a matematica estd em todos os ramos das

atividades humanas. Até na moda.

Vamos supor que essa mesma garota va fazer um molde para uma manga de camisa.
Vamos supor também que o modelo escolhido tenha um formato de tronco de cilindro
cuja seccao é uma elipse. Como fazer o molde? Quais medidas serdo utilizadas na

tarefa?

Baseados nos procedimentos de [23]] vamos primeiramente visualizar o produto fi-

nal: A manga da camisa, figura

Figura 83: Tronco de cilindro.
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A seccdo eliptica tem uma certa inclinacdo em relacdo a base, que tomamos por
«. A superficie lateral do cilindro tem um comprimento igual ao da circunferéncia
do braco da camisa e cujo raio estd representado por b que também é a medida do
semieixo menor da elipse. Para obter a medida b precisamos dividir o comprimento da

circunferéncia por 27r.

C=2nr=C=2nb=|—=1»
2

Para determinar o dngulo « vamos tomar os tridngulos semelhantes BTR e BN M.

. NB
Assim, cosx = RB e cosx = VB Portanto |« = arccosm
Pelas identidades trigonométricas, temos que:

MB?
—— =gec? 2x = 1+ t¢%a. Portant =1+1Q% = )
oiu sec*w e seccw ¢“w. Portanto oia Qn N2
MB? MB? — NB? MB? — NB?

g2 2, _ 2. _

ASSlm.tth—NBz—litga—W:tga—W

Como o tridngulo em questéo é retangulo, temos que: MB? — NB*> = MN?.
2
NB? NB
O semieixo menor da elipse € OA = b enquanto o semieixo menor da elipse é MB = a.

Entdo tg%a = = tgn =

Como na elipse a relacéo entre os semieixos e a distAncia focal é a> = b? + c2, podemos

escrever que:

MB? = NB? + ¢> = ¢* = MB? — NB?, sendo que c a semidistancia focal da elipse
(seccéo do cilindro).

A tangente de « é a mesma para os triangulos BTR e BN M, portanto,

TR
tga:ﬁ=:>TR=tguc-TB=:>TR=tgzx-(NB—NT)

Substituindo os valores de tga e NB, temos:

MN
TR=—-(b—NT 5.1
Para cada ponto P da seccdo eliptica, podemos calcular sua altura até a base circular
do cilindro, tomada por y. O pé da altura chamaremos de Q. Um seguimento de reta
perpendicular ao semieixo maior intercepta-o em S, dando origem ao triangulo OSQ

retdngulo em S. Entdo:
A OS A
c0sSOQ = 00 = 0S = c0sSOQ - OQ.
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Mas se OQ = b e OS = NT e tomando o angulo SOQ por B, substituindo-se os

valores de fgn e NB, temos:

NT =cosB-b (5.2)

Substituindo [5.2] em [5.1] obtemos:
MN
TR=——
NB
Como NB = b, podemos simplificar. Entdo:

-(b—"b.cosp) = TR = % -b(1 — cosP)

TR = MN - (1 — cosp).

Podemos comcluir que a altura y que P se encontra ¢ dada por:

y=QP=SR=ST+TR=m+MN- (1 —cosp) =|y =m+MN — MN - cosp|

O valor de y encontrado estd em funcdo de cosp, ou seja, seccdo eliptica da manga

da camisa se planificada corresponderd a uma cossenéide como apresentado na figura

B4l

Figura 84: Manga da camisa planificada

De acordo com [23] a planificacdo do tronco de cilindro pode ser obtida com um
modelo do sélido em madeira, molhado com tinta e movimentado sobre uma superfi-

cie. Se feito sobre papel obtém-se o molde para corte do tecido.

Atividade 11. Construcao do grafico da funcao cosseno e exploracao das transforma-

cOes sofridas no grafico a partir de alteracoes na funcao.

A principio essa atividade foi idealizada para a observacao das transformacoes gra-
ficas que podem a partir de alteragdes realizadas na funcao. Mas além disso, é impor-

tante verificar e se conscientizar de que os conteidos matematicos nédo estio isolados
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e compartimentados como nos livros didaticos. Esses contetidos podem ser conecta-
dos de modo a se “completarem”, se “conversarem” e nos possibilitar a resolucao de

problemas das mais diversas naturezas.

Procedimentos da atividade:

e Na caixa de entrada do GeoGebra digite a funcéo y = cosx (digitar: y = cos(x))
e Na caixa de entrada do GeoGebra digite a funcdo y = 3 - cosx

e Com o botdo direito do mouse clique sobre o gréfico da segunda funcao digitada
ou sobre a equacdo na janela de dlgebra e selecione a opc¢édo propriedades. Na
aba cor, escolha uma cor diferente da utilizada no grafico da primeira funcao e

feche a caixa. Note que a equacdo da janela de dlgebra também muda de cor.
e Na caixa de entrada do GeoGebra digite a funcdo y =5+ 3 - cosx.
Agora responda:

a) O que aconteceu com o gréfico de y = cosx, qual foi a transformacéo sofrida,

quando cosx foi multiplicado por 3?

b) O que aconteceu com o grafico de y = 3 - cosx, qual foi a transformacdo sofrida,

quando foi adicionado 5 a fung¢éo?

¢) Quais transformacoes sofrerd o grafico da fungdo y = cosf quando transfor-
mada na fun¢do y = MN — MN - cos(m - B) encontrada na planificacdo da seccéo

eliptica da manga da camisa?

Atividade 12. Planificacdo da lateral do tronco de cilindro e confeccdo de um molde.
Para essa atividade vamos precisar de:

- Um cilindro. Pode ser um cilindro produzido com isopor, sabao, bambti, cabo de

vassoura ou qualquer outro material possivel.
- Fita adesiva ou fita crepe.
- Estilete.

e De posse do cilidro, deve-se cortd-lo (secciona-lo) de forma a obter um tronco de

cilindro.

e envolver o tronco de cilindro com fita adesiva ou fita crepe de modo que a lateral

do sélido fique perfeitamente envolvida.
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N

Figura 85: Elipse como seccdo do cilindro.

e Com a ajuda do estilete, cortar a fita adesiva que envolve a lateral do tronco de

cilindro perpendicularmente a base e retira-la com cuidado para nédo danifica-la.

¢ A planificacdo proposta foi obtida.

5.1.7 Dentista, Sala do sussuro e outros bichos

Ir ao dentista fazer uma simples limpeza nos dentes ou se submeter a um proce-
dimento de litotripicia para quebrar pedras dos rins ndo nos parece nada matemadtico.
Porém, se nao fosse a aplicacdo da propriedade refletora da elipse esses procedimentos

poderiam ser um pouco mais complicados.

Segundo [24] essa propriedade é utilizada na lumindria do dentista, pois em sua
parte interna ha um espelho refletor em forma de arco de elipse. Falamos daquela lumi-
naria que o dentista movimenta com as maos para posiciona-la dentro da nossa boca.
Esse espelho eliptico faz com que os raios luminosos direcionam-se para um tnico
ponto, mais precisamente para um dos focos da elipse enquanto o outro é ocupado
pela fonte luminosa. E por isso que o profissional consegue direcionar a iluminac&o

dentro da boca do paciente, especificamente no dente a ser tratado.

Ainda por [?], utilizar a elipse nesse caso tem duas vantagens: a primeira é a con-
centracdo da luminosidade exatamente no local a ser tratado e a segunda € de que essa
concentracao dos raios luminoso num tnico ponto ndo causa desconforto aos olhos do

paciente durante o tratamento dentério.

Como citado anteriormente a propriedade refletora também ¢é utilizada em equipa-
mentos médicos durante o processo de eliminacdo (fragmentacdo) de célculos renais.

Para tal, o paciente é posicionado em um equipamento que tem formato de elips6ide
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ESPELHO
REFLETOR ~

Figura 86: Espelho eliptico da lumindria do destista.

E|de onde serdo emitidas ondas sonoras de alta frequéncia (ultrasons). As ondas so-
noras sao emitidas a partir de um dos focos do elipséide, enquanto o célculo renal do

paciente é colocado no outro foco do elipsdide.

Fragmentacao do Caculo Renal

Calculo
{ &5 Renal

Ondas de

i
Choque :——-—__':F !

Litotriptor f!

—

T~
3 Litotriptor

Figura 87: Litotriptor, fonte [34]

De acordo com [34]], baseado na propriedade refletora da elipse, qualquer onda

sonora ou luminosa que parta de um dos focos da elipse em direcdo a sua superficie

3 Elipsdide é o sdlido de revolucdo formado pela rotacdo de uma elipse em torno de seu eixo maior ou em

torno de seu eixo menor
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sera direcionada ao outro foco, percorrendo a mesma distdncia num mesmo intervalo
de tempo, pois a soma das duas distancias percorridas pelas ondas (foco 1/superficie,

superficie/foco 2) é sempre constante independentemente da direcao tomada.

Alguns equipamentos utilizados em radioterapia também utilizam o mesmo princi-
pio do litotriptor segundo [24], cujos raios emitidos devem destruir apenas tecidos

doentes, ndo afetando as partes sadias ao redor da enfermidade do organismo tratado.

Outra aplicacdo da propriedade refletora sdo as chamadas salas de sussuro. Essas sa-
las sdo construcdes elipticas sendo que os focos estdo marcados no chéo [24]. Quando
duas pessoas posicionam-se nos focos marcados, a comunicacédo entre elas pode ser
estabelecida mesmo se falarem com entonagdo baixa, inaudivel as outras pessoas pre-
sentes no ambiente. Como as ondas sonoras percorrem a mesma distancia no mesmo
intervalo de tempo independente da direcdo tomada, o som chega ao receptor de

forma ampliada, proporcionando ouvir o que foi dito, naturalmente.

E o caso da Catedral de S. Paulo (Londres) e do edificio do Capitolio em Washing-
ton, D. C. Nesses ambientes um desavisado pode ter sua conversa ouvida ou um se-
gredo revelado por ndo conhecer as propriedades actisticas do ambiente onde esta.
O presidente John Quincy Adams utilizava esse recurso para ouvir as conversas que

aconteciam do outro lado da sala.

A gravura da figura[88|data do século XV II de acordo com [13]] e retrata os espelhos
incedidrios de Arquimedes desenvolvidos em 214 a.C., queimando navios romanos em
Siracusa. Mas se Arquiimedes projetara tais espelhos em 214 a.C., significa que as

propriedades reflexivas das conicas sd@o conhecidas ha mais de dois mil anos.

Atividade 13. Mesa de bilhar eliptica (figura[89] fonte: [40]).

Pesquisar na internet, através do computador ou do celular sobre a mesa de bilhar

eliptica.
Em seguida responder:
a) H4 alguma curiosidade sobre esse tipo de mesa?
b) Qual a propriedade da elipse utilizada nessa situacdo?
c¢) O que ha no lugar dos focos da elipse?

d) A bola sempre caira na cacapa mesmo colocada em qualquer ponto da mesa?
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Sinuca
Lliptica

Figura 89: Mesa de bilhar eliptica.

Atividade 14. Tigela eliptica.

A tigela eliptica (ou um pirex oval) tem as mesmas propriedades da mesa eliptica e

pode ser utilizada na observacédo da propriedade refletora da elipse.
Procedimentos da atividade:
e Assita a um video sobre a mesa eliptica no Youtube.com.
e Pegue uma tigela com formato eliptico, meca os eixos maior e menor.
e Calcule os focos e marque-os com caneta apropriada na tigela.

e Encha a tigela com agua
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e Com o dedo cause uma perturbagdo na dgua na posi¢do de um dos focos. Uma
bola de gude jogada perpendicularmente sobre um dos focos causa o mesmo

efeito.

e Repita a operacdo de perturbar a dgua quantas vezes forem necessdrias para

verificar para onde a perturbacdo da agua se dirige.
Agora responda:

a) Qual a direcdo seguida pela perturbacdo da dgua causada em um dos focos da
elipse?
b) A perturabacdo da dgua em qualquer ponto da tigela causa o mesmo efeito?

¢) Enuncie a propriedade refletora da elipse.

5.1.8 Arquitetura

A arquitetura é outro ramo da atividade humana onde as elipses sdo amplamente
utilizadas. Janelas, grandes jardim e pracas tém essa forma geométrica. Temos como
exemplo a praga de Sdo Pedro na cidade do Vaticano (figura [90), o Jardim Boténico
Nacional de Gales (figura|91)), o Coliseu em Roma (figura|92) e a ponte Santa Trinia
em Florenca (figura [93).

Figura 90: Praca de Sdo Pedro(Roma) com formato eliptico e focos bem marcados.
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Figura 92: Coliseu(Roma)-A planta baixa é uma elipse cujo eixo maior tinha 188m e o menos
156m. [21]

Figura 93: Ponte Santa Trinia em Florenca: trés arcos elipticos [[1]].

No caso da utilizagdo de arcos elipticos na construcdo de pontes e estruturas subter-

rdneas como tuneis e bueiros, em [36]] se explica:
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“A elipse pode ser utilizada em estruturas porque o arco eliptico suporta
ser carregado com carga distribuida uniformemente na vertical ao longo
do eixo horizontal por ndo apresentar esfor¢cos cortantes nem momentos

fletores ao longo do arco. Apenas esfor¢o normal.”

Atividade 15. Estruturas arquitetonicas
e Pesquisar imagens de estruturas elipticas e transportar uma delas para o GeoGe-
bra utilizando a ferramenta “Inserir figura”

e Com a figura transportada para a janela de visualizacdo do GeoGebra, construir
uma elipse, posiciona-la sobre a figura e verificar a proporcdo entre os eixos

maior e menor.
e Calcular a excentricidade da elipse da estrutura escolhida.

e Pesquisar outras obras arquitetonicas que contenham elipses, como estadios es-
portivos, por exemplo. Imprimir as figuras, fazer as medicoes necessarias e calcu-
lar as excentricidades. As medi¢des também podem ser feitas transportando-se
as figuras para o GeoGebra. Verificar se as elipses utilizadas nessa estruturas

seguem um mesmo “padrao”.

5.1.9 Engrenagens Elipticas

Figura 94: Engrenagens elipiticas com eixos nos centros. Fonte: [14].
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De acordo com [13]] duas engrenagens elipticas podem ser conectadas de modo que
seus eixos estejam situados em seus centros (figuras[94] e [95) ou em um de seus focos

(figura[96).

Figura 95: Engrenagens elipiticas com eixos nos centros. Fonte: [13]].

Figura 96: Engrenagens elipiticas com eixos nos focos. Fonte: [|13]].

Nas engrenagens do primeiro tipo (que giram sobre seus centros) a razdo entre as
velocidades de rotacdo muda continuamente, bem como a razéo entre as dimensoes
dos eixos maior e menor. Se a engrenagem mestre (a que conduz) tem velocidade
constante entdo a engrenagem escrava (a que é conduzida) terd sua velocidade alte-

rada continuamente, alternando em acelerar e desacelerar duas vezes durante cada
volta.

Ja as engrenagens do segundo tipo (que giram sobre seus focos) enquanto a engre-

nagem mestre mantém velocidade constante, a engrenagem escrava mudara continua-
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mente de velocidade durante cada volta. Neste tipo de coneccdo entre as engrenagem,
deve haver um braco de ligacdo ou uma mola de tensdo entre os focos que ndo estdo
conectados aos eixos garantindo que ambas as engrenagens permanecam em contato.
A distancia entre esses focos que ndo possuem eixos permanece sempre constante e €
igual ao comprimento do eixo maior da elipse, considerando-se que ambas tenham o

mesmo tamanho.

Para se ter uma ideia, a razdo entre os eixos das elipses na segunda disposi¢ao vai de
10:1 em um ponto a 1:10 na metade da préxima volta, fazendo com que a velocidade

da engrenagem escrava varie numa razdo de 100:1 de acordo com [[13].

Medidores de vazdo com engrenagens elipticas surgiram na Alemanha em 1932. A
precisdo de equipamentos equipados com essas engrenagens € muito grande. Por isso
sdo utilizados na medi¢do da vazdo de um liquido ou de um gés, segundo [14]. Bombas
de gasolina, dlcool, GNV ou diesel nos postos de combustiveis, sdo equipadas com
essas engrenagens para garantir ao fornecedor e ao consumidor que a quantidade de
combustivel que estd sendo vendida ou comprada esteja certa, ndo trazendo prejuizo

para nenhuma das partes.

Séo utilizados ainda nos hidrémetros de nossas residéncias para medir precisamente

o consumo de dgua. Sdo as engrenagens que provocam o deslocamento do liquido

(figura[97).
g’

Figura 97: Deslocamento de liquido feito por engrenagens elipticas. Fonte: [[14].

As vantagens de se utilizar esses equipamentos, ainda de acordo com [14]] sdo: Alta
confiabilidade, longa vida ttil de trabalho, facil manutencéao, suporta alta temperatura

e pressdo e gera baixa perda de carga.

Atividade 16. Pesquisa sobre engrenagens elipticas

No texto anterior foram informadas algumas das utiliza¢des das engrenagens elipti-

cas. Mas serao as unicas?

Procedimentos:
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a) Pesquisar outras aplicacbes das engrenagens elipticas. Poder-se-a perceber que

sdo vulgarmente chamadas de engrenagens ovais.

b) Pesquisar o que é um multiplicador de torque em http://www.gedore.com.br/
marketing/catalogo/KDowidat 2012.pdf

c) Verificar qual é a funcdo das engrenagens elipticas nesse instrumento.

d) Pesquisar em quantas vezes pode-se aumentar o torque utilizando-se das engre-

nagens elipticas.

5.2 INVERSOES - APLICAGOES E ATIVIDADES

5.2.1 Imagens formadas por inversdo

Um fato importante no estudo das inversdes geométricas é o reconhecimento dessas
inversoes, o entendimento de como ela se da e o entendimento dos resultados obtidos

(imagens) apds o processo.

Espelhos esféricos sdo comuns e sdo utilizados em estabelecimentos comerciais e
estacionamentos para proporcionar uma visdo abrangente mas reduzida (menor) de

um grande espaco que ndo seriamos capazes de acompanhar num tnico olhar.(figura

Figura 98: Imagem abrangente formada num espelho esférico. Fonte: [[1].

101



NOTAS PARA SALA DE AULA

Figura 99: Superficie refletora em forma de feijao - Chicado. Fonte: [38]].

O grande feijao de Chicago é uma atracdo turistica que atua como um grande espe-
lho tridimensional ao ar livre (figura[99]e[100).

Figura 100: Superficie refletora em forma de feijao - Chicado. Fonte: [32].

E interessante visualizar como a paisagem local se deforma na superficie onde a
imagem formada se encontra. No caso citado, é como se a imagem refletida/invertida

fosse uma continuacdo interna do ambiente externo.

Atividade 17. Fotografia e inversao .

Esta é uma atividade de observacdo. Como néo seria possivel produzir imagens in-
versas em um superficies bidimensionais, utilizaremos superficies como as apresenta-
das anteriormente para que os alunos possam absorver ideias e até conceitos a respeito

do assunto.

e O primeiro passo consiste em ter em maos uma superficie refletora e um celular

ou maquina fotografica para captar as imagens. A superficie refletora que pode
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ser uma bola de arvore de natal, um baldo de festas prateado, um recipiente
de cozinha feito em aco inoxidavel (tigela arredondadas de preferéncia), uma

colher grande de metal que reflita imagens com perfeicao, etc.

e Com a camera fotografica e o objeto refletor em méaos, deve-se fotografar a ima-
gem do ambiente em que a pessoa esta e depois fotografar a imagem do mesmo
ambiente, mas dessa vez a imagem registrada deve ser a refletida na superficie

refletora que se esta utilizando.

e A comparacdo entre as duas imagens deve ser feita e “diferencas” (transforma-
¢Oes) apontadas e anotadas. Por exemplo: Como ficaram as imagem das retas
que foram refletidas? Como ficou o perpendicularismo entre as retas das placas
que revestem o piso? Como as demais formas do ambiente se “transformaram”?
E possivel, a partir de uma imagem transformada, desenharmos o ambiente real

cuja imagem esta refletida na superficie espelhada, sem mesmo conhecé-lo?

e Caso a partir das fotos obtidas ndo seja possivel fazer a observagdo proposta,
tem-se a opcdo de fazé-la por meio das obras do artista M.C. Escher, citadas na

introducdo deste trabalho.

Observacdo: O aluno deve receber informacoes de que as transformacgdes na elipse
ocorrem de forma semelhante as realizadas nas atividades anteriores. Nesta etapa o
aluno ja adquiriu conhecimento suficiente para seguir em frente, mediante as interven-
cOes realizadas por meio das atividades propostas. Tendo ideia do “produto final” e

dos objetivos que deve atingir tudo ficard mais facil.

5.2.2 Ponto inverso e software de geometria dindmica

Um ponto invertido numa elipse é um novo conceito que deve ser apresentado aos

alunos de forma simples para que a compreensao seja praticamente imediata.

Atividade 18. Observando os resultados produzidos na atividade [17| deveremos cha-
mar a atencao de nossos interlocutores quanto as imagens formadas nos objetos refle-

tores.

e Primeiro questionamento: Observando a imagem formada no grande feijao ou
na superficie refletora de cada aluno, temos a impressao que a imagem nela

formada, esta dentro ou fora do objeto?
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Segundo questionamento: E se o objeto estive do outro lado da supeficie”
(parte interna do sélido), e nds pudessemos estar 1a dentro também, aos nossos

olhos, qual seria a posicdo da imagem formada? Interior ou exterior a superficie?

A partir das duas perguntas anteriores podemos estabelecer as duas primerias

regras da inversdo: Um ponto externo tem inverso interno e vice-versa.

Terceiro questionamento: E se o objeto (o ponto) ndo estivesse na parte in-
terna ou externa da superficie, mas sim, pertencesse a superficie, onde estaria

posicionado a imagem da inversdo?

Quarto questionamento: Ao nos olharmos num espelho plano, sabemos/vemos
que nossa imagem esta a mesma distancia do espelho que nds. Portanto, a refle-
xao em superficies planas preserva a distdncia da imagem em relacdo ao espelho.
Serad que na inversao em uma supeficie arredondada ocorre o mesmo? Serd que
a imagem se posicionard mais proxima ou mais longe do espelho em relagcdo ao

objeto/ambiente refletido?

Definir inversdo de acordo com a defini¢cio

12 caso de ponto inverso: Inverso em relacdo a um ponto interno.

Atividade 19. Construcdo do ponto inverso externo.

Nessa atividade vamos reproduzir os procedimentos utilizados em Obtencdo

do ponto inverso de forma geométrica.

Os resultados sao obtidos mais facilmente com a utilizacdo de um software de geo-

metria dinamica dando maior fluidez aos procedimentos e assim tornando a atividade

mais dindmica. Em nosso caso utilizaremos o programa GeoGebra®.

Procedimentos:

e Iniciar o programa GeoGebra.

e Construir uma elipse. Por exemplo, a elipse da atividade

"]

e Selecionar a funcio “ponto” &=d e clicar em qualquer local dentro da elipse.
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Selecionar a funcao “ponto médio ou centro” na aba do segundo botédo do
menu de ferramentas e clicar sobre a elipse. Renomear o ponto marcado como
0.

Selecionar a funcdo “semirreta” na aba do terceiro botdo e em seguida

clique no ponto O e depois em P.

Selecionar a funcdo “intersecdo de dois objetos” E na aba do segundo botéo.
Em seguida clicar na semirreta e depois na elipse. Renomear o ponto obtido

como Q.

Na aba do quarto botao clicar em “reta tangente” e depois clicar na elipse

e no ponto Q.

Na mesma aba clicar em “reta paralela” &= e em seguida clicar na reta b e no

ponto P.

Selecionar novamente a func¢éo “intersecdo de dois objetos” B e depois clique

na reta d e na elipse. Foram marcados os pontos A e B.

Selecionar novamente a func¢do “reta tangente” , clicando em seguida na
elipse e em A e depois na elipse e em B. As retas tangentes se interceptarao no

ponto sobre a semirreta 4.

Selecionar a funcdo “intersecdo de dois objetos” @ e em seguida clicar sobre

as duas retas tangentes ¢ e f. Renomear este ponto obtido como P’.

O ponto P’ é o ponto inverso de P. Porém o desenho tem mais objetos do que o

desejado. Vamos remové-los, ou melhor, escondé-los.

Na janela de dlgebra existem representacoes de pontos, retas e semirretas. Os

pontos A e B, as retas e a semirreta deverdo ser desmarcados clicando-se nos
circulos azuis (figuralO1IJ).

Agora a construcdo tem somente 0s pontos importantes. Caso queira, o ponto Q

também podera ser desmarcado.
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(X

» Janela de Algebra

- Chnica

ol ci0.64x* +1.78y* =16
anto

A=(-0.68, 2.97)

B =5, 0.07)

O =(0,0)

P =(2.16,1.52)

P'=(4.87, 3.43)

ol Q=(3.24, 2.28)

b: 2.08x + 4.06y =16
d: 2.08x + 4.06y = 10.65
e: -0.43x +5.28y =16

a:-1.52x + 216y =10

Figura 101: Janela de dlgebra do GeoGebra.

e Selecionar a funcao “mover” e em seguida clicar sobre o ponto P, deslocando-

o dentro da elipse.
Verifique:

a) O que acontece quando o ponto P é deslocado para perto da elipse, para perto

do ponto Q.
b) O que acontece quando o ponto P é deslocado para perto do centro O da

elipse.

Os procedimentos dessa atividade sdo a base para a realizacdo da atividade

2° caso de ponto inverso: Inverso em relacdo a um ponto externo.

Atividade 20. Construcdo do ponto inverso interno.
e Iniciar o programa GeoGebra.

e Construir uma elipse. Por exemplo, a elipse da atividade

| e clicar em qualquer local fora da elipse. Re-

e Selecionar a funcgdo “ponto médio ou centro” &= na aba do segundo botédo do

e Selecionar a fun¢do “ponto” |

nomear o ponto marcado como P.

menu de ferramentas e clicar sobre a elipse. Renomear o ponto marcado como
O.
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e Selecionar a funcdo “semirreta” na aba do terceiro botdo e em seguida

clicar no ponto O e depois em P.

e Selecionar a funcao “intersecdo de dois objetos” E na aba do segundo botéo.
Em seguida clicar na semirreta e depois na elipse. Renomear o ponto obtido

como Q.

e Na aba do quarto botéao clicar em “reta tangente” e depois clicar na elipse

e no ponto P. Serdo tracadas duas retas: b e d.

e Selecionar a funcao “intersecio de dois objetos” E na aba do segundo botéo.
Em seguida clicar na reta b e na elipse e em seguida clicar na reta d e na elipse.

Assim, sdo marcados os pontos B e C.

e Selecionar a funcdo “reta” &= e clicar em seguida nos pontos B e C, tracando

areta e.

e Selecionar novamente a funcdo “intersecao de dois objetos” E e clicar na reta

e e na semirreta a. O ponto marcado deve ser renomeado de P”.

e Na janela de dlgebra desmarque os objetos desnecessarios clicando nos circulos

azuis das retas b, d e e, da semirreta a e dos pontos A e B.
Verifique:

a) O que acontece com o ponto P’ quando o ponto P é deslocado para perto da

elipse, para perto do ponto Q.

b) O que acontece com o ponto P” quando o ponto P é deslocado para longe do

ponto Q, ou seja, para longe da elipse.

CRIACAO DE FERRAMENTA DE PARA OBTER UM PONTO INVERSO EXTERNO A ELIPSE

Fazer os procedimentos par obter o ponto inverso uma, duas ou trés vezes pode
ser prazeiroso. Repetir esse procedimento infinitas vezes torna-se cansativo. Por esse
motivo, criar uma ferramenta de obtencdo automatica do ponto inverso acaba por
facilitar o trabalho e a andlise de resultados quando uma infinidade de pontos devem

ser invertidos.
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Atividade 21. GeoGebra - Criacdo de ferramenta para ober um ponto inverso externo
a elipse.
Procedimentos

e Realizar a atividade

e Na barra “Menu” clicar em “Ferramentas” e na aba que se abre selecionar a op¢éao
“Criar uma Nova Ferramenta” (figura[102)).
Goeoena_ . - ==

Arquivo Editar Exibir Opgaes [Fer: Janela Ajuda Entrar

e

» Janelade Algebra
Cénica
® Cos4x+ 178y =16
Ponto

Criar uma Nova Ferramenta

A=(0.57,2.98) a
B=(4.83,078)

® Q-(4.14,1.69)

b:2.65x+3y=16
d: 265K+ 3y =1044 &
e:0.37x+5.3y=16 o 4
£:3.00x-1.30y =16

Semirreta
a:44x+27y=0 00

Entrada:

Figura 102: Criagdo de nova ferramenta no GeoGebra.

e Uma nova caixa com trés abas sera aberta.

Com a caixa aberta na primeira aba ”"Objetos finais” deve-se clicar sobre o ponto

P’ e dentro da caixa aparecera as referéncias desse ponto (figura[103).

Objetos Finais | Objetos Iniciais | Nome eicone|
Selecione 0s objetos na construgio ou escolha-os de uma lista
-
Ponto P*: Ponto de intersecio de e, f E
< Voltar Préximo = I [ Cancelar ]

Figura 103: Criacdo de nova ferramenta no GeoGebra - aba objetos finais.

Clicando na segunda aba “objetos iniciais”, as referéncias a elipse ¢ e ao ponto P

ja devem estar marcadas (figura [104).
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. .
% Criar uma Nova Ferrame_ M
Objetos Finais| Objetos Iniciais | Nome e icone|

Selecione os objetos na construcdo ou escolha-os de uma lista
-
Elipse c
Fonto P E]
= Voltar I [ Proximo = ] [ Cancelar ]

Figura 104: Criacdo de nova ferramenta no GeoGebra - aba objetos iniciais.

e Clicando na terceira aba “Nome e icone”, na caixa “Nome da ferramenta”, escre-
ver: Inversdo de ponto interno. Na caixa ‘Ajuda” da ferramenta, escreva: Clicar
na elipse e depois no ponto P. O nome do comando serd marcado automatica-
mente. Se quiser que a ferramenta tenha um icone, pode-se produzir um icone

qualquer para a ferramenta, clicar em icone e importar o desenho escolhido.

-

(figura|105).

©7 Criar uma Nova Ferran_ ﬂ
Objetos Finais | Objetos Iniciais| Nome & icone

Mome da ferramenta | Invers3o de ponto interno.

Nosso icone sera:

MNome do comando | Inversdodepontointerno

Ajuda da ferramenta | Clicar na elipse e depois no ponio P

Exibir na Barra de Ferramentas

| <voitar | [ concuigo | | cancelar

Figura 105: Criacdo de nova ferramenta no GeoGebra - aba objetos iniciais.

e Clicar em concluido.

e Verificar que na barra de ferramentas foi colocado um novo icone para sua ferra-

menta de produzir pontos inversos de um ponto interno a elipse.

e Na barra Menu, clique em “Arquivo”. Em seguida clicar em “Gravar como*“. Esco-
lher o local onde vai salvar a atividade. Nomear como “Ponto inverso” e entio
clicar em “Gravar”. A atividade deve ser salva para que a nova ferramenta esteja

disponivel para utilizacdo posterior.
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Atividade 22. Explorando a ferramenta de ponto inverso externo a elipse.

Criada a ferramenta para facilitar a obtencdo do ponto inverso de um ponto interno
a elipse (vide atividade [21]), pode-se explorar esse recurso para fazermos observacoes

dos resultados da inversao.
Procedimentos
e Abrir o GeoGebra.

e Abrir o documento “Ponto inverso” criado na atividade 211
. .. . . x2 P (x —1)2
e Na caixa de entrada digitar as equacdes das elipses: 5 + T - le —5 +
1 2
@ = 1 escritas na forma: x~2/25+y "~ 2/9=1¢e ((x-1) ~2)/9+((y+1) ~2)/2=1.

Serao criadas duas elipses, sendo que a primeira é interna a segunda.

e Selecionar a ferramenta “Ponto em objeto” na aba do segundo botao do

menu.

e Clicar sobre a elipse interna para criar um ponto A.

-

e Selecionar a ferramenta “Ponto inverso”

Clicar sobre a elipse externa e

em seguida no ponto A. Sera criado o ponto B.

Caso o ponto B ndo esteja no seu campo de visdo, selecionar a ferramenta “Mover

janela” e selecionar a ferramenta “Reduzir” e depois clicar na janela

de visualizacdo quantas vezes forem necessarias para que se possa ver o pontoB.

e Renomear o ponto A como P e o ponto B como P’.

e Clicar em “mover” E Depois com o cursor do mouse sobre o ponto P/, clicar

com o botdo direito e na janela que abrird, selecionar a opcao “Habilitar Rastro”
(figura[106)).

e Continuando, clicar no ponto P com o botéo direito do mouse e selecionar “Ani-

mar” na janela que se abrira (figura[107).

[

e Clicar no Botao Play que foi colocado pelo GeoGebra no canto inferior es-

querdo da janela de visualizagéo.

[=]

e Posicionar a animacdo na tela com as fung¢des “mover” E e reduzir
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Ponto B: Inversdodepontointerno[c, A]
Coordenadas Polares

‘- | Exibir Objeto

A4 Exibir Rétulo

I Habilitar Rastro

Renomear
4. Apagar

~,# Propriedades ..

Figura 106: Janela de opcoes do GeoGebra - Habilitar rastro.

Ponto A: Ponto sobre d
Coordenadas Polares
= Exibir Objeto
Exibir Rdtulo
& Habilitar Rastro
Renomear
4 Apagar

>

5 Propriedades ..

Figura 107: Janela de opc¢des do GeoGebra - Funcdo Animar.

e Observar a formacédo do inverso da elipse interna em relacdo a elipse externa

(figura [108)).

DEERSERANCEOEE e
3 A [ » Janela ge Visuaiizagao ®|
; |
= e wx = T = & =

Figura 108: Figura obtida na invercdo de uma elipse.
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Na figura a elipse azul é o objeto, a elipse vermelha € a elipse inversora e a

figura preta é a imagem resultante da inversao do objeto.

Veja que a velocidade desenvolvida pelo ponto P € constante, mas a velocidade
do ponto P’ varia constantemente, assim como foi visto em Engrenagens Elipticas
5.1.9

Pergunta-se:

a) Em que momento da movimentacdo de P a velocidade de P’ é maior?

b) Em que momento da movimentacéo de P a velocidade de P’ é menor?

¢) A que se deve a parte da figura invertida que ficoou pontilhada?

d) A figura obtida na invercao é uma elipse?

Atividade 23. GeoGebra - Criacdo de ferramenta para obter um ponto inverso interno

a elipse.

Nessa atividade vamos criar o ponto inverso de outro que estd na parte externa na

elipse.

Procedimentos

e Iniciar o GeoGebra e abrir a atividade “Ponto inverso” (atividade salva an-
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teriormente.

A janela de visualizacdo deve estar em branco pois a intencdo é ter duas ferra-
mentas disponiveis na mesma interface. Se a atividade recuperada apresentar

objetos desenhados, basta apaga-los.
Realizar a atividade

Na barra “Menu” clicar em “Ferramentas” e na aba que se abre selecionar a opcao

“Criar uma Nova Ferramenta” (como ja foi mostrado na figura [102]).
Uma nova caixa com trés abas serd aberta.

Com a caixa aberta na primeira aba “Objetos finais” deve-se clicar sobre o ponto

P” e dentro da caixa aparecerd as referéncias desse ponto (como na figura|[103]).

Clicando na segunda aba “objetos iniciais”, as referéncias a elipse c e ao ponto P

ja devem estar marcadas (como na figura (104).
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e Clicando na terceira aba “Nome e icone”, na caixa Nome da ferramenta, escrever:
Inversdo de ponto externo. Na caixa Ajuda da ferramenta, escrever: Clicar na
elipse e depois no ponto P. O nome do comando sera marcado automaticamente.
Se quiser que a ferramenta tenha um icone, pode-se produzir um icone qualquer

para a ferramenta, clicar em icone e importar o desenho escolhido. Nosso icone
L]

sera: (2

e Clicar em concluido.

e Verificar que na barra de ferramentas foi colocado um novo icone para a nova
ferramenta de produzir pontos inversos de um ponto externo a elipse na mesma

aba onde se encontra a primeira ferramenta construida.

e Na barra “Menu”, clique em ‘Arquivo”. Em seguida clicar em “Gravar”. Dessa

forma as ferramentas estdo disponiveis para utilizacao posterior.

Atividade 24. Construcdo da inversido de um poligono externo a elipse.

Nessa atividade vamos aprender a construir um poligono regular e em seguida obter

a imagem da sua inversao.

e Construir uma elipse centrada na origem como foi feito na atividade
=)

e Marcar dois pontos préximos entre si, fora da elipse. Abrir-se-4 uma caixa para

e Selecionar a ferramenta “Poligono regular”

digitarmos o numero de lados/vértices do poligono (109). Na caixa, digitar 4

para fazermos um quadrado de vértices A, B, C e D.

- —_———— 5

Vertices

4 [a]

| DK H Cancelar l

Figura 109: Caixa de poligono regular - GeoGebra.

e Clicar com o botdo direito do mouse sobre os vértices do quadrado a depois

selecione “Exibir Objeto” para esconder os pontos e seus nomes.
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e clicar sobre uma aresta do

Selecionar a ferramenta “Ponto em Objeto”

quadrado.

Selecionar a ferramenta “Inversdo de um ponto externo a elipse” ®, clicar na

elipse e depois no ponto P. Formar-se-a o ponto inverso.

Para o ponto P selecione “Habilitar rastro” e para P” selecione “animar”.

>

Clicar no botédo “Play” e observar a formacdo da imagem inversa.

[ ponto inverso.ggh

Arquivo  Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,

} Janela de Algebra b Janela de Visualizagéo &
Conica
® c0.64x+1.78y°=16
Paoligono
@ pol1=24 a

Entrada 33

Figura 110: Caixa de poligono regular - GeoGebra.

O resultado encontrado deverd ser parecido com aquele que consta na figura
pois a figura formada com a inversao vai depender da posi¢do do quadrado em relacéo

a elipse.
Responda:
a) A figura formada pela inversdo é um poligono como o objeto submetido a ela?

b) Com a animac@o do ponto P € possivel observar que este se desloca em velocidade
constante. Ja a velocidade de deslocamento do ponto P” sofre variacbes bruscas como

no caso da formacfo da inversio da elipse observada na atividade

c) Os segmentos de reta submetidas a inversdo geram segmentos de reta?

114



5.2 INVERSOES - APLICAGCOES E ATIVIDADES

=]

d) Selecionando a ferramenta “mover” k== clicar em seguida sobre o quadrado e

arrastd-lo para cima da elipse. Iniciar a anima¢do. Como a formacao da inversao se

comportou (figura111)?

%' ponto inverso.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

| P Janela de Alge_brg _. » Janela de Visualizagéo

| Cdnica

L@ c:0.64%F + 178y =16

- Poligono

- pol1=24

Fonto

; A=(3.36,1.34)
B=(4283, 1.84)
0=(0,0)
P=(4.42,3.06)
P" = (2.43,1.68)

-~ Segmento

L@ a=155

Entrada:

Figura 111: Caixa de poligono regular - GeoGebra.

Atividade 25. Inversdo total de um ponto P qualquer.

Nas atividades anteriores[21]e[23|foram criadas ferramentas para facilitar o processo
de obtencdo de inversdes. Em ambas, os inversos sdo obtidos através de animacao do

ponto P e habilitacio do rastro de seu inverso externo P’ e de seu inverso interno P”.

Movendo-se o ponto ou a figura de dentro da elipse de inversdo para fora ou vice-
versa, pode-se notar que ndo ha a formacao do inverso.

Portanto na atividade seguinte, serdo estabelecidos procedimentos que “generali-
zam” a inversdo, ndo importando se o objeto que sofrera a inversdo esteja interno,
externo ou esteja sobre a elipse inversora. Por isso no titulo da atividade dizemos In-
versdo total. A imagem da inversdo do objeto serd visualizada independente de sua

posicao relativa ao agente inversor, a elipse.
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Procedimentos:

116

Iniciar o GeoGebra e abrir o documento “Ponto inverso” (atividade [23)), onde

estdo gravadas as 2 ferramentas de inversao na elipse.
Como a janela de visualizacdo em branco, construir uma elipse de centro O.

Marcar um ponto P dentro da elipse.

®

Selecionar a ferramenta de inversao

=]

Selecionar a ferramenta “mover” k== e levar o ponto P para a parte externa da

para criar o inverso externo de P e

renomar como P’.

elipse.

Selecionar a ferramenta de inversio (=2 para criar o inverso interno de P e

renomar como P”.
Observar que os pontos P, P’ e P” estdo alinhados.

Movimentar o ponto P para dentro e para fora da elipse. Quando P for exterior a
elipse, o ponto P” deve aparecer no interior da mesma. Quando P estiver interior

a elipse, o ponto P’ deve aparecer no exterior da mesma.

Para criar uma ferramenta que faca todo o processo descrito nessa atividade,
clicar no menu “Ferramentas” e em seguida selecionar a opcao “Criar uma Nova

Ferramenta”.
Na caixa que se abrird, na aba “Objetos finais” selecionar os pontos P’ e P”.
Na aba “Objetos iniciais” selecionar a elipse e o ponto "P”.

Na aba “Nome e icone” digitar “Inversdo total” como nome da ferramenta e

“Clicar na elipse e depois no ponto” para ajuda da ferramenta.

Desenhar um icone para a ferramenta 2 e anex4-lo, clicando em seguida em

“Concluido”.

Com a ferramenta criada na mesma aba das ferramentas anteriores, basta mar-

car um ponto H qualquer na janela de visualizacio para testa-la. Criado o ponto
[ ]

H, clicar na nova ferramenta (<*) e entdo na elipse e no ponto H criado. Fazer

o teste levando o ponto H para dentro e/ou para fora da elipse.
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Atividade 26. Inversao total de um objeto P qualquer.

Aqui vamos explorar os resultados da atividade anterior (25) acrescentando mais
alguns resultados visuais do GeoGebra que facilitam o entendimento e elevam nosso

grau de compreensdo sobre inversao.
Procedimentos:

e Iniciar o GeoGebra e abrir o documento “Ponto inverso” (atividade [23]), onde

estdo gravadas as 3 ferramentas de inversdo na elipse.
e Como a janela de visualiza¢do em branco, construir uma elipse de centro O.
e Selecionar na Barra de Ferramentas a opc¢ao “Poligono Regular” .

e Construir um tridngulo (ou qualquer outro poligono que queira) no exterior da
elipse e esconder todos os seus vértices clicando sobre cada um deles com o

cursor do mouse (botéo direito) e selecionando a opcdo “exibir objeto”.

e Selecionar a ferramenta “Ponto em objeto” = e clicar sobre uma das arestas do

triangulo. Renomear este ponto como P.

e Selecionar a ferramenta “Inversdo completa” 3. Clicar sobre a elipse e em

seguida sobre P. Renomear o novo ponto marcado como P”.

e Selecionar a ferramenta “mover” m, clicar sobre o tridngulo e arrasta-lo para
dentro da elipse inversora. Notar que o ponto P’, inverso de P, apareceu fora da

elipse com outro nome. Renomed-lo como P’.

e Selecionar a ferramenta “Lugar Geométrico” , clicando em seguida sobre P’ e
depois sobre P. Notar que o GeoGebra desenhou o lugar geométrico de P’ em
relacdo a P (figura(112).

e Selecionar a ferramenta “mover” , clicar sobre o triangulo e arrasta-lo para
fora da elipse inversora. Notar que a figura que representa a inversao do trian-

gulo desapareceu.

e Refazer os procedimentos do item anterior comecando por selecionar a ferra-

menta “Lugar Geométrico”

e Clicar no ponto P” e depois no ponto P. O programa se encarrega de desenhar

o inverso do triangulo externo a elipse (figura[113), ou seja, o lugar geométrico.
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ponto inverso.gg

Arquivo Editar Exibir Opcdes Femamentas Janela Ajuda

.IIIIDIIIIE

b Janela de

¥ Janela de Algebra

- Cénica 91

@ Cl0.64x7+ 178y =16
Lugar Geamétrico

i@ g1 = LugarGeométrico[P
Poligone

i@ poll=155

- Ponto

A=(1.46,04)

H B =(3.09, 1.36)

@ 0=(0,0

i@ P=(145154)

i@ P'=(4.19,4.43) c

;. P" indefinido
Segmento

@ a=189

< m r

Entrada:

Figura 112: Imagem da inversdo de um triangulo interno a elipse - GeoGebra.

|3 ponto inverso.ggb

Arquivo Editar Exibir Opces Femamentas Janela Ajuda

IIIDIIIIE

ais

» Janela de

» Janela de Algebra

Cénica 102
@ c0.64% +1.78y =16
Lugar Geoméirico
lg1 indefinido
--@ 1g2 = LugarGeométrico[P
Paligono
® poli=775
Ponto
A=(5.54,0.72)
B=(6.5,4.84)
@ 0=(0,0)
@ P=(654384)
P* indefinido
- P"=(151,113)

Segmento
® a=-423 -8 5 -4

< ] ,

Enfrada:

Figura 113: Imagem da inversdo de um tridngulo externo a elipse - GeoGebra.

e Selecionar a ferramenta “mover”

-j, clicar sobre o triangulo e arrasta-lo pelo

plano para verificar as modificacbes que podem ocorrer.

a) Colocar um dos lados do triangulo sobre o centro da elipse. O que pode-se

notar?

b) Deslocar o tridngulo e colocéd-lo dentro da elipse de modo que o centro dessa

ndo pertenca a superficie do triangulo. Obsevar a imagem do inverso produzido.
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Em seguida posicione o triangulo de modo que este contenha o centro da elipse.

O que se pode observar sobre a imagem do inverso obtida?

5.2.3 Tangenciando Circulos

A inversdo cldssica, em relacdo a circunferéncia, é a mais conhecida. Muitas séo
as aplicacOes das inversdes Geométricas dentro da prépria matemdtica. Consta em
[31] algumas dessas aplicagdes, tais como no Teorema de Feuerbach e no Teorema
da cadeira de Pappus. Em [|6] ainda sdo citadas aplicagdes no Teorema de Miquel.
Em [27] é citado o inversor de Peaucellier, o problema de Apolonio, Cadeia de Steiner

e os arbelos.

Para [20] Jacob Steiner (1796-1863) teria sido um dos pioneiros a lidar com os
conceitos de inversdo geométrica. Seu problema seria resolvido quando, dadas duas
circunferéncias ndo concéntricas, fosse possivel encaixar perfeitamente outras circun-
feréncias que tangenciassem as duas circunferéncias dadas e também tangenciassem

as demais que fossem encaixadas (figura[114).

e,
_,/‘J
x

“‘7”/

;/ |". : J/ i “\4&
\\ /’ l.\ __)—..,_\
N A /,,5

\ (-} /

T A

Figura 114: Os circulos de Steiner. Fonte: [20].

O problema de Steiner necessitava de um artificio para ser reduzido a um problema
de menor complexidade, de modo que as duas circunferéncias fossem concéntricas.

Sequéncia de sete circulos preenchendo estrategicamente o espaco compreendido en-
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tre outras duas . A solucdo estava na utilizacdo de uma ferramenta poderosa: a teoria

das inversoes circulares.

De acordo com [27] os centros das sete circunferéncias do problema inicial estdo

dispostos sobre uma elipse.

Em [35]], baseado nas aplica¢bes anteriores, hd uma aplicacdo interessante da inver-
sdo em elipses que se refere a uma cadeia de elipses (Cadeia de Pappus) posicionada
dentro de um arbelo e que o autor nomeia como Pappus chain ellipses (Cadeia de

elipses de Pappus).

Cadeia de elipses.

/
Corolério 5.1. Seja € a semielipse com o didmetro principal AB, e € , € semielipses no

mesmo lado de AB com o didmetros principais AC e CB respectivamente, ambas homotéti-

/
casa € (Figura|115|). Seja E,E, ..., uma sequéncia de elipses tangentes a Ee&, tal

como &, é tangente a Ei1e&un para todo n > 1. Se r,, € o semieixo menor de E, e

h, a distdncia do centro de E,, até AB, entdo h, = 2nr, [35].

— //_‘_..: — --E. - _““‘-H_h_k
| st TR *
£, Vo il By

.

% D // ) \l\
E"';—_____:' . /
W it Y .

A w 3 7 L +

Figura 115: Inverséo da elipse. Fonte: [|35]]

Demonstracao.
Seja ¢; a inversdo na elipse €;. (Na figura115|selecionamos i=2).

Pelo teorema [4.13] 9;,(E) e 8;(Ey) sdo retas perpendiculares & AB e tangentes a
elipse 81' . Dai, as elipses 9:(E) e 8,(Ey), --- irdo inverter as elipses tangentes em
retas paralelas a 8;(E) e 9;(Ey). Dai, h; = 2ir;.

Com base na demonstracdo anterior, construimos uma torre de elipses e fizemos a

inversdo numa elipse tangente a torre (figura[116) e, em seguida, afastamos a elipse
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000000000

Figura 116: Inversdo de uma torre de elipses tangentes a elipse inversora.

ndo deixando pontos comuns entre a elipse e a torre (figura[117} a fim de observarmos

o resultado.

0

X

S,

U

Figura 117: Inversdo de uma torre de elipses ndo tangentes a elipse inversora.
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Em ambos os casos as cadeias se formam, embora possamos facilmente observar que

as imagens obtidas ndo serdo sempre elipses homotéticas.

Atividade 27. Sobre a cadeia de elipses.

Observando as figuras e [117, expresse com suas palavras porque a torre de
elipses submetida ao processo de inversdo, gera as cadeias de elipses tangentes obser-

vadas.

5.2.4 A inversdo na engenheria mecdnica.

De acordo com [39], no século XVIII, por conta da revolucdo induistrial, James Watt
em 1784 inventou um mecanismo para produzir movimentos retilineos como o que
movia o pistdo da mdquina a vapor. Porém, eles descreviam movimentos aproximada-
mente retilineos (figura[118).

WECARNISMO DEWATT
AC=BD

P=ponto médio de CD
Ae Bfixados

Figura 118: Mecanismo inversor de James Watt [|39]].

Com isso, a aten¢do dos matemadticos foi atraida pelo desafio de produzir movimen-
tos retilineos, pelo menos teoricamente. Em 1864 o feito foi realizado por Peaucellier
cujo mecanismo de 6 varetas, chamado de inversor de Peaucellier, produzia através de
uma inversdo circular a transformcdo de movimentos circulares em retilineos (figura
119).

A transform¢do de um movimento especificos em movimentos retilineos continuam

a ser estudados até os dias de hoje (ver proximo item).
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/N

Figura 119: Esquema inversor de Peaucellier.

Bicicleta de rodas elipticas

Toda roda ¢é redonda?

Nao. Segundo a reportagem de [17]], o portugués Jacinto Oliveira, inventor de
Alentejo (interior de Portugal), criou uma roda eliptica (figura|120) e venceu o desafio

de produzir movimentos retilineos a partir de uma roda nao convencional.

Figura 120: Roda eliptica. Fonte: [[17]].

A roda eliptica é parte de uma bicicleta lancada no ano de 2014 durante o “Festival

Bike Portugal”. Foi apresentada depois de 3 anos de desenvolvimento (figura|121)).

Segundo o inventor, esse tipo de roda diminui a fadiga muscular por promover mo-

vimentos irregulares.
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Figura 121: Bicicleta Elip® que possui rodas elipticas. Fonte: II

“Como a roda tem essa configuracdo, de vez em quando, € necessario mais
forga, outras vezes é menor esforco, portanto. O musculo ndo estd sempre

a fazer o mesmo tipo de esfor¢o”.

Como jd vimos em [5.1.9|e no resultado da atividade [22|a velocidade desenvolvida por

um ponto na elipse varia de acordo com o referencial do ponto escolhido.

Dessa forma, em partes com maior velocidade é necessario menor esforco e na parte

que gera menor velocidade seria necessario maior esforco.
De acordo com o inventor, a bicicleta pode ser utilizada de duas formas:

e com solavancos, de forma que o selim nao fique estabilizado, ou seja, possivel-
mente vai desenvolver o movimento de uma cossendide como no exemplo da

elipse na moda (5.1.6)), a medida que se percorre a distancia desejada.

e sem solavancos, ao se ajustar um comando no guiddo de forma que o passeio
fique parecido como em um bicicleta normal. Neste modo, possivelmente, o eixo
eliptico da bicicleta deve ser deslocado de forma a tangenciar o centro da roda,
pois elipses que contém o centro da elipse inversora produzem uma reta como

imagem (teorema (4.13)).

No segundo caso, independente do movimento da roda, a mecénica do cubo, onde
se localiza “o segredo” da bicicleta, mantém o eixo estdvel em relacdo a superficie de
apoio.

Como pode-se observar na figura da roda (120), reproduzida na figura[122] a roda

eliptica tem uma circunferéncia no centro, onde € colocado o cubo mecéanico que pro-

duz o movimento retilineo do selim.
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A%

N

Figura 122: Estrutura da roda eliptica.

Como nao foi possivel obter maiores detalhes sobre o mecanismo do cubo mecanico
que proporciona o movimento retilineo da estrutura do veiculo, vamos supor seu fun-
cionamento com bases nos teoremas e[4.13} uma reta que néo contém o centro O
da elipse inversora, tem uma elipse que contém O como inverso; enquanto toda elipse
que contém o centro O produz uma reta que ndo contém o centro O como inverso.
Assim, o cubo da roda gera uma reta em seu movimento, qualquer que seja a posicdo
da roda. Para isso, vamos supor que o mecanismo corresponda a figura (123)). A elipse
menor é o eixo eliptico sempre fixo na estrutura da bicicleta. Quando o cubo gira em
volta desse eixo elipitico, 0 movimento causa a inversdo nessa elipse interna e pro-
voca a estabilidade estrutural da bicicleta de forma que tenha o movimento retilineo

desejado para o selim.

O movimento com solavancos seria produzido quando todo o mecanismo fica tra-

vado junto ao eixo eliptico e faz-se a roda girar ao seu redor.

Supomos também que para tal movimento a elipse do eixo seja homotética a elipse
da roda. Dessa forma, a reta gerada pela inversdo do eixo que gira sobre o ponto O,

pode ser transferida para o perimetro da roda.

Afastando-se a reta da elipse central, e levando a reta para tangenciar a elipse da
roda, podemos ver que a elipse central, que é o inverso da reta, ¢ homoteticamente
menor. A elipse da reta sendo homotética a elipse que gira tangenciando o centro,
geram um movimento retilineo. Por isso é possivel andar com a bicicleta de rodas

elipticas como se estivesse andando em uma bicicleta com rodas redondas e “normais”.
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Figura 123: Estrutura do cubo da roda eliptica.
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A.1 RESPOSTAS DAS ATIVIDADES PROPOSTAS

Atividade [T

Para obter as medidas dos semi-eixos maior (a) e menor (b) basta fazer a medicao
de ambos e dividir por dois. A distancia focal (2c) pode ser obtida através da igualdade
a? = b? + 2, de forma que, substituindo os valores de a e b encontra-se ¢ e em seguida
2¢. A excentricidade deve-se calcular por e = %. Ainda em relagdo as excentricidades,
quando mais proxima de zero, menos achatada a elipse (mdis préoxima da forma de
uma circunferéncia). Quanto mais proxima de um for a excentricidade, mais achatada

sera a elipse.
Atividade 2]

Independente do método utilizado para desenhar a elipse, o desenho obtdo deve ser
o grafico da figura (figura [124)

Figura 124: Resulatdo da atividade
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Atividade |3} Resposta na prépria atividade.
Atividade |4} Resposta na propria atividade.
Atividade |5} Resposta na propria atividade.

Atividade[6} O desenho da elipse encontrada deve corresponder a figura [125]

Figura 125: Resultado da atividade [g]

Atividade [7}

O desenho da elipse encontrada deve corresponder a figura[126]

Figura 126: Resultado da atividade

Atividade

O desenho da elipse encontrada deve corresponder a figura[127]
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Figura 127: Resultado da atividade

Atividade [OF

O desenho da elipse encontrada deve corresponder a figura 128

s
a
3
2
1
g
D w
D\:/ a

Figura 128: Resultado da atividade 9]

Atividade

Desenhando as drbitas escolhidas deve-se encontrar algo parecido com a figura [129}

a) Observando a figura podemos verificar que quando comparamos elipses com
a mesma medida do eixo maior distincia dos focos diminui, a excentricidade dimi-
nui também. Sendo assim, quando a distancia dos focos aumenta, a excentricidade

aumenta também. A medida que os focos se aproximam a excentricidade tende a zero.

b) Quando a excentricidade aumenta a elipse fica mais achatada.
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e= o= e= e=

Figura 129: Resultado da atividade[10]

¢) Mantendo-se a medida do eixo maior, o eixo menor diminui quando a excentrici-

dade da elipse aumenta. As medidas variam de forma inversamente proporcional.

d) Se tivessemos mantido o eixo menor, a medida que a excentricidade aumentaria

o eixo aumentaria também. As medidas variam de forma diretamente proporcional.
Atividade

O gréfico pedido na atividade estd representado na figura [130]

f(x) = cos (x)

h(x) = 5+3 cos (x)

Figura 130: Resultado da atividade[10]

a) Ao multiplicar a funcdo por 3 a amplitude aumentou 3 vezes (foi multiplicada por
3).
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b) Ao adicionar 5 unidades a funcdo y = 3 - cosx o grafico foi deslocado 5 unidades
para cima. Para sermos mais especificos podemos dizer que o gréafico sofreu uma

translacdo vertical de baio para cima.

¢) Ao multiplicar f por m, o périodo da fungdo ficar dividido por m. Em seguida,
multiplicando a fungéo por -MN os pontos de maximo da funcédo se transformam em
pontos de minimo e a amplitude fica multiplicada por MN. Por fim, adicionando MN

ocorrere uma translacdo vertical de baixo para cima de MN unidades (figura (131]).

B

f(x) = cos(x)
h(x) = —2 cos(2x)
q(x) = 2—2 cos (2 x)

Figura 131: Resultado da atividade[11]

Atividade[12]
O molde a ser obtido deve ter a mesma aparéncia daquele exposto da figura

Outra forma de se obter o molde € através de uma garrafa pet. Deve-se colocar dgua
até a metade da garrafa e inclind-la de forma que a superficie da d4gua passe a ser uma
elipse. Com caneta apropriada marca-se na superficie da garrafa a elipse que a agua

forma dentro dela. Em seguida, basta cortar a garrafa para obter o molde desejado.
Atividade [13]

a) A curiosidade da mesa de bilhar eliptica é que toda bolha posicionada no ponto

indicado, quando impulsonada com o taco cai na cagapa localizada no outro da mesa.
b) A propriedade refletora da elipse é a utilizada na mesa de bilhar eliptica.

¢) No lugar dos focos estdo a bola e a cacapa.
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d) Uma pessoa habilidosa poderia acertar a cagapa mesmo que a bola seja posicio-
nada fora do foco. Mas certamente qualquer pessoa, mesmo sem habilidade, é capaz

de acertar a cacgapa se posicionar a bola no foco indicado na mesa.
Atividade
a) A direcdo seguida pela perturbado da dgua € o outro foco da elipse.
b) Nao, a perturbacdo s6 seguira o caminho do foco 2 se for causada no foco 1.

c) Em qualquer elipse, um raio emitido a partir de um dos seus focos em direcdo a

linha de seu perimetro, ird ser refletido na direcdo do outro foco da elipse.
Atividade [I5]

Utilizando a imagem da praca Sado Pedro, apoés colocd-la no GeoGebra obtemos a

figura

Figura 132: Resultado da atividade[15]

Com as medidas encontradas para o eixo maior e menor pode-se calcular a excentri-

m= () -(3)
. : c Var—-1b? 2 2
cidade pedida: e = o= . = 5 8i

=0,31
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A pesquisa sugerida deve seguir os procedimentos anteriores e os dados obtidos

devem ser comparados.
Atividade
a) As engrenagens elipticas podem ser utilizadas em equipamentos de torque.

b) O equipamento de torque é utilizado para aumentar a forca de aperto de para-
fusos. Como exemplo podemos citar as maquinas utilizadas para trocar os parafusos
dos pneus nas corridas de férmula 1. Tem a mesma funcao que uma alavanca. A dife-
renca é que a alavanca, para executar grandes esforcos, necessita ter um cabo bastante

alongado enquanto um equipamento de torque ocupa um espaco reduzido.

¢) A funcao das engrenagens elipticas € multiplicar a forca humana exercida durante

o trabalho.

d) O equipamento de torque pode ampliar a forca exercida em multiplos de 5, ou
seja, 5:1, 25:1 e 125:1.

Atividade
As imagens obtidas vao variar de acordo que aquele que as fotografou.

A importédncia maior estd em comparar as duas imagens obtidas: antes e depois da
inversdo. Deve-se observar que retas transformam-se me curvas, o perpendicularismo
fica desfigurado e até mesmo as curvas obtidas na inversdo da imagem se torna dife-
rente. Respondendo a ultima pergunta: sim! Com alguma habilidade de desenho e
conhecimento de algumas propriedades de inversdo seria possivel reproduzir o ambi-

ente a partir da imagem obtida.
Atividade[18]

Primeiro questionamento: Observando a imagem formada no grande feijdo temos a

impressdo que a imagem nele formada esta dentro dele.

Segundo questionamento: Se estivessemos dentro do objeto teriamos a impressdo

que a imagem estaria do lado externo.
Terceiro questionamento: Como o ponto estaria sobre a superficie inversiva nao
exitiria imagem, ou seja, imagem da inversdo seria o proprio ponto.

Quarto questionamento: Vai depender do caso. Se o ponto for interior a imagem
sempre estard mais distante do que o ponto, da superficie inversora. Ja se o objeto
for exterior, a imagem sempre estara mais proxima da superficie inversora do que o

ponto.
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A definicdo pedida estd em
Atividade

a) Quando o ponto P é deslocado para perto da elipse e consequentemente para

perto do ponto Q, o ponto P’ também se aproxima de Q.

b) Quando o ponto P é deslocado para perto do centro da elipse a sua imagem P’ se

desloca para o infinito.
Atividade

a) Quando o ponto P é deslocado para perto da elipse e consequentemente para

perto do ponto Q, o ponto P” também se aproxima de Q.

b) Quando o ponto P é deslocado para longe da elipse ou para longe do ponto Q a

sua imagem P” se desloca aproximando-se do centro da elipse.
Atividade 21} Realizar os procedimentos descritos na prépria atividade.
Atividade
a) A velocidade de P’ é maior quando P se aproxima do centro da elipse.

b) A velocidade de P’ é menor quando P se distancia do centro e se aproxima da

elipse.

c) A parte da figura invertida que ficou pontilhada se deve a grande velocidade do
ponto P’. A velocidade de P’ é tdo grande que o software nio consegue imprimir o

rastro de todos os pontos do seu lugar geométrico.
d) A figura obtida na inversdo nédo é uma elipse
Atividade [23}Realizar os procedimentos descritos na prépria atividade.
Atividade
a) Néo, a figura obtida ndo é um poligono.

b) O ponto P” sofre variacdes de velocidade mas néo tao bruscas como foi observado
na atividade Os segmentos de reta percorridos por P depois da inversdo ficardo
internos a elipse e a figura obtida serd menor que a original. Dessa forma o espago

percorrido por P” é reduzido e por isso sua velocidade nio temgrandes variagoes.

¢) Os segmentos de reta que compdem o poligono sofrem inversdo e sdo transforma-

dos em arcos de circunferéncia.
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d) Foi formado somente o inverso da parte do poligono que ficou no exterior da

elipse inversora.

Atividade 25} Realizar os procedimentos descritos na prépria atividade.

Atividade 26

a) Nota-se que o lado do tridngulo (segmento de reta) inverte-se em segmentos de

reta.(figura[133)).

o

SEGMENTO 1

SEGMENTO 2

Figura 133: Imagem da inversdo de um segmento de reta que contém a origem - Geogebra.

b) No primeiro caso, nota-se que o inverso possui “bicos” (figura[134).

Figura 134: Imagem da inversdo de um triangulo externo a elipse - Geogebra.
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E como se de uma elipse tivessem sido retirados dois pedagos de outras elipses.

No segundo caso, nota-se que o inverso possui “reentrancias” (figura|135))

204

3 REENTRANCIAS

Figura 135: Imagem da inversdo de um triangulo externo a elipse - Geogebra.

E como se trés elipses tivessem sido sobrepostas.
Atividade

Uma reta ndo contendo o centro O da elipse tem como inverso uma elipse homoté-
tica da elipse inversora passando por O (4.10).

A funcdo de inversdo modifica a aparéncia dos elementos invertidos mas ndo mo-
difica a relacdo entre eles. Portanto, a pilha de elipses deve continuar entre as duas
retas mesmo depois da inversao, o que gera a cadeia de elipses tangentes entre as duas

elipses ndo concéntricas.

Pelo teorema temos também que a imagem de uma elipse que nédo passa pelo
centro O tem como imagem uma elipses homotéticas a elipse inversora que também

nao passa por O.

Como as elipses geradas pela inversdo ndo sdo homotéticas a elipse inversora, pode-

se concluir que as elipses que compdem a torre nao sdo homotéticas a elipses inversora.
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