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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma visdo sobre os principios das curvas planas.
Iniciamos o desenvolvimento dos estudos com as conicas: parabola, elipse e
hipérbole que s&o aplicadas no Ensino Médio normalmente usando equacgfes
cartesianas. Abordaremos o assunto destas e outras curvas usando equacles
paramétricas, com intuito de mostrar a vantagem de utiliza-las. Abrangeremos em
Nnossos estudos a catenaria, a cicloide e a curva de Bézier, curvas as quais nao sao
estudadas no Ensino Béasico, mas poderiam ser apresentadas como um desafio
motivador ao estudo da Matematica, explorando suas varias aplicacbes que
acontecem de maneira natural em nosso cotidiano. Apresentaremos propriedades
gerais das curvas como: continuidade, parametrizacdo, comprimento de arco, curva
suave, curvatura e outras, além de realizar a demonstracao do teorema fundamental
das curvas planas e para finalizar estudaremos uma curva exética, conhecida como
curva de preenchimento de espaco, construida pela primeira vez pelo matematico
italiano Giuseppe Peano.

Palavras-chave: Curvas planas; Parametrizacdo; Curva de Peano.



Abstract

In this work we will present an insight into the principles of flat curves. We start with
the conics: parabola, ellipse and hyperbole which are applied in high school usually
using Cartesian equations. We will discuss those and other curves using parametric
equations, in order to show the advantage of using them. We will cover in our
studies the catenary, the cycloid and a Bézier curve, curves which are not studied
in basic education, but could be presented as a challenging motivation to the study of
Mathematics by exploring their various uses that happen naturally in our everyday
lives. We will introduce general properties of curves as: continuity, parameterization,
arc length, smooth curve, curvature and others, in addition to the proof of the
fundamental theorem of plane curves, and finally we will study an exotic curve,
known as space-filling curve, built for the first time by the Italian mathematician
Giuseppe Peano.

Keywords: Plane Curves; Parameterization; Peano curve.
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Introducao

Este trabalho apresenta alguns principios sobre curvas planas. A motivacao
do tema é baseada nas disciplinas de MA 23 (Geometria Analitica) e MA 22
(Fundamentos de Céalculo) do curso PROFMAT. Além das duas disciplinas tomamos
outros autores como referéncias de estudo. Dividimos a dissertagdo em cinco
capitulos. O nosso publico alvo sdo os professores do Ensino Médio, que deverdo

relembrar contetdos de célculo diferencial integral e geometria analitica.

O primeiro capitulo trata de conceitos preliminares dos quais faremos uso ao

longo do trabalho, muitos deles pertencentes as disciplinas mencionadas acima.

No segundo capitulo iremos esclarecer o que € uma curva parametrizada e
sua convencdao para a expressao cartesiana. No estudo das curvas € comum utilizar
equacdes cartesianas no Ensino Médio, isto é, uma variavel dependente e outra
independente, ou seja, y = f(x). Mas existem tracos impossiveis de serem descritos
na formay = f(x) como, por exemplo, a cicloide. Para resolver este problema e
outros defendemos a introducdo no Ensino Médio das equacdes paramétricas.
Abordaremos ainda no segundo capitulo as cobnicas, a catenaria e a cicloide

apresentando as equacdes paramétricas, propriedades e aplicacdes.

O terceiro capitulo apresentara propriedades gerais das curvas planas,
definindo o que é uma curva continua, o conceito de curva suave, curva regular,
vetor velocidade, vetor aceleracdo e deduziremos a fungdo comprimento de arco. O
entendimento da funcdo comprimento é fundamental para introducdo ao conceito de
reparametrizacdo. Realizaremos uma breve andalise do comportamento da curva de
Bézier. Estudaremos os invariantes geométricos de uma curva, que permitem
especificar a curva e as curvas obtidas dela por rota¢gdes e translacdes, na forma da
funcdo curvatura sujeita as equacbes de Frenet. Para finalizar este capitulo

demonstraremos o teorema fundamental das curvas planas.

No quarto capitulo dedicamos 0 nosso estudo a uma curva conhecida como
curva de preenchimento de espaco que tem caracteristicas particulares e demons-
traremos as propriedades de continuidade, sobrejetividade e néo diferenciabilidade
em nenhum ponto. A ideia de sua construcdo € o que a diferencia de qualquer outra

curva, porque leva todos os pontos de um segmento [0,1] a todos os pontos de um
10



quadrado [0,1]? de tal forma que atenda as propriedades citadas. Geometricamente
€ 0 mesmo que pegar todos os pontos de um segmento de reta e preencher um

guadrado de mesma dimensao do segmento.

No quinto capitulo faremos algumas consideragdes finais sobre o nosso es-
tudo, apontando a relevancia da curva no estudo da Matematica.
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1 Preliminares

Este capitulo destina-se a abordar conceitos de distancia entre dois pontos,
vetores, produto escalar, limite, continuidade, diferenciabilidade e funcbes vetoriais,
termos que serdo empregados ao longo deste trabalho. Também necessitaremos do

conceito de base e sua orientagéo, advinda da geometria analitica.

1. Distancia entre pontos e vetores no plano
Definicdo 1.1 Sejam os pontos P = (xp,yp) € Q = (xq,¥q) NO plano a dados por um

sistema de eixos ortogonais 0X e 0Y, a distancia de P a Q, representada por d(P, Q)

serd calculada por:

d(p,Q) = \/(xp - XQ)Z + (yp - 3’0)2

Definicdo 1.2 Dados os pontos P = (xp,yp) € Q = (xq,¥q) N0 plano, o segmento de

reta orientado representado por u = P_Q’ = (a,b) é o que chamaremos de vetor de P

aQ,ondea=xy,—xp€b=y5—yp.

Definicdo 1.3 A norma ou o comprimento do vetor v € o numero positivo ||v|| dado
pelo comprimento de segmento de reta representante de v. Se v= (a,b) a sua

norma ||v|| é calculada por

lvll = va* + b?

Definicdo 1.4 O produto escalar (ou produto interno) de dois vetores u = (a,b) e
v = (c,d) é o escalar denotado por (u, v) definido por:

(u,v) =a.b+c.d
Teorema 1.1 (Interpretagdo geométrica do produto escalar) Se u = (a,b) e v = (c,d)
sao dois vetores nao-nulos, entao

(w,v) = |lull.llv]l.cos 8
onde 6 € o menor angulo entre os vetores u e v quando aplicados a um mesmo

ponto.

12



Prova: Sejam u = (a,b) e v=(c,d) e 6 o0 angulo entre os vetores u e v, € w um
vetor com coordenadas (a — ¢, b — d), logo os vetores u, v e w formam um triangulo
com w oposto a 6, aplicando a lei do cosseno,

Iwll? = llull® + llvil* = 2llull. llv]| cos 8
(a—c)*+ (b—d)*>=a*+ b*>+ c*+ d* - 2||ull.||v]|.cos 8

—2ab — 2cd = 2||u]l.||v||.cos @
ab + cd = ||u]]. ||v]|.cos &

Usando a definicdo 1.4, segue

(u,v) = ||lull.|[v|]. cos 8
Desse modo, dois vetores sao ortogonais (angulo de 90° entre si) precisamente

guando sao néo nulos e tém produto escalar 0.

2. Funcdes reais e vetoriais

Definigcdo 1.5 Sejam A e B dois conjuntos contidos nos reais. Uma funcgéo real de
uma variavel é uma relacdo f:A - B que, a cada elemento x € A, associa um e
somente um elemento y € B.

Os conjuntos A e B sdo chamados de dominio e contradominio de f. O
conjunto f(A) ={yeB; 3xe A, f(x) =y} c B é chamado de Imagem de f.

Uma funcédo real de duas variaveis pode ser descrita pela relacédo f:A - B
que, a cada par de elementos (x,y) € A, associa um e somente um elemento z € B.

Analogamente existem funcbes com varias variaveis.

Exemplo 1.1 Seja f(x,y) = x? + y?, entdo f é uma funcdo de duas varidveis como
dominio e contradominio contido nos reais e a sua imagem €é o conjunto dos reais

positivos.

Definicdo 1.6 Uma fungdo cujo dominio € um conjunto de nimeros reais e cuja
imagem é um conjunto de vetores & chamada de funcéo vetorial.

Isso significa que para todo t no dominio de rexiste um Unico vetor u
denotado por r(t). Se r(t) pertence ao plano, entdo r(t) = (f(t), g(t)), onde f(t) e
g(t) sao funcbes de valor real, chamadas de componentes de r. Uma forma
equivalente de descrever é r(t) = f(x)i + g(t)j, onde i = (1,0) e j = (0,1) sédo os
vetores unitarios candnicos ou da base candnica.

13



Exemplo 1.2 A funcéo vetorial 7(t) = (1 +t,2 + 5t) descreve uma reta. De fato, as
suas componentes sao lineares, logo r(t) descreve um movimento retilineo. Para
demonstrar, veja que r(t) = (1,2) +t(1,5), ou seja, o segmento de (1,2) a r(t) é

sempre paralelo ao vetor (1,5).

3. Limite, continuidade e diferenciabilidade.

Definicdo 1.7 Seja f: X — R™ uma fungéo de variavel real em x. Dado um namero a,

diz-se que o vetor L é o limite de f(x) quando x € X tende a a, e escrevemos

lim,_, f(x) = L, se para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que
0<|x—al<dé =2|Ifx)—-L|< ¢

No cao n = 1, L sera um nimero real.

Exemplo 1.3 Seja a fungéo real dada por f(x) = 4x — 5, prove que o limite de f é

igual a 7 quando x tende a 3.

Usando da definicdo 1.7 a representacao,

FO) =L < e o |4x—5-7] = |4(x =3)| < ¢ & |(x=3)] <Z
Como queremos 0<|x—al|< §e=0<|x— 3] < §, isto sugere que podemos
escolher & = ~.

Exemplo 1.4 Seja a funcdo vetorial dada por r(t) = (1+t3, et), determine o

lim,_q 7(t).

Determinar o limite de uma funcao vetorial é calcular o limite para cada componente,
limeo7(t) = (limeo 1+ £3,lim,_qet)

lim,_r(t) = (1,1)

Definicdo 1.8 Seja f: X — R"™. Diz-se que f é continua no ponto a € X, quando, para
todo ¢ > 0, dado arbitrariamente, pode-se obterum § >0talque xeX e [x —a| < 6
impliquem ||f(x) — f(a)|| < e. Uma forma equivalente de escrever é lim,_, f(x) =
f(a). Dizemos que uma funcdo € continua se for continua em todos os pontos de

seu dominio.

Definicdo 1.4 Seja f: X — R™. A fungéo f diz-se diferenciavel em a € X se existir 0
limite
fe)-f(a)

lim
xX—>a x—a

14



A este limite chama-se derivada de f em a e representa-se por f'(a).
Teorema 1.2 Seja f: X — R™. Se f for diferenciavel em a, entéo f é continua em a.

Prova: Para provar que € continua em a, temos que mostrar que lim,_, f(x) = f(a).

Por hipétese f é diferenciavel em a entdo f'(a) = lim,_, existe. Multipli-

f()-f(a)
xX—a
cando e dividindo f(x) — f(a) por x — a(x # a), temos

FOO) = f(@) = (f(x) = fa)). E2

X—a

Calculando o limite com x tendendo a a
lim,g [ () — f(@)] = lim,,, 22D (x — )
limyq[f(x) = f(@)] = f'(@).0
limy,q[f(x) = f(@)] =0
Para usar a informacao lim,_,[f(x) — f(a)] = 0, vamos comecar com f(x) e somar
e subtrair f(a),
limyq f(X) = limy_q[f (@) + f(x) — f(a)]
= limy4[f (@) + (f () — f(a))]
= limy_,q f (@) + lim, [f (x) = f(a)]
= f(a)

Portanto f € continua em a.

15



2 Parametrizacéo e aplicagdes de algumas curvas

elementares.

Apresentaremos a importancia das curvas para o estudo de qualquer area da
Matematica, com destaque no conceito de parametrizacdo para analises das curvas
e nas ultimas secdes deste capitulo faremos referéncias a grandes problemas de

matematica relacionados a curvas elementares e por fim aplicacdes cotidianas.

2.1 Parametrizacao

A ideia precisa de curva € um trabalho longo e complexo, mas para um
primeiro conceito deve ser considerado os principios da geometria analitica, uma
curva no plano é um conjunto de pontos (x,y) € R* que satisfaz uma equacéo do
tipo:

F(x,y) = 0,comxeyeR
Exemplos que se enquadram nessa definigdo:

w i W i

t4yt=1 ax+by+c=0 ax®+bx?+ox+y=0
4xi(x*—1)+vi =0 v y—xi=0

Figura 1: Curvas do tipo F(x,y) = 0

16



As descricbes da forma F(x,y) =0 ou F(x) =y sao o que chamaremos de
equacdes cartesianas.

A definicdo analitica nos leva a ideia intuitiva de curva continua. Imagine uma
particula que se movimenta ao longo de uma curva e que sua posi¢cao depende do
instante t, por exemplo, podemos descrever as suas coordenadas em funcéo de t,
isto &, P (t): (x(t),y(t)) representa a variagdo do ponto sobre o trajeto da curva C

onde t € [a,b] com a e b € R. Entdo podemos reescrever a definicdo de curva como:

Definicdo 2.1 Se as coordenadas x e y do ponto P pertencente a uma curva

C podem ser descritas em funcédo de uma variavel t, entdo a curva fica definida,

C = {P@) = (x(6),y(®) € Rt € [a,b]}

Na definicdo x(t) representa o avanco horizontal e y(t) o deslocamento
vertical do ponto P(t), isto €, x(t) e y(t) sdo coordenadas parametrizadas e o vetor

(x(t), y(t)) em funcao de t é a curva parametrizada.

Suponhamos P(a) ponto de partida e P(b) como ponto final, caso P(a) =

P(b) dizemos que a curva é fechada. O conjunto C é o traco da curva.

As equacles paramétricas sao raramente utilizadas no Ensino Médio. Curvas
elementares como retas, circunferéncias, pardbolas e elipses podem ser descritas
facilmente utilizando o conceito de equacédo paramétrica e, portanto, propomos que
essa definicdo seja introduzida no curriculo do Ensino Médio. No nivel superior, a
parametrizacdo assume grande papel no estudo de teoria relacionada ao Calculo,
Geometria Analitica, e principalmente em Geometria Diferencial. Uma grande
vantagem que também pode ser citada e que ndo faz parte deste trabalho é
extensdo para espacos qualquer (R™).

A equacdo paramétrica vetorial da reta pode ser definida por um ponto (xo,yo)
pertencente a reta r, um vetor u = (a, b) paralelo a r e um parametro t, todos 0s
pontos (x,y) da reta r podem ser definidos por:

{x =x, + at
T

y =y, + bt 04 o3 = (x00) + (@, b)t

No proximo topico aprofundaremos o conceito de parametrizacdo de curvas

planas utilizando algumas aplica¢gfes para a visdo geral da importancia do assunto.
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2.2 Parametrizagdes de curvas planas

A parametrizacdo € a descri¢cdo do traco formado pela movimentacdo de um
ponto nos sistemas de coordenadas cartesianas x e y, onde x e y dependem do

instante t ou em geral de um parametro t, isto é:

x =x(t)

, onde t pertence a um intervalo I.
y=y() P

m&{
As equacdes x =x(t) e y =y(t) sdo uma parametrizacdo da curva.
Podemos definir P: I - R? P(t) = (x(t),y(t)) como a prépria curva.
Exemplo 2.1 Seja C uma curva descrita pela equacao paramétrica

=143t . ~ :
P(t): {;C/ — > -_I_I_ p ot € R. Qual é a equacdo cartesiana que descreve a curva?

Para descobrir a equacédo cartesiana que descreve a curva, vamos buscar
uma expressao ndo dependente do parametro t.
Usando x = 1 + 3t e isolando t temos:
x = 1+3t
t =

x—1
3

Substituindo t na segunda equacéao temos,

y =2+t
x—1
=2+ 5
x 5
Y=373

Note que a equacdo cartesiana é dada por um polinbmio de primeiro grau,

-

portanto a curva descrita € uma reta.

Figura 2: Equacdo dareta y = §+ g
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Exemplo 2.2 Seja y = 1 + 2x a equagado cartesiana da curva, determine sua

parametrizagao.

Note que y depende de xe procuramos uma expressao paramétrica das
quais x e y dependam de uma determinada variavel. A técnica consiste em atribuir

uma expressao do qual x e y dependam somente do parametro t.

Sex = 2t,daequagdoy = 1+ 2x,temosquey =1+ 2.2t=1 + 4t, isto

S'D.\

x=2t
P(t)_{y=1+4t

Portanto P(t) € uma parametrizacdo daequacdoy = 1 + 2x.

Observe que P(t) ndo é unica, poderiamos supor x = —t e usando o

raciocinio analogo, obteremos y = 1 + 2x = 1- 2t, logo a nova parametrizacdo

€ dada por:

x=—t
P =1{, 1y
Para estudos posteriores utilizaremos com frequéncia o conceito de equacdes

paramétricas.

2.3 Propriedades e aplicacdo de algumas curvas elementares

O estudo da Matematica sempre esteve ligado a curvas, sejam elas
construidas através de conceitos puramente euclidianos como faziam os gregos ou
com estudo analitico de coordenadas influenciadas por René Descartes e Fermat ou
até mesmo pelo estudo infinitesimal da geometria diferencial protagonizado por
Newton e Leibniz.

Os grandes problemas relacionados as curvas foram garimpados ao longo da
histéria através da observagdo da natureza como a pardbola, elipse, catenéria,
espiral, fractais, entre outras. Nesta se¢do estudaremos as origens e propriedades
de algumas curvas naturais, para iniciar apresentaremos as conicas. Para finalizar
cada secdo deste capitulo faremos uma breve reflexdo sobre algumas curvas
elementares, descrevendo suas definicdes, equacdes candnicas, propriedades e

aplicacoes.
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2.4.1. Conicas

A elipse, a parabola, a hipérbole e a circunferéncia sdo chamadas de conicas,
devido a serem produzidas a partir de sec¢des no cone, isto €, a interseccao de um

plano Ccom um cone ou uma reta.

» A parabola é gerada quando o plano é paralelo a linha geradora do cone
(chamada geratriz);

» A elipse pode ser obtida cortando-se um cone reto com um plano transversal
as geratrizes do cone interceptando todas do mesmo lado do vértice. Caso o
corte seja paralelo a base do cone geramos a circunferéncia;

» A hipérbole pode ser obtida cortando-se um cone duplo reto com um plano
paralelo ao eixo do cone duplo, que intercepta algumas geratrizes de um lado
do vértice e outras no outro.

» Caso o plano passe pelo vértice do cone teremos simplesmente um ponto ou
uma reta.

A visualizacdo geométrica de cada seccao conica é apresentada abaixo.

4

Circulo Elipse

) 4

Hipérbole Parabola

Figura 3: Seccbes no cone
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Segundo Delgado; Frensel (2013), matematicamente as cOnicas podem ser

descritas pela equagéo quadratica da forma:
ax?+bxy + cy*’+dx+ey+f=0
Onde a, b, c,d, e e f sdo coeficientes que caracterizam cada uma delas.
2.4.2 Parabola
Definicdo 2.2 Parabola é o conjunto dos pontos P do plano tal que,
d(P,F) = d(P,d)

sendo F um ponto fixo chamado de foco, d a reta diretriz da parabola, d(P,F) a
distancia do ponto P ao foco F e d(P,d) a distancia do ponto P a reta d. O ponto V

pertencente a parabola mais proximo da diretriz € chamado de vértice da parabola.

Para escrever a equacao canonica da parabola em relacdo a um sistema de
coordenadas cartesianas, onde V(0,0) e F(0, c) para algum ¢ > 0, tomemos P(x,y) e
Q(x,—c), onde P pertence a parabola e Q a reta. Na figura abaixo podemos

visualizar os elementos da parabola.

P(x.y)

F(O,c)

V(0,0)
Q(x,-c)

Figura 4: Os elementos da parabola

Usando a defini¢cdo 2.2, d(P,F) = d(P,d) podemos escrever:

VO =02+ -2 =x-x%+(+c)?

x?+y%—2yc+c?=y%+2yc+c?
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2
Portanto a equacao cartesiana da parabola é dada por: y = %.

Uma equacédo paramétrica para a parabola pode ser criada a partir da figura

abaixo.

.’ - !
ot —l

Figura 5: O parametro t na parabola

Do desenho temos:

%2

tgt=%=>tgt=%=>x=4ctgt

2
eC0m0y=Z—C=>y=4ctg2t

Portanto uma equacao paramétrica da paradbola com eixo de simetria Oy pode ser

dada por:

x =4ctgt

P(®): {y = 4ctg?t

x=t

Também poderia ser P(t):{ _ t?, com uma simples substituicdo de x = ¢.
4c

Algumas aplicacdes da parabola.
Se giramos uma parabola em torno de seu eixo, ela vai gerar uma superficie

chamada paraboldide de revolucdo. Esta regido possui inumeras aplicacdes todas

proveniente de uma propriedade geométrica da parabola:

Propriedade: Considere que a parte interna da paraboléide seja espelhada, se uma
fonte de luz for colocada no foco, os raios que esta fonte irradia serédo refletidos

todos paralelamente ao eixo de simetria (principio dos refletores — Figura 6). De
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acordo com Wagner (1997), se ao invés de uma fonte luminosa tivéssemos um
elemento captador de sinais eletromagnéticos, as ondas eletromagnéticas emitidas
por satélites, propagando-se paralelamente ao eixo de simetria, na superficie interna
do parabolodide, convergiriam todas para o foco (principio das antenas parabdlicas
Figura 6).

A\ . y/
N = ;7
A TN

Figura 6: Divergéncia e convergéncia dos raios incidentes na

/L
[\

V]

parabola

Aplicacdo - Devido a propriedade de centralizar certo sinal eletromagnético no foco,
€ muito comum utilizar antenas ou radares com formato paraboldide ou no caso de
todo raio luminoso partindo do foco a superficie, estes refletem todos os raios
paralelos entre si, usamos esta caracteristica nos faréis de carro e lanternas.

Portanto as propriedades da parabola centralizam e potencializam o sinal.

Para a demonstracéo deste fato reproduziremos literalmente o raciocinio de Wagner
(1997, p. 10-15).

Demonstracao: Seja P um ponto qualquer da parabola de foco F e diretriz d,
tomamos D um ponto pertencente a diretriz tal que d(P,F) = d(P,D), sejaaretat a
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bissetriz do angulo FPD (Figura 7). Vamos mostrar primeiramente que P é o Unico

ponto tangente a parabola pertencente a t.

P
¥
(&
F «
- - .
.
_I\ -
o D e

Figura 7: Propriedade da reflexao

No triangulo PFD, como d(P,F) = d(P,D), segue que t é também mediana e altura
deste tridngulo, isto €, t é mediatriz do segmento FD. Tomando @ um ponto qualquer

gue pertence a t, mas distinto de P, se D' é a projecado de Q sobre d, temos
QF = QD > QD'

Segue que Q é exterior a parabola, e por consequéncia todos 0s pontos pertencen-
tes a reta com excecdo de P sdo exteriores a pardbola. Portanto t € tangente a

pardbola em P.

Prolongando o segmento DP, obtemos a semirreta PY. Segue que o angulo formado
pela semirreta PY e t é congruente ao angulo formado por PD com t, pois 0S
angulos sdo opostos pelo vértice. E como t € bissetriz do angulo FPD, o angulo
entre PF com t é congruente ao angulo formado pela semirreta PY com t. Como a
semirreta PY € paralela a reta ortogonal a d e que passa por F (eixo da parabola),

todo raio que incide de maneira paralela ao eixo da parabola passara pelo foco.

2.4.3 Circunferéncia

Definicdo 2.3: Circunferéncia é o lugar geomeétrico de todos os pontos P(x,y)

equidistantes de um ponto fixo O(a, b), onde chamamos esta distancia de raio r.
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Y

RO P(x,y)

Q ) |

Figura 8: A circunferéncia

Tomemos os pontos de acordo com (a,b) = (0,0), considerando a definigdo

2.3 e usando o teorema de Pitagoras temos:

[d(0,Q)]* + [d(Q,P)]* = [d(0, P)]?

x% 4 y2 =72

Uma equacao paramétrica para a circunferéncia pode ser dada em funcéo do

angulo t, veja Figura 9: y

P(xy)

Figura 9: Parametrizacdo da circunferéncia

Seja t 0 angulo entre o raio r com 0 eixo da abscissa, considerando as

relacdes trigonométricas teremos,

X
cost = - = Xx = r.cost

T
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sent=> = y = r.sent

T

Portanto uma equacdo paramétrica para circunferéncia com centro na origem é da

forma:

X =7r1.cost
P(t): {y . con ¢ cOM t € [0,27]

Aplicacdo — Uma das aplicacdes mais notavel e ainda pré-historica é a invencao da
propria roda para meio de transporte.
2.4.4 Elipse

Definicdo 2.4 Elipse € o conjunto dos pontos P(x,y) do plano tais que:

d(P,F,) + d(P,F,) =k, onde K € uma constate, F; e F, sdo pontos fixos chamados

de focos.
YA
P(x,y)
F1(—C,0) O F2(C,0) £

Figura 10: A elipse

Vamos determinar a equacao analitica que representa a elipse, para simplifi-
car, vamos centralizar a elipse na origem do plano cartesiano com seus focos em
(—c,0) e (c,0) e tomar k = 2a, coma >c¢, a € R. Aplicando a definicdo 2.4 com

as configuracdes da figura 10, teremos:

d(P,Fl) + d(P,Fz) = K

Jax+o)2+ y2+ J(x—c)*+ y2 = 2a
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\/(x+c)2+ y? = 2a — \/(x—c)2+ y?,

Elevando ambos os membros ao quadrado,

(x+c)?+ y? = 4a%- 4a/(x — )2+ y2+ (x —c)? + y?

x?+ 2xc + c*+= 4a® — 4a/(x — )2 + y2 + x®— 2xc + c? + y?

4xc = 4a® — 4a/(x — c)? + y?

xc= a?— ay/(x—c)? + y?

a? —xc= a\/(x —c)? + y?,
Elevando ambos os membros ao quadrado novamente,
a?[(x — ¢c)? + y?] = a*- 2xca? + x?c?
a?(x? —2xc + c?+ y?) =a* — 2xca? + x2c?
a’x? — 2xca? + c%a? + y%a? = a* — 2xca® + x2c?

a* + x2c?

a’x?+ c%a’ + y%a?

a2x2 _ xZCZ + y2a2 — a4—_ C2a2

.XZ (aZ _ 02)+y2a2 — aZ (aZ _ C2)

Como a > ¢ e tomando a? — ¢? = b?, x?b? + y%a? = a?b?, ao dividir ambos os

membros por a?b?, temos,

~ . : , x? 2 ~
Portanto a equacgao reduzida da elipse é pr + Z—z = 1, a e b s&o chamados

de semieixo maior e semieixo menor. O valor de a corresponde ao segmento de reta
formado pela distancia do centro a interseccao do eixo focal (eixo que contém os
focos) com a elipse. A medida b corresponde ao segmento de reta formado pela
distancia do centro com a interseccdo da elipse com o eixo nédo focal (eixo

perpendicular a origem) conforme figura 11.
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Uma equacéao paramétrica pode ser obtida em fungcédo do angulo t entre o eixo
Ox e o vetor de origem em 0(0,0) e com um ponto P(x,y) pertencente a elipse.
Considerando duas circunferéncias concéntricas de centro 0(0,0) e com raios a e b,

iguais ao eixo maior e menor da elipse, conforme figura 11.

Y\

. “____:_?_.:'

Figura 11: Parametrizacdo da elipse.

Para associar x e y com angulo t podemos escrever:

NoAOAC,sent=% = y = b.sent

NoAOBD,cost=§ = X = a.cost
Portanto uma equacao paramétrica para elipse pode ser dada por:
= b.sent
P():{”Y ,parat € R
( ) {x = a.cost P

Aplicacdes da elipse

s

Uma aplicacdo conhecida da elipse € o estudo do movimento dos corpos
celestes. O cientista aleméo Johannes Kepler, durante os seus estudos concluiu que

os planetas descrevem orbitas elipticas, entre eles a propria Terra, dos quais o0 Sol
fica posicionado em um dos focos da elipse.

Uma segunda aplicacdo pode ser observada na oOptica: as clinicas

odontoldgicas usam uma luminaria com espelho eliptico, do qual a lampada fica
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localizada em um dos focos da elipse e o dentista ajusta o aparelho para que o
dente tratado fique localizado préximo ao outro foco.

Note que essa aplicagdo tem como objetivo concentrar sinal em um
determinado ponto, tal fendbmeno é explicado pela propriedade refletora e bissetora
da elipse. A propriedade refletora afirma que raios partindo de um foco, ao refletir na
elipse, chegam ao outro foco ao mesmo tempo. E a propriedade bissetora diz que
qualquer raio emitido em um dos focos, ao refletir na elipse, sempre dirigira para o
outro foco. Seja P um ponto pertencente a uma elipse de focos F; eF, e seja t uma

reta tangente a elipse em P, entdo t forma angulos iguais com os segmentos F;P e

F,P.

Figura 12: Propriedade bissetora da elipse.

A demonstracdo da propriedade bissetora sera reproduzida literalmente do
raciocinio de Valladares (1988, p. 24-28).

Demonstragéo: Seja uma elipse E, com focos em F; e F,, tomando um ponto P ¢ E
e uma reta t que reflete de F, para F, em P (Figura 12). Queremos mostrar que t €
tangente a E em P. Segue da definicdo de elipse que,

d(P,F,) +d(P,F,) = k (ou 2a)
Entdo um ponto Q €& E, se e somente se

d(Q,F) +d(Q,F) #k

Logo, para qualquer Q e t com P # Q, queremos que:

d(PJFl) +d(P,F2) * d(QlFl) +d(Q,F2)
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Seja F; o simétrico de F; com relagdo a t, tome sobre t um ponto Q # P (Figura 13).

F’

Py

Figura 13: Propriedade bissetora da elipse I

Note que a reta t € mediatriz de F,F], segue que d(P,F,;) = d(P,F|) e também
d(Q,F,) = d(Q, F)). Pela construcéo a reta t faz &ngulos congruentes com PF, e PF,
e os angulos QPF; e QPF,’ também sao congruentes, segue que PF, e PF| fazem
angulos iguais com t e, portanto F,, P e F| séo colineares. Entdo

=d(F|,F,) <d(Q,F)) + d(Q,F,) (desigualdade triangular em QF,F;)

= d(Q'Fl) + d(QJFZ)

Como d(Q,F,) +d(Q,F;) > d(P,F,) + d(P, F,), concluimos que P é o Unico ponto de

t que pertence a elipse, 0 que mostra a tangéncia.

2.4.5 Hipérbole
Definigdo 2.5: Hipérbole é o conjunto dos pontos P(x,y) do plano tais que:

d(P,F;) — d(P,F,) = 2a, onde F, e F, sao pontos fixos chamados de focos e a é

uma constante.

Uma equacdo analitica da hipérbole pode ser mostrada usando raciocinio
analogo ao procedimento adotado para determinar a equacédo da elipse, isto é,

tomando como ponto de partida a propria definicdo e chegaremos a concluir que

2 2

x y . ~ . . : .
primi i 1 é a equacéo reduzida da hipérbole centrada na origem e com eixo focal
a

em Ox.
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A constante a é a distancia do centro ao ponto de interseccédo da hipérbole
com o eixo focal (eixo que contém os focos) e chamando de ¢ a distancia do centro a

um dos focos, a medida b fica determinada pela relagédo b? = ¢? — a?.

Figura 14: A hipérbole

Uma equacdo paramétrica pode ser obtida em funcdo do angulo entre um
vetor e 0 eixo Ox do plano cartesiano. Considere a hipérbole y centrada na origem e
com semieixo real (ou eixo transverso) medindo a e 0 semieixo imaginario (ou eixo
conjugado) medindo b. Trace as circunferéncias C; e C, concéntricas de centro
0 = (0,0) e com raios respectivamente a e b. Tome o ponto P = (x,y) ey e trace
pelos pontos G = (b,0) e ] = (b,y) a reta r que é tangente a C, em G. Chame t 0
angulo GOJ, seja H, a intersec¢cao de 0] com C; e trace do ponto Q = (x,0) uma reta
tangente a C; no ponto H,. Vamos mostrar que H, = H,, calculando os angulos
QOH, e GOH,, temos,

OH, a oG b b a
cosQOH, =—=-ecosGOH, = — = = =-
Q 1 0Q x 2 oj Jb2+y? b2x2 x

a2

segue que os angulos QOH, e GOH, sao iguais, entdo H, € 0], conforme construcéo
(figura 15).
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Figura 15: Parametrizacao da hipérbole.

Note que 0 40G] é reto em G, entdo podemos escrever:

tgt =

%=>y = b.tgt

0 A0HQ é reto em H, entéo:

a a
cost=- = x= = X = a.sect
x cost

Portanto uma equacao paramétrica pode ser dada por:

P(t):{y= b8t ondeteR
X = a.sect

Aplicacdo da Hipérbole

Segundo Wagner (1997) na area da astronomia a hipérbole é utilizada para
fabricar lentes de telescépio e também existem cometas com velocidades altas que
descrevem oOrbita hiperbdlica ou parabdlica, a velocidade é determinante no tipo de
oOrbita descrita pelo cometa. Os astros que descrevem tal movimento aparecem uma
Unica vez, isto é, sua Orbita ndo € periddica. A engenharia é outra area de vasta

aplicacdo tanto para fins estéticos, Planetario de Sant Louis”e Kobe Port Tower™ ou

kK

estruturais, Torre de refrigeracéo” .

*

Planetério de Sant Louis - fundado 1963, Estados Unidos
(https://en.wikipedia.org/wiki/Saint_Louis_Science_Center).

“Kobe Port Tower — concluida em 1963, Japdo (https://en.wikipedia.org/wiki/Kobe_Port_Tower).
“*Torre de refrigeracéo - (https://pt.wikipedia.org/wiki/Torre_de_resfriamento).
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2.5 Catenéria

A catenaria € uma curva plana semelhante ao traco descrito por uma corrente
ou corda de densidade uniforme, suspensa pelos extremos e submetida apenas a

forca da gravidade.

Figura 16: A catenéria.

Por muito tempo a catenaria e a parabola foram consideradas a mesma curva
por varios matematicos, esta teoria ganhou apoio de cientistas como o renomado
Galileu Galilei, mas o matematico holandés Christiaan Huygen mostrou que tal teoria
estava errada e ainda propds para os grandes matematicos da época, que
descobrissem uma equacdo que descreva tal curva. Em 1691 sugiram trés
resolucbes com mesma solucdo, que foi dada pelo préprio Christiaan Huygens, por
Leibniz e Johann Bernoulli.

Vamos mostrar de forma analoga a demonstracdo dada por Leibniz e Johann
Bernoulli, com auxilio das figuras 17 e 18 e usando principios de corpos estéaticos da
Fisica e conhecimentos basicos de Calculo diferencial integral, seguindo o raciocinio
de Lopes (2015, p.120-121).

(<,¥)
Px

To O

Figura 17: Forgas que atuam na catenéria
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<y

Figura 18: Forgas que atuam em um ponto da catenéria

Demonstracao: Seja xOy o plano onde a catenaria esteja localizada, tomando como
referéncia o eixo Ox horizontal e o Oy vertical, entdo a curva pode ser descrita por
uma fungéo do tipo y(x). Ajuste a origem O no ponto mais baixo da curva, onde se
localiza o vértice da catenéria. A reta tangente em um ponto (x,y) que pertence a
curva tem coeficiente angular y” = tg 8. Considere T, a intensidade da forca tensora
sofrida pela curva em (x,y), logo, o trago da catenaria entre a origem e 0 ponto
(x,y) esta em equilibrio por trés forcas: a tensdo na origem que chamaremos de T,,
a tensdo em (x,y) e seu proprio peso que representaremos por P,. O equilibrio
vertical é definido por

Tysen f =P,
O equilibrio horizontal € definido por

Tycosf =T,

Ao dividir a primeira expressao pela segunda temos

Tysen B _ Py Py _
Txcosf - To = To - tgﬁ
PX !
=y (x) (1)

Ty
Ao usar a noc¢ao de fisica basica sabemos que a forca peso € o produto da massa

(m) pela gravidade g, entao

P,=m.g (2)
Considere § a densidade linear e A 0 comprimento do cabo, temos

P.=m.g

P,=6.1g (3)

No capitulo 2 veremos que o comprimento de uma secao curva pode ser calculado

por
1= [iV1+ ' (0))2dx (4)
Usando (4), (3), (2) e (1) chegamos em
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! 8. ’
@) =7 [y 1+ 0/ ())2dx
Derivando a expressao e chamando a = ST;g, assim obtendo a relacéo

y'(x) =ay1+ (y'(x))?

Substitua y’(x) = z(x), onde z € uma variavel auxiliar, temos

% =avl+ z2
dz
ﬁ =a.dx
Fazendo z = tg 8, dz = (sec8)? e integrando a Ultima expressao, teremos

1

fﬁdZ = fa dx

(sect)? _
J=5d0=[adx

[sec0db = ax + ¢,

In|secO +tgf| = ax + c;
Onde c; representa uma constante produzida pelo processo de primitivacdo, colo-
cando a ultima expressao em funcao da variavel z, escrevemos

ln|m+z| =ax + ¢
Isolando z,

ln|m+z| =ax + ¢

V1+ 72 + 7 = et
VIH72 = ear+ai — 7

1+ ZZ — eZax+ch _ z_eax+c1_z + ZZ
1= eZax+2c1 —2. eax+c1.Z

1—e2ax+2cy
= ————

_2.eax+cy
edXeC1 e—ax
zZ = —
2 2.e‘1

Chamando a constante et = ¢, temos,

eaxcz e —ax

7 =
2 2.cy

Lembramos que temos y(0) = 0, pois supomos que a origem coincide com o vértice
da catendria, e que no vértice a tangente é horizontal, logo y'(0) = 0 e temos que

z(0) = 0. Substituindo, obtemos ¢; = 0 e ¢, = 1 e como queremos calcular

y=[zdz=2 e +c=%cosh(ax)+c

2a
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Considerando y(0) = 0, concluimos que ¢ = —% e finalmente chegamos em
y = icosh(ax) —%

onde a Ultima expressao representa a equacao da catenaria.

Aplicacdo da catenaria

Segundo Talavera (2008) a catenaria invertida tem uma caracteristica espe-
cial, se aplicamos uma for¢ca na catenaria, esta for¢ca sera distribuida ao longo de
seu comprimento. Neste processo a carga aplicada é translada para a fundacéo da

estrutura e assim aumentando a sua capacidade.

2.6 Cicloide

Definicdo: Sejam C um circulo de raio r, s uma reta tangente em C e P um ponto
pertencente a C. Chamaremos de cicloide a curva descrita por P quando C rola
sobre s sem deslizar.
Para gerarmos a equacdo paramétrica da curva adotaremos as seguintes
condigdes:
e Areta s coincide com o eixo Ox;
e O centro do circulo € no inicio do movimento € o ponto (0,7);
e O ponto P coincide com a origem do sistema de coordenadas no inicio
do movimento.
Sejam os circulos de centros C, e C com raio r antes do movimento e
pos-movimento respectivamente. A equacao da cicloide fica caracterizada pelo tra-

cado do ponto P = (x,y), conforme mostra a figura 19.

yi

! .

. G
e T l
Py D B x

Figura 19: Parametrizacdo da cicloide
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Deducao: Sejam (x,y) as coordenadas do ponto P e t o angulo entre CA e

CP conforme mostra a figura 19, podemos escrever CA=r.cost e AP =r.sent.

Note que podemos escrever a abscissa da forma,
x=BP—BD =BP,— AP = BP, —r.sent

Observe que BP, é igual ao arco (BP) e como o arco pode ser escrito como r.t para

t em radianos, entao

x =BP,—r.sent
=r.t—rsent
x=r(t—sent)
Para a ordenada podemos descrevé-la
y=CB—-CA=r—r.cost
y=1(1-cost)

Portanto a equacao paramétrica da cicloide é

P(t);{

x(t) =r(t —sent)
y(t) =r(1 —cost)

,parate R

Figura 20: Rastro de P, formando a cicloide

Note que os pontos mais altos da cicloide sdo dados por ( + n2m, 2r),n € Z.

Aplicacao da cicloide

Consideremos uma rampa onde gostariamos de soltar uma bola de um ponto
A a um ponto B, onde B esta localizado abaixo de A, ambos ndo pertencentes a
mesma reta vertical, de tal forma que o tempo de descida seja menor possivel, qual
€ a curva que dita este trajeto?

O desafio foi proposto por Bernoulli em 1696, obteve como solugéo a cicloide
invertida. A cicloide invertida é produzida pela reflexdo da propria cicloide sobre um
eixo horizontal. A curva ficou conhecida como braquistécrona que deriva da juncao

das palavras gregas brakhisto (rapido) e chronos (tempo).
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Uma propriedade interessante da cicloide invertida é que o tempo de chegada
da bola no ponto minimo independe do seu ponto de partida, por esta propriedade
ficou conhecida como tautocrona. Para demonstrar este fato usaremos o raciocinio
de Caetano (2008, p.19).

Demonstracdo: Seja um A ponto pertencente a curva, tal que A = (x,y) € o ponto
mais alto onde foi solta a particula (bola), considerando a curva no plano xOy, onde
Ox representa o eixo horizontal, Oy o eixo vertical, 0 ponto minimo da cicloide
invertida coincida com O e que o sistema seja conservativo.

Pela conservacdo de energia, energia potencial em A (Ep,) € igual a energia cine-

ticaem B (Ec,), podemos escrever

v =29y 1)
Derivando as equacfes paramétricas da cicloide em funcdo do parametro t, temos

x(t) =r(t —sent)
{y(t) =1r(1—cost)

{dx =71(1—cost).dt )
dy =r.sent.dt
Substituindo (1) e (2) na férmula v =2—;= —V(d’fi;dyz), dT representa o tempo de

gueda da bola. Note que dT nao é dt diferencial do parametro da curva que néo esta

associada a este movimento. Isolando dT, temos

r(1—cost).dt]?+(r.sen t.dt)?
dT

J2.9.7(1 —cost) = J

T = Jr2(1-2 cost+cos? t+sen? t).dt2

J2.g.r(1—cost)
20—
dT = r%(2 2cost)dt

2.g.r(1—cost)

dT = \/Edt
g

Como a particula desliza do topo ao ponto mais baixo entdo percorre (0, ), logo o

T = fo"\/gdt

d

tempo é definido por
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s
T= |-m
g

Mas para um ponto intermediario y(t,) temos

v= JIgh 3)

v = 1/dx;;dyz (4)

Como a altura h € medida pelo eixo Oy usando a equacao paramétrica, y(t) = r(1 —
cost), temos

h=Y4s—"Yo
=r(1l—cost)—r(1—cost,)
=r(cost, — cost) (5)

Substituindo (3) e (5) em (4) e isolando dT, temos

JIr(1—cos t).dt]2+(r.sen t.dt)?
dT

J2.g.7(cost, — cost) =

dT = Jr2(1-2cost+cos? t+sen? t).dt2
J2.g.r(costo—cost)

dT = J1r%(2-2cost)

- J2.gr(costo—cost)

dT = Jr(1—cost)
- Jg(costy,—cost)

d7'=‘JZ.—1i:£iL—dt (6)

costy—cost

A integracdo da expressao (6) resulta no tempo de descida da particula,

_ | (7 v1-—cost
r= \/;'fto 1/costo—costdt (7)
Usando a férmula do angulo-metade

t 1-cost
sen- = (8)
2 2
t 1+cost
cos= =
2 2
st
cost = 2cos“>—1 (9)

Substitua (8) e (9) em (7), temos
t
T= L [F —Z gt 10
\/; fto ,cosz%’—coszg (10)
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Para integracéo de (10) escrevemos

t
COos
2

u - t
-0
cos-,

Usando a substituicdo de variavel temos
t
sen—-
T = \/Z Jr —
9 ° [cos2to_cos2t
2 2
T 0 1
=2 .\/; J —du
=2 .\E [arc sent]}
T=m \F
g

Logo o tempo de chegada depende apenas do raio da curva r e da gravidade g.

2.6.1 Plano de aula envolvendo a cicloide

O objetivo deste tdpico € apresentar um possivel plano de aula para alunos
do 3° ano do Ensino Médio com objetivo de quebrar alguns conceitos intuitivos
como, por exemplo, soltar uma bolinha em diferentes alturas sobre uma mesma
curva e mostrar que ambas chegam juntas ao ponto minimo da curva. Outra
curiosidade é: qual a trajetéria que faz com que uma bolinha se desloque mais
rapido de um ponto a outro localizado em alturas diferentes e ndo pertencente a
mesma reta vertical? A resposta intuitiva do aluno é que seja uma reta e do tépico
2.6 sabemos que o resultado é uma cicloide invertida. O plano de aula se dividiria
em 2 aulas:

12 aula, parte I: Deixar os alunos apresentarem intuitivamente as hipoteses sobre
0s problemas levantados;
12 aula, parte Il: Apresentar a teoria sobre a braquistdocrona e tautdcrona,
adaptando para o curriculo do Ensino Médio, isto é, descrever a equacao
paramétrica e os resultados finais, sem realizar sua demonstracdo que requer
derivadas e integrais, pois 0s mesmos nao fazem parte do curriculo da educacéo
béasica;
22 aula: Realizar duas atividades experimentais.
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Na primeira parte da aula langaremos os problemas, deixando os alunos a
vontade para argumentar e compartilhar as ideias entre si, sem intervengéao direta do
professor. Provavelmente os discentes levantardo varias hipéteses baseadas no
senso intuitivo.

Na segunda parte da primeira aula definremos o que & uma cicloide,
deduziremos a sua equacado paramétrica e indicaremos que a solu¢cdo dos
problemas apontados é uma cicloide invertida.

Finalmente na segunda aula podemos verificar os resultados tedricos com
o auxilio do dispositivo de rampas adquiridas nas lojas Fisico Didatico (cédigo do
produto: 1305130015) ou Didatica Center (codigo do produto: LA 59177). Ambos 0s
aparelhos sdo compostos por duas rampas uma retilinea e outra em forma de
cicloide invertida e trés esferas. Podemos solicitar que um dos alunos solte duas
esferas em pontos diferentes sobre a cicloide invertida e sera observado que ambas
colidirdo no ponto minimo da curva, mostrando a propriedade da tautdécrona da
cicloide. O outro experimento pode ser realizado soltando uma esfera sobre a
cicloide e outra sobre rampa retilinea ambas de mesma altura, os alunos observarao
qgue a bolinha que partiu da cicloide fez um percurso maior, mas com menor tempo,

isto é, a esfera da cicloide vai chegar primeiro.
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3 Propriedades e o teorema fundamental das curvas

planas regulares

Estudaremos neste capitulo a estrutura de uma curva e como determina-la
através de sua curvatura. Para tanto abordaremos conceitos de curva continua,
suave, regular, reparametrizacdo, comprimento de arco, curvatura, equagao de
Frenet e o teorema fundamental das curvas planas. A principal referéncia de estudo
para este capitulo é o livro Geometria Diferencial de Curvas e Superficies, Carmo
(2005).

3.1 Curvas continuas

Para iniciarmos precisamos definir o que é uma curva continua, sabemos
intuitivamente que uma curva a(t): I - R?, a(t) = (x(t),y(t)) € um traco realizado
sem tirar o lapis do papel, isto €, durante a sua criacdo néo existe salto.

Solucdo: a(t) é dita continua se as suas componentes x(t) e y(t) sdo funcdes
continuas, parat € I onde I c R.

As curvas estudadas posteriormente no trabalho sdo todas continuas,

portanto quando nos referimos ao termo curva estamos tratando de curvas

continuas.

3.2 Curvas suaves

Dizemos que uma curva é suave quando for continua e nédo existe bico, isto é,
equivale a definicdo abaixo:

Definicdo 3.1 a(t) € suave se as suas componentes x (t) e y(t) possuem derivadas
continuas de qualguer ordem em todo ponto de I.

O problema desta definicdo é que existem alguns objetos que se comportam
de maneira singular, podemos considerar como exemplo a: I ¢ R — R?, definida por
a (t) = (1, 1), isto significa que ao passar do tempo a particula permanece parada, o
gue caracterizou um ponto. Para eliminar este tipo de patologia iremos introduzir a
definicdo de curva regular. Para o desenvolvimento da teoria das curvas planas, &

necessario que exista uma reta tangente a uma curva a para cada valor do
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parametro t, isto requer que a'(t) seja nao nulo V t. Essa derivada é calculada em

cada componente, assim a'(t) = (x'(t),y'(t)).

Definicdo 3.2 Uma curva parametrizada plana € uma funcédo a(t):I - R?, onde

I c R. A curva é chamada de regular se a'(t) # 0, paratodo t € I.

Definicdo 3.3 O vetor a'(t) = Z—f € a velocidade de a(t) ou simplesmente o vetor

tangente de a(t), isto é, tangente a curva a no ponto a(t), para t especificado.

Exemplo 3.1 Seja a:I c R - R?, a(t) = (e?t,e™?"), a curva a é regular. De fato,
a'(t) = (2e?t,—2e72Y) é diferente de zero para qualquer t € I e a € suave ja que as
suas componentes sado diferenciaveis em qualquer ordem. A equacdo da reta
tangente em geral é dada por (x,y) = a(t,) + a'(t,) (t — t,) e para o caso do nosso
exemplo, (x,y) = (e?'o,e 2t) + (2e2to, —2e72%)(t — t,), tomando em particular o

x =142t

valor t, = 0 segue (x,y) = (1,1) + (2, —2)t ou simplesmente {y =1 -2t

3.3 Curva de Bézier

Segundo Guillod (2008) as curvas de Bézier tém como origem aplicacdes em
design de modelos automobilisticos e posteriormente tornou-se base para modelos
graficos como Adobe PostScript. A teoria foi desenvolvida entre as décadas de 50 e
60 de maneira independente pelos engenheiros Pierre Bézier e Paul de Casteljau
funcionarios da Renault e da Citroén respectivamente. Dentro do estudo de
matematica destacamos a sua versatilidade, podendo em alguns momentos se
comportar como uma curva suave, mas também apresentar formas bruscas, pode
descrever boas aproximacdes das cOnicas em particular veremos um problema

relacionado a este assunto no topico 3.3.2.
3.3.1 Afuncao de Bézier

A funcéo de Bézier é definida pela formula:

B(t) =Y}, (Z) tk(1—-t)**p,, comte[0,1]
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Os pontos P, sdo chamados de pontos de controle e a expressao

(Z) tk (1 —t)"* para k = 0,1,2, ...,n é conhecida como polinémio de Bernstein. Se a

curva tem n + 1 pontos de controle entdo dizemos que a curva é de grau n.
Paran = 1 a curva linear € dada por:
B(t)=(1—-1t).Py+t.P,=Py+t(P;—P)
com inicio em P, e direcéao m
Note que a expressdo representa exatamente um segmento de reta, se

tomando t = % é natural que a localizacdo de B G) seja 0 ponto médio do segmento

P,P, conforme figura 21.

B(1/2)
B

Figura 21: Curva linear de Bézier.

No topico 3.3.2 veremos que a curva de Bézier é diferenciavel. Na quadratica
de Bézier, podemos observar um papel importante dos pontos de controle:
B(t)=(1—-0t)2%Py+ (1 —t)t.P, +t2.P,
derivando a Ultima expressao
B'(t) =-2(1—1t).Py + 2(1 —t)P; — 2tP; + 2tP,
=2(1—0)(P, — Py) + 2t(P, — P,)
parat =0, B'(0) =2(P, — P,) , ou seja, a tangente é paralelaa P, — P, eset =1,
B'(1) = 2(P, — P,), isto é, a tangente é paralelaa P, — P,.
Trataremos as cUbicas de forma especial no proximo tépico, explorando

resultados de dois problemas.
3.3.2 A cubica de Bézier

Neste tépico trataremos de dois problemas relacionados a cubica de Bézier, o
primeiro sera subdividido em quatro tarefas classicas e o segundo problema trata da

aproximacéo do arco de um circulo por uma cubica de Bézier.
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Problema 1
Seja B:[0,1] » R?, B(t) = (1 — t)3Py + 3t(1 — t)?P; + 3t%(1 — t)P, + t3P;, onde P,
P;, P, e P; sdo os pontos de controle, queremos mostrar:
(1) A curva é continua e diferenciavel;
(i) Os pontos extremos sao P, e Ps;
(i)  As tangentes em t =0 e t =1 sao paralelas a P,P, e P,P; respectiva-
mente;
(iv) O gréfico de B(t).
Solucdo: Primeiramente em (i) vamos mostrar que a curva € diferenciavel e a

continuidade segue como consequéncia. Para t, € [0,1] devemos mostrar que o

. B(t)—-B(t .
lim_,;, %to(") existe.

B(t)-B(ty) _ lim (1-t)3Py+3t(1—t)2P; +3t2(1—t) Py +t3P3—[(1—t()3 Py +3to(1—to) 2 Py +3t3(1—to) Py +t3 Ps]

lime_, t—to t=to t—to

Po[(1=6)3—(1—t0)3]+3P1 [t(1—)2—to(1—t()2]+3P, [t> (1—t)—t3(1—t)]+P3 (t3—t3)

= llmt_)to t—t,

Pol(1-6)3—(1—t()31+3P [t—2t2+t3 —to+2t2—t3|+3P, [t2—t3—t2 +t3]+P5(t3—t3)
t—to

= llmt_)to

Pol(1-1)3—(1-t)1+3Py[(t—to)—2(¢t?~t§)+(¢3~t§)| +3P, [(t*~t§) — (3 ~t3)]+Ps (t>~3)
t—to

= lim;_,
Usando fatoracdes
a’? —b? = (a+b)(a—b)
a®> — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)
Podemos reescrever o ultimo limite
= lim, [Po[[(1 — ) — (1 = t)][(1 — )2 + 1 — )(A — to) + (1 — tx)?] +
3P, [(t —tg) — 2(t — to)(t + to) + (t — to)(t% + tto + t2)] + 3P,[(t — to)(t +
to) — (t = to)(t* + tto + t§)] + P3(t% — t3)]/(t — to)
=lime,, —Po[(1 = )2 + (1 = )(1 —to) + (1 — tp)*] + 3P [1 = 2(t + t) + (t* +
tty + t2)] + 3P,[(t + to) — (£2 + tto + t3)] + P3(t? + tty + t&)
= —P[(1—t)?+ (1 —tx)?+ (1 —tx)?] + 3P, (1 — 4t +t3 + t2 +t2) +
3P,(2tg — (L3 + t& +t3) + Py (2 + t& + t3)
= —3Py(1 — tg)? + 3P; (1 — 4ty + 3t2) + 3P,(2t, — 3t2) + 3P5t?
Logo o limite existe, entédo B(t) é diferenciavel segue que também é continua. Para
provar (ii) usaremos o fato que B(t) é continua e que o parametro t varia de 0 a 1,
calculando B(0) = P, e B(1) = P5, logo P, e P; sdo extremos da curva. Agora vamos
provar (iii) usando a derivagéo B(t),
B'(t) = —3P,(1 — t)? + 3P, (1 — 4t + 3t*) + 3P,(2t — 3t?) + 3P,t*
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calculando B'(0) = 3(P; — Py), 0 que mostra que a tangente em t = 0 € paralela a
P, P, e de forma analoga, B'(1) = 3(P; — P,) 0 que também mostra que a tangente
emt =1 é paralela a P;P,. E finalmente a figura 22 mostra o grafico de B(t) feito no
Geogebra para duas configuracbes dos pontos de controle, respondendo (iv). Os
passos da construcdo da cubica de Bézier estdo disponiveis em Wangenheim
(2009).

b

P h

Bt
) ou Py

5

Figura 22: A cubica de Bézier

Problema 2

O problema € baseado no trabalho de Gomes (1989) e consiste em determinar quais
sdo as coordenadas dos pontos de controle da cubica de Bézier que melhor
aproxima um arco C de um circulo, dado o centro 0, o raio R e o0 angulo central 5?
Solucdo: Seja B:[0,1] » R?,B(t) = (1 —t)3Py + 3t(1 — t)?P; + 3t%(1 — t)P, + t3P;,
para facilitar os calculos, consideramos um arco de circulo com R =1, 0 = (0,0) e
tomando o eixo x como a bissetriz do angulo S, conforme indica a figura 23.

'

Figura 23: Aproximac&o do arco de um circulo pela

curva de Bézier

Escrevendo P; = (cosg,sen g) ep,= (cosg, —sen g) calculando os seus respectivos

vetores tangentes temos,
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T; = (seng,—cosg) eT, (seng,cosg)

como queremos que P, pertenca a reta determinada por P; e T;, existe 4 € R tal que
P, = P3 + AT;

de forma similar existe u tal que
P, = Py + uT,, por simetria assumiremos u = A.

Em resumo para encontrar os pontos de controle, precisamos determinar A, de tal

forma que solucione o sistema,

B _
I(PO = (cosg,—seng) (COSZ' Sen )
P, = Py + AT, (cos§+senﬁ/1 senE+ cosgxl)
4 = -1 g BB D)
|P2_P3-|"1T3 5 =(cosz+sen A, sen cos;/l)
kP3 = (Cosz,seng) LP3 _ (COSE,SGHE)
2 2

Calculando t = % em B(t) = (1 —1t)3P, + 3t(1 — t)?P, + 3t>(1 — t)P, + t3P;, segue

B(3)=3Po+3(PL+P) +P) ©)
Substituindo (1) em (2), temos

cos£+ senﬁ/l,—sen£+ cos =
2 2 2 2

21+

(cosg + seng/l, seng — cosg /1)
= %[(cosg, —seng) + (6 cosg + 6sen§l, O) + (cos%,seng)]
B G) = (cosg + %sengl, 0) 3)

Note que para uma boa aproximacdo da curva de Bézier ao arco do circulo, a

B (1) =§ (cosg,—seng) + 3 (

> + (cosg, sen g)

distancia de B (%) ao centro O = (0,0) do circulo deve ser igual ao raio, isto é
. 1
dist (B(3),0) =1 (4)
Substitua (3) em (4). Fazendo as contas,
2
528 ~+ 2.7 cosEsenE/l + (Esenﬁl) =1
16 COSZB + 24 cosﬁsen ~A+ 9se112ﬁ/12 =16
9sen?2 12 4+ 24 cosEsenf - 16 (1 — cos? E) =0
2 2 2 2
Pela relacdo fundamental da trigopnometria senzg =1 — cos? g, calculando a solucéo

da equacao do segundo grau, segue
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—on cosBsenf J_ BeonB) 2B 2B
24coszsen2+ ( 24coszsen2) +4.9.16.sen 2sen >

2.9.sen2§

-233 cosgsen§+\/2632 coszgsen2§+26.32.sen4§

2.32.sen2£
2
-233 cosgsengi\/26325en2§+26.32.sen4§
2.32.sen2£
2
_93 BeonBio3 B f 2B 2B
_ 2°.3 coszsenziz .3.sen2 cos 2+sen 5
2.32.SGHZE
2
—4.cos£i4
1= 2
o B
3.sen2
—4.cos§i4 B S 7 _-
Portanto para 4 = ——%— determinamos os pontos de controle da cubica de Bezier
3.sen—
2

que se aproxima do arco de um circulo de raio unitario.

3.4 Fung&o comprimento de arco

Seja a(t):[a,b] — R? uma curva plana, qual é a funcéo s(t) que determina o
comprimento de a entre os pontos a(a) e a(t)?

Para a solucdo do problema seguiremos o raciocinio do Guidorizzi (1986).
Solucdo: Seja a(t):[a,b] — R? uma curva. Tomando P:ia=t,<t; <t, < ..<
t, = b uma determinada particdo de [a, b], denotando por L(a, P) 0 comprimento da
poligonal de vértices P, = a(t,), P; = a(t,),P, = a(t,), ..., B, = a(t,), segue que,

L(a,P) = Yg=qlla(te) — a(tie-1)ll
Suponhamos a(t) = (x(t),y(t)) entdo podemos escrever,

lla(t) — a(ti—)Il = v [x(t) — x(t—1)]1? + [y () — y(tx—1)]?
la(ty) — a(te-)Il = VAx? + Ay? (1

Pelo teorema do valor médio, existem t, e ¢, €] tx_4, tx [ tais que
x(t) = x(tg—1) = x" (&) (b — te—1) = Bx = x"(§)At (1
y(te) = ¥(tie) = ¥ (B) (b — tir) = Ay = y' (o)At (1)
Substitua (1) e (1) em (I):
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la(t) = et = [ @A + [y (G

la(t) - et = 8¢ [ @R + Iy (B

Denotando por s(t) a funcdo comprimento de arco do [a, b], segue que,

5(0) = limae o At By [V @GP + 1y ()P

embora a ultima expressdo ndo seja exatamente uma soma de Riemann, pois
tx # tx , contudo, como x’(t) e y'(t) séo continuas, pode ser mostrado que o Ultimo

limite € o mesmo se £ e t, fossem iguais, entdo podemos concluir

s@) =[] &2 + ' ()2de

ou simplesmente

s(@® = [l (©lldt

Exemplo 3.2 Seja a:1 € R - R?, a(t) = (cost,sent) calcule o comprimentos de «

no intervalo [0,]. Usando a fungdo comprimento temos,

s= [LJ&O?F+ ©)de =

= fon\/(cos 't)?2 + (sen’ t)2dt =

= [ Vsen?t + cos? t dt =

s=t|f=m-0=m

3.5 Reparametrizacéo

A reparametrizacdo de uma curva a(t) = (x(t),y(t)) € uma mudanca da
forma com que um ponto P descreve a curva a, isto €, a reparametrizacdo dita as

diferentes formas como P percorre a curva, dando outra parametrizacao.
Exemplo 3.3 Considere a seguinte curva x? +y2 = r?2 em R? uma parame-

trizacdo da curva (circunferéncia) pode ser dada por:

a(t):{

Mas a(t) ndo é Uunica, pois para cada escolha de w existe uma nova curva com a

x(t) = r cos wt

y(t) = rsenwt’ €R

mesma imagem que a(t), mas com a velocidade diferente.
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la' Il = Vx' ()% + y'(t)?
e’ (®)] = \/rz.senz(wt) w2+ 12, cos?(wt) . w?

la' Ol = lw.7] (D

Pela equacéo (I), veja que o vetor velocidade depende de w, portanto, para

cada w, a(t) tem velocidade diferente.

Em geral podemos definir uma reparametrizacéo da seguinte forma:

Definicdo 3.4 Dada a: (a,b) —» R? regular, considere uma funcédo a: (a’,b") - (a,b)
bijetora e diferenciavel e tome a:(a,b) > R? e pB:(a’,b’) » R? tal que B(t) =

a(@(t)). Dizemos que B € uma reparametrizagdo de a.

Exemplo 3.4 Seja a:[—1,1] = R? tal que a(t) = (t, tz). A curva B:[—1,1] » R?

tal que B(t) = (—t, tz) € uma reparametrizacao de a.
Note que 8 = a (h(t)) em que h: [-1,1] - [—1,1] tal que h(t) = —t.
A funcéo h é continua e bijetora e tanto @« como S representam o traco de
uma parabola.
Exemplo 3.5 Seja a: [0,27] - R? tal que a(t) = (2cost,2sent). Reparametrizare-
mos com a funcdo comprimento. Considerando t, = 0, temos:
s(@® = [, lla'(®)ll dt
Calculando a norma da velocidade temos
la’ ()]l = /[(2cost)']? + [(2sent)']?
lla’ (Ol = 2
Integrando a dltima expressao
s = [;2dt
s(t) = 2t
Note que s(t) é bijetora de [0, 27] a [0, 4x], assim f = a 0 s~ 1:(0,4m) — R tal que

B(s) = (2 cos%,Zseng)

B(s) é uma reparametrizacdo de a. Note que B(s) = (— sen%,cosg) e portanto

18"l = 1.
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O exemplo anterior mostrou que ao reparametrizar usando a funcgao
comprimento, geramos uma curva tal que o vetor velocidade tem norma 1. Este fato
nao € particular, mas acontece sempre quando parametrizamos uma curva usando a

funcdo comprimento.

Proposicado 3.1 Seja a: I -» R? uma curva regular. A curva obtida a partir de a por
reparametrizacdo usando a funcdo comprimento de arco é percorrida com
velocidade escalar constante e igual a 1.
Demonstracao: Seja s a fungdo comprimento da curva regular a definida por:

s(t) = f;lla’(t)ll dt, note que s'(¢) = |la’'(t) |-
Como s representa o comprimento da trajetoria da particula entre os instantes t, e't,
logo s (t) >0 e como s(t) é continua, temos ainda que s(I) é um intervalo J,
concluimos que s admite uma inversa diferenciavel. Sabendo que «a (t) € regular
entdo o integrando |la’(t) || > 0 € continuo e positivo e segue que s'(t) > 0 para
qualquer t e 1.
Portanto s aplica bijetoramente I num intervalo /] e podemos reparametrizar a pela
funcdo comprimento,

f=aos 1] > R?

Usando a regra da cadeia, para calcular o vetor velocidade,

p'(@) = (aos™) (1)

B'(®) = a'(s (). (™' (1) 1)
Pela regra da cadeia também:
—1y/ _ 1
(s™H'(x) = TG (2)
Substituindo (2) em (1) temos com s~1(7) = t:
p'@) = a7
IB' (Il =1

Portanto se a(t) é regular a sua reparametrizacao £(t) tem vetor velocidade
de norma igual a 1.
Exemplo 3.6 Seja o circulo de raio r dado pelo trago da curva parametrizada por
a(t) = (rcost,rsent), t € (0,2m).

Tomando t, = 0 temos
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s(t) = fot\/[(r cost)']?2 + [(rsent)']? dt

= fot Jr2(sen?t + cos? t) dt

=rt
assim uma reparametrizacdo pode ser descrita pelo comprimento de arco definida
por
)= aos™(z)
T T
B(r) = (r cos;,rsen;)
onde B:[0,2nr] - R?

Calculando a sua velocidade

n= (o) T +[(rsend) T
o o) T

T T
= \/senz -+ cos? -
r r

18" @Il =1
Temos que a(t) admite uma reparametrizacdo pelo comprimento de arco tal
gue a sua velocidade seja igual a 1.
Exemplo 3.7 Seja a uma curva definida por
a(t) = (e7tcost,e tsent),te R
A funcéo comprimento s € dada por
s = [ la'(t)lldt; = (1—e )2 parat > 0.
assim temos,
s71(t) =-In (1 - \/T—E)
uma reparametrizacdo a(t) pode ser descrita pela fungdo comprimento,

) = aos'(1)

50 = (1) eos(n (1 5)) sen (n (1~ )

e para qualquer 7 € ]0,v2[ é possivel achar [|5'(0)|| = 1.
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3.6 Invariantes de uma curva plana

Nos préximos tépicos deste capitulo buscaremos definir alguns invariantes
geomeétricos das curvas regulares, isto é, objetos que sdo conservados se as

mesmas sofrem movimentos de rotacao e translacao no plano.

3.7 Curvatura

A ideia intuitiva de curvatura € que ela meca a taxa da variagdo da velocidade
com que a curva dobra e que ndo dependa da sua parametrizacao.

Lembrando que uma curva regular é definida por a: I ¢ R - R? diferenciavel
em todos os pontos de modo que a'(t) # 0Vt € 1.

As curvas que vamos tratar sdo regulares e podem ser parametrizadas pelo
comprimento do arco. Esta parametrizagdo é importante pelo fato que |la’(s)| = 1.

Note que ||a’(s)|| ndo depende de s. Vamos relembrar o vetor tangente a uma curva.

Proposicdo 3.2 Seja a: I - R?, com ||a’(s)|| = 1. Se T(s) é o vetor tangente unitario

a a(s), isto &, T(s) = ”Zﬁg” = a'(s), entdo (T(s),T’(s)) = 0, portanto T(s) e T'(s) sdo

ortogonais.
Demonstracao:
Por hipétese ||T(s)|| = 1 entéo,
(T(s), T(s)) =1
derivando ambos os membros
(T'(s), T(s)) +(T(s), T'(s)) =0
2.(T(s),T'(s))=0
(T(s),T'(s))=0
Como (T(s), T'(s)) = IT(S)I.IIT'(s)|l.cos & onde 6 é o angulo entre T'(s) e T'(s), logo

(16T ()

€080 = T Gl

= 0 e portanto T(s) e T'(s) sdo ortogonais.

Definicdo 3.6 Seja N(s) um vetor unitario e ortogonal a T(s) = (x'(s),y'(s)) e tal que
(T,N) tem a mesma orientacdo que a base candnica e;(1,0) e e,(0,1). Entdo
N(s) = (=y'(s),x'(s)) e a curvatura de a:I c R -» R? onde a esta reparametrizada
pelo comprimento de arco com ||a'(s)|| = 1, é afuncdo K(s) =< T'(s), N(s) >.

Da definicdo segue que
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(N,TY=0 =(N,T)+(N,T)=0 =(N',T)=—(N,T')=—-K

_ — N' LN ,
(N,NY=1 = (N',N)=0 :maleT}:N//T

Mas T'(s) também é ortogonal a T(s) entdo N(s) // T'(s) e N'(s) // T(s). Como N(s)
e T(s) séo unitarios e N'(s) e T'(s) tem a mesma norma, temos:

{T’(s) = K(s).N(s)
N'(s) = —=K(s).T(s)

Essas equacdes diferenciais sdo conhecidas como referenciais de Frenet para uma

curva plana.

Proposicdo 3.3 A interpretacdo geométrica da curvatura pode ser descrita como a
taxa de variacdo do angulo 8(s) formado por a’'(s) com a horizontal.
Demonstragdo: Seja a:/ c R - R?. Escreva a'(s) = (cos(8(s)),sen(8(s))) porque
€ unitario, derivando ambos os lados
a'’(s) =0'(s). (— sen(@(s)),cos(@(s)))

Note que o vetor normal a”(s) = 6'(s).(—sen(6(s)),cos(6(s))), pois a'(s) &
perpendicular a N(s), da definicdo de curvatura temos

K(s) =(T"(s), Ms))

=(a"(s), N(s))
K(s) = 6'(s).

3.8 Teorema Fundamental das Curvas Planas

O teorema fundamental das curvas planas garante, como consequéncia, que
se duas curvas tem a mesma funcéo curvatura como caracteristica, entdo as duas

curvas diferenciam apenas por movimentos de rotagao e translacao.

Teorema Fundamental das Curvas Planas

Seja K:I —» R funcdo diferenciavel. Dados s, €I c R, P=(P;,P,) eR? e
vV =(,V,) eR?, sendo |[V|| =1, existe uma curva regular a(s) associada de ma-
neira Gnica a K(s) quando fixamos a(s,) =P e a'(s,) =V, sendo a parametrizada
pela fungdo comprimento de arco s.

Reproduziremos literalmente o raciocinio de Alencar; Santos (2002, p. 55-57)

para demonstragcdo do teorema fundamental das curvas planas e do corolario 3.1. O
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texto requer compreensédo de sistemas de equacOes diferencias e problemas de
valor inicial como definidos em Lopes (2015).

Demonstracao:

Seja a(s) = (x(s),y(s)), dada uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
que tenha curvatura K. Sendo T(s) = (x'(s),y'(s)) e N(s) = (—y'(s),x'(s)) os veto-
res tangentes e normais unitarios de a(s), usando as equacgdes de Frenet temos,

{T’(S) = K(s).N(s) {(x”(S),Y"(S)) = K(s)(=y'(s),x'(s))
N'(s) = =K(s).T(s) ~ (=y"(s),x"(s) = =K(s)(x"(s),y"(s))

segue do sistema de equagdes que x"'(s) = —K(s)y'(s) e y"'(s) = K(s)x'(s), usando
as condic¢es iniciais x(sq) = Py, y(so) = P,, x'(sg) =V, € y'(sy) = V5, entdo x"'(s) e
y" (s) admitem uma integral primeira da forma
x'(s) = cos (fsi K(t)dt + a)
{y’(s) = sen (fsso K(t)dt + a)
onde a é calculado pelas equacdes cosa = V; e sena = V,. Integrando (1), temos
x(s) =P, + f; cos (f;f K(t)dt + a) dy
{x(s) =P, + fsso sen (f;f K(t)dt + a) dy

A curva a(s) = (x(s),y(s)) atende as condi¢des do teorema. Agora vamos verificar a

ey

unicidade de tal curva. Vamos supor que exista duas curvas a(s) = (x(s),y(s)) e
B(s) = (w(s),r(s)) satisfazendo as condi¢des do teorema. Construindo as funcdes

f(s) =x"(s) —w'(s)
{h(s) =y'(s) =r'(s) 2

e usando as equacdes de Frenet, segue

{f’(S) = —K(s).h(s) 3)
h'(s) = K(s).f(s)

calculando %(f2 + h?)'(s), temos

S(f2+ h2)'(s) = 2(2.£(5)-£'(S) + 2. h(5). K (5))

%(f2 +h?)'(s) = f(5)-f'(s) + h(s).1'(s) (4)
Substituindo (3) em (4)

SR () = 0
Segue que (f2?+ h?) é uma fungdo constante e sabendo que € nula em s = s,

porque a’(sy) =V = B'(sy), implica que (f%+ h?)(s) =0, logo f(s)=h(s)=0.
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Portanto a'(s) = B'(s),V s € I. Analogamente, usando o fato que a(s,) = f(sy) =P €
e que mostramos x' = w', y' = r’, segue que a(s) = B(s), 0 que termina a prova.

O resultado do teorema fundamental das curvas planas tem como
consequéncia que se duas curvas tem a mesma curvatura, entdo elas se

diferenciam apenas por um movimento rigido (composto de translacéo e rotacao).

Corolério 3.1 Seja K,: I ¢ R - R funcéo diferencidvel. Entdo existe uma curva plana
diferenciavel a: I - R?, ||a’(s)|| = 1,V s € I, com curvatura K(s) = K,(s). Se B:1 » R?
€ uma curva plana com curvatura Kz (s) = K, (s), V s € I, entdo existe um movimento
rigido M tal que B(s) = M(a(s)), isto é, existe uma rotacdo A:R? -» R? e uma
translagcdo por um vetor b € R?, tal que, paratodo s €/,
B(s) = (Aea)(s) +b.

Prova: Fixe sy el. Seja A:R? - R? a rotacdo no sentido positivo que leva a'(sp)
em B'(sy), € escreva b = B(sy) — a(sy). Temos que a curva y, representada por
y(s) = (Aoa)(s) + b, é tal que y(so) = B(sy), ¥'(sg) = B'(sy) € a curvatura em cada
ponto y(s) € K(s), o que o leitor pode calcular explicitamente a partir das definicdes.

Pelo teorema fundamental das curvas planas, y(s) = B(s).

O teorema fundamental das curvas planas e o corolario 3.1 garantem que

uma curva pode ser caracterizada pela sua fungcédo curvatura. Para determinar a
curva partindo da curvatura, usaremos 0s seguintes passos:

(1). Determinar 6(s) = f:o K(t) dt.

(I). Escrever a curva a: I - R? como a(s) = (x(s),y(s)), onde

x(s) = fsso cosB(s)dt e y(s) = fsso sen A(s) dt.
Exemplo 3.8 As curvas que tém curvatura constante.
Usando os passos | e Il, queremos,
K(s) = k (constante).
Escrevemos 6(s) = f:o k(s)dt = fs‘z kdt = ks — ks,
Se k # 0, entédo
x(s) = fsso cos(kt — ksg) dt

__sen(ks—ksy) sen0
- k k
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sen(ks—ksg).
k )

y(s) = fsso sen(kt — ksy) dt

cos(ks—ksg) , cosO
k k

— _ Coslks—kso) |, 1
= 0
Logo,
a(s) = (% sen(ks — ks;) ,% — %cos(ks — kso))
Fazendo R = 1/k, segue que

a(s) = (R. sen( ),R — R cos (S_RSO))

Escrevendo B(s) = (A a)(s) + b, onde A e b representam a rotacdo e a translacéo

S—So
R

sobre a, conforme corolario 3.1, temos
B(s)=(Aeca)(s)+b
Tomando b = (0,—R) e notando que a € uma circunferéncia entdo ndo depende da
rotacao, assim
— — S—So S—So
B(s) =a(s)+ (0,—R) = (R.sen (T)’R cos( - ))

entdo parak # 0, as curvas de curvatura constante ndo nula sao circunferéncias ou

arcos de circunferéncia de raio %
Se k =0, temos
x(s) = fsso cos0dt = s — sp; y(s) = fsz sen0dt = 0.

Temos que a(s) = (s —s,,0), isto &, as curvas com curvatura constante nula séo

retas ou segmentos de retas.
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4 Curvas de preenchimento de espaco

Estudaremos neste capitulo um tipo de curva com caracteristica bem
particular, baseada inicialmente nas ideias de cardinalidade de Cantor e construida
por Peano. O objeto de estudo sdo as curvas de preenchimento de espaco,
buscaremos entender o seu comportamento e para referéncia principal do conceito

seguiremos Sagan (1994).

4.1 O conceito de cardinalidade

A ideia de contagem €& uma das mais primitivas nocfes matematicas, o
conceito de contar é mais antigo que os proprios simbolos numéricos. Segundo
Eves (1997) o ser humano utilizava objetos menores para representar objetos
maiores, fazendo entre este uma relacdo biunivoca. O homem primitivo levava o seu
rebanho para pastar e mais tarde era preciso voltar para casa e fazer a recontagem
dos animais, para descobrir se tinha ficado algum perdido no caminho, para tanto
utilizava a relacéo de cada pedra para cada animal que tinha, fazendo assim a sua
contagem.

A cardinalidade de um conjunto P finito (notacdo |P|) € o numero de
elementos do conjunto P. Para um conjunto infinito, existem meios de definir |P|,
mas o que faremos aqui é definir somente a relacdo |P| = |Q| entre conjuntos,

retomando a ideia do homem primitivo.

Definicdo 4.1 Dados dois conjuntos P e Q se existe f: P — Q bijetora entdo dizemos
que |P| = |Q|.

Dado o conjunto P qualquer, defina Q =P X P ={(a,b);a,be P}, isto &, Q é 0
produto cartesiano de P por P. Se P ={0,1} entdo Q = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.
Entdo podemos dizer |[P|= 2 e |Q| =4, em geral para um conjunto finito
|P| =n > 1entdo |Q] = n?, sendo assim para todo conjunto finito ndo unitario P,
|Q| # |P|. Mas para o caso de P infinito esta desigualdade continua verdadeira?

A resposta veio nos estudos de Georg Cantor, nascido na Russia em 1845 e
um dos principais contribuintes para a Teoria dos Conjuntos. No seu trabalho, entre
outras coisas, ele fez a definicho acima de comparar a cardinalidade de dois

conjuntos infinitos.
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A definicdo 4.1 € muito simples, mas para 0os matematicos da época de
Cantor foi dificil aceitar as suas aplicacbes. Por exemplo, se tomarmos P como
intervalo [0,1] c R e dado o quadrado Q =P x P = [0,1] x [0,1] a nossa intuicdo
nos leva a crer que |Q| # |P|. Geometricamente podemos pensar que o quadrado Q
tem mais pontos que o segmento P e que precisariamos de “varios” segmentos P

para preencher o quadrado @, conforme figura 24.

Figura 24: Segmento com relagdo ao quadrado.

No entanto a nossa intuicdo ndo esta correta, Cantor provou que o quadrado
Q e o segmento P satisfazem |P| = |Q|. H&, na verdade, varios modos de fazé-lo e
Peano mostra como realizar bije¢cdes continuas que relacionam pontos de P com
pontos de Q. A construcdo de Peano baseia-se em um sistema de numeragao nao
decimal, no proximo tépico vamos tratar de transformacao de sistema numeracao de

bases diferentes.

4.2 Transformagdes de sistemas de numeracgao de base diferentes

Segundo Lima (2012) a representacdo de um numero real positivo m no

sistema de numeracéo de base decimal pode ser escrita,

©o
a;
m= ay, a1y ...y ... = —
0 142 n ' 10l
=0
onde a, € um numero natural maior ou igual a zero e a4, a,, ..., a, ..., S&0 digitos, isto
é, inteiros tais que 0 < a, <9, paratodon > 1.
Usando o mesmo raciocinio um numero m na base ternaria pode ser escrito
na forma
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m = by, byby .. by .. = Z?
i=0

onde b, € um numero natural descrito somente com algarismos 0, 1 e 2 e
by, by, ..., by, .., s@o inteiros tais que 0 < b, < 2, para todo n > 1. De forma analoga
podemos escrever qualquer nimero decimal em uma base qualquer.

Exemplo 4.1 Seja o numero 549 na base decimal, vamos transformar na base
ternaria e binaria.

O processo de transformagdo consiste em escrever 0 numero em poténcia de base
do sistema numeérico dado, isto €, o niumero 549,

base decimal= 5.10% + 4.10' + 9 = 549

base ternaria = 2.3° + 0.3* + 2.33 + 1.3%2 + 0.3 + 0.3° = 202100

base bindria = 1.2° + 0.28 + 0.27 + 0.2 + 1.2° + 0.2* + 0.2 + 1.22 + 0.2 + 1.2 =
1000100101.

Logo 549 na base decimal é equivalente ao niumero 202100 na base ternaria e
1000100101 na binéaria.

Exemplo 4.2 Considere o numero 0,122 na base ternéaria, vamos transformar para
base decimal.

Como 0,122 esté escrito na base 3 podemos escrever:

0122=-4+2+2=0,3+0,240,074 = 0,629
3 3 33

Logo 0,122 na base ternaria equivale a 0,629 na base decimal.

4.3 A curva de preenchimento de espaco de Peano

O matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932) apresenta em um dos
seus trabalhos, uma funcdo continua e sobrejetora que tem como dominio um
segmento de reta unitario e imagem um quadrado de lado unitério.

A ideia de Peano é que tenha duas componentes onde uma é construida com
os valores de indices pares e a outra com os valores de indices impares do dominio
da funcdo. Fazendo uma analogia, tome as palavras “aritmética” e “professor”.
Dentre todos os anagramas destas palavras juntas (isto é, “aritméticaprofessor”),
tomamos aquela que lista a primeira letra de uma e a primeira letra de outra, depois
a segunda letra de uma e a segunda letra de outra etc. A ideia de Peano € inverter

€SSe processo:
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P (aprriotfmeéstsiocra) = (aritmética, professor)

Note que os elementos de indices pares do dominio da fun¢do correspondem
a palavra “aritmética” e os de indices impares a palavra “professor”.

Para a construcdo da funcdo de Peano, usaremos o raciocinio semelhante
apresentado por Sagan (1994, secdes 3.1 e 3.2).

Vamos tomar t como parametro e representar 0s nimeros reais entre 0 e 1
usando a representacao ternaria, isto €, vamos escrever usando o sistema de
numeracgao na base 3 j4 definido anteriormente por:

Sttt ts
t=;3—?=§+3—z+3—3+"‘

comte [0,1] et; €{0,1,2}.

Para construcdo da curva de Peano usaremos as funcdes definidas a seguir:
Definicdo 4.2 Seja ¢: {0,1,2} — {0,1,2} tal que

o(0) =2
c(1)=1
0(2)=0

Note que o pode ser composta consigo mesma e que:
oc00(0)=0(2)=0
ococo(1)=0(1)=1
oco00(2)=0(0) =2
Assim g o g(a) = a, dizemos que ¢ € igual a sua propria inversa. Denotando por ¢" a

composicdo de ¢ por o n vezes, isto €, ¢"(x) =ccoo..oa(x) e 0°(x) =x, n €N,

nvezes

o™(x) =x, sen é par

observamos ue{ .. )
q o™(x) = o(x), se n & impar

Definicdo 4.3 Seja ¢:[0,1] — [0,1] tal que

00 U(Z/L;JJ 2) (t2i-1)

o (22, 5) =22

t otz (t3) O.L‘2+L‘4,(t5) O.t2+t4+t6(t )
==+ + + S NI
3 9 27 81

Proposicédo 4.1 A funcdo ¢(t) esta bem definida.
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Demonstracao:
Seja t € [0,1], queremos mostrar que ¢(t) independe da representacdo terna-

ria de t quando t tem duas expansées,

t = :l 1 31 + Zl>n =0, tityts .. tnOOO ou

3l
1t
t=Xi ST 2o4En n+13l = 0,t1tpt3 oty g (8 — 1)222 ...

no caso t, € {1,2}.

Devemos ter (p( il 13; Yisn 31) = <p(2?=‘11%+ 1 ) Para mostrar que
as imagens das expansdes sdo iguais, consideraremos a paridade de n combinada
com a paridade de t,+t, + t; + -+ + t, 0 que resulta em quatro casos:

> nparet,tt, +tg+ -+ t, par,

> nparet,+t, +tg+ -+ t, impar;

» nimpare ty,+t, + tg + -+ + t,_4 par;

» nimpare t,+t, + tg + -+ + t,,_, impar;

1° Caso: n par e t,+t, + tg + -+ + t,, par; chamamos de n = 2k.
Pela definicdo 4.3

. t to+t

tp+tattet.tt
g-2TATE6 2k (top41)

+...+

3 32 33 3k+1 + ..

aplicando ¢ na primeira representacao ternaria de t, temos,

t; t ot2(t3)
0 (ZH S+ Toa g) = 2+ 52+

O-tz +ty (tS) O_tz +tattet+..+lok (t2k+1=0)
3 32 33 +...+ o

e demais termos nulos porque t,+t, +tg + -+ ty + 04+ 0+ -+ SA0 pares e tyx.q,
tok+3, takss, ... SA0 todos iguais a 0 e 625(0) = 0, com s € N.

Calculando ¢ na segunda representacao ternéaria, temos,

2k—1ti tzk 1 _ty, of2(t3)
(Zl 1 31 32k +Zl 2k+131 3 + 32 +

ot2tta(ts) otz +t4+t6+...+(t2k—1)(t2k+1=2)
— .t e

e demais termos nulos porque t,+t, +tg + -+ (t;x —1) +2 + 2 + --- sdo impares e
tok+1s toks3s Eagss, ... SAO0 todos iguais a 2 e 62+1(2) = 0(2) = 0.

Entdo basta comparar gtzttet-+tzk(0) e glzttet-+t2k=1(2) note que o valor ty,, €
diferente em cada caso, mas como t,+...+t,, € par, segue ¢>(0)=0 e
0%571(2) = 0(2) = 0 com s € N.
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t
3i

0 -1t th—1 o) 2
Portanto ¢ ( i+ Xisn ;) =9 (Z?=11; + 3 + Lizn+1 5)'

A demonstracdo do 2°, 3° e 4° caso ndo sera realizada, mas o raciocinio €
analogo ao 1° caso.
Definicdo 4.4 A curvay:[0,1] - [0,1]%, y(¢t) = ((p(t),3<p G)) € chamada de curva
de Peano.

t; t t t ~
Sendot=)2,2=2+=2+=+..entdo
t=13i ™ 3 " 32 33

t t; 0 t; , tp
_:Zi"zl L =—4+ =4 =4 ...
3 3l+1 3 32 33

_yo Si_ o L S2. 8
3s=Y = s +Z 43+

i=1 3i—1

Proposicédo 4.2 A funcao y(t) € sobrejetora.

Demonstracao:

Dados x,y € [0,1], queremos achar t € [0,1] com @(t)=x e 3¢ (é) =y.
Escrevendo

_yo Xi_ X1y Xz X3 o Fn
x=3E g TS St Rt

e desenvolvendo ¢(t) temos

at2(ty) | afztta(es) | gl2ttatle(t,) glttatter *ham-1) ¢, 1)

_t
o) =S+—F0 T+ ——F o+t —— .t =

+...
comparando ¢(t) com x determinamos que,
X, = ty, X, = 0t2(t3), x3 = a2t (ts), x, = oletlatle(t,), ...

assim sucessivamente.

Calculando 3¢ (g) pela definicdo 4.3 temos,

3(p (é) _ oti(ty) n ot1+t3(t,) n ol1+t3+ts(t,) I gtittzttstttan-1(¢, ) .

3 32 33 3n
Fazendo,
—yoo Yi_ Y1 Y2 ¥3, 4V

e comparando com 3. ¢ (g)

y1 = 0'1(ty), y, = 011*3(t,), y3 = ottt (), y, = glrtiatistlo(ty),
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Determinamos t; = x; depois t, = (¢'1)"1(y,), depois t; = (¢'2)"1(x,), depois
ty = (61¥5)1(Yy), e Loy = (072F ¥ Flan2) 1 (), 1, = (g81¥ 0+ Hen1) 71 (y,) usando
as equacoes e ty, ..., t,_, para determinar t,, para cadan > 1.

Portanto para todo (x,y) € [0,1] podemos achar t € [0,1] tal que y(t) = (x,y), isto &,

y(t) é sobrejetora.

Nas proximas demonstracdes, usaremos sempre a expressao infinita no caso de um

namero exato (isto é, 0,t; ... (tx — 1)222 ... em vez de, 0, t; ... £, 000 ...).

Proposicédo 4.3 A funcao ¢(t) é continua.
Demonstracao:
Seja ty € [0,1] tal que t, = 0, t1t, ... tantoneq - €SCrevendo

8§ =372"— 0,000 ...tp41tons2 -
temos,

to+ 8 =0,t1ty .. tontonss - +372% — 0,000 ... t5011t2m42 -
=0,t;tp ... t7,222 ...

Note que para qualquer t € (t,, to + 8), 0S 2n primeiros digitos sdo iguais aos de t,:

t = t1t; .. lanTont+1T2n+2 -

Fazendo T =t, + t, + tg + -+ + t,,, calculamos

ty at2(t3) | ot2tte(ts) ot ol (tan+1) +
3 32 33 3n
t) — t =
|‘P( ) (P( 0)' _ t_l atz(t3) + o‘t2+t4(t5) + O'T(tzn+1) .
3 32 33 3n
< 0T (tan41)—0" (tan+1) oTH72n+2 (1504 3)—0T 02142 (typ43) + o
- 3n+1 3n+1
2 1 1 1
Sqm(lti+s+) =5

Isso mostra que ¢ € continua pela direita.
Vamos mostrar que ¢ € continua pela esquerda em [0,1], assumiremos

to = 0, t1t2 thth_l_l veuy
E tomando

8 =0,000...t004+1tns2 -
Entéo

to - 6 == O, tltz t2n

Para qualquer t e (t, — 6,t,), 0S 2n primeiros digitos sédo iguais e, analogamente a

acima,
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t1 |, ot2(ts) | ot2tla(ty) ol (tan41)

+ e+ + ...
3 32 33 3n
t)— ot =
|(P( ) (P( 0)| _ (t_1+ Ut2(2t3) + 6t2+t:(t5) +...+0T(t2n+1) + )
3 3 3 3n

2
— 3n+1

1
3n

(1+§+3i2+...):

O que mostra a continuidade de ¢ pela esquerda.

Coroléario 4.1 A curva y é continua.

Demonstracdo: Como ¢ € continua, também a funcédo t — 3¢ (g) € continua, de

modo que as duas componentes de y séo continuas.

Proposicéo 4.4 ¢(t) ndo é diferenciavel em nenhum ponto ¢t € [0,1].
Demonstracao:

Fixado t € [0,1] e dado n € Z}, substitua t,,,_; por t,,_1 assim: 0 por 1, 1 por 0 ou 2

. 1
por 1, construindo t,,' de modo que |t — t,| =

32n—1'
Calculamos a distancia entre ¢(t) e ¢(t,):
t O'tz ¢ 0.t2+t4 t 0_t2+t4_+t6+---+t2(n_1) £
by (t3) (5)+__-+ (tan 1)+___
o - ol =| 5 ¥ : T
- nJl = t to+t ta+ta+te++ty(p—1)
t ag'2(t ag2tha(t o Ton—
B (3)_|_ (5)+...+ (zn1)+m
3 32 33 3n
_ 0_t2+t4+t6+~--+t2(n_1)(tzn_l) _ 0_t2+t4+t6+~--+t2(n_1)(Tzn_l)
- 3n 3n

Note que ¢(t) e ¢(t,) diferem apenas na n-ésima casa ternaria. No caso particular
de t, + ty + -+ + tyn—1) Par e ty,_; = 0 temos 7,,_; = 1, segue

O_t2+t4+t6+"-+t2(n_1) (th—1=0) 0-t2+t4+t6+"'+t2(n—1) (TZn_]_:l)

lp(t) — ot =

3n 3n

lp(®) — et =5

lo(t)— o(tp)| _ 3271
lt—tol 3n

4

Assim temos lim,,_,, t;, =t mas

€ limitada. Isso mostra que ¢(t)

nao é diferenciavel, entdo y(t) também nao é diferenciavel.
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4.4 O grafico da curva de preenchimento de espaco

Sagan (1994, secdes 3.3 e 3.4) apresenta uma ilustracdo da curva y
construida como limite de uma sequéncia de curvas por Hilbert, seguindo os
seguintes passos:

i) Seja y,:[0,1] = [0,1]? com traco dado por:

r

0

colboaboocooadlocosad

e Il S ] E

Figura 25: Representacdo da curva y,

ii) Dada y,:[0,1] - [0,1]?, subdividimos [0,1] em nove intervalos de

. 1
mesmo comprimento - e [0,1]? em nove quadrados ordenados como na

figura:
| |
] ]
3° , 4° . 9°
_____ SN YN
] ]

2 , 5° , 8&°
_____ R R
] ]

] ]
1° v 6% v 7

]
] ]

0 1 2 1
3 3

Figura 26: Representacéo da divisdo do quadrado
Usamos y,, com dominio e traco contraidos e transladados, repetida-
mente, para ter uma curva de cada intervalo no quadrado correspon-
dente, de modo que pontos de término fiquem adjacentes. Ligando os

pontos, obtém-se y,,,, € assim sucessivamente.

iii) A curva de Peano fica definida por y(t) = lim,,_ ¥ (t).
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Y0

Y2

Os passos de todo o processo da curva y estdo resumido na figura 27.

SRR Y R R
— bl e =

=L

I_I

==
e
?EE

=

=iyl
=t
I

=T=

Y=l =

8!

dloocooboooolloocoad

Il

bty
it

Figura 27: Tracos das primeiras quatro curvas

Fazer a demonstracdo desse processo fica além do contetdo proposto, mas

podemos verificar que a curva y passa pelos vértices de y, precisamentes nos

pontos médios dos subintervalos de [0,1]: veja o resumo na tabela e na figura 25. Os

calculo foram feitos para uma aproximacéao de 5 digitos, indicada com simbolo =.

Intervalo

Ponto médio (M,,)

) = (w030 (7))

03]

1
M, = T (0,00111)puge 3

y(My) = (0.01111,0.01111)

~(1 1)
B 6’6 base 10
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y(M,) = (0.01111,0.11111)

12
[6'5 MZ 18 (0 Ollll)baseS ~ (115)

6 6 base 10
- : y(Ms) = (0.01111,0.21111)
[6'5 M3 = 1_ = (O 02111)base3 ~ (115)

6 6 base 10
— : y(My) = (0.11111,0.21111)
6,5 M4 18 (O 10111)ba\se3 ~ (E'E)

6 6 base 10
— y(Ms) = (0.11111,0.11111)
6,6 M5 18 (O 11111)base3 ~ (E’E>

6 6 base 10

(Mg) =(0.11111,0.01111)

y " Y Mg
[5'6 M6 =1—§ (O 12111)base3 ~ (E'l)

6 6 base 10
- y(M;) = (0.21111,0.01111)
[5'6 M7 18 (O 20111)base3 ~ (E'l)

6 6 base 10

y(Mg) = (0.21111,0.11111)

7 8
[6'5 Mg 18 (O 21111)base3 ~ (E'E)

6 6 base 10

51

17
My = 22 = (02211 Dpase 3

y(My) = (0.21111,0.21111)

~(5 5)
~\6'6 base 10

5 ’}(i\’fg) "y(;‘h‘;)
> — — — —

Sl=]- -
olwl - -¢

Figura 28: Representacdo dos

vértices
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Consideracoes finais

Este trabalho teve como objetivo fazer uma reflexdo sobre o conceito de curva
plana, apresentamos a sua importancia e o seu desenvolvimento ao longo da
historia. Estudamos propriedades especificas de algumas curvas e teoremas gerais
gue caracterizam uma curva no plano. Apontamos alguns teoremas e propriedades
que dao base rigorosa para o estudo das curvas, destacando os referenciais de
Frenet e o teorema fundamental das curvas planas.

Descrevemos as curvas por meio de equacdes paramétricas, diferentemente
das cartesianas que sdo comumente utilizadas no Ensino Basico, pois as
paramétricas podem descrever algebricamente qualquer curva deste trabalho e o
conceito pode ser ampliado para o R® com mais facilidade. Um ponto alto da
pesquisa foi a exploracdo das belas e interessantes aplicacbes das conicas,
catenéria, cicloide e das curvas de Bézier, originando destas juntamente com a
capacidade humana grandes monumentos, avanc¢os tecnoldgicos e compreensao do
funcionamento do universo.

E importante destacar que o estudante tenha nocdo destas e outras
aplicacbes ao se deparar com matérias relacionadas a esta, sentindo-se motivado
para 0s seus estudos, percebendo que ndo sdo assuntos desligados do seu
cotidiano.

Estudamos a curva de Peano com propriedades bem exéticas e abstratas,
dedicando este topico para analise do professor do Ensino Médio. A curva tem como
caracteristica preencher um quadrado de lado unitario com um segmento de mesmo
comprimento do lado do quadrado, este conceito busca a reflexdo sobre uma nova
ideia de curva.

Tomando o conceito das curvas de preenchimento de espa¢co como ponto de
partida indicamos ao leitor o estudo das propriedades e aplicagbes das curvas

produzidas por fractais, tendo como referéncia Janos (2008).

69



Bibliografia

ALENCAR, Hilario; SANTOS, Walcy: Geometria Diferencial das Curvas Planas.
Goiania: Editora da UFG, 2002.

CAETANO, Wellington de Lima. Queda em curvas de menor tempo e tempo
independente da altura - Braquistécrona e Tautdécrona. 2008. Disponivel em:
http://www.ifi.unicamp.br/~lunazzi/F530_F590_ F690_F809_ F895/F809/F809 seml1_
2008/WellingtonL-Firer RF2.pdf. Acesso em: 02 de maio de 2015.

CARMO, Manfredo Perdigdo do. Geometria Diferencial de Curvas e Superficies. 32
ed.Rio de Janeiro: Editora SBM, 2005.

DELGADO, Jorge; FRENSEL, Katia; CRISSAFF, Lhaylla. Geometria Analitica.
Colecdo PROFMAT. 12 ed. Rio de Janeiro:Editora SBM, 2013.

EVES, Howard. Introducdo a Histéria da Matematica. Traducdo: Hygino H.
Domingues. 22 ed. S&o Paulo: Editora da Unicamp, 1997.

GOMES, Jonas de Miranda. Representacdo de arcos por curvas de Bézier.
In: SIMPOSIO BRASILEIRO DE COMPUTACAO GRAFICA E PROCESSAMENTO
DEIMAGENS, 2. (SIBGRAPI), 1989, Aguas de Linddia. Anais... Porto Alegre:
Sociedade Brasileira de Computacao, 1989. p. 519-523.

GUIDORIZZI, Hamilton Luis. Um Curso de Calculo vol. 2.12 ed. Rio de Janeiro: LTC,
1986.

GUILLOD, Thomas. Interpolations, courbes de Bézier et B-Splines. Buletin de la
Societé des Enseignants Neuchételois de Sciences, 34, 2008. Disponivel em:
http://www.sens-neuchatel.ch/bulletin/no34/art3-34.pdf. Acesso em: 14 de dezembro
de 2015.

JANOS, M. Geometria Fractal. Rio de Janeiro: Ciéncia Moderna Ltda, 2008.

LIMA, Elon Lages, et al. A matemética do ensino médio. vol. |I. Cole¢@o do Professor
de Matemética. 102 ed. Rio de Janeiro: Editora SBM, 2012.

LOPES, Vinicius Cifu. Equacdes Diferenciais Ordinarias na Graduacédo. 12 ed. Rio de
Janeiro:Editora Ciéncia Moderna, 2015.

NETO, Antonio Caminha Muniz. Fundamentos de Calculo. Colecdo PROFMAT. Rio
de Janeiro: Editora SBM, 2014.

RANGEL, Alcyr Pinheiro. Curvas. Rio de Janeiro: llha Universitaria, 1974.

SAGAN, H. Space Filling Curves. New York: Editora Springer-Verlag, 1994.

70


http://www.ifi.unicamp.br/~lunazzi/F530_F590_F690_F809_F895/F809/F809_sem1_2008/WellingtonL-Firer_RF2.pdf%3e
http://www.ifi.unicamp.br/~lunazzi/F530_F590_F690_F809_F895/F809/F809_sem1_2008/WellingtonL-Firer_RF2.pdf%3e

TALAVERA, L. M. B. Parabola e Catenaria: historia e aplicacfes. 2008. Dissertacao
(mestrado em educacgdo), Universidade de Sao Paulo. Disponivel em:
http://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/48/48134/tde-17062008-135338/pt-br.php
Acesso em: 13 de fevereiro de 2015.

TENENBLAT, K. Introducdo a geometria diferencial. 22 Ed. S&o Paulo: Edgard
Blucher, 2008.

VALLADARES, Renato J.C. Propriedade refletora. Revista do Professor de
Matematica, 36, p.27-28, 1988.

WAGNER, Eduardo. Por que as antenas sao parabdlicas. Revista do Professor de
Matematica, 33, p.10-15. Sociedade Brasileira de Matematica, 1997.

WANGENHEIM, Aldo Von. e WAGNER H. M., “INE 5341 - Programa da Disciplina

Computacao Gréfica,” 2009. Disponivel em: http://www.inf.ufsc.br/~grafica/CG4.pdf.
Acesso em 08 de fevereiro de 2015.

71



