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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar uma abordagem das funcdes de probabili-
dade conhecidas como Leis de Poténcia para alunos do Ensino Médio. Para atingir
este objetivo, foi necessario desenvolver outros temas. Apresentamos algumas nocoes
bésicas de estatistica e probabilidade, incluindo fun¢des de probabilidade. Obtivemos
férmulas para o cdlculo da drea sob certas curvas nao retilineas, sem o uso do célculo
integral. Tratamos de Regressoes Lineares Simples, sem o uso de derivadas. Desen-
volvemos o tema Leis de Poténcia do ponto de vista tedrico e pratico; quanto a isto,
nos inspiramos em Newman (2006) [3]]. Foram apresentadas, por fim, uma série de

atividades, com explicacoes detalhadas, envolvendo Leis de Poténcia.

Palavras-chave: Leis de Poténcia, Estatistica, Probabilidade, Regressao Linear, En-

sino Médio.






ABSTRACT

The aim of this paper is to show an approach to probability functions known as
Power Law for High School students. To achieve this goal, it was necessary to study
other topics. We will show some basic information on statistics and probability, in-
cluding probability functions. We’ve got formulas to calculate the area under certain
non-rectilinear curves, without using of the integral (calculus). We studied Simple
Linear Regressions, without using derivatives. We talked about Power Laws under the
theoretical and practical point of view; for that, we were inspired by Newman (2006 ).
We presented, finally, a series of activities, with detailed explanations, involving Power

Laws.

Keywords: Power Laws, Statistics, Probability, Linear Regression, High School.
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INTRODUCAO

Este é um trabalho na area de Educacdo Matematica. Certamente, o ensino de
matematica esta entre as coisas mais criticadas em nosso sistema escolar. As criticas,
muitas vezes, sdo pertinentes, mas cabe a pergunta: qual € a disciplina que goza de

aprendizado sdlido por parte dos nossos alunos?

Esta pergunta, talvez um tanto provocativa, ndo é gratuita. Pensamos que certos
problemas que em outras disciplinas podem ficar um pouco mais camuflados, em ma-
tematica se evidenciam. Isto se d4, pela maneira como o raciocinio é permanentemente
exigido nesta matéria, a comecar pela simples interpretacdo de problemas, tanto mais

pela compreensao das férmulas ou pela capacidade de relacionar as coisas.

Capacidade de relacionar as coisas! Os proprios contetidos, dentro do ensino da
matemadtica, poucas vezes sdo relacionados. O que é que drea tem a ver com funcao?
Funcdo com probabilidade? Ha relacdo entre progressdo geométrica e probabilidade?

E entre estatistica e probabilidade?

Essas relacOes, dentre outras, sdo exploradas, ndo exaustivamente, nesta dissertacdo.
O objetivo inicial era discutir um tipo de funcdo de probabilidade conhecida como Lei
de Poténcia. Ao perseguir este objetivo, todavia, muitas coisas apareceram no caminho
- Como tratar de area sob a curva com alunos que ndo conhecem o célculo integral?,

por exemplo - e foram se agregando, e servindo de alicerce, ao tema original.

E neste contexto que o presente trabalho deve ser encarado. Cada capitulo tem
uma certa autonomia perante os demais. O que da unidade aos assuntos, as vezes
aparentemente dispares, sdo as funcoes de Leis de Poténcia. E, neste sentido, este
trabalho pode ser de utilidade para o professor do ensino médio, que é a quem nds nos

dirigimos.
Apresentaremos a seguir, resumidamente, o que se encontra em cada capitulo.

No Capitulo[1} “Nocdes de Estatistica e Probabilidade”, sdo apresentados alguns con-
ceitos bdsicos, outros nem tanto, em relacdo a estes dois assuntos para que se possa
compreender, mais adiante, o conceito de Leis de Poténcia. Embora possa parecer

obvia para um matemadtico, a relacdo entre Estatistica e Probabilidade normalmente
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INTRODUGAO

ndo € enfatizada no ensino médio, parecendo coisas sem ligacdo. Neste capitulo esta
coneccdo se dd naturalmente, e ambos os assuntos sdo vistos como etapas de um pro-
cesso cientifico mais amplo. RelacOes entre funcdo, probabilidade, drea e progressao

geométrica também estdo aqui presentes.

No Capitulo : “Area sob a curva”, sdo apresentadas algumas técnicas para o cdl-
culo de areas sob certas curvas ndo retilineas, sem o auxilio de integrais. A relacdo
entre este capitulo e as leis de poténcia se da, pois sendo leis de poténcia funcoes de
densidade de probabilidade, o valor da drea sob a sua curva, em um certo intervalo,

corresponde a probabilidade de ocorréncia deste intervalo.

No Capitulo [3} “Regressdo Linear Simples”, mostra-se, como o titulo sugere, como
obter uma reta que melhor se ajusta a um conjunto de pontos no plano cartesiano.
O uso do excel é ensinado para esta finalidade. A Regressdo Linear serd utilizada,
posteriormente, para as leis de poténcia, pois como veremos, quando o grafico de uma
funcdo de lei de poténcia é colocado em escala logaritmica (log-log) os pontos sugerem

uma reta. E, a partir desta reta, um dos coeficientes da fungéo € obtido.

No Capitulo [4} “Leis de Poténcia”, define-se as Leis de Poténcia; fornece-se alguns
exemplos de aplicacOes desta lei e, em especial, é mostrada a aplicacdo dela ao caso
da distribuicdo das cidades brasileiras em relacdo aos seus ntimeros de moradores.
Mostra-se, ainda, como obtém-se a equacdo destas leis. Discute-se a conveniéncia
da utilizacdo da frequéncia acumulada para estas leis. Os célculos da esperanca e
variancia também sdo tratados. Discute-se brevemente a caracterizacdo de uma funcdo

como de cauda leve ou pesada, e a relacdo destes termos com o conceito de momento.

No Capitulo 5} “Atividades com Leis de Poténcia”, sdo sugeridas diversas atividades,
com explicacoes pormenorizadas, que podem ser realizadas com alunos. O Excel é a
plataforma utilizada nestas atividades. Apresentamos também, em uma destas ativida-

des, a técnica “logarithmic binning”.

No apéndice, sdo realizadas algumas demonstracdes concernentes ao Capitulo
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A finalidade deste capitulo é apresentar conceitos que serdo necessarios para a com-
preensdo das chamadas Leis de Poténcia. Apresentaremos nog¢oes basicas de estatis-
tica e probalidade tais como: tipos de varidveis; organizacdo de dados em tabelas
de frequéncia, histogramas, graficos; medidas de resumo; funcoes de distribuicdo e
densidade de probabilidade.

Para este capitulo, utilizamos como referéncia Morettin e Bussab (2013) [2] e Ross
(2010) [6].

1.1 O QUE E A ESTATISTICA

A Estatistica pode ser compreendida como uma parte da metodologia da ciéncia. E
atribuida a ela a coleta, organizacdo, redugdo, analise, modelagem e inferéncia de um
conjunto de dados, extraidos de uma experiéncia, ou estudo, em qualquer area do

conhecimento.

A coleta, organizacdo, reducdo e andlise dos dados fazem parte da chamada Estatis-
tica Descritiva. Como o nome ja explicita, nesta primeira etapa os dados sdo descritos
da melhor maneira possivel, o que ja propicia um certo conhecimento a respeito deles

e prepara para as etapas seguintes.

A modelagem dos dados € a etapa em que, de posse dos dados organizados, procura-
se um modelo matematico que melhor os descreva. Padrdes sdo procurados. Para a
modelagem de um fenomeno aleatério, ou seja, de um fenomeno sobre o qual nao
temos certeza de seu resultado, € feito uso da teoria das probabilidades. Esta teoria

ocupa, portanto, um papel central em Estatistica.
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Ja a inferéncia é a extrapolacdo dos dados, seja para a populacao da qual os dados

(amostra) foram retirados, ou, ainda, para prever o que ocorrera futuramente.

De todo modo, como pode ser visto, a Estatistica tem a incumbéncia de transformar

dados em informacdes; compreender estas informacoes; e fazer previsoes sobre elas.

1.2 TIPOS DE VARIAVEIS

O trabalho de um estatistico comeca, como vimos, na pesquisa/coleta de dados.
Este trabalho é muito importante, pois dele depende todo o resto. No entanto, nao
trataremos deste ponto neste trabalho. Nosso foco estard no que ocorre apds a coleta

dos dados; sobretudo nas etapas da analise e modelagem dos dados.

O primeiro passo apds a coleta é a organizacado/classificacdo dos dados. Neste passo
os dados sdo classificados de acordo com algumas de suas caracteristicas, que rece-
bem o nome de varidveis. Tal classificacdo define o tipo de andlise que podemos fazer
posteriormente. Dados numéricos, por exemplo, serdo tratados a partir de ferramen-
tas distintas de dados que exprimem qualidades, como cor ou género. Naturalmente,

dentro de cada uma das classificacdes podemos ter diversas subclassificagoes.

De modo geral as varidveis podem ser classificadas em dois grupos: qualitativas ou
quantitativas. Dentro do primeiro grupo podemos ainda classificar as varidveis em

nominais ou ordinais, e no segundo em discretas ou continuas (Figura [I)).

Uma varidvel é chamada de qualitativa quando seus resultados representam quali-
dades, atributos, e ndo valores numéricos. Dois exemplos: nivel de instru¢do (ensino
fundamental, ensino médio ou ensino superior) e sexo (masculino ou feminino). No
primeiro exemplo, hd uma ordem, gradacdo, hierarquia, entre os possiveis valores; va-
ridveis deste tipo sdo chamadas de qualitativas ordinais. No segundo exemplo, nao
ha uma ordem/gradacido entre os valores; tais variaveis sdo chamadas de qualitativas

nominais.

Uma varidvel é chamada de quantitativa quando seus resultados sdo valores numé-
ricos. Dois exemplos: nimero de filhos e altura. No primeiro caso, os valores possiveis
que tal variavel pode assumir € finito ou contavel (discreto); tal variavel é chamada
entdo de quantitativa discreta. No segundo exemplo, a obtencdo dos valores (altu-

ras) se da por um processo de medicdo, sendo que neste caso os valores podem se
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Variaveis
Qualitativas Quantitativas
Nominais Ordinais Discretas Continuas

Figura 1: Tipos de varidveis.

encontrar em um intervalo de nimeros reais; tem-se aqui uma variavel quantitativa

continua.

Dado o tema deste trabalho, trataremos apenas das variaveis quantitativas.

1.3 ORGANIZAGAO DOS DADOS

Tendo colhido os dados, o pesquisador precisa organiza-los para poder compreendé-
los, analisa-los e, finalmente, modelé-los, ou seja, encontrar uma maneira matematica

de entender o comportamento deste conjunto de dados.

A maneira inicial como os dados sédo apresentados dependem diretamente de como
a coleta foi feita. Podemos, por exemplo, estar interessados no total de filhos que cada
casal tem em uma populagdo. Neste caso os dados seriam apresentados em uma lista

com a identificacdo do casal, e o total de filhos, como

{casal 1: 1; casal 2: 3; casal 3: 4, casal 4: 3; casal 5: 1; casal 6: 1; casal 7: 3;...}
Uma lista como esta ¢é dificil de ser lida, e interpretada. Organizada desta forma ela

mostra pouca informacdo sobre os dados. Antes de reorganizar os dados, note que os

rotulos dados a cada casal (casal 1, casal 2, etc) sdo irrelevantes, e portanto agrupar os
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casais pelo total de filhos que cada um tem seria mais interessante. Com isso podemos

montar uma tabela com estes dados.

Tabela 1: Frequéncia do nimero de filhos por casal.

Numero de filhos | Frequéncia n;

1 15
2 20
3 20
4 10
5
6
7
8

Total 94

Na Tabela [1| temos a varidvel “Numero de filhos por casal” em uma determinada
amostra. A coluna “frequéncia n;” exibe a quantidade de casais que tem os respectivos
numeros de filhos. Esta frequéncia é chamada de frequéncia absoluta, e corresponde

ao total de observacoes com aquele valor.

Tabela 2: Varidvel nimero de filhos por casal e frequéncias.

Numero de filhos | #n; fi % fac Yoac
1 15| 0,16 | 16% | 0,16 | 16%
2 20 [ 0,21 | 21% | 0,37 | 37%
3 20 1 0,21 | 21% | 0,58 | 58%
4 10 | 0,11 | 11% | 0,69 | 69%
5 0,10 | 10% | 0,79 | 79%
6 0,09 | 9% | 0,88 | 88%
7 0,07 | 7% | 0,95 | 95%
8 5 | 0,05 5% 1,00 | 100%
Total 94 | 1,00 | 100%

Na Tabela [2, além da frequéncia absoluta (n;), temos: frequéncia relativa (f;), por-

centagem (%), frequéncia acumulada (f,.) e a porcentagem acumulada (%;c).
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A frequéncia relativa (f;), de determinado valor da varidvel, corresponde a frequén-
cia absoluta (1;), do valor, dividida pela soma das frequéncias absolutas (total de ob-
servacdes/amostras). A porcentagem (%) é simplesmente a frequéncia relativa apre-

sentada de forma percentual.

A frequéncia acumulada (f,.), de um determinado valor, corresponde a somatoria da
frequéncia relativa deste valor com as frequéncias relativas dos valores anteriores, de
modo, que, a frequéncia acumulada do ultimo valor da varidvel sera, sempre, igual a

um. A porcentagem acumulada (%,.) é a frequéncia acumulada em forma percentual.

Para facilitar a visualizacdo dos dados, uma alternativa frequentemente utilizada é
a representacdo dos dados em graficos. Os graficos apresentados nas Figuras[2] e [3|sdo

chamados de gréfico de barras e grafico de dispersao, respectivamente.

Frequéncia do numero de filhos por casal
22

20

18

16

14

12

10

Frequéncia absoluta

1 2 3 4 5 6 7 8
N2 de filhos

Figura 2: Grafico de barras.

Note que no grafico da Figura |2}, os valores da variavel “frequéncia do numero de
filhos por casal” foram destacados no eixo das abscissas, enquanto suas frequéncias
absolutas foram destacadas no eixo das ordenadas. Poderia-se ter optado pelo uso da

frequéncia relativa ou porcentagem.

No grafico da Figura 3] tem-se algo similar ao gréfico de barras, com os dados repre-

sentados por pontos em vez de barras.

O que fizemos no exemplo acima foi identificar a variavel de interesse (numero de

filhos), e agrupar os resultados por valores possiveis da variavel, verificando a frequén-
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Figura 3: Grafico de dispersdo.

cia de cada valor. Mas nem sempre este procedimento € suficiente. Pense, por exemplo,
no saldrio de cada funciondrio em uma grande empresa em um dado més. Os valores
finais pagos a cada funciondrio dependem de diversos fatores, como total de faltas no

més, horas extras, tempo de carreira, descontos em folha, gratificacoes, dentre outros.

Com isso, € pouco frequente que dois funcionarios tenham exatamente o mesmo
salario. Mesmo que ocupem o mesmo cargo, o saldrio no final do més pode variar,
mesmo que apenas na casa dos centavos. Neste caso, agrupar por saldrio seria apenas
uma reordenacdo dos dados, acrescentando pouco ao que ja era conhecido. Ao mesmo
tempo, estas diferencas pequenas entre dois salarios é uma informacdo pouco impor-
tante na analise final. E mais importante saber se o funciondrio recebe entre 1300 e

1400 reais, do que saber que ele recebeu exatamente R$1352,25 em um dado més.

Uma solugéo para este problema é, portanto, agrupar os dados em intervalos. Po-
demos, por exemplo, dividir os saldrios em intervalos de amplitude de R$1000,00.
Na Tabela (3] tem-se a varidvel ficticia “Saldrios dos funciondrios de uma empresa”,
e, também, as frequéncias absolutas e relativas, porcentagens, frequéncias acumula-
das e porcentagens acumuladas. Neste caso, os saldrios foram agrupados em faixas,
considerando que as extremidades inferiores estdo incluidas nos intervalos (1500, por

exemplo, caso tenha ocorrido, esta incluido no segundo intervalo, e ndo no primeiro).

Este procedimento é utilizado, com frequéncia, para varidveis quantitativas conti-

nuas, ou para discretas, que apresentem valores em um intervalo de grande amplitude.
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Tabela 3: Saldrios dos funcionarios de uma empresa.

Salarios n; fi % fac Yoac
[500;1500[ | 82 | 0,29 | 29% | 0,29 | 29%
[1500;2500[ | 53 | 0,19 | 19% | 0,49 | 49%
[2500;3500[ | 41 | 0,15 | 15% | 0,63 | 63%
[3500;4500[ | 34 | 0,12 | 12% | 0,76 | 76%
[4500;5500[ | 30 | 0,11 | 11% | 0,86 | 86%
[5500;6500[ | 22 | 0,08 | 8% | 0,94 | 94%
[6500;7500[ | 12 | 0,04 | 4% | 0,99 | 99%
[7500;8500[ | 4 | 0,01 1% | 1,00 | 100%
Total 278 | 1,00 | 100%

Para a representacdo grafica dos dados da Tabela (3| é conveniente a utilizagdo de

histogramas (Figura[4). Chama-se grdfico de histogramas, ou simplesmente histogra-

mas, uma sequéncia de retangulos contiguos cujas bases (abscissas) sdo os intervalos

das faixas e cujas alturas (ordenadas) sdo as densidades das frequéncias relativas dos

valores.

0,00035

29 %

Densidades de Frequéncia

Faixas desaldrios

Salarios dos funcionarios de uma empresa

Figura 4: Histograma dos saldrios dos funciondrios de uma empresa
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1.4 MEDIDAS-RESUMO

Por meio da organizagdo dos dados brutos, tal como foram colhidos, em uma tabela
de frequéncias, consegue-se obter uma visdo mais resumida e, portanto, mais organi-
zada dos dados. No entanto, pode-se querer uma visdo ainda mais enxuta dos dados,

resumindo-os ainda mais.

Uma primeira maneira de fazer isso é tentar “localizar” os dados. Pense, por exem-
plo, que uma crianga resolve brincar com um punhado de feijoes, espalhando-os pela
mesa. Quando dizemos que os feijoes estdo espalhados no meio da mesa, estamos um
ponto exato da mesa (neste caso o centro) para descrever a posicdo dos feijoes. Mas

qual o melhor ponto para representar esta posicao?

Existem diversas formas de se escolher um unico valor que seja representativo de
toda a série de dados. Podemos, por exemplo, escolher o valor mais frequente (moda).
Para dados ordenados, podemos escolher o valor para o qual a frequéncia acumulada

seja 50% (mediana). Mas a mais utilizada é a média aritmética.

A média aritmética, ou simplesmente média, corresponde a soma dos valores ob-
servados em cada dado, dividida pela quantidade total de observacdes. No exemplo
da Tabela[2] a média é dada por:

1 x15+2x20+3x20+4 x10+5x9+6 x8+7x7+8x5 337
r= 94 =gy 36

Assim, usando os dados brutos, sem organizacdo em tabela de frequéncia, se para
uma variavel X foram feitas n observacoes, iguais ou ndo, dadas por x1,x3,...,X,, pode-
mos escrever a média de X como:

X1 +Xo+---+Xy
7 .

X =

Ou ainda,
1
X = H E X;.

i=1
Agrupando os valores da varidvel X em uma tabela de frequéncia, teremos que o

valor X1 OCOrreu njp vezes, xp oCorreu rp Vezes,. .., X OCOrreu nj; Vezes, de modo que

ny +ny+-- - +n, =n, e podemos reescrever a média como:

nix1 + X+ ...+ 1 k k n;
= — nix; = —X;.

i=1 i=1

X =
n
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Considerando que a frequéncia relativa de x; pode ser expressa por f; = n;/n, em
que n; é o numero de ocorréncias de x;, entdo a média pode ser reescrita como:

k
=Y foi. (1.1)

Embora as medidas de posicdo (moda, mediana e média) tenham a vantagem de
reduzir o conjunto de dados para apenas um nimero, naturalmente ocorre uma perda

de informacdes. Considere por exemplo, os seguintes conjuntos de dados

X ={-2,-1,0,1,2}

Y = {-10,-5,0,5,10}.

A média aritmética dos dois conjunto € 0, mas eles sdo claramente distintos. Talvez
a principal diferenca consiste em quanto os conjuntos estdo dispersos em torno de suas

médias. Os dados de X estdo claramente mais concentrados em torno da média 0.

Com isso, fica claro que precisamos de uma espécie de medida de dispersdo para nos

dizer o quéo espalhados nossos dados estao.

Uma primeira forma de fazer tal estimativa € medir a distancia de cada dado para a
média, calculando x; — %, obtendo assim o quanto o valor x; esta afastado, para baixo
ou para cima, da média. Este cdlculo nos fornece o desvio de x;. Por exemplo, para
o conjunto de valores: 1, 3, 4 e 8, cuja média é ¥ = 4, os desvios sdo: 1 —4 = —3,
3—4=-1,4—4=0e8—4 =4. Podemos notar que a soma dos desvios é igual a

zero! De fato,

(x1—%)+(2—%)+ - -+(xp—X)=x1+X2+---+x, —n-%=0.

A solucdo para isso parece simples! Se queremos medir distdncia do dado para a
média, precisamos de um valor positivo. Podemos, por exemplo, tomar o médulo da
diferenca, calculando |x; — X|, e depois calcular a média destes valores. Calculamos
assim o desvio médio (dm) dos dados, que para os valores {1, 3,4, 8} acima teriamos
|1 —4]+|3 —4|+[4 —4[+|8 — 4|

dm 1

2.

No entanto a solu¢do mais usada para o problema (soma dos desvios igual a zero),

é elevar cada um dos desvios ao quadrado. Para em seguida calcular a média destes

quadrados dos desvios. Obtemos assim o que chamamos de varidncia (var) dos dados:

C(1-4)P2+B—-4P2+(@—42+(8—47
4

var 6,5.
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Como a dimensao da variancia é o quadrado da dimensédo dos dados, uma vez que
elevamos os desvios ao quadrado, para obter um numero que nos forneca uma in-
terpretacdo mais facil em relacdo a dispersdo dos dados, tiramos a raiz quadrada da

variancia. O numero obtido é o desvio padrdo (dp):

dp = /6,5 ~ 2,55.

Podemos interpretar o desvio padrao, 2,55, como sendo o erro médio cometido ao

assumirmos a média, 4, como representativa dos dados.
De um modo geral, para uma variavel X, temos
4 2
Y (x; — X)
i=1

var(X) = Y (1.2)

dp(X)

v/ var(X). (1.3)

Em relacdo ao exemplo considerado na Tabela |2 obtemos

o 15(1 — 3,6)%> +20(2 — 3,6) J;L.l..+7(7 3,6)* +5(8 — 3, 6) ~ 4,29,

dp = V4,29 ~ 2,07.
Reescrevendo a expressao (1.2]) usando frequéncia relativa temos

k
Yo — %)

: . k
var(X) = =——— =y %(x,. — %2 =Y filxi — )2 (1.4)
i=1 i=1

Observacdo 1.4.1. No caso de dados agrupados em intervalos de valores, € necessdrio
escolher um valor para representar o intervalo. O mais comum neste caso é usar o valor

médio do i-ésimo intervalo como o valor de x;, fazendo os demais cdlculos normalmente.

1.5 PROBABILIDADE

Como comentamos anteriormente um dos objetivos ao analisar um conjunto de da-
dos é ter um modelo matematico que o represente. O suporte tedrico para tais modelos

¢ dado pela chamada Teoria da Probabilidade.
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A probabilidade se propde a estudar o que chamaremos de fenémeno aleatdrio, ou
seja, um acontecimento ou experimento no qual nio temos controle total, e portanto
ndo é possivel ter certeza do resultado. Ao lancar uma moeda comum, por exemplo,
ndo se tem certeza se saird cara ou coroa. O mesmo acontece quando paramos uma
pessoa no meio da rua para perguntar qual o candidato na préxima eleicdo. Este tipo
de experimento é conhecido como experimento aleatdrio, e da inicio ao processo de

modelagem que descreveremos brevemente a seguir.

Apesar de ndo termos controle sobre o resultado final do experimento realizado,
temos ao menos o conhecimento prévio do conjunto de resultados possiveis para tal
experimento. Se rolarmos um dado, por exemplo, sabemos de antemao que obteremos
um valor no conjunto {1,2,3,4,5,6}. Ou ao sortear um funcionario em uma empresa e
perguntar seu saldrio, sabemos que vamos obter uma valor real positivo. Temos assim
definido o que chamamos de Espaco Amostral (1), que é simplesmente o conjunto

formado por todos os possiveis resultados de um experimento aleatério.

O préximo passo na nossa modelagem € associar aos resultados de um experimento
o que chamaremos de probabilidade, ou seja, um valor numérico que represente a
chance que temos de observar um dado resultado em uma realizacao do experimento.
Se lancarmos um dado de seis faces para o alto, ao cair, uma de suas faces ficard vol-
tada para cima. O espaco amostral desta experiéncia é o conjunto Q = {1,2,3,4,5,6}.
Admitindo que o dado é perfeitamente simétrico, com sua massa igualmente distri-
buida por todo o seu volume, ou seja, que nenhuma face tem mais chance do que
outra de ocorrer, tem-se a mesma probabilidade para cada face, no valor de 1/6. Ao
atribuir a cada face a probabilidade de 1/6, considera-se que ao repetir a experiéncia
um numero grande de vezes, a frequéncia relativa de cada face serd um numero, se

ndo igual, ao menos bem préximo, de 1/6.

Infelizmente nem todo experimento pode ser resolvido de maneira tdo simples. Con-
sidere o experimento simples de jogar um feijao dentro de um caixa de base quadrada
de lado 1m. Estamos interessados em medir a distancia do feijao para uma face espe-
cifica da caixa. Neste caso o espaco amostral é todo o intervalo [0, 1], composto por

todos os numeros reais entre 0 e 1.

Se quisermos fazer o mesmo procedimento usado na rolagem de um dado, esbarra-
remos em um problema complicado. Antes de mais nada, ndo existe nada no experi-
mento que nos faca crer que alguma distancia é mais provavel que as demais. Assim
seria tentador falar que cada valor em [0, 1] tem a mesma probabilidade. Mas infeliz-

mente isso nao € possivel!
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Note que no caso dos dados a soma das probabilidades de cada resultado é 1 (ou
100%), que é compativel com o fato de nao existir nenhum outro resultado possivel.
Mas no intervalo [0, 1] o total de resultados possiveis € infinito, e portanto qualquer
valor positivo que fosse atribuido aos pontos individuais, levaria a uma soma infinita,

que ndo tem como ser interpretada como probabilidade.

A solugdo para este problema é associar valores a intervalos e ndo a pontos. No
caso do exemplo do feijdo, diriamos que dois intervalos de mesmo tamanho teriam
a mesma probabilidade, dada apenas pelo comprimento do intervalo. Isso daria ao

intervalo [0, 1] uma probabilidade de 1, consistente com o experimento proposto.

Vamos poupar o leitor dos formalismos envolvidos na definicdo de probabilidade.
Ao invés disso vamos passar direto para exemplos, tentando ilustrar o processo de

modelagem.

Para isso vamos usar um objeto auxiliar chamado de varidvel aleatéria. Tais variaveis
sdo, assim como no caso da estatistica, valores numéricos associados ao resultado do
experimento. A estes valores iremos associar um valor positivo, e menor que 1, que

chamaremos de probabilidade.

Assim como descrevemos na estatistica, as varidveis aleatdrias serdo divididas em
dois grandes grupos: as discretas e as continuas. A relacdo entre tais variaveis e as
descritas na estatistica vdo além do nome, como deixaremos mais claro nas préximas

secoes.

1.6 VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

Chamaremos de variavel aleatdria discreta, um observavel numérico relacionado a
um experimento aleatdrio que assume valores em um conjunto contavel. Formalmente,
uma varidvel aleatdria discreta é uma funcdo com dominio no espago amostral, e cuja

imagem é um conjunto contavel.

Exemplo 1.1. Como exemplo de varidvel aleatdria discreta, pode-se considerar, a va-
riavel X que representa o “Numero de filhos”, como presente nas Tabelas 1| e [2| Ao
sortearmos um casal aleatoriamente dentre os casais pesquisados, o total de filhos do
casal serd um valor aleatdrio dentro dos inteiros positivos. Mais precisamente, X pode

assumir valores em {1,2,3,4,5,6,7,8}.

40



1.6 VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

Ap6s identificar a varidvel, o préximo passo € definir as probabilidade da variavel
assumir cada valor na imagem. Isso € feito associando a cada valor x; da imagem, um

valor p(x;), definindo assim a chamada funcdo de probabilidade.

Chamaremos de funcdo de probabilidade da variavel aleatdria discreta X, uma fun-
¢do que associa uma probabilidade de ocorréncia a cada um dos valores possiveis de X.
Considerando cada valor particular de X como x;, sendo i natural, indicamos o valor

da fungéo de probabilidade para cada valor de X de um dos seguintes modos
p(x)=PX=x)=p;, i=12,...,

de modo que

p(x1) + p(x2) + p(xz) +--- = 1.

Considerando, ainda, a variavel “Numero de filhos”, das Tabelas [1| e [2] como pode-
riamos estabelecer uma funcao de probabilidade para esta variavel? Considerando que
cada casal da populacdo tem a mesma probabilidade de ser sorteado, a probabilidade
de sortearmos um casal com um filho seria dado pelo total de casais com 1 filho, divido
pelo total de casais da populacdo. Ou seja, a proporc¢do de casais da populacdo com

apenas 1 filho.

Normalmente, ao realizarmos este tipo de experimento, ndo sabemos exatamente o

total de casais com i filhos, e normalmente esta é uma das informagdes que buscamos!

Dadas certas condi¢des que nao discutiremos neste trabalho, é possivel assumir as
frequéncias relativas da Tabela |2| como aproximacdo para as probabilidades de cada
um dos valores da varidvel. Neste caso, a fun¢do de probabilidade associa os valores

x; desta varidvel as frequéncias relativas, f;, desta tabela.

Mais adiante, serd vista a aplicacdo de probabilidade para variaveis aleatdrias conti-
nuas; mas antes, serdo considerados alguns modelos/distribuicbes mais comuns para

variaveis aleatdrias discretas (v.a. discretas).

1.6.1 Modelo Uniforme Discreto

Este modelo aplica-se as v.a. discretas em que cada valor possivel tem a mesma pro-

babilidade de ocorrer. Ou seja, uma varidvel aleatdria discreta X tem uma distribuicdo
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uniforme se assume valores em um conjunto finito {x3;---;x;} e para cada valor x;,

tem-se:

p(x;) = -, paraqualquer i=1,2, ..k

==

Novamente, pode-se evocar, como exemplo, o caso de um dado, néo viciado, de seis
faces (k = 6). Para cada uma das faces, tem-se a mesma probabilidade de ocorréncia
(P = 1/6). Logo, a fungdo de probabilidade da varidvel aleatéria que associa uma

probabilidade de ocorréncia a cada face é de distribui¢do uniforme.

Aproveitaremos o Modelo Uniforme Discreto para apresentar a ideia de valor médio

esperado (esperanca) e varidncia para uma varidvel aleatdria discreta.

1.6.2 Valor Médio e Varidncia para Varidveis Aleatdrias Discretas

Considerando a relacgdo entre probabilidade e frequéncia relativa, podemos adaptar
a férmula (1.1)), da média de valores observados, para o que chamamos de valor espe-
rado (esperanga) de uma variavel aleatéria X, cujos possiveis valores sao x1,X2,...,X;.

Em (1.1) substituiremos f; por p;, obtendo

E(X) = Zpixi. (1.5)
i=1

Qual seria, entdo, o valor esperado ao lancar um dado, nao viciado, de seis faces
(k=6)?

A probabilidade de cada valor (face) de nossa varidvel aleatéria (X) é a mesma:

1

p) =p2) = pB) =p@) = p() = p6) = ..

Aplicando a férmula da esperanca encontra-se

E(X)=1x (é) +2 X (é) +3 X (é) +4 x (é) +5 % (é) +6 X <é> =3,5.

De forma analoga, define-se varidncia para uma v.a. discreta. Em (1.4) substitui-
remos f; por p;, e X por E(X), obtendo
n

var(X) = Y pi(xi — E(X))*. (1.6)

i=1
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A partir de (1.6), podemos deduzir uma outra férmula para a variancia, que nos

sera muito ttil. Segue a deducao:

Y pi(xi — E(X))?

var(X)

|
—

pi-(xf — 2x5E(X) + [E(OP)

D= L=

(pix? — 2pix; E(X) + pi E(X)P)

1l
i

pix? =Y 2piE(X) + Y pil ECX)

i=1 i=1

M-

I
—

n
Denotando ¥ p;x? = E(X?), e usando |l encontramos
i=1

var(X) = E(C)—2E(0.Y pi+ [ECOR. Y p
i=1 i=1

= E(X?) —2E(X).E(X)+[EX)]*.1
= E(X?) —2[EX)P +[EX)P
= E(X?) —[EX)P.

Assim,

var(X) = E(X?) — [E(X)]*. 1.7)

1.6.3 Distribui¢do Binomial

Tome um certo experimento, onde estamos interessados em observar um resultado
especifico, cuja probabilidade de ocorréncia nés conhecemos, e é igual a p. Agora
repita este experimento n vezes e defina a varidvel aleatéria X como o total de vezes

que o resultado em questao foi observado.

Assim, X é portanto uma varidvel aleatdria discreta, assumindo valores em {0, 1,2,...,n},
e estamos interessados em encontrar sua fungdo de probabilidade. Ou seja, queremos

encontrar P(X = k).

Para isso, considere uma sequéncia de resultados especificos onde o evento de inte-

resse foi observado k vezes. Por exemplo,

SSS---SSNNN---NN,

k vezes n—k vezes
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onde S denota o acontecimento do resultado de interesse, e N a ndo ocorréncia.

Esta sequéncia tem probabilidade p*(1 — p)”_k de ocorrer, pois cada S tem probabi-

lidade p enquanto cada N tem probabilidade 1 — p.

Mas cada permutacdo destes n elementos tem a mesma probabilidade de ocorrer, e

em todas elas o valor observado de X é k.

Assim a funcao probabilidade de X é dada por

P(X = k) = p(k) = <Z> 1 —p*k, com k=0,1,..,n
Exemplo 1.2. Lanca-se uma moeda, ndo viciada, cinco vezes para o alto. Qual é a
probabilidade de ocorréncia de, exatamente, trés caras?

Consideraremos cara como “C”, e coroa como “R”. Depreendendo do problema os

parametros k, n e p, podemos escrever:

1 1 1
n=>5, k=3 p:E; 1—p:1—§:§; e, portanto:

P(X=3)= N e I e
=9 (3)- () (2)
Note que quando se procura a probabilidade de exatamente trés ocorréncias de cara,

a ordem destas ocorréncias pode ser qualquer uma. Algumas ordens possiveis: CCCRR,
CRCCR, CCRRC. No cdlculo da probabilidade, tem-se:

1\3 /1\53
(2> : <2> : A probabilidade de apenas trés caras em uma certa ordem, por

exemplo, CCCRR.

5 . R .
( 3 : A quantidade de casos em que se tem exatamente trés caras considerando

qualquer ordem possivel. Esta quantidade corresponde a combinacdo de cinco, trés a

trés.

1.6.4 Distribuicdo Geométrica

Trataremos agora, de uma distribuicdo particularmente interessante para este traba-

lho, a distribuicao geométrica.

Nas distribuicOes anteriores, nos limitamos a casos em que o nimero de valores assu-

midos pela varidvel aleatoria era finito. As varidveis aleatdrias que seguem uma distri-
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buicao geométrica assumem um total infinito enumeravel de valores. Para introduzi-la,

utilizaremos um exemplo.

Exemplo 1.3. Uma urna contém 6 bolas brancas e 4 bolas pretas. As bolas sdo reti-
radas aleatoriamente, uma de cada vez, até que saia uma bola preta. Se cada bola
retirada é devolvida para a urna antes da préxima bola ser retirada, e X € o total de

sorteios necessarios, qual a funcdo de probabilidade de X.

Observe que X é uma varidvel aleatéria que assume valores no conjunto {1,2,3,4...},
e para que X = n teremos que sortear n — 1 bolas brancas e na n-ésima jogada uma

bola preta.

Como a probabilidade de sortear uma bola branca é de %, enquanto sortear uma

bola preta tem probabilidade %, temos que

n—1
P(X=n)= (160> 14—0

A distribuicdo de probabilidade deste exemplo é chamada de geométrica.

Em uma distribuicdo geométrica, assim como na distribuicdo binomial, temos repe-
ticoes, sucessivas e independentes, de um experimento envolvendo uma v.a. Em cada
experimento, a probabilidade de um evento, chamado de sucesso, é p, 0 < p < 1.
A probabilidade de ndo ocorréncia do sucesso é chamada de fracasso e sua probabi-
lidade € 1 — p. O experimento ¢ repetido diversas vezes até que um sucesso ocorra.
Chamando de X o nimero de experiéncias até que ocorra um sucesso, podemos escre-

ver.

PX=n)=(1-p)"'p, com n=1,2,.. (1.8)

A justificativa da equagdo ((1.8) é que até a ocorréncia do sucesso, cuja probabilidade

€ p, sdo necessarias n — 1 tentativas fracassadas, cada uma com probabilidade 1 — p.

Pode pairar uma duvida, quanto a legitimidade da distribuicdo geométrica como
uma funcéo de distribuicdo de probabilidade, ja que para isto, é necessario que a soma
das probabilidades associadas aos valores da v.a. seja igual 1. A variavel aleatéria
pode assumir, em tese, infinitos valores. Logo, fica a impressdo de que a soma das

probabilidades pode crescer indefinidamente.

Para resolver este problema, vamos fazer um paréntese do texto para lembrar uma

expressdo conhecida de boa parte dos estudantes do ensino médio.
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Seja a, uma PG de razio r, ou seja, a, = a;7"~!. Queremos saber qual é a soma dos

n primeiros termos desta PG. Para isso faca

Sy=a1+ax+---+ay

n—1
=ay+air+---+air ,

e note que
reSy=mr+ar’+- - +agr'.

Assim

Sp—t-Sp=(a+arr+--+ar" V) —(@r+ar?+ - +ar") = ay — ayr”,

e portanto
1—=7S,=a(1—1"),
: (a-m
a(l1—r
Sy = ———~.
" 1—7r

Agora, para encontrar a soma de todos os termos da PG, basta fazer o valor de n
crescer. Assim se 0 < r < 1, r" fica cada vez mais préoximo de zero quanto maior for o

valor de n, de onde concluimos que

a
a1+a1r+a172+a1r3+---=1 ,
—r

para0 <r < 1.

Terminado este breve paréntes, voltemos ao problema em questdo. Queremos mos-
trar que a soma de todos os valores da funcdo de probabilidade de X é de fato 1. Para

isso note que

= _ _OO _ -1, = . _ ”—1:L:
LPX=m=Y 0-plp=pd=pt =gy =t

n=1

Temos, entdo, que a soma, embora de infinitos termos, é igual a 1.

Uma questdo interessante que pode ser colocada é se ha valor médio, esperanca,
para uma v.a. geométrica. A resposta € positiva. Mostraremos abaixo, que para uma

v.a. geométrica podemos escrever:

E(X)=-. 1.9
(X) , (1.9)
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Para isso note que

EX) = Yon-pn)
n=1
— EX) = Yon-(-pop.
n=1

Fazendo 1 — p = ¢, temos

EX) = Y nq"'p
n=1
= E(X) = i(n—l+l)~q”’1-p
n=1
= EX) = Yn—-1-q" " -p+Y g " p.

n=1 n=1

Notando que ¥ ¢"!- p =1, por soma de PG, segue que
n=1

EX) = i(n ~1-¢" ' p+1.
n=1

Fazendon — 1 = m:

E(X) = Zm-qm p+1
m=0
= E(X) = Zm-qm’1~q-p+l
m=0
— EX) = gy m-q""-p+1
m=0

E(X) = qu-qm’1~p+1

= E(X) = g

= EX)—¢q-EX) =1
— EX)-(1—¢) = 1

— EX)-[1-(1-p] = 1
= p-EX) =1

1

EX) = -

= E(X) ’
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1.7 VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

Chamaremos de varidvel aleatdria continua um observavel numérico que assuma
valores em um intervalo de nimeros reais. Mais formalmente, uma varidvel aleatdria
continua é uma funcdo com dominio em um espaco amostral (()), com imagem dada

por um intervalo de nimero reais.

Para tentar entender melhor o que entendemos por varidvel aleatdria continua, va-
mos usar um exemplo, adaptado de Morettin e Bussab (2013, p.168), [2]. Considere
um reldgio elétrico, onde o ponteiro do segundo se mova continuamente, sem saltos.
Ap6s anos de funcionamento o relégio finalmente para. A posicdo em que o ponteiro
dos segundos para € aleatdria, e pode ser medida pelo angulo entre o ponteiro dos
segundos e o eixo imagindrio que passa pelo centro e pelo ponto onde se encontra o
XII.

No relégio em questdo, elétrico, o ponteiro dos segundos pode parar em qualquer
lugar, e portanto o angulo X em questdo é uma variavel aleatéria que assume valores

no intervalo [0, 360).

Como comentamos anteriormente, ndo podemos atribuir a cada ponto do intervalo
[0,360) um mesmo valor positivo. Assim, para contornar esta dificuldade, atribuimos
para cada intervalo de [a,b) em [0,360), um valor representando a probabilidade da

variavel X estar naquele intervalo.

Neste caso em particular, intervalos de um mesmo tamanho devem ter a mesma
probabilidade associada. Levando isto em conta, ao considerar, por exemplo, a chance
do ponteiro estar compreendido entre 0° e 90°, esta probabilidade deve ser de 1/4,

pois

P(0 < X < 90) = P(90 < X < 180) = P(180 < X < 270) = P(270 < X < 360),

P(0 < X < 90) + P(90 < X < 180) + P(180 < X < 270) + P(270 < X < 360) = 1.

Mas isso é o mesmo que dizer que

1 90-0
P(OO§X§9OO)=Z=W.

Para duas extremidades a e b de um intervalo em [0, 360), a probabilidade de X €

[a,b), é dada por:
b—a

360

Pla <X <b)=
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E interessante notar que tais probabilidades podem ser calculadas como a area entre

o eixo das abscissas e o gréfico da func¢éo f(x) dada por

0 , sex <O
1
X)=4¢ — < ;
f(x) 360 Se0<x <360
0 , sex > 360,

como ilustrado na Figura|[5]

f(x)

1/360 -

a b C d 360
x (em graus)

Figura 5: Probabilidades na distribuicdo uniforme continua. Reproducdo de Morettin e Bussab
(2013, p.170), [2]I.

O interessante desta ideia é que ela pode ser generalizada, dando uma forma con-
creta de definir probabilidades para uma varidvel aleatéria continua. Em outras pala-
vras, a probabilidade de uma varidvel aleatéria continua ser observada em um inter-
valo [a, b] pode ser definida como a drea sob a curva da func¢éo f(x), acima do eixo das

abscissas, entre a e b.

Tal funcdo f(x) é chamada de fun¢do densidade de probabilidade da v.a. X. No
exemplo acima, onde a funcdo f(x) é constante em um intervalo, diremos a varidvel X

possui distribuicao uniforme continua.

Assim, dada uma fungéo f(x), se denotarmos por A¢[a, b] a drea abaixo do gréfico

de f, acima do eixo das abcissas, no intervalo [a, b], temos que

Pa<X<b)= Af[a,b].
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Mas note que nem toda fun¢édo pode ser usada como funcao densidade de probabili-
dade. De fato, se considerarmos a func¢do constante f(x) = 1, para todo x € R, como

funcdo densidade de uma varidvel aleatdria X teriamos que
P(0 < X <2)= Af0,2] =2,

o que € claramente um absurdo.

Vamos entdo dar um pouco mais de precisdo ao conceito de funcido densidade de

probabilidade de uma v.a. continua.

Para que uma funcéo possa ser de densidade de probabilidade de uma v.a. continua, é
estritamente necessario que ela ndo assuma valores negativos, e que a drea da regido

sob a sua curva, limitada também pelo eixo das abscissas, seja igual a um. Ou seja,
e f(x) >0, paratodo x € R;

o AfR]=1.

Exemplo 1.4. Seria a funcdo

0 , sex<O0
fx)=<2x , se0<x<a;
0 , sex>a,

uma candidata funcdo densidade de probabilidade? E, caso positivo, para que valor
de a? (Figuralg)

Note, antes de mais nada, que f(x) > 0 para todo x € IR. Falta portanto determinar
a area A¢[IR]. Pra isso, note que para x < 0 e x > a4, temos f(x) = 0, e portanto a drea
desejada pode ser calculada apenas no intervalo [0, a). Assim,

@a-0)-2a ,
A¢R] = —FF— =0a".
f[R] > a
E portanto, para que tenhamos A¢[R] = 1, como a > 0, precisamos que 4 = 1.

Portanto, f(x) = 2x, 0 < x < 1, pode ser tomada como uma funcdo densidade de
probabilidade de uma v.a. X. Neste caso, as probabilidades dos intervalos [0;0, 5[ e

[0, 5; 1] podem ser calculadas como abaixo:

0,5-1

PO < X <0,5) = =0,25.
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0 |
02 /l]o 02 04 06 08 1 ¥

Figura 6: Gréfico da funcéo real f(x) = 2x.

2+1)-0,5

PO5<X<1)= 5

=0,75.
E interessante notar que embora os intervalos tenham a mesma amplitude, as proba-
bilidades sdo diferentes - diferentemente do que ocorreu no exemplo anterior em que

a funcdo densidade de probabilidade era constante: f(x) = 0"

No Capitulo |2 serdo desenvolvidas algumas técnicas para o calculo da drea sob as
curvas de certas funcoes ndo retilineas. Essas técnicas visardo, sobretudo, as distribui-

¢oes que definiremos como leis de poténcia.

Vejamos, agora, dois outros exemplos envolvendo probabilidade para v.a. continuas.
Frisamos que nestes casos trabalhamos com intervalos que contém um numero infinito

de valores, uma vez que dizem respeito aos numeros reais.

Exemplo 1.5. E]: Em uma competicdo de aeromodelismo, vence o participante que
conseguir pousar mais vezes seu aeroplano na area especificada. Esta drea consiste em
um tridngulo equildtero, inscrito em um circulo. Sabendo que um aeroplano pousou

dentro do circulo, qual é a probabilidade de ter pousado também dentro do tridngulo?

1 Disponivel em: <http://cdn.veduca.com.br/uploads/lecture/material/303-Aula01-Resolucao-dos-

Quizzes-e-Exercicios.pdf>, em <http://www.veduca.com.br/>. Acesso em: 20 jan.2016.
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Suponha que a densidade de probabilidade em todos os pontos do circulo é a mesma.

Obs: Lembre-se de considerar o brinquedo como um ponto material.

Primeiro, vamos representar a regido de pouso do aeroplano por meio de um dese-
nho (Figura[7).

Figura 7: Regido de pouso do aeroplano.

Tanto no circulo, quanto no tridngulo equildtero, ha infinitos pontos. Mas, como ja

fizemos antes, consideraremos ndo os pontos, mas as areas das regioes.

O espaco amostral corresponde ao circulo. A v.a. é constituida pelas areas das
regides contidas no circul Podemos associar uma area para cada regido. Como a
densidade de probabilidade é a mesma para todos os pontos (tratando-se de uma v.a.
de distribuicdo uniforme, portanto), temos que se duas regides do circulo tém a mesma

area entdo as probabilidades de ambas sdo iguais.

Para calcular a probabilidade do aeroplano ter pousado dentro do tridngulo equild-
tero, basta fazer a razdo entre a drea do tridngulo, que aqui corresponde ao evento,
pela adrea do circulo. Para tal, primeiro expressaremos ambas as dreas em funcdo de

uma mesma medida.

Sendo o circuncentro do tridngulo equildtero também baricentro deste mesmo trian-
gulo, e considerando que a distancia do baricentro até um vértice qualquer equivale

ao raio, (r), do circulo, e que a distancia do baricentro até o lado oposto ao vértice

2 Desde que as intersec¢des entre as regides sejam vazias e a reunido de todas constitua o circulo.
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anteriormente considerado equivale a % (Figura , temos a altura (k) do tridngulo:
r 3
h= - = -7,
r+ 5 Zr

Sabendo que a férmula para obter a medida da altura de um triangulo equilatero de

lado I é dada por h = @, temos:

2
h = %r
V3 3
— 2 T2
= | = 3r.

A area do circulo (A.): A. = 772

A area do triangulo equilatero (A;): A; =

2\V/3  3r2-V/3
4 4
Logo, podemos obter a probabilidade desejada:

3r2.4/3

A4 3v3 ~ 0,4135.
A, 7Tr? 477

Exemplo 1.6. Um disco circular de raio 1 é jogado em uma tdbua graduada com linhas

p

paralelas separadas por 2 de distdncia, de modo que uma dessas linhas determina uma
corda no disco circular. Obter a probabilidade de que o comprimento desta corda seja
maior que o comprimento do lado de um triangulo equildtero inscrito no disco.

Obs: A espessura do disco é desprezivel. As massas, tanto do circulo, quanto da tabua,

estdo igualmente distribuidas.

Primeiro, vamos representar uma situacio possivel (Figura [8). Notando que ha

infinitas cordas que podem ser determinadas no disco pelas linhas.

Em um tridngulo equildtero inscrito em um circulo de raio 1 (Figura [9), a distan-
cia do centro do circulo até um dos lados (I) do tridngulo é 5 (pela propriedade do

baricentro do tridangulo equilatero, ver o exemplo anterior).

Podemos comparar o tamanho da corda, em relacdo a I/, a partir da sua distancia

(d) ao centro do circulo. Note que 0 < d < 1. Se 0 < d < 5 a corda serd maior que

1
I (Figura . Se 5 < d < 1 a corda serd menor que ! (Figura . Nao hd porque
privilegiar qualquer valor de d em relacdo aos demais; qualquer valor de d, em [0, 1],

¢ igualmente provavel, configurando esta v.a. como de distribui¢do uniforme.
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Figura 8: Disco circular sobre a tdbua graduada.

Figura 9: Triangulo equilatero inscrito em um circulo de raio 1.

. A ; e 1
Figura 10: Corda AB com distancia para o centro do circulo inferior a 5

54



1.7 VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

. A , . 1
Figura 11: Corda AB com distancia para o centro do circulo superior a >

Logo, de todas as distancias possiveis da corda ao centro: 0 < d < 1, cuja amplitude

. . (e x 1 .
do intervalo é 1, as favoraveis sdo aquelas em que 0 < d < 5> €mquea amplitude do

1
intervalo é 5 Assim, a probabilidade da corda ser maior que [ é:
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AREA SOB A CURVA

No capitulo anterior, foram vistos alguns conceitos bdsicos de estatistica. Dentre os
conceitos estudados estava o de funcdo de distribuicdo de probabilidade, para varia-
veis aleatdrias (v.a.) discretas; e funcdo densidade de probabilidade, que se aplica a
v.a. continuas, quando delas queremos obter, para determinado intervalo, a sua pro-
babilidade. Tal probabilidade é determinada pela drea sob a curva da referida funcao,
que, na maioria dos casos, é obtida por meio do cdlculo integral. Esbarramos, entéo,
no problema de que integrais nao sao estudadas no ensino médio e foi prometido, para
este presente capitulo, a deducdo de férmulas para obter a drea sob a curva de certas

funcoes nao retilineas, sem a utilizacdo de integrais ﬂ

Como comentamos anteriormente, estamos interessados em estudar varidveis alea-

térias que obedecem leis de poténcia, ou seja, para X discreta, queremos:

P(x =k)=c,-k™*, (funcdo distribuicdo de probabilidade) 2.1)

e, para X continua:

f(x)=cy-x"%, (funcdo densidade de probabilidade). (2.2)

Lembre-se que, para que (2.1) e (2.2)) estejam bem definidas precisamos:

+00
c1-) k=1 (nocasode @2.1)) (2.3)
k=1

Discussdes sobre areas sob curvas sdo normalmente realizadas em livros de Célculo, como uma introducio
ao estudo do Cdlculo Integral. Ideias, como a aproximagéo da drea sob uma curva por meio da utilizacdo
de retangulos, exploradas neste trabalho, podem ser estudadas, inclusive sob aspectos diferentes, nestes
livros. Como uma referéncia de algo mais préximo ao que desenvolvemos aqui, indicamos Rogério, Badan
e Silva (1994, Capitulo 8) [5]].
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A_y[xmin,0] =1 (no caso de (2.2)). (2.4)

Em (2.4), estd escrito que a drea sob a curva da funcéo f(x), a partir de um x minimo
e com x muito grande (tendendo ao infinito), ou seja, em toda a sua extensao, € igual
al.

Neste capitulo, vamos estudar maneiras de calcular tais quantidades. Nos concen-
traremos, principalmente, no calculo das areas; isto porque, a soma de (2.3 esta

intimamente relacionada com a 4rea de (2.4)). Para ver isso, observe a Figura[12].

Figura 12: Area sob a curva de f(x) = x~* cercada por retangulos inferiores e superiores.

Conforme podemos notar na Figura [12}

C1 27" +C1 3T+

IN

A _a[Xpin, ]

IN

C1'1+C1'2_“+C1'3_a+...

-7 +37%+..) < A [xmin, 0] < - (A+27%+37%+ ).

Note que, no membro esquerdo da inequacgdo esta a soma das areas dos retangu-
los inferiores; e, no membro direito da inequacdo, a soma das areas dos retangulos

superiores. A 4rea sob a curva de f(x) estd entre ambas as somas citadas.

Para maior facilidade, antes de tratarmos das func¢des f(x) = cx™, x > 0ec > 0,

comegaremos por f(x) = x™, x > 0 (cigual a 1) . Para o célculo da area sob f(x) = x™,
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num intervalo positivo determinado no eixo das abscissas por s e t (intervalo [s, t]),
dividiremos o problema em trés casos: Param > 0, m < 0 (excetom = —1) e m = —1.
O terceiro caso: m = —1 é tratado separadamente devido ao fato dele produzir uma
indeterminac@o quando a ele aplicamos a férmula obtida nos casos anteriores. Quanto
a este terceiro caso, nos limitaremos a mostrar que a area sob sua curva ndo converge

a um numero, mas diverge, quando fazemos x muito grande.

Denotaremos por A[s, t] a drea sob a curva de f(x) = x™ no intervalo [s, t] (Figura

13).

Figura 13: Area sob a curva de f(x) = x2 no intervalo [s, t].
Adotando 0 < s < r < t, a seguinte propriedade serd muito utilizada (Figura[2):

Aupls, t] = Apls, r] + Anlr, t].

E, em consequéncia:
Amlr, t] = Amls, t] — Awls, r]. (2.5)

y flz) =a?

Figura 14: Area sob a curva de f(x) = x? nos intervalos [s, 7], [r, t],[s, t].
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Deste modo, basta saber calcular A,,[s, ] para um valor escolhido de s e poderemos
obter a drea para outros intervalos.

2.1 AREA SOB A CURVA - 1° cAso: f(x) =x™,comm >0

Faremos s = 0 em A, [s, t]. Como vimos anteriormente, sabendo calcular a area
para um s escolhido, somos capazes de calcular A, [r, t], com s < r < t. Adotando

s = 0, qualquer drea poderd ser calculada posteriormente, nas condicdes impostas.
Para simplificar a notacdo, consideraremos A, [0, t] = A, (¢).

Comecaremos analisando individualmente o que ocorre param =0, m =1, m = 2

e m = 3. A generalizacdo para m > 0 estd desenvolvida no Apéndice
2.1.1 1° Casocom f(x)=x% x >0

Para m = 0, como x° =

1, a regido considerada é um retdngulo de lados t e 1
(Figura|15) e, portanto: Ag(t) =t -1 =t.

Figura 15: Area sob a curva de flx)= x% em [0, t].



2.1 AREA SOB A CURVA - 1° cAso: f(x)=x™, comm >0

2.1.2 1° Caso com f(x)=x% x >0

Para m = 1, a regido delimitada é um triangulo retangulo com base ¢ e altura ¢

tet 2
(Figura e, portanto: Aq(t) = S =5
y
fle) ==
N 1
0 t X

Figura 16: Area sob a curva de f(x)=xem[0,¢].

2.1.3 1° Casocom f(x)=x% x>0

2

Para m = 2, os cdlculos se complicam. Neste caso tem-se f(x) = x* e o gréfico

corresponde a pardbola da Figura com a area desejada em destaque.

/f(z) = o

P2

Figura 17: Area sob a curva de f(x) =x?em [0, t].
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Como a area sob uma curva, nao linear, € algo que foge do contetido do ensino

médio, a aproximaremos com a utilizacdo de n retangulos (Figura [18]).

y 2
(nFt)z 77777777777777777777777777777777777777777 flz) =

>
E]
E]
>

Figura 18: Area sob a curva de flx) = x? aproximada por 1 retangulos.

A . t—0 t A
Cada retangulo tem como medida da base: = E as alturas dos n retdngulos

t

. e Z 2\? /312
em ordem crescente, do primeiro ao ultimo, correspondema: (— ) , | — |, | — |,
n n n

nt\? t £\* /2t 21\ 2 nt nt\? .
e <n> . Note que f <n> = <n) , f <n> = <n> s eees | <n> = <n) (Figura
[18).

Como pode ser percebido, a soma das areas destes retangulos € superior a area sob a
curva. Pode-se notar, também, que a medida que aumentamos o nimero de retangulos
(valor de n), a soma das dreas se aproxima da area procurada (Figuras de a .
Dizemos que, para n muito grande (n tendendo ao infinito), a soma das areas dos

retdngulos é igual a drea sob a curva.

Denotaremos a soma das dreas dos n retangulos por R,, ,(t), em que: m é o expoente
de x, n é o numero de retangulos (cada um com base de medida %) e t é o limite a

direita do intervalo.
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-
al®
al@
ol
-

! / fw) =

FER— E

Figura 20: Area sob a curva em [0, t] cercada por 10 retdngulos superiores.

Deste modo, para m = 2 podemos escrever:
2 2 2 2
t t t 2t t 3t t t
Rou(t)=—- () +—- () +—- <> +ot—- <n) .
n \n n n n n n n
£\3
Colocando <n> em evidéncia:

3
t
Ry u(t) = (n) (12422432 + ... +n?).
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Figura 22: Area sob a curva em [0, t] cercada por 40 retAngulos superiores.

N _ /j(a:) =z?

Figura 23: Area sob a curva em [0, t] cercada por 80 retAngulos superiores.
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2.1 AREA SOB A CURVA - 1° cAso: f(x)=x™, comm >0

Figura 24: Area sob a curva em [0, {] cercada por 160 retdngulos superiores.

Vamos definir Si(1) = 1¥ + 25+ 3% + ... + n¥. Eventualmente, para simplificar a notacio,

deixaremos de explicitar a dependéncia em #, notando Si(n) apenas por S.
Considerando Sy(n) = 1% + 22 + 3% + ... + n?, tem-se:

Sy(n) - 3
nd

3
Ry u(t) = (;) (1P +2243%+ . +n?) = (2.6)

Para n muito grande, R, ,(f) = Ax(t). E, em particular, para t = 1 e n muito grande:

.13
52(1:1# = RQ,n(].) ~ Az(l) (27)

Serd importante notar que para k = 1,2:

So-k(m) 1 S4(m) 1 55(n)

3 pk 3k T ok b1 2.8)
Em que Sp_j(n) = 127K 4227k 32k 4 2k,

. . , 1
Quanto mais aumentarmos o valor de n mais proximo de zero estard o valor de —,
. n
sendo assim, para n muito grande, considera-se que o valor de —- € nulo. Para n muito
n
Sy k(1)
n@—k)+1
é igual a zero, temos que, para n muito grande, o produto acima, (2.8)), é nulo.

grande ¢é aproximadamente A,_(1). Como o produto de zero por um nimero

Temos pelo bindmio de Newton:
(a+1)2=a®+3a%+3a+1.

Variando a, entre 0 e n, temos:
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0+1P2=03+3-02+3-0+1°
1+13=13+3-12+3-1+13
2+103=2%+3.2243.2+13
3+1)P%=3%+3.32+3-3+13

nm+1)2=n*+3-n2+3-n+13.

Somando os membros correspondentes das equacdes de todas as linhas acima, obte-

mos?
n+1P2=3-(12+22+..+n2)+3-(1+2+...+n)+n+1.

Denotando S1(n) = 1+2+...+n, Sp(n) = 12+2% + ... + n? e dividindo ambos os
membros por n3:
1 3
(41 _,

Sy(n) Sin) n 1
n3 E 3 R R R

Donde segue:

1\° Sin) 1 1
<1+n> =3-Rpu(1)+3- 3ttt 3

. 1 Si(n) 1 1
Para n muito grande as parcelas: —, 3 - 1 ), — e — anulam-se e R; ,(1) torna-se
n nd > n2 nd ’

aproximadamente A;(1), obtendo-se assim a equacdo:
1
1=3- Az(l) - Az(l) = 5
Multiplicando-se ambos os membros por #3:

Ay(1)- P =21,

[SSIN

Aplicando a equacdo (2.7)), na equacdo acima, para n grande, tem-se:

Sa(n) 3= ﬁ
n3 37

2 Note que, ao somarmos, os cubos dos membros esquerdos das equacdes, com excecdo de (1 + 1)3, sdo

cancelados com cubos dos membros direitos das equacoes seguintes.
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2.1 AREA SOB A CURVA - 1° cAso: f(x)=x™, comm >0

Aplicando as equagdes (2.6) e (2.7) na equagdo acima:

t3
Ax(t) = 3

2.1.4 1° Caso com f(x)=x% x>0

Para m = 3, os passos serdo andlogos ao caso anterior (m = 2). Aproximaremos a

P . N t
drea sob a curva de f(x) = x%, no intervalo [0, t], por 1 retAngulos de base — e alturas

3 3 3 3
t 2t t t
equivalentes a <> s <> , <3> ) e (n) (Figura .
n n n n

|
Lz
FIEy -
x

Figura 25: Area sob a curva de f(x) = x°, em [0, t], cercada por 1 retdngulos superiores.

Denotando por Rs,(f) a soma das dreas dos n retdngulos, temos:

toe\ ot o2t\? ot (3] N
Ryut)y==-(=) +=- (=] +=- (=) +c+—-(—) .
n \n n n n n n n
N
Colocando <n> em evidéncia:

4
R3 () = (i) (134284334 +nd).
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Considerando S3(n) = 13 +23 + 3% + ... + %, tem-se:

4 4
t 3,.93,73 3 S3(n)-t
R3,(t) = (7’1) (1P +22+3°+ ... +n°) = —
Para n muito grande e f = 1:
Ss(n)- 14
% = R3,n(1) ~ Az(1). (2.9)

Temos pelo bindmio de Newton:
(a+1)* = a* + 443 + 6a% + 4a + 1*.
Variando a, entre 0 e 1, temos:

0+1)*=0*+4-0>+6-02+4-0+1
1+1)*=1*+4-13+6-12+4-1+1
R+1)* =24+4-2516-22+4-2+1
B+1)*=3*+4-32+6-32+4-3+1

m+D)*=n*+4-n*+6-n>+4-n+1.

Somando os membros correspondentes das equacgoes de todas as linhas acima, obte-

mos}
m+1)*=4-B3+28 4+ +0%)+6-(12+22+..+n2)+4-(1+2+ ... +n)+n+1.

Denotando S1(n) = 1+2+...+n, Sy(n)=12+2%2+ ... +n%, S3n)=13+2%+..+n

e dividindo ambos os membros por n*:
1 4

1t _,

S3(n) Sa(n) Sin) n 1
o g +6- por +4 - por +n4 i

Donde segue:

] 51(1’1) + 1 1

n4 nd  n4’

4
(1 + 1> =4 Rsu(1)+6- SZ(f) +4
n n

3 Note que, ao somarmos, as poténcias dos membros esquerdos das equacdes, com excecio de (1 + 1), sdo

canceladas com poténcias a quarta dos membros direitos das equacdes seguintes.
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Sa(m) , S1(n)
nt 0 A
torna-se proximo a As(1), obtendo-se assim a equagao:

1 1
, —5 € —; anulam-se e R ,(1)
n

. 1
Para n muito grande as parcelas: —, 6 -
n n*

1
1=4-A31) = A3(1)= i
Multiplicando-se ambos os membros por t*:

1
A - 44
As(1) -t = -t

Da equacio (2.9), para n grande, tem-se:

S3(n) 4 t
=
n
Donde segue:
4
As(t) = —.
() =7

Para m > 3, os resultados sdo andlogos, de modo que podemos generalizar :

m+1

Am(t) = (2.10)

m+1](

Notando, que a equacdo (2.8) pode ser generalizada, com 0 < k < m, como segue:

Smfk(n) _ 1 Smfk(n) _ 1 Smfk(”)

nml T gk plma)—k T ok =R+l (2.11)

E, assim como argumentado apds a equacao (2.8), para n muito grande, o produto

de (2.11) é nulo.

2.2 2°cAso: f(x)=x"",x>0,comm >1

Neste 2° cas abordaremos o célculo da area sob a curva de uma funcédo do tipo
f(x) =x~™, comm > 1. Mostraremos que uma férmula, decorrente da equacéo (2.10),
do 1° caso, serve para esta presente situacdo. Veremos, nesta secdo, os casos em que
m =2 e m = 3; uma generalizacdo serd feita, mas a sua demonstracdo foi deslocada
para o Apéndice

4 A demonstragio encontra-se no Apéndice
5 Note, que em vez de escrever f(x) = x™, com m < —1, optamos por f(x) = x~™, com m > 1. O fizemos

para uma maior facilidade de escrita e compreensao.
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Primeiramente, precisamos encontrar uma candidata a funciao que nos permita cal-
cular a area sob a curva, em um determinado intervalo, de f(x) = x™", com m > 1.

Podemos obter uma candidata partindo da equacéo (2.10):

tm+1
A t] = .
ml0, 1] —]
Conforme vimos em (2.5)):
Am[sl t] = Am[ol t] - Am [OI S]

tm+1 Sm+1

= Anls, 1] m+1 m+1"

Temos, entdo, como hipotese:

t—m+1 S—m+1
A_ t] = —
mls, f] —m+1 —m+1
Sfm+1 t7m+1
= A_puls, t] = -
sl = T T
1 _ _
—> Aim[sl t] = m(s m+1 —t m+1)
1 1 1
= Aouls t] = —— <sm1 - tm1>' (2.12)

A funcdo da equacdo (2.12)) serd, entdo, a nossa candidata. Verificaremos em relacao

aos casos em que m = 2 e m = 3, neste capitulo, e, o caso geral, no Apéndice
2.2.1 2° Casocom f(x)=x"2 x>0

- 1
Inicialmente, trataremos do caso em que m = 2 o que resulta em f(x) = x~2 = —-
X

Consideraremos, sob a curva, a area limitada ao intervalo [4,b], com 0 < a < b
(Figura[26]). Note que o valor desta drea € superior a area do retangulo de base b —a e
altura e inferior a drea do retadngulo de base b — a e altura % (Figura|27)). As areas
de retangulos, nestas condig¢des, serdo denotadas por r[a, b] e R[a, b], respectivamente.

Tem-se:
1
r[a, b] = w2 (b—a),

Ra, b] = % (b — a).
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2.2 2% caso: f(x)=x"",x>0,comm >1

y
L
0 a b X
Figura 26: Area sob a curva de f(x) = 2> em [a, b].
y

5 [
1 e
v — f(x)f 2

0 a b X

, 1
Figura 27: Area sob a curva de f(x) = 2 em [a, b], cercada por dois retangulos.

No 1° caso cercamos a drea sob a curva por meio de n retdngulos (Figuras[18|e [25)).
A soma das areas destes retangulos, embora superior a drea desejada, se aproximava
do valor da drea procurada, na medida que aumentdvamos o numero de retangulos
(valor de n). Neste 2° caso, a area sob a curva serd cercada por meio de n retangulos
cuja soma das dreas é inferior a drea sob a curva (Figura [28)), tal soma serd denotada
por r,[a,b], e por n retangulos cuja soma das dreas é superior a area sob a curva
(Figura [29), e neste caso esta soma serd denotada por R,[a,b]. Tanto para r,[a, b],

quanto para R, [a, b], para n muito grande, temos que ambas as somas convergem e se
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das Figuras[19]a[24).

aproximam de A_;[a, b] (analogamente ao que foi observado no 1° caso, na sequéncia

a1

a2

an-1

1\2
(a)

a1

a2

X
Figura 29: Area sob a curva de f(x) = —» em [a, b], cercada por retangulos superiores.
x

Consideraremos a funcédo g(t) = (1 — 1) , obtida da candidata

zemos m = 2. Queremos demonstrar que esta fun¢do corresponde a area A_»[a,b],
72
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2.2 2% caso: f(x)=x"",x>0,comm >1

fazendo s = a e t = b. Para tal feito, demonstraremos que g(t) é sempre superior, ou
igual, a r,[a, b] e sempre inferior, ou igual, a R,[a,b] (considerando s = a e t = b).
Como para n muito grande as somas r,[a, b] e R,[a, b] convergem a A_[a, b], dado

que g(t) estard “espremido” por ambas as somas, g(f) = A_»[a, b].

Para g(t), tem-se:
1 1 1 1\ 1 1 _b-a 1
“m‘“”=<s‘b>‘<s‘a>=a‘b= b ~ap O

1 1
Comob >ae b < L tem-se:

-0 < L b-a< (-0
1 1
— S (b-0) < g -g@< 5 (b-a)

= r[a,b] < g(b) —g(a) < R[a,b]. (2.13)

Na funcdo g(t), faremos s = 1 apenas para facilitar a compreensdo, sem perda de
generalidade. Lembrando que tal escolha, em relacdo ao intervalo [a, b], da area, equi-

vale a fazer a = 1.

sh=1-1. (2.14)

Nao esquecendo que:

86) @)= .

E, cercando a drea sob a curva, em [1,b], por meio de n retdngulos inferiores e

por meio de n retdngulos superiores, com bases correspondentes aos intervalos [1, a1],

1\? /1\?/1)?

[a1,a2], [aa, a3],...,[a,—1, b], sendo as alturas dos inferiores: <> s () ,<> reees
ai an as

2

1 . . ) 1
b) , respectivamente (Flgura%com a = 1). E as alturas dos superiores: 1, <a > s
1

1\? 2 . . . .
<a> s e (a > , respectivamente (Figura [29|com a = 1). Utilizando as abscissas
2 n—1

das limitagOes dos intervalos das bases em g(t), obtém-se:

[g(b) — g(an—1)]+[g(an—1) — g(an—2)]1 +[g(an—2) — g(an-3)] + ... + [g(ar) — g(1)]
= g(b) —g(1)
= g(b).
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Note que na equacdo acima, utilizamos g(1) = 0, o que se segue da equacéo (2.14).

Com base em (2.13)), consideremos as desigualdades:

T[l,ﬂl] < g(ﬂl) _8(1) < R[ll El]]
R

rlay, a2] < g(az) — g(a1) < Rlay, a2]

r[aan/ an—l] < g(an—l) _g(aan) < R[aan/ an—l]
rla,—1,b] < g(b) - g(an—l) < Rla,_1,b].

Somando os membros correspondentes das desigualdes acima, obtém-se:

1’”[1, b] S g(b) - 8(1) S Rn[lr b]
= r,[1,b] < g(b) < Ryl1,b]. (2.15)

Em que:

rn[]-/ b] = 7’[1,511]+r[ﬂ1,ﬂ2]+...+1’[an,1, b]/

Rn[l,b] = R[1,a1] + R[ﬂl,azl +...+ R[ﬂnfl, b]

Fazendo n muito grande na dupla desigualdade temos que r,[1,b] e R,[1, b]
convergem a A_,[1,b]. Como g(b) estd “ensanduichado” (espremido) por r,[1,b] e
R,[1,b], tem-se que g(b) = A_»[1, b], conforme queriamos mostrar. Embora tenhamos
fixado a = 1 em [a, b], tal escolha foi feita apenas para facilitar a compreenséo, con-
forme ja dito; pode-se fazer a igual a qualquer valor maior que zero e substituir s por

este mesmo valor em g(t).

2.2.2 2° Casocom f(x)=x73, x>0

Analisaremos agora o valor da area sob a curva para m = 3, o que implica em
-3
X)=X = .
f(x) 3

Analogamente ao que foi feito para m = 2, consideraremos a area sob a curva limi-

tada ao intervalo [a, b], com 0 < a < b (Figura(30).
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2.2 2% caso: f(x)=x"",x>0,comm >1

, 1
Figura 30: Area sob a curva de f(x) = 3 em [a, b].

Assim como feito anteriormente, denotaremos a drea do retangulo inferior e do

retangulo superior a curva (Figura da seguinte maneira:
1
rla, bl = 75 (b—a),

Ra, b] = ;*3 (b — a).

y
1
e
1 1
Bl f(m) ?
0 a b X

. 1
Figura 31: Area sob a curva de f(x) = 3 em [a, b], cercada por dois retdngulos.

Como ja realizado, cercaremos a area sob a curva por meio de n retdngulos cuja

soma das areas € inferior a drea sob a curva (Figura|32]), esta soma sera representada
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por ryla,b], e por n retdngulos cuja soma das areas é superior a area sob a curva
(Figura|33]), esta soma sera representada por R,[a, b]. Tanto para r,[a, b], quanto para

Ry[a, b], para n muito grande, temos que ambas as somas convergem a A_3[a, b].

(B}

13
(@)} S .

, 1
Figura 33: Area sob a curva de f(x) = -3 em [a, b], cercada por retdngulos superiores.

1 1 1
Consideraremos a funcéo g(f) = 5 <52 — t2> , obtida da candidata (2.12]), quando

fazemos m = 3. Queremos demonstrar que esta funcao corresponde a area A_3[a, b],

fazendo s = a e t = b. Procederemos como no caso anterior, mostrando que g(t) ¢
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sempre superior, ou igual, a r,[a, b] e sempre inferior, ou igual, a R,[a, b] e, como para n

muito grande r,[a, b] e R,[a, b] convergem a A_3[a, b], isto implica em g(t) = A_3[a, b].

Para g(t), tem-se:

w0 - 3 (3-3) 1 (3-3)
= g(b) —ga) = ;(;2_132>
R S
=00 = 5 () (o3)
= o = 8525 1)

1 1
Comob >ae - < —, tem-se:
a

b

R N D Bt
_ (b;a)'blz'i < g(b)—g(ms(b;”)-;z-i
bb%a < g;'(b)—g(a)gba;;Z
= rla,b] < g(b) - g(a) < Rla, b]. (2.16)

Na funcdo g(t), faremos s = 1 para facilitar a compreensdo, sem perda de generali-

dade. Em relagdo ao intervalo [a, b], da area, isto equivale a fazer a = 1.
1 1
g(t) = 3 <1 — t2> . (2.17)
Lembrando que:
1 1 1
8(b) — g(a) = 5 (az - bz) .

E, cercando a drea sob a curva, em [1, b], por meio de n retangulos inferiores (Figura
32, com a = 1), e por meio de n retangulos superiores (Figura |33 com 4 = 1), com

bases correspondentes aos intervalos [1, 1], [a1, a2], [a2, a3],...,[a,_1, b], sendo as altu-
1 1

. ' 1\3 3 3 1\3 .
ras dos inferiores: (| — | , { — ) ,( — ) ,..., [ = | , respectivamente. E as alturas dos
a1 ar as b
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. 1\ /1\° 1\° . .. .
superiores: 1, o)\ , respectivamente. Utilizando as abscissas
1 2 n—1

das limita¢des dos intervalos das bases em g(t), obtém-se:

[g(b) — g(an—1)] +[8(an—1) — g(an—2)] +[8(an—2) — g(an—3)] + ... + [g(ar) — g(1)]
= g(b) — g(1)
= g(b).

Com base em (2.16)), consideremos as desigualdades:

rLm] < gar) —g(1) < R[1,a1]
R

rlay, a2] < g(az) — g(a1) < Rlay, a2]

rlan—2,a,1] < g(an—l) —8(%72) < Rlan—2,a,-1]
r[ai’l—ll b] S g(b) - g(ai’l—l) S R[an—ll b]

Somando os membros correspondentes das desigualdes acima, obtém-se:

ra[1,b] < g(b) — g(1) < Ry[1, 0]
— 7,[1,0] < g(b) < Ryu[1,bl. (2.18)

Em que:

ru[1, b]
Ry[1,b]

r[1,a1] + r[a1, ax] + ... + r[a,—1, b],

R[l, 611] + R[ﬂl,ﬂzl + ...+ R[an,l, b]

Fazendo n muito grande na dupla desigualdade (2.18), temos que r,[1, b] e R,[1, b]
convergem a A_3[1,b]. Como g(b) estd espremido por r,[1,b] e R,[1, b], tem-se que
g(b) = A_3[1, b], conforme queriamos mostrar. Embora tenhamos fixado a = 1 em [a, b]
para facilitar a compreensdo, pode-se fazer a igual a qualquer valor maior que zero e

substituir s por este mesmo valor em g(#).
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2.2.3 2°Casocom f(x)=cx ", x>0,c>0em>1

Conforme pudemos verificar, a candidata em “passou no teste” para m = 2
e m = 3. Na verdade, ela serve para todo m > 1, o que pode ser verificado por
meio de raciocinios andlogos aos realizados para os valores de m mencionados. No
Apéndice encontra-se uma demonstragdo para f(x) = cx ", m > lec > 0, de
onde podemos obter a equacio fazendo ¢ = 1.

Assumiremos, entdo, que a drea sob a curva de f(x) = x~™, m > 1, no intervalo [s, {]

[eD

1 1 1
A*m[S/ t] = g(t) = m—1 : <Sm_1 - tm_1> . (219)

E, conforme em[A.2] a 4rea sob a curva de f(x) = cx™™, m > 1 e c > 0, no intervalo
[s, t] é:

1 1
A—m[S/ t] = g(t) = m C_ 1 : <Sm_1 - tm_1> . (220)

2.3 3°%caso: f(x)=x"1, x>0

E facil verificar que, neste 3° caso, a férmula (2.19) para a obtencéo da 4rea sob a
curva, verificada para o 2° caso, néo se verifica aqui. Se substituirmos, em (2.19), o
valor de m por 1, caimos em uma indeterminacdo com o nuimero zero ocorrendo no

denominador da fragao.

Nesta secdo, em vez de obtermos uma férmula para a drea sob a curva de f(x) =
x~1 = %, x > 0, o que, alids, seria possivel, pretendemos mostrar que ao aumen-
tar indiscriminadamente o valor de x ou, como costumamos dizer, fazé-lo tender ao
infinito, a drea sob a curva nao converge para um valor, mas cresce indefinidamente,
ndo servindo a funcdo f(x) para uma fun¢do densidade de probabilidade. Isto é o
suficiente para o nosso objetivo neste trabalho, devendo f(x) ser descartada como Lei
de Poténcia.

. . o - 1
Dados a e b reais, com 0 < a < b, a drea da regido sob o grdficode f(x) = x~ 1= >’

com a < x < b, acima do eixo x, sera denotada por A[a, b] (Figura(34).
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Figura 34: Area sob a curva de f(x) = %, em [a, b].

Queremos mostrar, primeiramente, uma propriedade que serd de grande importan-
cia. Dado k > 0, as 4reas Ala, b] e Alak, bk] séo equivalentes (Ver Figura [35).

Figura 35: Areas sob a curva de flx) = %, em [a, b] e [ak, bk].

Dado um retangulo, no interior da regido sob a curva, em [a, b], de base igual ao

. 1 ., A . .
intervalo [a1, a5] e altura —, ha um retangulo no intervalo [ak, bk] que possui a mesma
a

X (Figura . Denotando a area destes retangulos por r[ay, az] e rlay - k, az - k],
5 -

area que o retangulo mencionado, € o retangulo de base igual a [a; - k, a; - k] e altura
'
respectivamente, tem-se:
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a
rla,a] = (@—a))- —=1-=,
2 az
1 a -k ai1-k a
‘k,ay - k] = ‘k—ay-k)- = - =1——.
rlay -k, az - k] (a2 ay - k) bk @k @k =
Comprovando-se que r[aq,ap] = r[a; - k, az - k]. (2.21)

| f@) =

Figura 36: Areas das regides sob a curva de f(x) = %, em [a,b] e[a-k,b-k]. Sio destacados

dois retangulos no interior de ambas as regides.

Vamos agora aproximar A[a, b] por n retangulos com bases iguais a [a, 1], [a1, a2],...,[4,,_1, D],
coma < a; < a < ..<b,e alturas a, u—z, s %, respectivamente (Figura [37]). Para
cada um destes retdngulos existe, de acordo com (2.21]), um retdngulo correspondente
em [ak, bk], de modo que a area A[ak, bk] também pode ser aproximada por n retan-
gulos com bases iguais a [ak, a1k], [a1k, ask],...,[a,_1k, bk] e alturas 1 1

respectivamente (Figura|37). Tem-se:

Cllk’ Clzk’ e ﬁ’
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a a1 a

b.k X

, 1
Figura 37: Areas das regides sob a curva de f(x) = e em [a, b] e [ak, bk] cercadas, ambas, por
n retangulos.

rla,a1] = r[ak,ak]
rlay,a2] = rlaik, azk]
r[al’l—ll b] = 7’.[alfl—lk/ bk]

Somando os membros correspondentes das equagdes acima, obtém-se:

rula, b] = rulak, bk].

(2.22)
Em que:
rala, bl =rla,m]+rlar, a2] + ... +rlay_1, D],
rulak, bkl = rlak, a1k] + r[a1k, ask] + ... + r[a,_1k, bK].
Para um nuimero muito grande de retdngulos (valor muito grande de n):
rala,b] = Ala,b],
rqlak, bk] = Alak, bk]. (2.23)
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Das equagoes (2.22) e (2.23):

Ala, b] = Alak, bK].

2.3 3° caso: f(x)=x"1, x>0

(2.24)

Da propriedade (2.24)), verificada acima, decorre uma outra, que para nos sera,

também, de grande importancia.

Tomando a e b reais, 1 < a < b, e considerando as areas A[1,a], A[1,b], A[1,ab] e

Ala, ab] (Figura[38)), pode-se escrever}

A[1, ab]
= A[l,ab]

A[l,a] + Ala, ab]

A[1,a] + A[1, b]. (2.25)

Figura 38: Areas das regides sob a curva de flx)= %, em [1,a], [1,b],[1, ab],[a, ab].

Como consequéncia, em (2.25)), para b = a:

All,a-a]
= A[l,4?]
Ou ainda:
A[l,d1 = A[l,a]l+A[1l,a]+...+ A1, 4]
— A[1,d] = k-A[l,a]

All,a] + A[1,a]
2. All,a].

(k parcelas iguais a A[1,a])
(2.26)

6 Note que A[1,b] = Ala, ba], conforme a propriedade
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Munidos agora das propriedades (2.24) e (2.26), podemos mostrar o que queremos:

que a drea sob a curva de f(x) = — aumenta indefinidamente conforme aumentamos o
X

valor de x, a 4rea ndo converge para um numero, ndo servindo f(x) para uma funcéo

densidade de probabilidade, pois para tal, a drea da curva, para x tendendo ao infinito,
deveria ser igual a 1.

Consideremos, que para qualquer x real fixado, x > 1, existe k € IN tal que:

2k < x < 21 (Figura[39).

Figura 39: Para qualquer x real, é sempre possivel k inteiro tal que 2k < x < 2k+1,

Considerando valores de x cada vez maiores (x tendendo ao infinito), tem-se que 2k
e 281 também devem crescer sem limites para “cercarem” o x, logo k e k + 1 também
crescem sem limites (k e k + 1 tendem ao inﬁnito)ﬂ

1
Considerando agora as dreas sob a curva de f(x) = p em [1,2%], [1,x], [1,2K1]
(Figuras e[2), tem-se:
A[1,2°] < A[1,x] < A[1,27].

Aplicando a propriedade (2.26) na dupla desigualdade acima:

k-A[1,2] < A[1,x] < (k+1)- A[1,2].

7 E facil mostrar que ndo existe k fixo tal que 2K < x < 2¢*1) para qualquer x. Basta fazer x = 252 e

tem-se um valor de x que néo verifica a desigualdade para o k determinado. Logo, para um aumento
indiscriminado de x tem-se um aumento indiscriminado de k.
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0 1 ok

2‘k+1 X

, 1
Figura 40: Area sob a regido da curva de f(x) = S no intervalo [1, 2¥].

0 1 ok

|
2k+1 X

, 1
Figura 41: Area sob a regido da curva de f(x) = Lo intervalo [1, x].

Para x muito grande tem-se k e k + 1 muito grandes, conforme ja discutido, e, con-

sequentemente, k - A[1,2] e (k+1) - A[1,2] tornam-se arbitrariamente grandes, ndo

convergindo para um numero. Logo, A[l,x] também cresce arbitrariamente para x

tendendo ao infinito, ndo se aproximando de um nuimero, conforme queriamos mos-

trar.
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0 1 2k X 2k+1 X

, 1
Figura 42: Area sob a regido da curva de f(x) = S no intervalo [1,2F*1].

2.4 POSSIBILIDADE DA UTILIZAGAO DE f(x) = c.x™, x > 0, ¢ > 0, coMO
FUNGAO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Nesta secdo, retomaremos algumas conclusdes precedentes na intencio de avaliar
para quais casos/expoentes a funcdo f(x) = cx™, x > 0, ¢ > 0, serve como funcdo
densidade de probabilidade. De certa forma esta discussdo ja esteve presente anterior-
mente, porém, convém organiza-la aqui, dada a sua importéancia para o assunto deste

trabalho.

Lembremos que uma caracteristica essencial de uma funcao densidade de probabi-
lidade, conforme discutido no Capitulo |1, na secdo|l.7, é que a drea sob a sua curva,
em seu intervalo, € igual a 1. Isto se deve ao fato de que como esta drea corresponde
a probabilidade de todos os valores da fungéo, seu valor, tal como a soma destas pro-

babilidades, deve ser igual a 1.

Em relacdo a func¢éo f(x) = x™, x > 0, vimos trés casos com m > 0, m < 0 (exceto
m=—1) em = —1. Param = —1, ja verificamos que para valores de x muito grandes a
area ndo se aproxima de um ntimero e, portanto, tal funcdo nado serve para densidade
de probabilidade. Desta forma, tampouco para m = —1 a funcdo f(x) = cx™, ¢ > 0,
serve, pois o acréscimo da constante ¢ ndo muda o carater divergente da drea sob sua

curva. Resta-nos verificar os outros dois casos, referentes aos outros intervalos de m.

Para m > 0, a area sob a curva em [0, t] pode ser expressa, conforme em (2.10)), por:
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tm+1

Am(t) =

m+1

Para valores muito grandes de ¢ (t tendendo ao infinito) é facil ver que #"*! também
m+1

7 também

aumenta indiscriminadamente (tende ao infinito) e, portanto, a fracao

tende ao infinito. Desta forma, tal funcdo também nao se presta a densidade de proba-
bilidade.

Para m < 0, exceto m = —1, ou, de modo equivalente, para m > 0, exceto m = 1, em

f(x) =cx™™, ¢ > 0, como vimos em (2.20):

c 1 1
A—m[SIt] = m—1 ’ <Sml B tml) '

. . e .1
Pode-se notar que para t muito grande (tendendo ao infinito), a fracdo T anula-

se, somente se m — 1 > 0, o que ocorre se m > 1, conforme assumimos neste caso.

1 ~ . ,
Fazendo —— =0na €équacao acima, obtém-se:
tmfl

c 1
A,m[s,t] = m—]_ . (Sm_1> .

Nesta tultima equacdo a drea equivale a um ntmero que depende dos valores de c,
m e s da funcdo. Pode-se, dados m e s, por exemplo, obter um valor para o ¢ que

“normaliza” a funcdo, ou seja, que proporciona que a drea sob a sua curva seja igual a
1.

Toda esta discussdo aplica-se, também, para o caso dos valores de m pertencentes
ao conjunto dos racionais; porém, como os cdlculos dependem de algo técnico, cuja

complexidade estd além do escopo deste trabalho, eles néo serdo aqui expostos.

Este ultimo caso, em que o expoente € menor que —1, incluindo os expoente racio-
nais neste intervalo, é no que consistird uma “Lei de Poténcia”, assunto que desenvol-
veremos mais no Capitulo
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REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Um tema importante em matematica e muitas vezes negligenciado no ensino basico
¢ o da modelagem matematica. A modelagem matematica consiste em construir um
modelo matemadtico que se ajuste, o melhor possivel, a um conjunto de dados de que
se dispoe. Estes dados, por sua vez, sdo geralmente obtidos em uma ou varias expe-
riéncias reais, ou simuladas. Ao construir um modelo que se adequa a experiéncia,
tem-se uma melhor compreensao do fenémeno, além de possibilitar previsoes acerca

de dados futuros.

Dentro da modelagem, a Regressdo Linear Simples é o método pelo qual, dadas duas
variaveis relacionadas X e Y, obtém-se uma reta que melhor se ajusta, de acordo com
algum critério, aos dados disponiveis. A varidvel X é chamada de independente ou
explicativa. A varidvel Y é chamada de varidvel dependente ou resposta. Ao aplicar o
método da Regressdo Linear Simples sobre as varidveis X e Y, assume-se que o feno-
meno constituido por ambas pode ser bem ajustado por uma reta, e busca-se predizer
os valores de Y por meio dos valores de X, ou, em outras palavras, conhecer o quanto

as alteracOes nos valores de X alteram os valores de Y.

O critério que serd adotado para a obtencdo da reta serd o Método dos Minimos
Quadrados (MMQ).

Para um estudo mais detalhado do assunto, pode-se consultar, por exemplo,
Morettin e Bussab (2013, p.454), [2]].
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3.1 RETA QUE PASSA POR DOIS PONTOS DISTINTOS

A equacdo de reta é algo bem estudado no ensino médio, aparecendo no estudo de
funcoes polinomiais do 1° grau e em geometria analitica. Como bem se sabe, dados
dois pontos distintos s6 ha uma reta que os contém, e dadas as coordenadas destes
dois pontos é possivel determinar a equacgdo desta reta. De forma genérica, a equacao

de uma reta serd representada por:

y=ax+b (3.1)

Sendo a o coeficiente de x ou coeficiente angular e b o coeficiente linear ou in-
tercepto, uma vez que b é a ordenada do ponto em que a reta intercepa o eixo das

ordenadas.

Exemplo 3.1. Dados dois pontos A(1,2) e B(3,4), qual é a equacdo da reta que os

contém?

Substituindo na equacdo (3.1), x e y pelas coordenadas x e y dos pontos A e B,

obtém-se:

a+b=2
3a+b=4

Tal sistema fornece os valoresa =1e b =1, e portanto: y = x + 1.

Tem-se aqui, para os dois pontos considerados, um ajuste perfeito; a reta da conta

perfeitamente de ambos os pontos.

3.2 RETA A PARTIR DE TRES, OU MAIS, PONTOS DISTINTOS

Considerando trés ou mais pontos distintos, a situacdo é diferente. Caso os pontos
estejam alinhados, tem-se um caso tal como visto na se¢éo anterior, bastando encontrar
a equacao da reta por meio de dois dos pontos e, caso necessdrio, utilizando os demais
apenas para conferir a equagdo obtida. Caso os trés pontos, ou mais, ndo estejam
alinhados, evidentemente ndo ha uma equacéao de reta que dé conta de todos os pontos
simultaneamente e neste caso busca-se a reta que, segundo algum critério, aproxime-

se mais dos pontos em questao.
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3.2 RETA A PARTIR DE TRES, OU MAIS, PONTOS DISTINTOS

Exemplo 3.2. Dados os pontos da Tabela [4, qual é a equacdo da reta que melhor se
ajusta a estes pontos?

Tabela 4: Trés pontos ndo alinhados.

Variavel X | Variavel Y

1 2
3 5
4 8
Trés pontos ndo alinhados
9
8 4
7
=}
-
— 5 4
@
=
-
e,
b
3
2 o
1
o T T T T 1
o 1 2 3 4 5
Varidvel X

Figura 43: Trés pontos nédo alinhados.

Podemos colocar estes trés pontos em um plano cartesiano (Figura |43)).

Pelo MMQ, a reta que melhor se ajusta aos pontos da Figura é aquela em
que a soma dos quadrados dos residuos (diferenca entre os respectivos valores de

Y observados e os estimados pela equagdo da reta) é a menor possivel.

Adotando:
yi: Valor observado (real) da varidvel Y no i-ésimo ponto.
¥i: Valor da varidvel Y estimado pela equacdo da reta no i-ésimo ponto.
e; = y; — ¥J; (residuo do i-ésimo ponto).
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y = ax +b : Equacdo da reta obtida pelo MMQ.

n
> ei2 : Soma dos quadrados dos residuos dos n pontos.
i=1

Tem-se:

n

Y et = Z(yi — 9% =) lyi — (ax; + b)I.

n
i=1 i=1 i=1

Encontrar a equacdo da reta procurada é encontrar os valores dos coeficientes a e b.
Aplicando o MMQ nos dados da Figura {43

3
Y (yi —ax; — b)? (2 —1a — b)*> + (5 — 3a — b)*> + (8 — 4a — b)?
i=1

264 + 3b* — 98a — 30b + 16ab + 93. (3.2)

Procuram-se os valores de a e b que minimizam a equacdo (3.2), para encontra-
los serdo postos em evidéncia, num primeiro caso o a, e, posteriormente, o b, desta
forma, e utilizando a ideia do vértice da parabola, serdo obtidas duas equacoes e pela

resolucdo do sistema assim formado, se chegard aos valores de a e b procurados.

1° Caso: Colocando o a em evidéncia:

264 + (16b — 98)a + 3b> — 30b + 93.

Considerando a como a variavel da expressdo, e b como uma constante, tem-se uma
funcdo polinomial do 2° grau em a. Neste caso, para o valor minimo da fungéo, o valor

de a, (ap), corresponde a abscissa do vértice:

16b — 98

226 = 264y + 8b = 49. 3.3)

ap = —

2° Caso: Colocando b em evidéncia:

3b% + (16a — 30)b + 26a*> — 98a + 93.

Considerando, agora, b como a varidvel e 4 como constante, tem-se uma funcédo
polinomial do 2° grau em b. O valor minimo da funcdo ocorre para o valor de b, by,

que corresponde a abscissa do vértice:
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16a — 30
bp = —————— = 8a+3by=15. (3.4)
2-3
Tomando as equacoes (3.3) e (3.4), e levando em consideracdo que se quer encon-
trar a e b que correspondem a ag e by, respectivamente, tem-se o seguinte sistema:

26110 + 8bo =49
8ag + 3b0 =15.

27
Do que decorre: ag = T = a9~ 1,929. E, by ~ —0,143.

Logo, a equagdo da reta é: y = 1,929x — 0, 143. Na Figura temos a sua represen-
tacdo no grafico.

Trés pontos ndo alinhados
14

12

10

Variavel Y

Variavel X

Figura 44: Trés pontos néo alinhados e a linha de tendéncia.

3.3 FORMULAS PARA REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Como proceder para mais de trés pontos ndo alinhados? Vejamos, através do pro-

ximo exemplo:
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Tabela 5: Oito pontos ndo alinhados.

Variavel X | Variavel Y
1 8
2 12
4 10
6 14
8 15
9 23
12 20
14 26

Exemplo 3.3. Dados os pontos da Tabela [5, qual é a equacdo da reta que melhor se
ajusta a estes pontos?

Oito pontos ndo alinhados
30
*
25
’
20 W
>—
E
15 =
~0 v
= *
b S
10 +
*
5
1] T T T T T T T 1
0 2 4 & 8 10 12 14 16
Variavel X

Figura 45: Oito pontos ndo alinhados.

Colocando estes pontos no plano cartesiano, obtemos o grafico da Figura

Poderdo ser aplicados, aqui, os mesmos raciocinios e cdlculos aplicados no exemplo

anterior, porém o trabalho serda muito maior.
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Antes de prosseguirmos com o exemplo, deduziremos algumas férmulas para o cal-
culo dos coeficientes a e b da reta de regressdo linear pelo MMQ. Para essas deducoes,
serd utilizada a mesma abordagem do exemplo anterior, generalizando-a para n pon-

tos.

Expressando a soma dos quadrados dos residuos:

n

er =Y (yi— 9" =Y lyi — (ax; +b)]* = Y (y; — ax; — b)*.

i=1 i=1 i=1

M=

1l
—

Desenvolvendo:

n
Z;(yi2 +a* + b*x? — 2ay; — 2by;x; + 2abx;).
i=1

1° Caso: Colocando a em evidéncia:

n
Z[a2 + (bei — Zyi)a + ylz — Zbyixi + b2xi2]
i=1

n
Za2+

n
(2bx; — 2y;)a + Z(yiz — 2by;x; + b*x?)
i=1 i

o

(2bx; — 2y;) + Z — 2by;x; + b2x?).

i=1

=1’ltZ

,_\

i=

Considerando b como constante, e tratando a expressdao como uma fungao polino-
mial do 2° grau em 4, o valor de 4, para o qual o valor da funcdo é minimo, corresponde

a abscissa do vértice (agp):

n
- g(szi —2y;)

2n
=2n-aqy = — Z(bel — 2%)
i=1
=2n-ap = —)Y (2bx;)—) (—2y))
i=1 i=1
n n
=2n-ay = —ZbExi +7—Zyi'
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Dividindo ambos os membros da equacdo por 2, e isolando ag:

_p
ao=—-) Xi+ Zy,

i=1

Yx;i Y Vi

=1 =1
1 e 1

K|

Considerando que =1, pode-se reescrever a equagao:

apg = y — bx. (35)

Esta equacao sera utilizada para encontrar o valor do coeficiente a da reta de regres-
sdo linear. Note que i é a média dos valores observado de Y e x é a média dos valores

observados de X.

Agora, no 2° caso, o procedimento sera semelhante, colocando o b em evidéncia.

Sera obtida uma equacao que permitird a obtencdo do valor do coeficiente b.

20 Caso: Colocando b em evidéncia:

Y [x20% + Qax; — 2yix))b +y? — 2ay; +a]

=1
n n n
=b?Y x7+bY (2ax; — 2xiy) + Y (y7 — 2ay; +a).

i=1 i=1 i=1

Considerando a como constante, e pensando na expressdao como a de uma funcao po-
linomial em b, tem-se que o seu valor minimo ocorre quando b corresponde a abscissa

do vértice (bg):

96



3.3 FORMULAS PARA REGRESSAO LINEAR SIMPLES

— 3 (2ax; — 2xYi)

=1
by = ! m
2y x?
i=1
n n
= 2b lez = — Z(Zaxi —2x;Y;)
i=1 i=1

= 2by ixf = — i2axl- — i —2x;Y;
i=1

i=1 i=1 i

—2a ixi +2 i XilYi.
i=1

i=1

n
= 2by Z xl-z
i=1

Dividindo ambos os membros da equacédo por 2, e fazendo a = ag =y — box:

n

n n
bOinz = —(y— bof)in +inyi
i=1 i=1 i=1
n n n n
:>b02xi2 = inyi—nyi+b072xi
i=1 i=1 i=1 i=1
n n
:>b02xi2 = inyi—y~n-f+bo-f-n-f
i=1 i=1

n n
=Dy x7 = Y xyi—n-X-y+n-by- ¥
i=1 =1

Colocando by em evidéncia no membro esquerdo da equacgao:

bo()xf—n-%) = Y xyi—n-xy
i=1 i=1
ixiyi—n-f-y
=bp = = . (3.6)

n
Y x2—n-x
i=1

A equacdo (3.6) fornece o coeficiente b da funcdo em termos dos valores observados

das variaveis X e Y.

Voltaremos, agora, ao Exemplo Na Tabela [6] tem-se os dados da Tabela [5 e
algumas colunas que foram acrescentadas com o auxilio do Excel; ela sera utilizada
para auxiliar na aplicacdo das férmulas (3.5) e (3.6).
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Tabela 6: Parametros para posterior aplicacdo das férmulas.

Pontos (1) | x; | y; | xi*y; | x?
1 118 8 1
2 2 |12 24 4
3 4 110| 40 | 16
4 6 | 14| 84 | 36
5 8 | 15| 120 | 64
6 9 | 23| 207 | 81
7 12|20 | 240 | 144
8 14 | 26 | 364 | 196
SOMA 1087 | 542

Considerando, ainda: n=8, x=7 e y =16, tem-se:

1087 -8-7-16

. — smog ML

a=y—bx~16—-1,273-7~7,087.

Logo, a reta que melhor se ajusta aos pontos da Tabela |5, de acordo com o MMQ

tem equacao:

y=1,273x+7,087.

Esta reta pode ser observada no grafico da Figura

Embora as férmulas e sirvam para a obtencdo da equacdo da reta, o
mais pratico é obté-la por meio de softwares estatisticos ou, ainda, pelo uso do Excel,
como feito para a producao do grafico da Figura Ao utilizar o Excel, obtém-se a
reta, chamada de linha de tendéncia, clicando com o boao direito do mouse sobre um
dos pontos no grafico e, em seguida, selecionando a opcao “Adicionar Linha de Ten-

déncia...”, abre-se uma janela, na qual ha varios campos. No primeiro destes campos
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Qito pontos ndo alinhados
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Figura 46: Reta ajustada aos 8 pontos ndo alinhados.

deve-se selecionar a opcdo “Linear”. No ultimo dos campos tem-se a opc¢ao de exibir a

equacado da reta no grafico.

No Capitulo [5, serdo desenvolvidas varias atividades em que retas serdo ajustadas
aos pontos dos graficos pelo método dos minimos quadrados. Estas atividades serdo

realizadas no Excel, de modo que a teoria vista aqui, podera ser, entdo, praticada.
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LEIS DE POTENCIA

Serviu-nos de inspiracao para este capitulo o artigo de Newman (2006), []3]; todavia,

a nossa abordagem nao seguird rigorosamente a abordagem utilizada neste artigo.

Conforme discutido no Capitulo [1, em muitos casos, € possivel descrever o com-
portamento de um conjunto de dados obtidos por meio de uma experiéncia, ou pela
analise tedrica de uma situagédo, por meio de um modelo matematico. Este modelo,
dependendo do caso, da conta dos dados apenas de modo aproximado e sua escolha

nem sempre € tao facil.

Conforme visto na Secéo pode-se, por meio de uma func¢do de densidade de
probabilidade, estimar quais sdo as probabilidades envolvidas em relagdo as varidveis
aleatdrias continuas, em cada intervalo de valores no eixo das abscissas, obtendo-se
para isto a drea delimitada pelo gréfico de tal funcdo, pelo eixo x e pelas retas x = a
e x = b, sendo a e b as extremidades do intervalo. Considerando, como veremos, que
as leis de poténcia nio apresentam grafico retilineo, obtivemos alguns resultados que
nos permitem calcular a drea sob a curva de certas funcoes nesta condicdo (Capitulo

[2), dentre as quais, estdo estas leis.

Dizemos que uma varidvel obedece a uma lei de poténcia quando a densidade de pro-
babilidad(ﬂ de cada um de seus valores particulares varia de acordo com uma poténcia
inversa deste valor. Como serd visto mais adiante, considerando p(x) a densidade de pro-
babilidade de ocorréncia do valor x, C e a constantes convenientemente determinadas,

pode-se expressar a referida lei de poténcia como:

p(x) = Cx™*.

Quando se trata de uma distribuicdo das frequéncias acumuladas, tem-se como valores da sua funcéo lei
de poténcia, ndo as densidades de probabilidade, mas as préprias probabilidades. Retomaremos isto mais

adiante.
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4.1 CASO DAS CIDADES BRASILEIRAS

Queremos encontrar um modelo matemadtico que melhor se adapte a distribuicao
dos tamanhos das cidades brasileiras em relacdo as suas populagdes. Sabemos que os
tamanhos das populacoes das cidades apresentam grande diferenca; algumas tém pou-
cos moradores; outras, muitos. Poderiamos, entdo, encontrar uma fun¢do matemadtica,

por exemplo, que descreva estas variacoes?

A primeira coisa, é obter dados confidveis sobre aquilo que queremos analisar. Neste
caso, a melhor fonte é o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). Consul-
tando a pagina eletrénica do IBGE, temos acesso aos dados do censo demografico, por

ele realizado, de 2010. Estes sdo os dados que utilizaremos [}

Observando os dados, notamos que a populacdo do Brasil, no referido censo, é de
190.755.799 de habitantes, sendo que, destes, 11.253.503 encontram-se na cidade de
Sdo Paulo. Temos, ainda, que 177.839.519 pertencem a municipios com mais de 10.000
habitantes, o que corresponde a aproximadamente 93% do total. Em nossas andlises,
utilizaremos somente estes municipios que possuem mais de 10.000 habitantes; pois ha
muitos pequenos municipios que, embora independentes, ndo sdo auto—sustentéveifl,

0 que comprometeria, sem necessidade, a nossa analise.

Pretendemos colocar estas popula¢des em um grafico, mas para isto, iremos organiza-
las em histograma:ﬂ conforme vimos na Secdo Cada histograma tera amplitude
20.000. O primeiro, portanto, incluird as cidades com populacao de 10.000 a 30.000;
o segundo, de 30.000 a 50.000; e assim por diante. Nos concentraremos, inicialmente,

nas cidades com populacao de até 810.000 moradores.

Deve-se acessar o Banco de Dados Agregados do Sistema IBGE de Recuperacdo Automatica (SIDRA).
Disponivel em: <http://www.sidra.ibge.gov.br>, na seccio "Demografico 2010- Sinopse na tabela "608 -
Populacéo residente, por situacdo do domicilio e sexo". Nesta tabela, selecionamos, na seccdo "Unidade
Territorial", a op¢do "Municipio". Obtivemos, assim, a populagido de cada cidade brasileira no referido

censo. Acesso em: 08 jan.2016.
Para mais consideracdes a respeito, pode-se consultar SILVA; STOSIC, T.; STOSIC, B. (2008, p.1 e 2), [|7].

Em seu artigo, Newman (2006, p.1), [3]] , também discute o caso e descarta cidades estadunidenses muito

pequenas.
Certos pormenores praticos serdo omitidos aqui e explicitados na atividade quando analisaremos

todos os dados, ndo nos limitando a 810.000. Consulte-a, agora, se desejar.
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Criando um gréfico de dispersdo para os histogramasﬂ acima descritos, conside-
rando o valor médio de cada histograma e o numero de cidades por ele contido, obte-
mos a Figura Note que no grafico da Figura 47, o primeiro valor destacado estd
bem afastado do eixo das abscissas, e na medida em que os valores da variavel Popula-
cdo aumentam, a frequéncia das cidades diminui; apés um certo valor de x, a variacdo

em y fica indiscernivel pelo grafico, com valores muito préximos do eixo das abscissas.

N2 de Cidades X Populacdo

2500

2000

1500

1000

N2 de cidades

500

0 100.000 200.000 300.000 400.000 500.000 600.000 700.000 800.000 9500.000

Populagéo

Figura 47: N° de cidades X Populacéo.
Como fazemos para descobrir qual é a melhor funcédo para relacionar as duas varia-
veis, Numero de Cidades e Populacdo?

Para uma reta, a fun¢do é bem conhecida: y = ax +b. No entanto, pelo grafico
da Figura [47], vemos claramente que ele nao sugere uma reta. Nao sendo linear, ndo

podemos, apenas por este grafico, discernir qual é a sua funcao.

Duas func¢oes candidatas, no entanto, sdo as fungdes reais: y = c-e~* (fungdo expo-

nencial) e y = ¢ - x~* (lei de poténcia).

Como saber de qual destas fungoes se trata?

5 Embora seja conveniente a utilizagdo de densidades de frequéncia, em vez das frequéncias absolutas,
como vimos na Secao optamos por utilizar, neste exemplo, a frequéncia absoluta. O fizemos para
melhorar a visualizacdo dos graficos e, porque os histogramas possuem a mesma amplitude, a forma do
grafico, que é o que nos interessard neste momento, néo se altera, seja com a freqéncia absoluta ou com

a densidade de frequéncia.
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Como ndo ha davida em relacdo ao grafico, quando este diz respeito a uma funcédo

linear, procuraremos tratar os dados, buscando uma disposicdo linear para os pontos.

Partindo da funcdo exponencial, como podemos obter uma reta? Logaritmos! Vamos

extrair o logaritmo em ambos os membros da equacéo, para ¢ > 0:

y = c-e
=Iny = In(c-e")
=Iny = Inc+lne™
=Iny = Inc—x.

Fazendo Iny = z:

z=—x+Inc.

Como Inc € uma constante, temos uma relagdo linear entre Iny e x.

Vamos, agora, retornando ao nosso problema, extrair os logaritmos dos valores de
y (n° de cidades), e verificar se ao plotarmos o grafico com estes valores, Iny, e os
valores de x (populacdo), a disposicdo dos pontos sugere uma reta. Observemos o

resultado no grafico da Figura

Como podemos visualizar neste grafico (Figura48), a disposicdo dos pontos ndo nos

sugere uma reta. Ao menos, ndo de modo claro.

E se aplicarmos a mesma ideia para uma funcdo lei de poténcia, ou seja, também

extrair os logaritmos E] em ambos os membros de sua equacao? Vejamos, para ¢ > 0:

-

y = c-x
=logy = log(c-x7%)
=logy = logc+logx™*
=logy = —alogx+logc.

Fazendo logy =z e logx =w, temos:

6 A escolha da base do logaritmo néo é importante. Utilizaremos base 10 aqui.
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Logaritmo do N2 de Cidades X Populacdo

8,0

o L\

o\
ol N\
o\

SN
. V™ Maa
. VW7

T T T T v v—v L A B

0 100.000 200.000 300.000 400.000 500.000 600.000 700.000 800.000 900.000

Logaritmo do N2 de Cidades

Populagdo

Figura 48: Logaritmo do N° de Cidades X Populacao.

z=—aw+logc. 4.1)

Esta equacgdo nos diz que quando temos uma lei de poténcia, existe uma relacdo

linear entre os logaritmos das varidveis x e y.

Temos, entdo, que, se ao plotarmos o grafico com as varidveis log x (logaritmos das
populagoes) e logy (logaritmo do n° de cidades) os pontos nos sugerirem uma reta,
podemos, entdo, modelar os nossos dados com uma lei de poténcia. Vejamos o grafico,

Figura |49} com as variaveis log x e logy.

Como podemos observar no grafico da Figura |49}, os pontos nos sugerem uma reta;
assumiremos, entao, se tratar de uma lei de poténcia. Este gréfico, por ter nos eixos os
valores dos logaritmos das varidveis, é conhecido como log—loéﬂ Um outro modo de
obté-lo, seria alterar, no Excel, as escalas dos eixos X e Y, no caso, para base 10 (outra

base poderia ter sido utilizada).

E uma caracteristica fundamental, como vimos, de leis de poténcia, a relacdo linear entre as variaveis no
grafico log-log. Outra conveniéncia deste tipo de grafico é que ele permite a visualizacdo de dados que

se encontram em uma faixa de grande amplitude.
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Log do N2 de Cidades X Log da Populagédo
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Figura 49: Log do N° de cidades X Log da Populacao.

Uma vez que assumimos se tratar de uma lei de poténcia, como devemos proceder

para encontrar as constantes, « e ¢, desta funcdo?

Notando, pela equacao (4.1)), que —a é o coeficiente angular da funcéo linear desta
equacdo, obtemos dai o valor de a. Temos, portanto, que o valor de « corresponde ao
coeficiente angular da reta adaptada aos pontos do gréfico log-log. Lembrando, ainda,
que para obter uma reta ajustada a estes pontos, podemos utilizar uma regressao linear
segundo o método dos minimos quadrados, conforme vimos no Capitulo |3} e, para
isto, utilizamos algum software, como o Excel. Vejamos no grafico da Figura|50|a reta

ajustada aos pontos, por meio do Excel, e a equacdo desta reta.
Pela equacéo exibida no grafico da Figura[50} temos que a = 2,0917.

Ja a constante ¢ é obtida depois de determinado o «. Para isto, consideramos que
sendo a lei de poténcia uma func¢do de densidade de probabilidade, é necessario que
a area sob a curva de seu grafico (em nosso exemplo, o grafico da Figura 47, em
todo o eixo das abscissas a partir de um certo valor de x, seja igual a 1. Para este
processo de normalizacgdo, é necessario escolher um x minimo (x,,;,) a partir do qual
a funcdo se comporta de modo mais fidedigno a uma lei de poténcia. A escolha deste
Xmin Nem sempre € trivial. Em nosso exemplo, esta escolha se deu quando optamos por

considerar apenas as cidades com populacdo igual, ou superior, a 10.000 habitantes.
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Log do N2 de Cidades X Log da Populagédo
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Figura 50: Log do N° de cidades X Log da Populacao, e a reta ajustada por Regressdo Linear.

Conforme vimos, no Capitulo |2} a area sob a curva de p(x) =cx %, x >0ec >0, se
aproxima de um nuimero (converge para um nimero) para valores muito grandes de x
(x tendendo ao infinito) apenas para « > 1. Assumindo « > 1, e impondo que a area
sob a curva, a partir de x,,;,, com x tendendo ao infinito, deve ser igual a 1, obteremos

o valor da constante c, escrevendo:

A_y[Xmin,x] =1, com x tendendo ao infinito.

Conforme a férmula (2.20)), do Capitulo |2/, aplicada na equagdo acima:

c 1 1
a—1 ’ xocfl - xrxfl =1 (4.2)
min

. ~ 1 ~ . .
Para x muito grande a fracdo —— anula-se, tornando a equacéo (4.2), acima, equi-
e

valente a:
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Isolando o ¢ no membro esquerdo da equagéo:

c=(@—1)-x* 1. (4.3)

min

Obtém-se através de (4.3, o valor da constante ¢ da fungdo lei de poténcia, que
denominaremos, doravante, p(x). Podemos, ainda, reescrever a funcdo p(x) com base
em (4.3):

p(x) = Cx*
= p(x) = (zx—l)-x%}-x’“
-1
— p(x) = (a—1)-min. e
-1 —a
= pw = & )-(xx,) - 44)

A equacdo (4.4]) corresponde a Lei de Poténcia dados « e x,,;;,.

Aplicando a equacédo (4.3) em nosso problema:

C = (2,0917_1),100002,0917—1

I

25404 (valor aproximado).
Portanto, a lei de poténcia, para o caso estudado, pode ser expressa da seguinte
forma:
p(x) = 25404 - x>0

Ja a probabilidade dos valores de x em um intervalo [a, b], em relacdo a uma lei de

poténcia p(x) = cx™*, sendo a drea sob a curva, pode ser calculada por:

c 1 1
A*ﬂ[a/b] = a—1 ’ <aa—l - btx—l) ’

Conforme a férmula (2.20) do Capitulo
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Embora a utilizacdo de histogramas, com larguras iguais, nos auxilie a visualizar me-
lhor os dados, ela nos traz alguns inconvenientes. Vejamos o grafico log-log com todos
os dados do numero de cidades em relagédo a populagéo, a partir de 10.000 moradores,
em histogramas de amplitude 20.000 (Figura [51).

Log do N2 de Cidades X Log da Populacdo
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Figura 51: Log do N° de cidades X Log da Populacdo. Incluindo todas as populacdes acima de
10.000.

Como ¢é de se notar, hd uma grande presenca de “ruido” na cauda. Ha dois fatores
que contribuem para isto. Como os intervalos possuem o mesmo tamanho, aqueles
mais a direita acabam tendo uma quantidade muito pequena de elementos. Alguns,
inclusive, com nenhum elemento, valor que sequer pode ser plotado em um grafico log-
log (ndo calculamos logaritmo de zero). Ocorre, também, que embora os intervalos
sejam fixos, as abscissas dos pontos ndo ficam igualmente espacadas, dada a escala
logaritimica, ficando muito préoximas no final da cauda. Este ruido, naturalmente,

prejudica o ajuste de uma reta.

Uma das alternativas para contornar este problema é a utilizacdo de um procedi-
mento chamado de binning logaritmico, em que as larguras dos histogramas ndo sao
iguais, mas aumentam progressivamente. Discorreremos mais sobre isto nas atividades
do Capitulo 5, mais especificamente na Secio

O melhor procedimento, no entanto, é utilizar a frequéncia acumulada, conforme

explicaremos a seguir.

109



LEIS DE POTENCIA

4.2 FREQUENCIA ACUMULADA

Terminamos a secdo anterior, comentando as desvantagens proporcionadas pela uti-
lizacdo de histogramas, quando aplicados aos dados do nimero de cidades em relacéo

ao tamanho da populacdo. Vimos a grande presenca de ruidos na cauda.

Uma outra alternativa, para organizarmos os dados, é a utilizagdo da fungdo de
distribuicdo das frequéncias acumuladas. Ela apresenta, logo de inicio, uma grande
vantagem; como veremos, ndo hd na distribuicdo acumulada das frequéncias perda
das informacoes individuais. Quando utilizamos histogramas, os dados dentro de um
histograma sao substituidos pelo valor médio dos valores do histograma, o que faz

com que as informacdes individuais sejam perdidas.

Para aplicar a distribuicdo de frequéncia acumulada, em nosso caso, da distribuicao
do nuiimero de cidades em relacdo ao tamanho da populacdo, realizamos as seguintes
etapas: Primeiro listamos todas as populagdes acima de 10.000 moradores (ndo nos
limitamos a 810.000 moradores) em ordem crescente. Essas populagdes constituem
a variavel X da nossa funcdo. Os valores da funcdo P(X) (com “P” maidsculo), de
distribuicao das frequéncias relativas (probabilidades) acumuladas , sdo entdo obtidos
dividindo a soma das frequéncias dos valores maiores ou iguais a x pela frequéncia
total (1 ou 100%). Também, é usual plotar as somas das frequéncias absolutas dos
valores maiores ou iguais a x, ou seja, as quantidades acumuladas, em vez das proba-
bilidades acumuladas. Ambos os graficos se encontram nas Figuras [52] e Todo o
processo pratico € desenvolvido na Atividade nela obtemos, também, a funcao lei

de poténcia para a distribuicdo dos dados.

Como € de se notar pelo gréfico (Figura[52)), a funcéo de distribui¢do das frequéncias
acumuladas também segue uma lei de poténcia, porém, com expoente a diferente do
expoente obtido para a funcao ndo acumulada (por exemplo, pelo método do binnng).
No caso da funcdo de distribuicdo acumulada, o expoente equivale a « — 1. Vejamos

como chegar a este resultado.

No caso da funcdo P(x), de distribuicdo das frequéncias relativas (probabilidades)
acumuladas, associamos a cada valor de x a probabilidade dos valores maiores ou
iguais a este x. Para um dado x, o valor de P(x) pode ser obtido, portanto, em relacdo

a p(x) = Cx~*, considerando a drea sob p(x), como segue:

P(x) = A_,[x,m], com m tendendo ao infinito.
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C 1 1
Logo, P(x)= 1 (xa_l — m“—1>'

Para m muito grande, a fragdo anula-se (lembrando que & > 1). Com isto, a

mﬁ[*l
equacdo acima, pode ser escrita como:

C
P@) n—1 (x"‘l—1>
C

a—1

= P(x) cx~ @D, (4.5)

Podemos constatar, em (4.5)), que o expoente de P(x) é dado por « — 1 (em vez de «).
Pode-se, entéo, fazer o caminho inverso e obter p(x) a partir da distribui¢do acumulada

P(x), obtendo, primeiramente, o valor de « e, depois, o valor de C, conforme em (4.3)).

Esta funcdo de distribuicdo das frequéncias acumuladas possui muitas vantagens
em relacdo ao agrupamento dos dados em histogramas. Pelo fato de que ndo é preciso
agrupar os dados em histogramas, as informacoes individuais das populacoes ndo sdo
perdidas, ha valor para cada ocorréncia de X. Evita-se a discussdo sobre qual seria o
tamanho mais conveniente dos histogramas (sejam eles de mesmo tamanho ou néo),
simplificando o processo. O ruido na cauda se torna menor, permitindo um melhor

ajuste da reta.

Frequéncia Relativa Acumulada das Populacdes
(Xmin: 10.000) - Escala log-log

100,00% 4

10,00%

1,00% \

0,10%

Frequéncia acumulada

0,01%
10.000 100.000 1.000.000 10.000.000 100.000.000

Populagio do Municipio

Figura 52: Frequéncia relativa (probabilidade) acumulada das Populacées X Populagdo. Em
escala log-log.
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Frequéncia Absoluta Acumulada das Populag¢ées (Xmin: 10.000) -
Escalalog-log

10000

Frequéncia Acumulada
"
[=]
[=]

10 \

=
10.000 100.000 1.000.000 10.000.000 100.000.000

Populagdo do Municipio

Figura 53: Frequéncia absoluta (quantidade) acumulada das Popula¢des X Populacdo. Em
escala log-log.

Distribuicoes de frequéncias acumuladas, que seguem a uma lei de poténcia, as
vezes sdo chamadas de Lei de Zipf ou Distibui¢do de Pareto. A Unica distin¢io entre a
lei de Zipf e a distribuicdo de Pareto é o modo como os dados sao plotadosﬂ. Na lei de
Zipf os dados sdo plotados com os valores de X no eixo horizontal e os valores de P(x)
no eixo vertical. Na distribuicdo de Pareto os dados sdo plotados do modo inverso em

relacdo aos eixos.

4.3 EXEMPLOS DE LEI DE POTENCIA

Em Newman (2006, p. 5), [3]], hd diversos exemplos de aplicacoes de leis de poténcia
em fisica, biologia, tecnologia e ciéncias sociais , os quais reproduziremos adiante ﬂ
Os graficos encontram-se na Figura e foram, igualmente, extraidos de Newman
(2006, p.6). Em cada caso ha um valor minimo (x,,;,) a partir do qual consideramos a
lei de poténcia. Os valores de x abaixo do x,,;,,, que foram descartados, encontram-se

nas faixas cinzas dos graficos.

(a) Frequéncia de palavras em um texto: A frequéncia com que as palavras ocor-

rem em um texto costuma obedecer a uma lei de poténcia. Esta tese foi examinada e

De acordo com Newman (2006, p. 4)
Os exemplos citados, a seguir, foram traduzidos/adaptados de NEWMAN (2006), p. 5.
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confirmada por Zipf. Na Figura[54|(a) a lei ¢ aplicada em relacdo ao nimero de pala-
vras (eixo das ordenadas) do livro Moby Dick, de Herman Melville, de acordo com a
frequéncia acumulada de suas ocorréncias (eixo das abscissas). Neste caso as palavras

mais comuns sio “the”, “of”, “and”, “a” e “to”.
Na quarta atividade, Secao reproduzimos esta andlise, fazendo-a passo a passo.

Para uma aplicacdo da lei de poténcia no livro “Memdrias Péstumas de Bras Cubas”

de Machado de Assis, conferir em Bortolossi, Queiroz, Silva (2012), [11].

(b) Numero de citacdes de artigos cientificos: O numero de citacOes recebidas
por artigos cientificos parece também seguir a uma lei de poténcia. Os dados da Fi-
gur(b), foram obtidos do Indice de Citacdes Cientificas, reunidas por Redne e
referem-se aos artigos publicados em 1981. A Figura[54|(b) mostra o nimero de artigos
(eixo das ordenadas) de acordo com a frequéncia acumulada do ntimero de citacGes
por eles recebidas (eixo das abscissas) entre seu ano de publicacdo, 1981, e junho de
1997 .

(c) Numero de acessos a websites: A distribuicdo acumulada do nimero de aces-
sos recebidos pelos websites (servidores, ndo as paginas) durante um unico dia, 1 de
dezembro de 1997, por 60000 usudrios do AOL (America Online Internet)@ O site
com o maior nimero de acessos foi "yahoo.com". A Figura[54|(c) mostra o nimero de
sites (eixo das ordenadas) em relacdo a frequéncia acumulada do niimero de acessos

recebidos por estes sites (eixo das abscissas).

(d) Numero de coépias de livros vendidos: A frequéncia acumulada do nimero de
cépias vendidas na América dos 633 livros que venderam 2 milhdes ou mais entre 1895
e 1965[1;21 A Figura (d) mostra o numero de livros (eixo das ordenadas) em relacao

a frequéncia acumulada do numero de cépias por eles vendidas (eixo das abscissas).

(e) Chamadas telefonicas: A distribuicdo acumulada do nimero de chamadas rece-
bidas em um dia por 51 milhdes de usudrios da AT&T, operadora telefénica americana

de chamadas de longa disténcie{ﬂ O maior numero de chamadas recebidas por um

REDNER, S. How popular is your paper? An empirical study of the citation distribution.The European

Physical Journal B 4, 131-134 (1998), em Newman (2006, p.5), [3].
ADAMIC, L. A., HUBERMAN, B. A.The nature of markets in the World Wide Web.Quarterly Journal of

Electronic Commerce 1, 512 (2000), em Newman (2006, p.5), [3].
HACKETT, A. P.70 Years of Best Sellers, 1895-1965R. R. Bowker Company, New York, NY (1967), em

Newman (2006, p.5), [3]l.
Aiello, W; Chung, F. e Lu, L.A random graph model for massive graphs.Em Proceedings of the 32nd

Annual ACM Symposium on Theory of Computing, p. 717 - 180, Association of Computing Machinery, New
York (2000), em Newman (2006, p.5), [3]l.
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usudrio naquele dia foi 375746 (naturalmente, se trata do ntimero telefénico de uma
empresa). Ocorre distribuicdo similar para o nimero de mensagens de e-mail enviadas
e recebidas. A Figura (e) mostra a quantidade de nameros de telefone (de usudrios
ou empresas) (eixo das ordenadas) em relacdo a frequéncia acumulada do nimero de

chamadas por eles recebidas em um dia (eixo das abscissas).

(f) Magnitude de terremotos: A distribuicdo acumulada das magnitudes (em escala
Richter) dos terremotos ocorridos na Califérnia entre janeiro de 1910 e maio de 1992,
conforme registrado no catalogo de terremotos de Berkeleyfﬂ A magnitude, em escala
Richter, de um terremoto, é proporcional ao logaritmo decimal da amplitude maxima
do movimento detectado no terremoto, o que dispensa o uso de escala logaritmica
para o eixo das abscissas. A lei de poténcia, neste caso, é, portanto, uma relacdo entre
a amplitude e a frequéncia de ocorréncia dos terremotos. Na Figura [54(f) tem-se a
frequéncia acumulada de ocorréncia dos terremotos (eixo das ordenadas) em relacéo

a magnitude dos terremotos na escala Richter (eixo das abscissas).

(g) Diametro das crateras lunares: A distribuicdo acumulada dos diametros das
crateras lunareﬁ No eixo das ordenadas, em vez de considerar a distribuicdo acu-
mulada de todas as crateras da superficie da lua, considerou-se o nimero de crateras
por quilémetro quadrado (normalizou-se). Isso explica porque neste eixo hd valores

abaixo de 1. No eixo das abscissas considerou-se os diametros das crateras (Figura
B4(g).

(h) Intensidade das erupcdes solares: A distribuicdo acumulada das intensidades
dos picos de raios gama das erupcdes solares O grafico mostra esta distribuicdo
acumulada das intensidades dos picos contadas por segundo. As medi¢oes foram feitas

a partir da orbita terrestre, por satélite, entre fevereiro de 1980 e novembro de 1989

(Figura [54|(h)).

(i) Intensidade de guerras: A distribuicdo acumulada da intensidade de 119 guer-
ras de 1816 a 1980 [7] A Intensidade de uma guerra é definida como o ntimero de

mortos em batalha dentre todos os participantes das nacoes envolvidas, dividido pela

Dados do National Geophysical Data Center: www.ngdc.noaa.gov, em Newman (2006, p.5), [3].
NEUKUM, G. e IVANOV, B. A.Crater size distributions and impact probabilities on Earth from lunar,

terrestial-planet and asteroid cratering data.Em T. Gehrels (ed.) Hazards Due to Comets and Asteroids,

p. 359 — 416, University of Arizona Press, Tucson, AZ (1994), em Newman (2006, p.5), [3]].
Nasa Goddard Space Flight Center, umbra.nascom.nasa.gov/smm/hxrbs.html. Acesso em: 24 jan. 2015,

em Newman (2006, p.7), [3]l.
SMALL, M. e SINGER, J. D.Resort to Arms: International and Civil Wars, 1816-1980. Sage Publications,

Beverley Hills (1982), em Newman (2006, p.7), [3]l.
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soma das populacdes dessas nacoes e multiplicado por 10.000. Como exemplo, as in-
tensidades da primeira e da segunda guerra mundial sdo, respectivamente, 141,5 e
106, 3, o que significa que para cada 10.000 cidadaos das na¢ées envolvidas ha 141,5 e
106, 3 mortos em batalha em cada uma destas guerras, respectivamente. A pior guerra
do periodo analisado foi entre Paraguai e Bolivia de 1932 a 1935 com uma intensidade
de 382,4. O gréfico da Figura (i), exibe o numero de guerras (eixo das ordenadas)

em relacdo a intensidade acumulada das guerras (eixo das abscissas).

(j) A riqueza das pessoas mais ricas: A distribuicdo acumulada do total de riqueza
das pessoas mais ricas dos Estados Unidos @ A riqueza, ou “rede de valor agregado”,
de alguém ¢ definida como o valor total, em ddlares, dos precos de mercado de todas
as suas posses menos seus débitos. Por exemplo, em 2003, o americano mais rico foi
William H. Gates III (Bill Gates), com uma riqueza de 46 bilhdes de ddlares. Muito
desta riqueza estava em forma de acGes da companhia por ele fundada: Microsoft
Corporation. Estas acOes ndo sdo a mesma coisa que dinheiro “vivo”. Inclusive, se Bill
Gates quiser vendé-las € possivel que seus valores se depreciem, tornando-se menores
que seus atuais valores de mercado. A Figura[54{(j) mostra o nimero de pessoas (eixo

das ordenadas) em relacdo a riqueza acumulada, em doélares (eixo das abscissas).

(k) Frequéncia dos nomes de familia: Distribuicdo acumulada da frequéncia de
ocorréncia, nos Estados Unidos, dos 89000 nomes de familia mais comuns, conforme
registrado pelo Censo americano de 1990 (US Census Bureau)@ Distribuicoes simila-
res sdo observadas para nomes em algumas outras culturas (exemplo japonesa), porém
ndo em todas (exemplo Coreana). Na figura (k) tem-se o numero de nomes (eixo

das ordenadas) em relacdo a frequéncia acumulada dos mesmos (eixo das abscissas).

(1) Populacoes das cidades: Distribuicdo acumulada dos tamanhos das populacoes
das cidades dos Estados Unidos, conforme registrado pelo Censo americano em 20007%
A Figura (1) exibe o numero de cidades (eixo das ordenadas) em relagéo a frequéncia

acumulada do tamanho da populacdo (eixo das abscissas).

18 Forbes Magazine, 6 out. 2003, em Newman (2006, p.7), [3].
19 Newman (2006, p.7), [3].
20 NEWMAN (2006, p.7), 3]
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Figura 54: Graficos dos exemplos de (a) a (1). Extraido de Newman (2006, p.6), [3].
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4.4 VALOR MEDIO E VARIANCIA

Na subsecéo[1.6.2} vimos o valor médio (esperanca) e a variancia/desvio padréo de
v.a. discretas. Adaptaremos estes conceitos para leis de poténcia. Talvez esta secdo
ndo seja indicada para aplicacdo a alunos do ensino médio, todavia, dado o interesse

do assunto, julgamos que ndo poderiamos deixa-lo “passar em branco”.

Primeiro, recordemos a equagdo da esperanca para v.a. discretas, de para uma

v.a. discreta X:

E(X) =) _pixi,
i-1

onde p; € a probabilidade de ocorréncia do valor x;.

Consideremos, agora, uma v.a. continua X com funcdo densidade de probabilidade
f(x), tal que:

f(x)=cx™®, com x>xyn>0, ¢>0 e a>1 (4.6)

A v.a. X segue uma lei de poténcia, portanto.

A probabilidade de ocorréncia dos valores de X, em um intervalo [c, d], corresponde,
como vimos na Secao a area sob a curva de f(x) em [c,d]. Esta drea pode ser
aproximada por f(x;) - h (Figura[55), em que x; = C;d (ponto médio do intervalo) e
h = d — ¢ (amplitude do intervalo). Quanto menor o valor de h, tanto melhor serd a

aproximacao da area.

Consideremos, agora, um intervalo [a4,b]. Neste intervalo, a corresponde ao x mi-
nimo da lei de poténcia (x,,;,); o valor de b o consideraremos, posteriormente, muito

grande, ou seja, b tendendo ao infinito, como convém a uma lei de poténcia. Este inter-
—a

valo, [a, b], sera subdividido em #n intervalos iguais, cada um com amplitude & =
(Figura [56). As limitacdes a direita, em cada intervalo, serdo denominadas a;, ay,
A3yeeeslliyennylly.

. ai+a;q ~
Em cada um destes n intervalos, tomaremos x; = — sendo, entdo, x; O

ponto médio do i-ésimo intervalo (Figura|57). A drea sob a curva em cada intervalo,

A_,la;_1,a;], seréa aproximada da seguinte forma:
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Figura 55: Area do retingulo de base com medida d — ¢ e altura f(x;).
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Figura 56: Divisdo do intervalo [a, b] em n intervalos iguais.
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A_ylai—1,a;] = f(x;) - h.
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Figura 57: n retdngulos em torno a curva f(x) = cx~%, no intervalo [a, b].

Vamos considerar a v.a. discreta Y que assume os valores x;. P(Y) sera a funcao de
probabilidade que associa os valores x; com as probabilidades destes valores, assumi-

das como sendo f(x;) - h:

P(y; = x;) = f(x;) - h. 4.7)

A esperanca de Y pode ser escrita, conforme em ([1.5)):
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E(Y)

e

= E(Y) Y flx)-hex

= E(Y)

= E(Y)

Para n muito grande (n tendendo ao infinito), ou seja, para uma quantidade muito
grande de intervalos, assumimos que a esperanca de Y se torna igual a esperanca de
X:

E(X) = E(Y), quando n tende ao infinito. (4.8)

Por outro lado, para n muito grande, a E(Y) torna-se equivalente a area sob a curva
de g(x) = cx~**! em [, b]; pois os intervalos tornam-se cada vez menores e seus pontos

médios (x;) estdo associados aos valores cx; 1 da funcdo g(x). Entdo, para n muito

grande:

E(Y) = A—a+1 [El, b]/ (49)

onde A_,,1[a,b] é a drea sob g(x) = cx **! em [a, b].

Para n muito grande, de (4.8) e (4.9) :

E(X)=A_gula, bl = A__pla,b].

E, conforme a equacéo (2.20)):

o
e
|

c 1 1
(@ —1)—1 \g=-D-1  pla-D-1

c 1 1
) (a“Z — b“2> . (4.10)

l

gay

X
I
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Como consideramos as leis de poténcia a partir de um x,,;,, € com X assumindo

valores cada vez maiores, sem limite, podemos fazer, na equacdo acima, a = x,,,;, € b

muito grande (b tendendo ao infinito). Para & > 2, a expressao 2 se anula e, neste
caso:
c 1
E(X) = — 4.11
min

E importante frisar que E(X) sé existird, ou seja, convergird para um numero, se

o> 2.

Fazendoc=(ax —1)- x%nl (equacao |l em (4.11):

(@ —1)-x*1 1

E(X) el b
min
a—1
= E(X) = w o  Xmin:

Conforme discutimos, E(X) s6 convergird para um numero se & > 2. Isto significa
que a lei de poténcia s6 terd um valor médio se « > 2. Paral < a < 2, a lei de
poténcia ndo terd valor médio, pois ndo convergird para um numero quando
b tende ao infinito. O que fazer, entdo, neste caso? Para 1 < a < 2, o valor médio
devera ser calculado por meio dos dados reais, observados, da amostra. Porém, este
valor médio ndo podera ser generalizado, pois para outras amostras ele devera assumir

valores muito diferentes, dada a divergéncia em (4.10).

Podemos obter a variancia da v.a. continua X de modo analogo ao que fizemos para
E(X). Omitiremos esta deducao, bem como um resultado que dela se segue e que é

equivalente a equacéo (1.7) (variancia de uma v.a. discreta):

Var(X) = E(X?) — [E(X)]*. (4.12)

Logo, para a variancia precisamos de E(X?), valor, este, chamado de segundo mo-

mento@ Procedendo de modo andlogo ao realizado para obter E(X), temos:

21 E(X?) é conhecido como o segundo momento. E(X) é o primeiro momento. Analogamente, E(X3) é o
terceiro momento, E(X*) é o quarto momento, e assim por diante. Os momentos sdo importantes na

caracterizacdo de distribui¢des de probabilidade.
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E(X?) = A_qla,b] = A_,_pla,b].

Logo,

2 _ ¢ 1
E(X ) - ([X — 2) -1 (a(aZ)l b(aZ)l)

— E(X?) = S ( ! ! ) (4.13)

a—3 \av3 pr3

. L1
Para b muito grande e & > 3, a expressao b3 anula-se, e, obtemos:

E(X) = zxi?) <a"‘13> '

a—1
min ?

Fazendoa=x,,,, e c=(a—1)x conforme a equacao (4.3)), obtemos:

(@ —1)-x*1 1
E(XZ) — p— min xa—?)
min
a—1
= E(X?) = P X2

Conforme dissemos, a expressdo em (4.13) convergird para um numero se, e so-
mente se, & > 3. Logo, s6 haverd variancia se « > 3. Para 1 < a < 3 a variéncia
sO poderd ser calculada com os valores observados, porém, tal como discutimos em

relacdo a esperanca, tal valor ndo devera ser generalizado para além desta amostra.

Notando que para existir E(X) é necessario que & > 2, e para existir E(X?) é ne-
cessario que « > 3, para existir E(X™) demonstra-se que : « > m + 1, ou, de modo

equivalente, m < « — 1. Com relacdo a férmula:

x—1
E(Xm) = m.x%n. (4.14)

4.5 DISTRIBUIGOES DE CAUDA LEVE E CAUDA PESADA

Caracterizamos uma v.a. continua X (ou sua funcdo densidade de probabilidade)

como de cauda leve quando todos os seus momentos existem. Em oposi¢do, uma
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v.a. continua X (ou sua funcdo densidade de probabilidade) é considerada de cauda

pesada quando nem todos os seus momentos existem.

Como vimos na secdo precedente, 4.4, os momentos sdo expressos como E(X™).
Para m = 1, temos o primeiro momento; para m = 2, o segundo momento; e assim por
diante. O primeiro momento corresponde a esperanca da v.a. X. O segundo momento

¢ determinante para a variancia.

No caso das leis de poténcia, a existéncia dos momentos esta condicionada, como
vimos na Secdo ao valor de «. Para existir o i-ésimo momento E(X™) é necessario
que m < a — 1; portanto, para qualquer lei de poténcia a existéncia de seus momentos
¢ limitada e depende do valor de seu «, sendo, entdo, uma distribuicdo de cauda

pesada.

Uma discussdo aprofundada sobre distribuicoes de cauda pesada encontra-se em
Pinho (2012), [4].
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ATIVIDADES COM LEIS DE POTENCIA

Neste capitulo serdo dadas algumas atividades concernentes a Lei de Poténcia. Essas
atividades sdo sugeridas para serem aplicadas aos alunos do Ensino Médio, conduzidas
pelo professor, com as adaptagdes que forem julgadas necessarias. As trés primeiras
atividades correspondem as andlises que foram feitas no Capitulo[4} elas se referem as
Leis de Poténcia aplicadas a distribuicdo dos municipios em relacdo a quantidade de
habitantes. Na primeira atividade, os dados sdo agrupados em histogramas com am-
plitude 20.000. Na segunda atividade, foi aplicada a técnica do Binning Logaritmico,
em que os dados sdo agrupados em histogramas com amplitudes variadas. Na terceira
atividade, € utilizada a frequéncia acumulada dos dados. Na quarta atividade, é apli-
cada a Lei de Poténcia para a distribuicdo acumulada das frequéncias das palavras de

um livro.

5.1 OBJETIVO DAS TRES PRIMEIRAS ATIVIDADES

O objetivo das trés primeiras atividades € aplicar Lei de Poténcia para descrever a

distribuicdo dos municipios brasileiros em relacdo a quantidade de habitantes.

5.2 CARACTERISTICAS DOS DADOS DAS TRES PRIMEIRAS ATIVIDADES

H4, ao todo, 5.565 municipios perfazendo um total de 190.755.799 habitantes. Destes
municipios, o mais numeroso € Sao Paulo (SP) com 11.253.503 habitantes. Conforme

discutido na Secdo foram considerados na andlise somente os municipios com
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mais de 10.000 habitantes, o que inclui 3.052 municipios, que correspondem a 93% da

populacdo total, somando juntos 177.839.519 habitantes.

5.3 FONTE DOS DADOS DAS TRES PRIMEIRAS ATIVIDADES E PROCEDIMENTOS
INICIAIS

Os dados que serao utilizados s@o do censo demografico do Instituto Brasileiro de Ge-
ografia e Estatistica (IBGE) do ano 2010. Eles foram extraidos do site www.sidra.ibge.
gov.br, da seguintes forma: No campo “Secdes”, na 1° coluna a esquerda, foi selecio-
nado: “Demografico e Contagem”. Na nova pagina aberta, no campo “Demografico
20107, foi selecionado “Sinopse”. Abriu-se a tabela 608: “Populacdo residente, por situ-
acdo do domicilio e sexo”. No campo “Unidade Territorial (31.532)” selecionou-se em
“Municipio (5.565)” a opg¢do “Tudo”. Foi clicado o botdo “Ok”, no final do quadro. Na
tabela aberta foram selecionados todos os dados; os quais foram copiados e colados
em uma planilha do Excel. Nesta planilha foi excluida a 1° linha dos dados: “Brasil -
190.755.799”, por nao se tratar de um municipio. As cidades foram dispostas em ordem
decrescente de tamanho das populagdes. Foram excluidos os municipios com menos
de 10.000 habitantes.

5.4 1° ATIVIDADE: POPULAGOES DAS CIDADES AGRUPADAS EM HISTOGRA-
MAS COM AMPLITUDES IGUAIS (20.000).

Antes de realizar esta atividade, convém a leitura da Secédo 4.1
Organizaremos esta atividade em etapas. Vamos a elas:

(1) Na planilha dos dados, criar uma coluna “Bloco” com uma sequéncia de valores
de 10.000a11.270.000 de 20.000 em 20.0000, conforme a Figura

(2) Na parte superior da tela, clicar em “Dados” e posteriormente em “Andlise de
Dados”. Na janela aberta, selecionar a opcao “Histograma” e clicar em “Ok”. Na janela
aberta, prencher o campo “Intervalo de entrada” selecionando os dados da coluna
“Populacdo” (ver Figura da etapa 1), e preencher o campo “Intervalo do bloco”
selecionando os dados da coluna “Bloco” (Figura[58|da etapa 1). Clicar em “Ok”. Uma
nova planilha surgiréd (Figura[59).
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A B = D E
1 Municipio Populagio Intervalos
2 S3o Paulo-SP 11.253.503 10.000
3 Riode Janeiro - RJ 6.320.446 30.000
4 Salvador - BA 2.675.656 50.000
5 PBrasilia-DF 2.570.160 70.000
6 Fortaleza- CE 2.452,185 90.000
7 Belo Horizonte - MG 2.375.151 110.000
2 Manaus - AM 1.802.014 130.000
9 |Curitiba - PR 1.751.907 150.000
10 Recife - PE 1.537.704 170.000
11 Porto Alegre - RS 1.409.351 190.000
12 Belém - PA 1.393.399 210.000
13 Goidnia- GO 1.302.001 230.000
14 Guarulhos - 5P 1.221.979 250,000

Figura 58: Etapa 1 da 1° atividade.

A B C
1 Bloco Fregqiiéncia
2 10.000 0
3 30.000 1982
4| 50.000 462
5 70.000 185
6 90.000 111
7 110.000 73
8 130.000 39
9 150.000 23
10 170.000 21
11 190.000 16
12 210.000 18

Figura 59: Etapa 2 da 1° atividade.

O valor do bloco na primeira coluna indica qual é o limite superior do intervalo
do histograma correspondente. O bloco 30.000 tem frequéncia 1.982, o que significa
que ha 1.982 municipios com populacdo entre 10.000 e 30.000 habitantes, e assim por

diante.

(3) Inserir entre as colunas “Bloco” e “Frequéncia” uma coluna com o nome “Valor
Médio”. Esta coluna sera preenchida com os valores médios dentro de cada bloco. Na
célula B3, aplique a férmula (A3 + A2)/2; com isto, preenchemos B3 com a média entre
10.000 e 30.000, que sdo os extremos do primeiro bloco. Para o restante desta coluna
“Valor Médio”, arrastar a formula utilizada em B3. A coluna devera estar preenchida
conforme a Figura
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Ao lado da coluna “Frequéncia”, acrescentar uma nova coluna: “Freq. Relativa” com
as frequéncias relativas, obtidas da divisdo de cada frequéncia (coluna C) pela soma
das frequéncias (Figura[60).

A B C D

1 Bloco Valor Médio Frequéncia Freq. Relativa
2 10.000 0

3 30.000 20.000 1982 0,649410223
4 50.000 40.000 462 0,151376147
5 70.000 60.000 185 0,06061599
6 90.000 80.000 111 0,036369594
7 110.000 100.000 73 0,023918742
8 130.000 120.000 39 0,012778506
9 150.000 140.000 23 0,007536042
10 170.000 160.000 21 0,006880734
11 190.000 180.000 16 0,005242464
12 210.000 200.000 18 0,005897772
13 230.000 220.000 12 0,003931848

=

Figura 60: Etapa 3 da 1° atividade.

(4) Ao lado da coluna “Freq. Relativa”, acrescentar a coluna “Densidade de Freq.”
com as densidades de cada frequéncia, obtidas da divisdo de cada frequéncia relativa

pela amplitude do intervalo correspondente (no caso as amplitudes sdo todas iguais a

20.000) (Figura[61).
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A B c D |Bar de ormulas T
1 Bloco Valor Médio Frequéncia Freq. Relativa Densidade de Freq.
2 10.000 0
3 30.000 20.000 1982 0,649410223 0,0000324705
4 50.000 40.000 462 0,151376147 0,0000075688
5 70.000 60.000 185 0,06061599 0,0000030308
6 90.000 80.000 111 0,036369594 0,0000018185
7 110.000 100.000 73 0,023918742 0,0000011959
8 130.000 120.000 39 0,012778506 0,0000006389
El 150.000 140.000 23 0,007536042 0,0000003768
10 170.000 160.000 21 0,006880734 0,0000003440
11 190.000 180.000 16 0,005242464 0,0000002621
12 210.000 200.000 18 0,005897772 0,0000002949
13 230.000 220.000 12 0,003931848 0,0000001966

Figura 61: Etapa 4 da 1° atividade.
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(5) Selecionar na coluna “Valor Médio” os valores de 20.000 a 480.000 e, simultane-
amente, selecionar na coluna “Densidade de Freq.” os valores correspondentes. Na
parte superior da tela, clicar em “Inserir” e, no campo “Gréficos”, selecionar “Disper-
sdo” e a opcao “Dispersdo com Linhas Suaves e Marcadores” (Figura|62). Fazer, depois,
um grafico nos mesmos moldes, porém, incluindo todos os blocos e todas as densida-

des de frequéncia (Figura [63)).

Histograma (Densidade de Frequéncia X Popula¢&o) - Incluindo apenas
os blocos até 490.000
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Figura 62: Gréfico incluindo os blocos de até 490.000.

Histograma (Densidade de Frequéncia X Populag&o) - Incluindo todos os
blocos
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Figura 63: Gréfico incluindo todos os blocos.
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O professor pode comentar sobre estes graficos com os alunos, mostrando a relacdo
entre a densidade de frequéncia e o nimero de habitantes dos municipios. Mostrar
que ha muitos municipios com poucos habitantes e poucos municipios com muitos ha-
bitantes. Pode, também, mostrar que alguns blocos foram deixados de fora do gréfico
da Figura 62| para evitar a poluicdo visual, presente no grafico da Figura|63} e que esta
dificuldade em inserir todos os dados no grafico se da pela grande amplitude desses

valores, variando de 10.000 a mais de 10 milhoes.

(6) Para melhorar a visualizacdo do gréfico da Figura |63] sem exclusdo de dados,
serdo alteradas as escalas dos dois eixos X e Y para logaritmica (grafico da Figura
[64). Primeiramente, deve-se copiar e colar o grafico da Figura [63| na mesma planilha.
Clicando com o botédo direito do mouse sobre o eixo X, selecionar a op¢do “Formatar
Eixo”, na janela aberta selecionar “Escala Logaritmica”. Em “Opcodes de Eixo”, na
opcao “Minimo”, selecionar “Fixo” e digitar 10.000. Na mesma janela, em “Rétulos
do eixo”, selecionar “Inferior”. Pressionar o botdo “Fechar”. Clicar o botdo direito do
mouse sobre o eixo Y, selecionar “Formatar Eixo” e na janela aberta selecionar “Escala

Logaritmica”.

Histograma (Densidade de Frequéncia X Populag&o) - Em escala log-log
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Figura 64: Grafico da densidade de frequéncia em escala log-log.

O professor pode aproveitar para explicar aos alunos como funciona um grafico em
escala logaritmica; pode, ainda, comentar de outras situacoes em que esta escala é

utilizada; como no mercado financeiro, por exemplo.
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Nesta primeira atividade ndo obteremos uma lei de poténcia para os dados, devido
o excesso de ruido na cauda. Este excesso de ruidos inviabiliza o ajuste de uma reta
para os pontos do grafico. Uma discussao sobre isto foi realizada no final da Se¢ao 4.1]
ali apontamos duas solugdes; a primeira, utilizando o método Binning Logaritmico; e

a segunda, por meio do uso das frequéncias acumuladas.

Na préxima atividade discutiremos o Binning Logaritmico, e na terceira atividade, o

uso de frequéncias acumuladas.

5.5 2° ATIVIDADE: POPULAGCOES DAS CIDADES AGRUPADAS EM HISTOGRA-
MAS COM AMPLITUDES DIFERENTES (BINNING LOGARITMICO).

Aplicaremos, nesta atividade, a técnica conhecida como Logarithmic Binning, que
traduziremos por Binning Logaritmico. Fizemos mencdo a ela no final da Secdo 4.1/ e
deixamos, para esta presente atividade, a explicacdo de como ela funciona. Portanto,
antes da atividade propriamente dita, faremos algumas consideragdes sobre esta téc-

nica.

O binning logaritmico é o procedimento que consiste em variar as larguras dos his-
togramas e, para isto, costuma-se determinar uma largura para o primeiro histograma
e, do segundo em diante, multiplicamos a largura do histograma anterior por um fator
constante. Em nosso caso, utilizaremos para o primeiro histograma uma largura de
10.000 (populacédo) e como fator 1, 8. Ao realizar tal procedimento, ndo podemos nos
esquecer de normalizar as frequéncias em densidades de frequéncias, ou seja, dividir

a frequéncia relativa de cada intervalo pela sua respectiva largura (amplitude).

Uma pergunta cabivel é o porqué de tal procedimento. Nao bastaria plotar os dados
agrupados em histogramas com larguras iguais, tal como fizemos no gréfico da Figura
47), apenas mudando os valores das varidveis para os seus logaritmos (grafico log-log)?
Porém, como vimos no grafico da Figura hd uma grande quantidade de ruido na
cauda, que impede um ajuste adequado para uma reta. Como discutimos, este ruido é
gerado, sobretudo, por dois fatores. Com larguras fixas, os histogramas mais a direita
ficam com uma quantidade muito pequena de elementos, por vezes nula. Por outro
lado, com larguras iguais para os histogramas, o grafico em log-log tende a ficar ruim,

pois os pontos nao ficam igualmente espacados em relacdo ao eixo das abscissas.

O procedimento do binning logaritmico evita ambos incovenientes. Como as lar-

guras dos intervalos variam, aumentando exponencialmente, nos dltimos intervalos,
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embora a quantidade de elementos seja pequena, ndo ocorre a oscilacdo que vimos
na Figura Nao hd intervalos com nenhum elemento. Além disso, independente-
mente da base escolhida para o logaritmo (em nosso caso utilizaremos base 10), as
abscissas dos pontos ficam igualmente espagadas. Tudo isto contribui para um melhor

ajustamento da reta, conforme veremos nesta atividade.

Esta atividade sera parecida com a primeira, porém, nela, os histogramas terdo am-
plitudes diferentes; o primeiro com largura 10.000, e cada um dos demais com ampli-
tude equivalente a amplitude do histograma anterior multiplicada por 1,8. Aplicare-

mos a Lei de Poténcia para modelar as densidades de frequéncia.
Apos estas explicagdes, vamos as etapas:

(1) Escreveremos quais serdo os limites superiores dos intervalos dos histogramas.
Na planilha dos dados (veja Secdo[5.3), acrescentar a coluna “Bloco” (Figura[65]). Cha-
maremos os valores de cada célula desta coluna de ¢y, ¢y, cs,...,Cy,.... Faca c; = 10.000,
¢z = 20.000, e para os demais valores (n > 2) aplicar ¢, = ¢;, 1 +(¢ch_1 — cn_2) - 1, 8.
O procedimento deve ser repetido (“arrastado”) até c13 = 14.457.892. Nesta férmula,

tem-se:

¢, Limite superior do intervalo do histograma n — 1 (n > 2).

cn,—1: Limite superior do intervalo do histograma n.

Cn—1 — Cy—2: Amplitude do intervalo do histograma n — 2.

1,8: Aumento da amplitude do intervalo de um histograma para o histograma se-

guinte.
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A B C D |
1 Municipio Populagdo Intervalos
2 | S&do Paulo- 5P 11.253.503 10.000
3 | Rio de Janeiro-RJ 6.320.446 20.000
4 | Salvador - BA 2.675.656 38.000
5 Brasilia - DF 2.570.160 70.400
6 Fortaleza - CE 2.452.185 128.720
7 | Belo Horizonte - MG 2.375.151 233.696
& Manaus - AM 1.802.014 422.653
9 | Curitiba - PR 1.751.907 762775
10 Recife - PE 1.537.704 1.374.995
11 Porto Alegre - RS 1.409.351 2.476.991
12 Belém-PA 1.393.399 4.460.584
13 Goidnia - GO 1.302.001 8.031.051
14 | Guarulhos - SP 1.221.979 14.457.892
15 Campinas - SP 1.080.113
16 |Sdo Luis - MA 1.014.837
17 S3o Gongalo -R) 999.728

Figura 65: Etapa 1 da 2° atividade.

(2) a (6): Repetir as etapas de (2) a (6) da 1° atividade, considerando que na etapa
4 as amplitudes dos intervalos sdo diferentes, e na etapa 5 sdo considerados todos os

blocos a partir de 20.000 (Figura[66]). O grafico, em escala log-log, estd na Figura

A B C D E |
1 Bloco Valor Médio (x) Freqiiéncia Freq. Relativa Densidade de freq. (y)
2 10.000 0
3 20.000 15.000 1.401 0,45904325 0,0000459043
4 38.000 29.000 851 0,27883355 0,0000154908
5 70.400 54.200 381 0,12483617 0,0000038530
6 128.720 99.560 217 0,07110092 0,0000012192
7 233.696 181.208 93 0,03047182 0,0000002903
8 422.653 328.174 63 0,02064220 0,0000001092
9 762.775 592.714 23 0,00753604 0,0000000222
10 1.374.995 1.068.885 12 0,00393185 0,0000000064
11 2.476.991 1.925.993 7 0,00229358 0,0000000021
12 4.460.584 3.468.788 2 0,00065531 0,0000000003
13 8.031.051 6.245.818 1 0,00032765 0,0000000001
14 1 14.457.892 11.244.472 1 0,00032765 0,0000000001

Figura 66: Etapas de (2) a (6) da 2° atividade.

O professor deve comentar com os alunos que o conjunto dos pontos obtidos sugere
uma reta e, neste caso, ¢ conveniente modelar os dados com uma Lei de Poténcia.

Conforme visto na Secéo pode-se considerar:

log p(x) = —a - logx +b.
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Densidade de Frequéncia

Densidade de Frequéncia do n? de cidades X Populagio
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Figura 67: Gréafico da densidade de frequéncia em escala log-log. Foi utilizada a técnica do

binning logaritmico.

Do que decorre —u, tal que:

p(x)=k-x™ e k=10".

(7) Para descobrir o expoente «, vamos acrescentar duas colunas: uma com os loga-

ritmos dos valores de x na base 10 (poderia ser outra base), e outra com os logaritmos
dos valores de y (Figura [68).

A B C D E F G

1 Bloco Valor Médio (x) Fregiiéncia Freq. Relativa  Densidade de freq. (y) Log (x) Log (y)

2 10.000 0

3 20.000 15.000 1.401 0,45904325 0,0000459043 4,1760912591 -4,3381463940
4 38.000 29.000 851 0,27883355 0,0000154908 4,4623979979 -4,8099274743
5 70.400 54.200 381 0,12483617 0,0000038530 4,7339992865 -5,4142045638
6 128.720 99.560 217 0,07110092 0,0000012192 4,9980848879 -5,9139423107
7 233.696 181.208 93 0,03047182 0,0000002903 5,2581773671 -6,5371916011
8 122.653 328.174 63 0,02064220 0,0000001092 5,5161046999 -6,9616065053
9 762.775 592.714 23 0,00753604 0,0000000222 5,7728451268 -7,6544917239
10 1.374.995 1.068.885 12 0,00393185 0,0000000064 6,0289310053 -8,1923108190
11 2.476.991 1.925.993 7 0,00229358 0,0000000021 6,2846547271 -8,6816665301
12 4.460.584 3.468.788 2 0,00065531 0,0000000003 6,5401777057 -9,4810070795
13| 8.031.051 6.245.818 1 0,00032765 0,0000000001 6,7955893004 -10,0373095803
14 1 14.457.892 11.244.472 1 0,00032765 0,0000000001 7,0509390582 -10,2925820854

|-
n
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Agora, sera criado um gréfico de dispersdo com os valores das colunas log x e log v.
Em seguida, conforme visto no capitulo[3} adicionaremos a reta de regresséo linear que
melhor se ajusta aos pontos. Deve-se clicar com o botdo direito do mouse sobre um
dos pontos do gréfico, selecionar “Adicionar Linha de Tendéncia” e, na janela aberta,
selecionar a opg¢do “Linear”, selecionar também “Exibir Equacdo no Gréafico” e clicar
em “Fechar” (Figura[69).

Log da Densidade de Frequéncia X Log da Populagio
Log da Populagdo
o 1 2 3 4 5 & 7 3
o T T T T T T T 1

Log da Densidade de Frequéncia
o

-10

=~

y=-2,1605x+ 4,8147

-12

Figura 69: Grafico da 2° atividade para obtencdo do expoente da lei de poténcia.

O expoente —a da lei de poténcia € o coeficiente de x: —a = —2, 16.
Para obter o coeficiente “c” da lei de poténcia, é necessario aplicar a equacado (4.3):
— a—1
c=(—1)-x,. .

Notando que x,,;;, = 10.000, tem-se:

(2,16 — 1) - 10000>16-1
1,16 - 10000%1°
= ¢ ~ 50636.

c

= C

Logo, a lei de poténcia é dada por: p(x) = 50636 - x~ 1.
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Embora o binning logaritmico forneca uma alternativa interessante para os proble-
mas apontados, ainda assim, hd alguns inconvenientes em sua aplicagdo. Um deles
é que, por vezes, ainda permanece algum ruido na cauda. Outro inconveniente, bem
mais relevante, é que ao agruparmos os dados em histogramas as informacoes indivi-
duais acabam perdidas. Consideramos os dados de um mesmo histograma como se
fossem iguais. A solucdo mais interessante para estes problemas é a utilizacdo das

frequéncias acumuladas. Na préxima atividade aplicaremos este procedimento.

5.6 3° ATIVIDADE: DISTRIBUIGAO DAS POPULACOES DAS CIDADES POR MEIO
DA FREQUENCIA ACUMULADA.

Uma discussao sobre a utilizacdo de frequéncias acumuladas, incluindo considera-
¢oes tedricas, foi realizada na Secéo

Vamos as etapas da atividade:

(1) Na planilha dos dados das populacgdes por cidade (veja Secdo |5.3), ordenar os
dados em ordem decrescente em relagdo as populacdes. A coluna “Populacao” sera a
variavel X (Figura|70).

A B |t
1 Municipio Populagdo (x)
2 |S3o0 Paulo-SP 11.253.503
3 | Rio de Janeiro-R) 6.320.446
4 | Salvador - BA 2.675.656
5 |Brasilia - DF 2.570.160
6 |Fortaleza- CE 2.452.185
7 Belo Horizonte - MG 2.375.151
8 Manaus - AM 1.802.014
9 | Curitiba - PR 1.751.907
10 Recife - PE 1.537.704
11 Porto Alegre - RS 1.409.351

Figura 70: Etapa 1 da 3° atividade.

(2) Criar a coluna “Ranking”. Atribuir 1 para a maior populacdo, 2 para a segunda
maior até 3.052 que corresponde a cidade com menor populagdo das que foram consi-
deradas (10.004 habitantes) (Figura [71).
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A B C D
1 Municipio Populagdo | Ranking
2 |Séo Paulo- 5P 11.253.503 1
3 Rio de Janeiro-RJ 6.320.446 2
4 |Salvador - BA 2.675.656 3
5 Brasilia - DF 2.570.160 4
6 | Fortaleza - CE 2.452.185 5
7 Belo Horizonte - MG 2.375.151 6
& Manaus - AM 1.802.014 7
9  Curitiba - PR 1.751.907 8
10 Recife - PE 1.537.704 9
11 Porto Alegre - RS 1.409.351 10
12 Belém -PA 1.393.399 11
13 Goidnia - GO 1.302.001 12
14 Guarulhos - SP 1.221.979 13
15 Campinas - SP 1.080.113 14

Figura 71: Etapa 2 da 3° atividade.

Cada posicdo em “Ranking” pode ser compreendida como a frequéncia absoluta
acumulada das cidades com populacdo maior ou igual a x;. Por exemplo, sé hd uma
cidade com populacdo maior ou igual 11.253.503 (Séo Paulo - SP); s6 hd duas cidades

com populacdo maior ou igual 6.320.446 e assim por diante.

(3) Criar a coluna “Freq. Rel. Acumulada” (Frequéncia Relativa Acumulada); esta
coluna contera os dados da varidvel P(X). O valor de cada célula desta coluna sera

obtido dividindo a posicdo correspondente no ranking pelo total de cidades: 3.052
(Figura|72)).

A B C D |
1 Municipio Populagdo | Ranking |Freq. Rel. Acumulada
2 530 Paulo - SP 11.253.503 1 0,0003277
3 Rio de Janeiro-RJ 6.320.446 2 0,0006553
4 Salvador - BA 2.675.656 3 0,0009830
5 Brasilia - DF 2.570.160 4 0,0013106
6 Fortaleza - CE 2.452.185 5 0,0016383
7 |Belo Horizonte - MG 2.375.151 6 0,0019659
8 Manaus - AM 1.802.014 7 0,0022936
9  Curitiba - PR 1.751.907 8 0,0026212
10 Recife - PE 1.537.704 9 0,0029489
11 Porto Alegre - RS 1.409.351 10 0,0032765
12 Belém-PA 1.393.399 11 0,0036042
13 Goiénia - GO 1.302.001 12 0,0039318
14 Guarulhos - SP 1.221.979 13 0,0042595
15 [ Campinas - SP 1.080.113 14 0,0045872

Figura 72: Etapa 3 da 3° atividade.
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(4) Criar um grafico de dispersdo com as variaveis/colunas X e P(X). Alterar as esca-
las dos eixos para logaritmicas (conforme realizado nas atividades anteriores) (Figura

73).

Frequéncia Relativa Acumulada das Populagdes
(Xmin: 10.000) - Escala log-log

1,000 T T 1

0,100

0,010

Frequénciaacumulada

+ o

0,001

0,000
10.000 100.000 1.000.000 10.000.000 100.000.000

Populagdo do Municipio

Figura 73: Etapa 4 da 3° atividade.

(5) Notando a adaptabilidade dos pontos a uma reta, acrescentaremos ao grafico a
reta obtida por meio de uma regresséo linear simples (Capitulo [3), utilizando, para
isto, a funcdo “Adicionar Linha de Tendéncia” conforme feito na etapa 7 da segunda
atividade. Obtém-se, assim, —6 = —1,097 (o expoente estd representado por ¢ para
diferenciar do « que é o expoente da lei de poténcia para a distribuicdo ndo acumu-
lada). Para obter o expoente « da lei de poténcia para a distribuicdo ndo acumulada,

conforme a equacéo (4.5), aplicamos:

xa—1=6 =aa—1=1,097 = a =2,097.

Para obter o valor da constante ¢ da lei de poténcia da distribuicdo ndo acumulada,

conforme a equacéo (4.3), fazemos:
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a—1

c = (a—1)-x,;,

= ¢ = (2,097 —1)-10000>%7~1
= ¢ = (1,097)-10000"%7
= ¢ ~ 26.804.

Obtemos, assim, a lei de poténcia: p(x) = 26804 - x =207,

5.7 4° ATIVIDADE: FREQUENCIA DAS PALAVRAS UTILIZADAS NO LIVRO MOBY
DICK DE HERMAN MELVILLE.

Leis de poténcia também costumam aparecer quando sdo analisadas as ocorréncias
de palavras em um livro. De modo geral, ha algumas poucas palavras que correspon-
dem a uma grande quantidade do texto, e muitas palavras que aparecem pouco. Em
Newman (2006, p.5), tem-se o exemplo do livro Moby Dick de Herman Melville e
um link: <http://tuvalu.santafe.edua/~aronc/powerlaws/data.htm> com os dados do

livro para a andlise.
Vamos as etapas desta atividade:

(1) Acessar o link: <http://tuvalu.santafe.edua/~aronc/powerlaws/data.htm> e na
pagina aberta clicar em “Download the data” em “Empirical Data Sets - 1. The fre-

quency of occurence of unique words in the novel Moby Dick by Herman Melville”.

Os dados que aparecem na tela sdo as frequéncias de todas as palavras que aparecem
no livro. Estes dados devem ser copiados e colados em uma tabela do excel. A coluna

formada por estes valores sera chamada de “Dados” (Figura|74]).

Note que o primeiro valor, 14.086, quer dizer que ha uma palavra que aparece esta

quantidade de vezes no texto e o mesmo ocorrendo para os demais valores.

(2) Selecionar os valores da coluna “Dados”, na parte superior da tela clicar em
“Inserir” e em “Tabela Dinamica” e novamente em “Tabela Dinamica”. Na janela aberta,
clicar em “Ok”. Na nova planilha criada, na secido aberta na parte direita da tela,
arrastar “Dados” para o campo “Rétulos de Linha”. Arrastar novamente “Dados”, agora
para o campo “Valores”. No campo “Valores”, em “Soma de Dados”, clicar na setinha

que estd apontando para baixo e selecionar “Configuracées do Campo de Valor” e, na
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A E
Dados
14086
6414
6260
4573
4484
4040
2917
2483
2374
1942
1792

D00~ s W N

[
NS

Figura 74: Frequéncias de ocorréncias das palavras no livio Moby Dick, de Herman Melville.

janela aberta, selecionar “Contagem”, clicar em “OK”. Aparecera a planilha da Figura

A B

L 1

Rétulos de Linha -~ Contagem de Dados
9161
3085
1629
926
627
469
361
300
232
179
165
146
115
a0

W 00~ h LN s W R

[l el i el =
U W W= O

T T e T T T " R T O SR Y U O I Y
[SS I SR -]

[
~
[
s

Figura 75: Etapa 2 da 4° atividade.

(3) Selecionar apenas os dados das duas colunas e coloca-los em uma nova planilha,

com as colunas com os titulos conforme a planilha da Figura

Note, que na primeira coluna, se encontram os numeros de ocorréncias e, na se-
gunda, o numero de palavras que ocorrem na quantidade de vezes indicada na pri-
meira coluna. Por exemplo, ha 9.161 palavras que ocorrem apenas uma vez, 3.085

palavras que ocorrem duas vezes, e assim por diante.
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A B | Barra

N2 de Ocorréncias (x) N2 de Palavras
9161
3085
1629
926
627
469
361
300
232
179
165
146
115

D00 |~ || B W N =
W oo~ O e W N

= e e e
W N = O
el
W N o= O

Figura 76: Etapa 3 da 4° atividade.

(4) Criar a coluna “N° de Palavras com ocorréncia > x”, nela, cada célula c; (i indica
o numero da linha) deve ser preenchida com a soma dos valores da coluna “N° de

Palavras” desde a célula B;, até a ultima célula desta coluna (Figura[77).

A B C
1 NedeOcorréncias (x) N2dePalavras N2 de Palavras com ocorréncia 2 x
2 1 9161 18855
3 2 3085 i 9694
4 3 1629 i 6609
5 4 926 i 4980
6 5 627 i 4054
7 6 469 i 3427
8 7 361 i 2958
9 8 300 i 2597
10 9 232 i 2297
11 10 179 i 2065
12 11 165 i 1886
13 12 146 i 1721
14 13 115 i 1575
15 14 90 i 1460
16 15 100 i 1370

Figura 77: Etapa 4 da 4° atividade.

(5) Criar duas colunas: log x e logy. A coluna log x serd preenchida com os logarit-
mos (utilizamos base 10) dos valores da coluna “N° de Ocorréncias”. A coluna logy
serd preenchida com logaritmos (utilizamos base 10) dos valores da coluna “N° de

Palavras com ocorréncia > x” (Figura|78]) .
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1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

A
N2 de Ocorréncias (x)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18

B
N¢ de Palavras
9.161
3.085
1.629
926
627
469
361
300
232
179
165
146
115
90
100
74
56
70

C
N2 de Palavras com ocorréncia z x
18.855
9.694
6.609
4.980
4.054
3.427
2.958
2.597
2.297
2.065
1.886
1.721
1.575
1.460
1.370
1.270
1.196
1.140

D
log x
0,0000
0,3010
0,4771
0,6021
0,6990
0,7782
0,8451
0,9031
0,9542
1,0000
1,0414
1,0792
1,1139
1,1461
1,1761
1,2041
1,2304
1,2553

E
logy
4,2754
3,0865
3,8201
3,6972
3,6079
3,5349
3,4710
3,4145
3,3612
3,3149
3,2755
3,2358
3,1973
3,1644
3,1367
3,1038
3,0777
3,0569

Figura 78: Etapa 5 da 4° atividade.

(6) Selecionar os dados das colunas logx e logy e criar um gréfico de dispersdo

(conforme executado nas atividades anteriores) (Figura |79)).

N2 de Palavras por Ocorréncia (Acumulado)
45

1\
4.0

35

3.0

25

2.0

15

10

0.5 \
0.0 T T T T T T T I |

0,0 0,5 10 15 2,0 2,5 3,0 35 4,0 4,5

Log do N2 de palavras com ocorréncia 2 x

Log do N2 de ocorréncias

Figura 79: Log do ntimero de palavras com ocorréncia > x pelo log do niimero de ocorréncias.

(7) Adicionar uma “Linha de Tendéncia Linear” ao grafico (Figura. Note como a

reta se ajusta bem aos pontos do gréafico, confirmando se tratar de uma lei de poténcia.
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Por esta reta ajustada e, em particular, pelo seu coeficiente angular, obteremos o valor

da constante « da lei de poténcia.

N2 de Palavras por Ocorréncia (Acumulado)

5.0
y=-09641x+4,2568

N

4.5

4.0

3,5

3,0

2,35

2.0

15

1,0

NS
0.0 T T T T T T T W 1
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 35 4.0 45

Log do N2 de palavras com ocorréncia 2 x

Log do N2 de ocorréncias

Figura 80: Log do numero de palavras com ocorréncia > x pelo log do niimero de ocorréncias.

Uma reta ajustada aos pontos foi acrescentada ao grafico.

(8) Como se trata de uma distribuicdo de frequéncias acumuladas, conforme vimos
na Segdo [4.2] o expoente a pode ser assim obtido:
x—1=0,964 = x=1,964.

Para obter a constante c da lei de poténcia, utilizamos a equacéo (4.3), com x,,;, = 1

(pois a menor ocorréncia considerada foi 1):

C = (uc—l)-xﬁgnl
= C = (1,964 —1) 119+
= C = (0,964) 1%
= C = 0,964.

Logo, podemos escrever a lei de poténcia para esta distribuicdo:
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p(x) =0,964 - x 1964

Encerram-se aqui as atividades propostas. Outras atividades podem ser pensadas

pelo professor e, para isto, podem ser utilizados os exemplos da Secdo 4.3
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CONSIDERACOES FINAIS

Como dissemos na introducdo, a motivagao inicial para esta dissertacdo foram as
Leis de Poténcia; mais especificamente, a abordagem destas leis para alunos de Ensino
Médio. O artigo que nos apresentou o tema e, ao mesmo tempo, uma abordagem
interessante do mesmo, foi Newman (2006), [3]. No Capitulo [4} esta abordagem foi

fielmente seguida.

Também, como dito na introdugéo, esta motivagao inicial, Leis de Poténcia, suscitou
uma série de outras consideracdes que foram necessdrias para que o assunto principal
fosse compreendido. Essas consideracbes acabaram ganhando “vida propria” e, por

vezes, tornaram-se capitulos.

Alguns desafios enfrentados foram: o célculo da area sob a curva de certas funcoes
ndo retilineas, sem o uso de integrais; encontrar uma reta que se adapta, o melhor
possivel, a um conjuntos de pontos. Estes temas ndo sdo abordados no Ensino Médio e
precisaram ser desenvolvidos sem as ferramentas que sao tradicionalmente utilizadas

nestes casos: integrais e derivadas. Cremos que conseguimos lograr o nosso intento.

A parte pratica também nao foi negligenciada. Muitos exemplos foram utilizados e,
naturalmente, sao sugeridos para exposicao em aula. No Capitulo |5, foram explicadas,
passo a passo, diversas atividades, em que uma série de conceitos tratados em outros
capitulos foram ilustrados. Essas explicacbes servem como roteiro para aplicacdo em

outros casos, como os exemplos fornecidos no Capitulo

Cremos, também, que esta dissertacdo conseguiu mostrar como assuntos, aparente-
mente ndo relacionaveis, se relacionam; pois na vida real, ao abordar algo, diversos
conhecimentos e técnicas se complementam para que tenhamos compreensao do ob-
jeto de estudo. Estas conexdes entre os assuntos facilitam, inclusive, a assimilacdo dos

mesmaos.

Ainda, com relagéo a parte pratica, o software Excel foi largamente utilizado nas ati-
vidades propostas e na exposi¢do presente no Capitulo (3| Acreditamos ser importante,

para o aluno, ter nos recursos tecnolégicos um aliado para facilitar trabalhos que, sem

145



CONSIDERAQOES FINAIS

estes recursos, seriam demasiadamente trabalhosos. Isto da ao estudante uma outra

dimensao para a tecnologia, deixando de ser vista como mero entretenimento.

Por fim, cabe ao professor do Ensino Médio, leitor desta dissertacdo, julgar, do que
foi exposto, o qué devera ser apresentado ao seus alunos e quais serdo as adaptacoes
necessdrias. A transposicdo diddtica deve ser sempre levada em consideracdo. Uma

aula expositiva nunca corresponderd, exatamente, a exposicdo escrita.

Esperamos ter contribuido, ainda que modestamente, para o aperfeicoamento do

ensino de matematica em nosso pais.
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Aqui serdo demonstradas algumas formulas do Capitulo

A.1 AREA SOB A CURVA DE f(x)=x",x >0, coMmm >0

A demonstrago a seguir segue a mesma estrutura dos casos em que m =2 e m = 3
ja tratados no Capitulo

Faremos s = 0. Para simplificar a notagdo, denominanos a drea sob a curva no

intervalo [0, t] como A [0, t], ou, de forma mais enxuta, A, (t). (Figura|81)

y
/) flz) = o™
y

A /

Figura 81: Area da regido sob a curva de f(x) = x™, m > 0, em [0, t].

A drea A, (t) serd aproximada pela utilizacdo de n retdngulos (Figura [82). Cada

A . t— t A
retdngulo tem como medida da base: —— = —. E as alturas dos n retangulos em
n n
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t
n n n

) s (3) (2 (2) - (2 (3 (2) o
82).

ordem crescente, do primeiro ao ultimo, correspondem a: (

Figura 82: Area da regifio sob a curva de f(x)=x",m >0, em [0, ], cercada por n retangulos.

Como pode ser percebido, a soma das areas destes retangulos é superior a area sob a
curva. Pode-se notar, também, que a medida que aumentamos o nimero de retangulos
(valor de n), a soma das dreas se aproxima da area procurada (Figuras de a .
Dizemos que para n muito grande (n tendendo ao infinito), a area sob os retangulos €é

equivalente a drea sob a curva.

Denotaremos a soma das dreas dos n retangulos por R,, ,(t), em que: m é o expoente

de x, n é o numero de retdngulos (cada um com base de medida —), e t é a limitacdo
n

(t)’” t (2t>’” t <3t>m t <nt>m
A=) +=1—=) +=-(—=) +.+=-1—]) .
n n n n n n n

m+1
Colocando <> em evidéncia:
n

a direita do intervalo.

Rm,n(t) =

S|~
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a1 =+
BN
ol
ol &

.

Figura 83: Area da regido sob a curva de f(x) = x™, m > 0, em [0, t], cercada por 5 retangulos.

™ flz) =a™

—t .

0 t 2t L t

10 10

Figura 84: Area da regido sob a curva de f(x) = x™, m > 0, em [0, t], cercada por 10 retangulos.

¢ m+1
Ryn(t) = <n> (M2 3 o+ ™).

Considerando S;,(n) = 1™ +2™ + 3™ + ... + n™, tem-se:

Ruat) = (

S, (1’1) Ll

m+1
) (M2 3"+ L+ ™) = e

Para n muito grande, R, () = An(t). E, em particular, para t = 1 e n muito grande:
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P e

. - 7

Figura 86: Area da regido sob a curva de f(x) = x™, m > 0, em [0, t], cercada por 40 retdngulos.

Sm (1’1) 3 1m+l

7,lm+1

= Rm,n(l) ~ Am(1)~ (A-l)

Serd importante notar que para 0 < k < m :

S—i(n) 1 S,_k(n) 1 Sy r(n)
W:J-W:W-W. (A‘z)
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Figura 87: Area da regido sob a curva de f(x)=x",m >0, em [0, t], cercada por 80 retdngulos.

Figura 88: Area da regido sob a curva de f(x) = x™, m > 0, em [0, ¢], cercada por 160 retdngu-
los.

. . . , 1
Quanto mais aumentarmos o valor de n mais préximo de zero estard o valor de —
n

. . . 1, .
sendo assim, para n muito grande, considera-se que o valor de — é nulo. Para n muito

k
n

d Sm—k(”)

grande, — G "o+

a zero, temos que, para n muito grande, o produto acima (A.2) é nulo.

equivale a A,,_¢(1). Como o produto de zero por um numero € igual

Temos pelo bindmio de Newton:
(a+1)™1 = gm+l 4 m+ 1 ca™+ ml N m+1 cal + m+1 a0,
1 2 m m+1
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Variando a entre 0 e n temos:

3
—_
3
—_

(0+1)’”+1=0m+1+<m;1>-0m+< ; >-0m_1+...+( r;: )-01+1

@aymt oy (MDY e (MDY e (LY g
1 2 m

@+ ymt = gmet g (LY g (MDY e (LY 1
1 2 m

(3+1)’”+1:3’”+1+<m;1>'3’”+<m;1)~3m1+...+(mn:1>-31+1

(n+ 1)+t = pmel 4 <m;1> n" 4+ <m;—1> o T (m;— 1) nl+1.

Somando os membros correspondentes das equacgoes de todas as linhas acima, obte-

I’l’lOSEI

(1 + 1)+ = (’”1”) - Spu(n) + (m;1> S (1) + .. + (’”;1) Sy ) +n+1.

Dividindo ambos os membros por n"*1:

(n + 1)1 _ <m+1> . Sm(n) N <m+1> ' Su_1(n) - <m+1> ‘ Si1(n) L 1

nm+l 1 nm+l 2 nm+l m nm+l  pym+l + nm+l’
Seguindo-se:

1\t m+1 m+1 Sp_1(n) m+1 1
<1+n> :( 1 )-Rm,n(1)+( ) )'n' o +...+(m >~nm_1-

Si(n) 1 1
n2 +n71 pm+l”

—_

m+1\ 1 Su_1(n) m+1 1 S1(n)
2 n nmo 7T\ m nm-1 pn2’

1 r e .

R anulam-se, conforme jd justificado, e R, (1) torna-se equivalente a A,,(1),

obtendo-se assim a equacao:

Para n muito grande, as parcelas: <

1 - (m+1>‘Am(1)

1
= 1 = (m+1)-AuQ)
1
= An(l) = p——k

1 Note que, ao somarmos as equacdes, as poténcias dos membros esquerdos, com excecio de (1 +1)"*1,

sdo canceladas com as primeiras poténcias dos membros direitos das equag¢des seguintes.
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Multiplicando-se ambos os membros por #"+1:

A =

tm+1
m+1

Da equagédo (A.I)), tem-se:

Sm(i’l) el tm+1

nm+l m+1
Donde segue:
m+1
Ap(f) = )
)=

A.2 AREA SOB A CURVA DE f(x)=cx ™, PARAm >1Ec >0

A demonstragio a seguir segue a mesma estrutura dos casos em que m =2 e m = 3
ja tratados no Capitulo

Consideraremos a area sob a curva limitada ao intervalo [a,b], com 0 < a < b
(Figura [89). Esta drea serd denotada por A_,[a,b]. Note que o valor desta 4rea é
superior a drea do retdngulo de base b — a e altura f(b) = bim e inferior a 4rea do
retangulo de base b — a e altura f(a) = aim (Figura . As areas dos retangulos

nestas condicoes serdo denotadas por r[a, b] e R[a, b], respectivamente.

Figura 89: Area da regido sob a curva de f(x) = cx~™, m > 1, em [a, b].
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m

Figura 90: Area da regido sob a curva de f(x) = cx™™, m > 1, em [a,b], cercada por dois

retangulos.

Tem-se:

rla, b] = bim.(b —a),

R[a,b] = aim.(b —a).

A area A_,[a, b] sera cercada por n retangulos cuja soma das areas € inferior a area
sob a curva (Figura [91)), esta soma sera representada por r,[a, b], e por n retangulos
cuja soma das areas € superior a drea sob a curva (Figura [92), esta soma sera repre-
sentada por R,[a,b]. Tanto para r,[a,b], quanto para R,[a, b], para n muito grande,
temos que ambas as somas convergem e se equivalem a A_,[a, b].

1
Smfl -

Consideraremos a funcdo g(t) = - C_ 1 < tm11>’ conforme conjecturamos
em (2.12). Queremos mostrar que esta funcéo corresponde a drea A_,,[a, b], fazendo
s =aet =>b. Mostraremos que g(t) é sempre superior, ou igual, a r,[a,b] e sempre
inferior, ou igual, a R[4, b] e, como para n muito grande r,[a, b] e R,,[a, b] convergem

a A_yla, b], isto implica em g(t) = A_,[a, b].

Para g(t), tem-se:
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(az)™

bnl

an-1

Figura 91: Area da regio sob a curva de f(x)

=cx~ ™, m > 1, em [a, b], cercada por retangulos

inferiores.
y \
\
N S \
P
_c
((ll)m’ ”””””””””””” - — -
C
(@) [T S R Ry Il .
N fle)=—3
0 a ay a2 an-1

Figura 92: Area da regifio sob a curva de f(x)=cx™™,m > 1, em [a, b], cercada por retdngulos

superiores.
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c 1 1 c 1 1
) g = m—1.(s”‘—1_bm—1>_m—1.<sm—1_am—1>
c 1 1
c 1 1 1 1 1 1 1 1
= gb)—g@ = m_l‘<a‘b>'<w+w—s‘b+w‘bz+---+zw—z>
b—a

c 1 1 1 1 1 1
:>g(b)—g(a) m—l% am72+am73‘g+am_4‘ﬁ+...+w .

1 1
Comoc¢ >0, b>a e, consequentemente, 5 < —, tem-se:
a

b—a ¢ 1 1 1 1

S b2'<bm M= b+...+bmz>§g(b)—g(a)<
b— c 1 1 1 1
m—1 a2 \am2 a3 g am—2

b—a ¢ 1 1 1

TR (bm—z tpg et bm—2> < g(b) —ga) <
b—a ¢ 1 1 1
m—1 2 \gn2t a2ttt w2

Dentro do primeiro par de parénteses, no membro esquerdo da inequacdo, hd m — 1

parcelas iguais a 2 © dentro do par de parénteses do membro direito da inequacao,

ha m — 1 parcelas iguais a

—- Do que, se segue:
2=

b—a ¢ m-1 b—a ¢ m-1
2 - <« _ < L.
m—1 b2 pm2 — 8(b) —8la) < m—1 a2 an2

= i b-0) < g —g@< 00

= r[a,b] < g(b) —g(a) < R[a,b]. (A.3)

Aproximaremos a area sob a curva em [a, b] por meio de n retangulos inferiores

e n retdngulos superiores com bases correspondentes aos intervalos [a,a1], [a1,a2],
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A.2 AREA SOB A CURVADE f(x)=cx ™, PARAm >1Ec >0

[a2,a3],..., [a,—1,b], sendo as alturas dos inferiores: (— | , (— ) , [— ] ,

a ap as

m m c\"
(g) , respectivamente (Figura . E as alturas dos superiores: (2) , <a) R
1

m m
c c . . . . .
<> s e < ) , respectivamente (Figura [92]). Utilizando as abscissas das li-
az Apn—1

mitacdes dos intervalos das bases em g(t) e fazendo, nesta funcéo, s = a, obtém-se:

[g(b) — g(an—1)]+[8(an—1) — g(an—2)] +[g(an—2) — g(an—3)] + ... + [g(a1) — g(a)]
= g(b) — g(a)
= g(b).

Notando que na equacdo acima g(a) = 0, pois em g(f) fizemos s = a.

Com base em (A.3)), consideremos as desigualdades:

IN

g(ar) — g(a) < Rla, a]
rlay,a2] < g(az) — g(a1) < Rlay, a7]

r[ul ﬂl]

A

rlaz,a3] < g(as) — g(a2) < Rlay, as]

rla,—1,b] < g(b) _g(anfl) < Rla,_1,b].

Somando os membros correspondentes das desigualdades acima, obtém-se:

rula,b] < g(b) — g(a) < Ry[a, b]

= rula,b] < g(b) < Ryla, bl. (A4
Em que:
rala,b] = rla,a1] +rlay, az] + ... +rla, 1, b],
Ryula,b] = Rla,a1]+ R[ay,a3]+ ...+ Rla,_1,b].
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Fazendo n muito grande na dupla desigualdade (A.4), temos que r,[a, b] e R,[a, b]
convergem a A_,[a,b]. Como g(b) esta espremido por r,[a, b] e R,[a, b], tem-se que

g(b) = A_la, b] (fazendo s = a) conforme queriamos demonstrar.
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