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Resumo

O presente trabalho mostra um breve histérico de Claudio Ptolomeu e suas contri-
bui¢des para a Matematica, Astronomia e outras dreas de conhecimento. Em seguida
foram feitas algumas demonstragdes de seu teorema através do qual realizou-se a
demonstracdo original, sua generalizacdo feita por Casey e outras demonstragdes. Por
fim foram apresentadas algumas aplica¢des nas quais o teorema de Ptolomeu estd inse-
rido dentre os quais obtemos o teorema de Pitdgoras como consequéncia do teorema de
Ptolomeu mostrando assim a importancia de sua aplicacdo no ensino da matematica.
Para a realizagdo deste trabalho foi feito um levantamento bibliografico em fontes es-

critas e eletrdnicas.

Palavras Chaves: Teorema de Ptolomeu, Teorema de Casey, Aplicagoes.
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Abstract

The present work shows a brief history of Claudio Ptolemeu and his contributions to
mathematics, astronomy and other areas of knowledge. Then we made some state-
ments of his theorem through the original demonstration, his generalization made by
Casey and other statements. Finally we have a few applications in which Ptolemeu’s
theorem is inserted from which we get the Pitdgoras theorem as a result of Ptolemeu’s
theorem showing the importance of their application in the teaching of mathematics.

For the realization of this work was done a literature in written and electronic sources.

Keywords: Ptolemeu’s theorem; Casey’s theorem; applications.
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Um dia vocé ird olhar para todas
as dificuldades que enfrentou e verd
que elas foram essenciais, pois a fi-
zeram chegar no topo.

(Zé Ramalho)
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Introducao

O presente trabalho consta de uma abordagem histérica acerca da vida do astronomo
e matematico Ptolomeu, cujo trabalho serviu de norte para chegar aos resultados obti-
dos seguindo as referéncias [1], [2], [3], [9] e [10].

A seguir faremos uma breve introdugédo a respeito da vida de Ptolomeu.

Inicialmente, Ptolomeu (Claudio Ptolomeu, Ptolomaeus, Klaudios Ptolemaios, Pto-
lomeu) viveu em Alexandria, Egito tendo papel importante na histéria da Astronomia
e Geografia. Pouco se sabe sobre a vida de Ptolomeu, incluindo suas datas de nasci-
mento e morte. Diante disso, vérias fontes relatam diferentes anos para a realizagdo
de suas observagdes, sendo que a primeira data 26 de margo 127, e a dltima de 2 de
Fevereiro 141.

Um dos astronomos gregos mais influentes e gedgrafos de seu tempo, Ptolomeu
prop0s a teoria geocéntrica de uma forma que prevaleceu durante 1400 anos. No
entanto, de todos os antigos matematicos gregos, pode-se dizer que seu trabalho gerou
mais discussdo e argumento que qualquer outro, sendo que para alguns historiadores
Ptolomeu era um matemdtico do ranking superior, enquanto outros revelam que ele
ndo era mais do que um expositor excelente, porém, alguns chegam a afirmar que ele
cometeu um crime contra seus colegas cientistas por trair a ética e integridade de sua
profissdo.

Ele fez observagdes astrondmicas de Alexandria, no Egito durante o ano AD 127-
141. Na verdade, sua primeira observacdo pode ser datada exatamente em 26 de
Margo 127, enquanto o dltimo foi feito em 2 de fevereiro 141. Foi alegado por Teodoro
de Melitene, em torno de 1360, que Ptolomeu nasceu em Hermiou (que é no Alto Egito,
em vez do Baixo Egito, onde Alexandria situa-se), mas desde que esta assercdo aparece
pela primeira vez hd mais de mil anos depois que Ptolomeu viveu, ele deve ser tratado
como relativamente improvéavel que seja verdade.

Seu nome, Cldudio Ptolomeu, é, naturalmente, uma mistura do egipcio grego
"Ptolomeu” e o romano de “Claudio.” Isto indicaria que ele era descendente de uma
familia grega que viveu no Egito e que ele era um cidaddo de Roma, o que seria, como

resultado de um imperador romano dado por “recompensa”a um dos antepassados.



Ptolomeu realizou progressos na Trigonometria para a qual obteve novas férmulas
que ndo eram conhecidas por Hiparco. Seus trabalhos estdo contidos em sua obra
imortal denominada pelos drabes de Magiste (0o maior). Desse vocdbulo ao qual foi
adicionado o artigo Al, surgiu o nome de Almagesto (Al-magiste) com o que hoje é
conhecida a obra, que significa sintese matematica. O Almagesto descreve matemati-
camente o funcionamento do sistema solar. Pontos que a terra era o centro do sistema
solar eram defendido na teoria geocéntrica. Posteriormente, esta teoria foi substituida
no século XV por Nicolas Copérnico (1473-1343) que propde que era o sol e ndo a terra
que era o centro do universo (teoria heliocéntrica). Em um segundo livro Ptolomeu
difunde uma tabela de cordas e conceitos rudimentares de trigonométria esférica.

Em geometria demonstra-se um teorema que leva o seu nome: Este teorema,
em um caso particular de um dos lados do quadrilatero ser o didmetro, conduz as
indentidades trigonométricas do seno e cosseno da soma e diferenca de arcos, sen(a +
B) = senfcosp + cosasenpf e cos(a + ) = senfsenf + cosacosp.

Todas as medidas usadas por Ptolomeu sdo baseadas na funcado corda, cord @ a qual
mede o comprimento de uma corda em um circulo de raio 1 (ou 60°) como funcdo do
angulo de medida central a. A tabela de cordas é dada por Ptolomeu no Almageste para
angulo entre %D e 180° em etapas de %O (ver figura 1). As cordas sdo dadas para razdo de
60, usando o sistema sexagesimal babilonico, refinado por adicionar dois digitos ap6s
o ponto sexagesimal, (usualmente todos corretos com erro menor do que 1 sec). Ele
chamou estes digitos de (partes minutae primae) primeira pequena parte e (partes minutae
secondae) segunda pequena parte, a qual é a origem de nossos minutos e segundos.

O que fez Ptolomeu calcular essa tabela? Para particularmente, os dngulos de 36°
ou 60° o comprimento da corda correspondente pode ser calculado a partir do hexagono
regular ou de um decdgono regular.

Portanto, a corda foi conhecida para obter a cord; como feito por Arquimedes. Para

a soma e diferenca de cordas, ele usou a seguinte identidade da fungdo corda
2cord(a + B) = cordacord(180° — B) + cord(180° — ar)cordp. (1)
A partir da férmula (1), Ptolomeu encontrava as cordas
cord3®, cordl,5° e cordl,75°.

onde na tabela 1, n significa o nimero de lados, R o raio da circunferéncia que cir-
cunscreve o poligono e p significa corda. Contudo, a cord1° ndo foi possivel encontrar
(trissegdo de um angulo). Portanto, Ptolomeu calculou a cord1° por interpolagdo bruta,

para a precisao dada.
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Figura 1: Tabela de raio da circunferéncia



Capitulo 1
Teorema de Ptolomeu

Pesquisas mostram a necessidade de aprimoramento no ensino de Matematica.
Essa necessidade vem permitindo mudar o conceito de ensino aprendizagem e, com
isso, contribuido de forma significativa para o ensino de matematica.

Nesta secdo, serdo apresentadas algumas demonstragdes do teorema de Ptolomeu
dentre elas a prova original desse teorema bem como outras demonstracdes e a sua
generalizacdo.

Dessa foram serdo apresentados alguns resultados relacionados acerca desse teo-

rema para a posteriori chegar a sua prova original.

1.1 Teorema de Ptolomeu: Prova original

No que segue serdo enunciados alguns resultados em forma de lema sem demonstrag¢des

por serem suas provas conhecidas.

Lema 1.1 (Teorema do angulo bisector) Considere o triingulo AABC de lados BC = a,
AC = b e seja CD segmento bisector do dnguloy = /ACB, onde AD = q e DB = p. Entio,

a_p

b g
Lema 1.2 (Teorema do angulo central) A medida do angulo central de um circulo é duas

vezes a medida de qualquer Angulo inscrito sobre o mesmo arco.

Nas aplicagdes que seguem, usou-se os teoremas de Pitdgoras, de Tales e os Lemas 1.1
e 1.2, cujas demonstrac¢des serdo omitidas, e poderdo ser vistas em [6] ou [7].

Para os exemplos que seguem, serdo usadas as figuras 1.1 e 1.2, as quais ajudardo
na resolucdo dos referidos exemplos no que segue. Baseado nas figuras 1.1 e 1.2 resulta
que os tridngulos sdo semelhantes.

ABI', AHT e THZ sao semelhantes.



Figura 1.1: Tridangulo inscrito no semicirculo

I

S

Figura 1.2: Bisseccdo de um angulo

Exemplo 1.1 (Célculo de Archimedes of the regular inscrito 96-gon) Seja a = BI' e H
é o ponto médio do arco BI'. (Ver figura 1.1). Mostre que, x = HI. Isto perminte calcular
sucessivamente, iniciando a partir do hexdgono, os perimetros do dodecigono regular, 24-gon,

48-gon e 96-gon.!

Sugestdo: Para a solugdo deste exemplo, usa-se o teorema de Pitdgoras, o de Tales e o
Lema 1.1.

Exemplo 1.2 (Célculo de Archimedes of the regular circunscrito 96-gon) Seja s = ZI,

como feito na figura 1.2. Mostre que t = HI'. Isto produzird similarmente os perimetros dos

!Gon: Ntumero de lados de um poligono regular inscrito em uma circunferéncia



n-gons regular circunscritos.

Sugestado: Para a solugio deste exemplo, usa-se o Lema 1.2.
Decorre dos Exemplos 1.1 e 1.2, o seguinte resultado devido a Arquimedes.

Proposicao 1.1 (Cilculo de Arquimedes para encontar o 71) Calcule o perimetro de poligono

reqular de 96 gons, inscrito e circunscrito de um circulo de raio 1 para mostar que

10 1
3ﬂ <T(<3§.

Teorema 1.1 (Ptolomeu) O produto das diagonais de um quadrildtero inscrito em uma cir-

cunferéncia é igual a soma dos produto dos lados opostos.

A prova original da identidade (1) dada por Ptolomeu é baseada no seguinte Lema.

Ver figura 5.3.

Lema 1.3 Seja AABC inscrito em um circulo, como na figura 1.1. Mostre que o comprimento

do dngulo « é independente da posicio de A no circulo.

Demonstrac¢io 1 Seja A um ponto sobre a circunferéncia tal que /(BAC) seja um dngulo
inscrito sobre o arco BC. Seja A'um ponto qualquer sobre a circunferéncia tal que /(BA’C)
esteja inscrito sobre o mesmo arco E(\:, entiio L(BAC) = £(BA'C). Ver figura (1.3). Portanto, o

w

3

Figura 1.3: Angulo inscrito no circulo
comprimento do dngulo o é o mesmo independente da posicdo de A no circulo.

Lema 1.4 (Ptolomeu) Seja ABCD um quadrilitero de lados a, b, c e d respectivamente inscrito

em um circulo. Entdo, as diagonais O, e 6, satisfaz
010, = ac + bd.

Demonstragido 2 Notemos inicialmente que u + v = 6,. Seja E o tinico ponto sobre o lado
AC tal que o angulo LEDA ¢ igual ao dngulo /CDB (Ver figura (1.4)). Pelo Lema 1.3, os dois

Angulos os quais serdo denotados por e y respectivamente sdo iguais. Portanto, os tridngulos



Figura 1.4: Quadrilatero inscrito

AEDA e ACDB sio semelhantes e também os tridngulos ADCE e ADBA sdo semelhantes.

Portanto,
b

u a v
5 = dth "¢
o que implica

ac + bd = 61(u +v) = 610;.

1.2 Outra abordagem do Teorema de Ptolomeu

A seguir sera proposta outra prova do teorema de Ptolomeu, baseado nas referéncias
[3] e [9].

Teorema 1.2 Num quadrildtero qualquer inscrito numa circunferéncia, a soma dos produtos

dos lados opostos é igual ao produto de suas diagonais.

Figura 1.5: Quadrilatero inscrito na circunferéncia

AC-BD = AB-CD + BC- AD

Demonstragdo 3  Considere o quadrilitero ABCD inscritivel da figura abaixo.
Tomemos um ponto E sobre o segmento AC tal que L(ADE) = £(CDB).



Figura 1.6: Quadrilatero inscrito na circunferéncia
Aplicando a relagio de dngulos inscritos e arcos correspondentes, tem-se que /(CAD) =
/(CBD), pois esses angulos estdo inscrito sobre o arco CD. Logo,
/(DAE) = £(CBD)
/(CDB) = /(ADE)

Portanto, pelo sequndo caso de semelhanga (AA), os tridngulos ADE e BCD sdo semelhantes.

Dai, segue-se que:

AE _ 7D
BC BD’
ou seja,
AE-BD = BC-AD (1.1)

Sabendo que, em qualquer tridngulo, o Angulos externo é iqual a soma dos dois Angulos
ndo adjacentes a ele. Logo, podemos concluir que: /(CED) = /(ADE) + /(DAE) conforme na
figura 1.7.

Figura 1.7: Quadrilatero inscrito na circunferéncia

Sabe-se ainda que os dngulos L(BAC) e £(CDB) estdo inscritos sobre o arco BC logo,
/(BAC) = £(CDB). Como, por construgio, tem-se que /(BDC) = Z(ADE) entdo, por transiti-
vidade, /(ADE) = £(BAC). Logo, temos que:

/(DEC) = /(BAD)

9



L(ABD) = £(ACD)

Portanto, pelo sequndo caso de semelhanga (AA) A CDE ~a ABD.

Dai, segue-se que:

GE_cD
AB BD’
ou seja,
CE-BD =AB-CD (1.2)

Somando membro a membro as equagdes (1.1) e (1.2), obtem-se:
CE-BD+AE-BD =AB-CD+AD -BC
Colocando o segmento BD em evidéncia, resulta:
BD(CE + AE) = AB-CD + AD - BC
Como a soma dos segmentos AE e CE é igual ao segmento AC. Logo, conclui-se que:
AC-BD = AB-CD + AD - BC (1.3)

Finalizamos esta se¢do, mostrado que podemos obter o teorema de Pitdgoras como

uma consequeéncia do teorema de Ptolomeu.
Corolario 1.1 (Teorema de Pitagoras) O teorema de Ptolomeu implica no teorema de Pitigoras.

Demonstragao 4 Consideremos o tridngulo ABC, o qual tém dngulo reto em B. Este tridngulo
pode ser inscrito no circulo C, com a hipétenusa AC sendo o raio do circulo C, como feito na

figura abaixo.

Figura 1.8: Quadrilétero inscritivel na circunferéncia

10



Seja D um ponto do circulo C, tal que, os tridngulos ADC com dngulo reto em D e ABC

sejam semelhantes. Logo, pelo teorema de Ptolomeu, obtemos
AC.AC = AB.CD + BC.AD
Usando o fato que, AB = CD e BC = AD, obtemos
— ——2 —=
AC =AB +BC,

0 que prova o coroldrio.

1.3 Teorema de Viette

Nesta segdo serd provada uma generalizagdo do Teorema de Ptolomeu. Esta generalizacdo

do teorema de Ptolomeu, foi dada por Cardano Viette.

Teorema 1.3 (Teorema de Cardano Viette) Em todo quadrildtero inscritivel em uma cir-
cunferéncia, a razdo dos comprimentos das diagonais é igual a razio das somas dos produtos dos

seus lados partindo de cada diagonal respectivamente.

AC _ AB-AD +BC-CD
BD AB-BC+AD-CD

Demonstracdo 5  Seja o quadrildtero ABCD inscritivel em uma circunferéncia. Seja P o

ponto de interseccio das diagonais desse quadrildtero ABCD. Como na figura abaixo:

Figura 1.9: Quadrildtero inscrito na circunferéncia

Da figura 1.9, tem-se que, /CAD = /CBD, pois esto inscritos no mesmo arco CD.

Do mesmo modo os dngulos /ADB = /ACB, estdo inscritos no mesmo arco ;@, ou seja,
LADB = /ACB.
Portanto pelo sequndo caso de semelhanga (AA) é possivel garantir que AAPD e ABCP sio
semelhantes. Logo,

AP _AD

BP BC

11



isto é,

3
3|
S

—— (1.4)

AP =

Figura 1.10: Quadrildtero inscrito na circunferéncia

Considere agora a figura 1.10, em que, /CAB e /CDB estiio inscritos sobre o mesmo arco
BC. Logo, .CAB = /CDB.
Do mesmo modo que /ABD e /ACD estiio inscritos no mesmo arco AD. Entio, LABD = /ACD.
Portanto, pelo segundo caso de semelhanga (AA) AABP e ACDP sdo semelhantes. entdo:

P _@
BP AB
ou seja,
cp=BLC (1.5)
AB

Dividindo a equagio (1.5) por (1.6), obtem-se:

——  BP-AD

AP g

Cp BecD’
AB

assim sendo, -
£ _AD-BP AB
cp BC CD-BP

isto é,

AP _ 7D
CP BC
Aplicando a propriedade das proporgdes, resulta que:

B
CD

AP +CP _AB-AD +BC-CD
CP BC-CD
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Como AP + CP = AC, entdo:
AC _AB-AD +BC-CD
AC _ABAD+BC.C (1.6)
CP BC-CD
Por outro lado, os dngulos LADB = /ACB éngulos inscritos no mesmo arco ABe /DAC =

(DBC, angulos inscritos no mesmo arco CD, Como mostra a figura 1.11.

Figura 1.11: Quadrilétero inscrito na circunferéncia

Logo, pelo sequndo caso de semelhanca (AA) ABCP E AADP, sio semelhantes. Dai, tem-se

que:
B _KC
AP AD’
ou seja,
BP = Alfc. (1.7)
AD

Figura 1.12: Quadrilatero inscrito na circunferéncia

Da figura 1.12, os dngulos /.CDB = /CAB, pois estdo inscritos sobre o mesmo arco BC.
Do mesmo modo /ACD = /ABD, dngulos inscritos no arco AD. Logo, pelo segundo caso de
semelhanga (AA), AABP e ACDP sio semelhantes. Logo por semelhanga, obtém-se:

bF _ D
AP AB
13




isto é,
— CD-AP
P = (1.8)

Dividindo a equagdo (1.8) por (1.9), teremos:

ou seja,

Sk
|
|

isto é,

Aplicando a propriedade das propor¢des, obtém-se:

BP+DP _ AB-BC + AD-CD
DP AD-CD
Como, DP + BP = BD, seque-se que:

BD _AB:-BC+AD-CD

— = — (1.9)
Dp AD-CD
Dividindo a equagdo (1.6) por (1.9), obtem-se:
AC  AB-AD+BC-CD
P _ _ BCCD
BD  ABBC+AD-CD’
DP AD-CD
ou seja,
4C DP _ABAD+BC-CD _ AD.CD
CP CP BC-CD AB-BC + AD-CD’
isto ¢,
AC DP _AB-AD +BC-CD AD w10)
BD CP AB-BC+AD-CD BC '
Como AADP e ABCP sio semelhantes, resulta:
DP _AD

Substituindo (1.11) em (1.10), obtemos:
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AD AB-AD+BC-CD AD
BC AB-BC+AD-CD BC

Skt

donde tem-se,

AC AB-AD +BC-CD
BD AB-BC+ AD-CD

(1.12)

1.4 Teorema de Casey: Generalizacao do teorema de Pto-

lomeu

A seguir serd enunciado e demonstrado o teorema de John Casey (1820-1891), o
qual é uma generaliza¢do do teorema de Ptolomeu. Para a prova do teorema de Casey,
foram utilizadas as referéncias [2] e [3].

Considere inicialmente dois pontos X e Y sobre I', e sejam U e V os pontos de
tangéncia de txy com Kx e Ky, respectivamente. Em primeiro lugar, serdo mostrados

dois lemas, que sdo fundamentais para esta demonstragéo.

Teorema 1.4 (Teorema de Casey) Considere a circunferéncia I' de raio R e quatro pontos,
A, B, C e D sobre I', dispostos nesta ordem no sentido anti-hordrio. Sejam K,, Kg, Kc e Kp
circunferéncias arbitrdrias tangentes internamente a I nos pontos A, B, C e D, respectivamente.

Se txy denota o comprimento da tangente externa comum as circunferéncias Kx e Ky, entdo

tactep = taptcp + taptac

Lema 1.5 Para quaisquer dois pontos X e Y sobre I', as retas XU e YV concorrem em um ponto
Z sobre .

Figura 1.13: Circulos Tangentes internos

Prova do Lema 1.5

Sejam R, 7, e r, os raios das circunferéncias I', Kx e Ky, respectivamente. Considere as
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homotetias de centros X e Y e razoes rﬂ e r&,
x y

respectivamente, que transformam a reta
txy em uma reta t paralela txy e tangente a I'. Asimagens de U e V por estas homotetias
coincidirdo com o ponto médio Z do arco PQ, onde {P, Q}=txyNI’, o que significa dizer

que XU e YV concorrem em Z.

Lema 1.6 Se R, r, e r, sdo os raios das circunferéncias I', Kx e Ky, respectivamente, entio
x €Ty

XY JR-1)R =)

txy =

R

Prova do Lema 1.6:

Figura 1.14: Circulos tangentes internos

Seja O o centro de I'. Observe que OZ_Lt, pois t é tangente a ' e OZ é p raio de I' e
Z é o ponto de tangéncia.

Se £(OZY) = a, entdo £(ZOY) = 180° — 2a, pois os segmentos 0OZ = OY, ou seja,
OZ e OY sdo os raios de I. como, Z(ZXY) é um angulo inscrito no mesmo, entdo
£(ZXY) = 90° — 2a. Como OZLt, segue-se que £(ZVU) = 90° — a. Logo pelo segundo
caso de semelhanca (AA) AXYZ e AVUZ sdo semelhantes. Dai segue-se:

uv vz UZ ‘txy

como UV = txy, entdo

(X:Y)2 _ X2z (1.13)
ey VZUZ

Mas, a homotetia de centro X e razao rB transforma U em Z, tal que

x

22 (1.14)

Do mesmo modo tem-se que:



ou seja,
YZ R

= = 1.15
VZ R-ry (115)
Substituindo as equagdes (1.14) e (1.15) em (1.13), obtém-se:
(E 2 _ R . R
txy R-re R—-r,/
isto &,
w_ [ ®
txy (R=r)(R - Vy),
ou seja, L
XX ____ R
txy  JR-r)®R-r1,)
o que implica,
Rexy = XY (R - (R - 1y),
o que resulta,
o XY- {JR=1)(R -1,
Xy = R
e o Lema 1.6 estd provado.
Segue a demonstracdo do teorema de Casey.
Demonstragdo 6 Usando o Lema provado anteriormente, nota-se que tsc = 2CVEmE) “(R;”)(R_m e
by = NEED)
o AC+J(R=71,)R=1.) BD(R=1,)[R 14
Ac tBp = R R ,
isto é, o
AC-BD /(R =1)(R = 1p)(R = 1)(R = 1)
tac tpp = v =2 . (1.16)
Do teorema de Ptolomeu é possivel observar que:
AC-BD = AB-CD + BC-AD (1.17)

Substituindo a equagdo (1.17) em (1.16), obtém-se:

(AB-CD + BC-AD) /(R = 1)(R = 1,)(R = 12)(R — 1)
tacttep = R ,

ou seja,

AB-CD (R = )R — )R = )R — ra) BC-AD (R ~r)R ~r)R ~r)(R ~ 1)
R? R? ’

tacttgp =
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isto é,

AB R = 1)(R = 1) CD /(R = r)(R = 12)  BC[(R = 1)(R = 1) AD /(R = r)(R = 1)
tac tap = R2 + R2 !

dessa forma,

ABNR - r)R 1) CDR—r)R=r) BCYR—r)R=r) AD YR~ )R rs)

fac-tep = R R R R
(1.18)
do Lema 1.6 tem-se que:
ABAJR-1)R =71
tap = VR =) 2 (1.19)
R
BC+/(R=7,)(R -,
e = VR =rp)(R -1 (1.20)
R
CDV(R=-7)R -
oy = VR =7)R-1y) L.21)
R
AD /(R -1)(R -
tap = \/( R” ) ra) (1.22)
Substituindo as equagoes (1.19), (1.20), (1.21) e (1.22) em (1.18) pode ser obtido:
tac tp = tap-tcp + tec tap (1.23)

Obs.: O teorema de Ptolomeu passa a ser um caso particular do teorema de Casey se

considerarmos os raios das circunferéncias ky, kg, kc e kp todos nulos.

1.5 Extensdo do teorema de Ptolomeu

Nesta secdo serd apresentada uma extensdo do teorema de Ptolomeu, ao mesmo
tempo em que serad provado o problema de Fermat. Antes porém, serd feita uma breve
introducdo sobre a inversdo de um ponto. No que segue serd denotado o circulo por
C, o centro do circulo por O e o raio por .

A Inversdo é uma transformac¢do um a um de pontos do plano por meio de um
dado circulo C. (Ver figura (1.15))
Para obter a transformagdo X’ de qualquer ponto X, ou o inverso de X no circulo

C, juntamos X a O, e encontramos X’ sobre OX tal que OX.0X’ = r2.
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Figura 1.16: Inversdo de um ponto

Todos os circulos através de X e X’ cortam C ortogonalmente, desde que o quadrado
da tangente a partir de O a um tal circulo é igual a: OX.0X’ = 1.
Note que o préprio ponto O em si é excluido dos pontos do plano que podem ser

transformados. Para maiores detalhes sobre inversao ver [8] ou [5].
Teorema 1.5 Se A, B, C, D sio quatro pontos em um plano, entio
AB.CD + AD.BC > AC.BD (1.24)

A menos que a posigio de A, B, C, D nesta ordem ABCD, esteja sobre um circulo ou um segmento

de reta. Neste 1iltimo caso, a desigualdade torna-se uma igualdade.

Demonstracgdo 7 Isto é provado, notando a influéncia de inversio sobre o comprimento de um

segmento. Ver figura 1.17.

Figura 1.17: Inversao dos pontos P e Q

Se os pontos P, Q inverte os pontos P' e Q’, com O como o centro de inversdo, entdo AOPQ
e AOQ'P’ sio semelhantes. Portanto,
PG OP OPOP K
PQ 0OQ OPOQ OP.OQ

19



o que implica

K*PQ
OP.0Q
Agora, dado quatro pontos A, B, C, D, foi invertido x com respeito a A. Seja B’,C’, D’ os

P/Q/ —

(1.25)

respectivos inversos de B, C, D. Entdo,

BC +CD >BD (1.26)

a menos que C’ esteja no segmento B’C’ entre B" e D’. Neste 1iltimo caso, tem-se:

BC'+CD =BD (1.27)
Usando, (1.25) a desigualdade (1.26) torna-se

AB .\ CD__ _BD
ABAC ACAD ABAD

(1.28)

De (1.28), obtem-se:
AB.CD + AD.BC > AC.BD, (1.29)

a menos que C’ esteja no segmento B’D’ entre B" e D', em cujo caso, A, B, C, D estdo sobre um

circulo na ordem ABCD, ou sobre um segmento de reta.

Exemplo 1.1 (Problema de Fermat) Sejam A, B, C trés pontos quaisquer de um plano. En-
contre um ponto P tal que PA + PB + PC seja minimo.

Solugio: Sejam B e C angulos agudos do triangulo ABC. Sobre o lado BC e longe de A,
trasse um tridngulo equilatero BCD. Entédo, pelo teorema da extensdo de Ptolomeu, a

menos que P esteja no circulo BCD (Ver figura 1.18) de modo que a ordem dos pontos

L

Figura 1.18: Tridngulo equilétero inscrito

é BPCD, tem-se:

PB + PC > PD,
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visto que CD = DB = BC. Portanto,

Portanto, a menos que P seja P’ (a outra intersegdo de AD com o circulo BCD), tem-se

que:
PA + PB + PC > AD.

Mas, se P é um P’, ambas as desigualdades acima, torna-se a igualdade:

PPA+ P B+ PC=AD.

Contudo,
P’A+P'B+P'C < PA + PB + PC.

Portanto, P’ é o ponto desejado.
e Se /BAC =120°, A = P’, e A é o ponto desejado.

e Se /BAC > 120°, A é ainda o ponto desejado.
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Capitulo 2
Aplicacdes

Nesta secdo serdo apresentadas algumas aplicacdes do teorema de Ptolomeu para
as demonstracoes de cosseno da soma e seno da soma, dando énfase ao sentido de
utilizacdo dessas férmulas sem a necessidade de decorar, despertando assim a curi-
osidade e o interesse do aluno. Além dessas aplica¢des, serdo também utilizadas na
resolucdo de outros problemas de aplica¢des praticas.

Para as aplica¢des foram utilizadas as referéncias bibliogréficas, [2], [3] e [9].

2.1 Problema 1:

Mostre que sen(a + ) = senacosf + senfcosa

Soluc¢do: Considere o quadrildtero inscritivel em uma circunferéncia de raio R. Pela lei

Figura 2.1: Quadrilatero inscrito na circunferéncia

dos senos aplicada num tridngulo qualquer, temos que:

b
a ~ = ™ = c = = 2R
senA  senB  senC

onde a, b e ¢ sdo as medidas dos lados e 2R a medida do didmetro da circunferéncia
que circunscreve esse tridngulo.

Seja @ a medida do dngulo L(BAC). Como o angulo L(BAC) e £(BDC) estao inscritos no
mesmo arco BC, entdo £(BAC) = £(BDC).
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Sendo £(CAD) = B, entdo L(CBD) = B, pois estdo inscritos no mesmo arco CD.
Sendo AC o didmetro dessa circunferéncia entdo /(ABC) é reto. Logo, tem-se que,
L(ACB) = 90° — . Do mesmo modo, Z(ADC) também é reto entdo, Z(ACD) = 90° — B.
vé-se ainda que o angulo L(ADB) =90° — q, pois esta inscrito arco AB. Logo, /(ACB) =
/(ADB) e por fim, L(ABD) = £(ACD), pois estdo inscritos no mesmo arco. Entdo
/(ABD) =90° - B.  Aplicando a lei dos senos no triangulo ABC, obtém-se:
AB —
SN0 —a) = AC,
isto é,
AB = ACsen(90° — q) 2.1)

Novamente, aplicando a lei dos senos no tridngulo ABC, observa-se:

N

B_
BC _Ze
senx

ou seja,
BC = ACsen(a) (2.2)

No tridngulo ACD, aplicando a lei dos senos, tem-se que:

<D - AC,
senp
dessa forma,
DC = ACsen(p) (2.3)

Novamente, fazendo uso da lei dos senos no tridngulo ACD, nota-se:
AD —
————— = AC,
sen(90° — B)

desse modo,
AD = ACsen(90° — ) (2.4)

No tridngulo ABD, aplicando a lei dos senos, resulta em:

% - AC,
onde AC é o didmetro do circulo, tem-se:
AD = ACsen(a + B) (2.5)
Do teorema de Ptolomeu, observa-se que:
AC-BD =AB-CD +BC-AD (2.6)
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Substituindo as equagdes (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5), na equgao (2.6), tem-se:
AC- ACsen(a + B) = ACsen(90° — av)- A_Csenﬁ + ACsena- ACsen(90° — B) (2.7)
Como seno e cosseno sao complementares, entdo pode ser escrito

sen(90° — a) = cosa (2.8)

sen(90° — B) = cosf (2.9)

Substituindo as equagdes (2.8) e (2.9), na equagdo (2.7), obtem-se:
AC-ACsen(a + p) = ACcosa- A_Csenﬁ + A_Csena-A_Ccosﬁ (2.10)
Dividindo ambos os membros da equagdo (2.10), por ﬁ, com AC # 0 observa-se:
sen(a + B) = senfcosa + senacosp,

ou seja,

sen(a + p) = senacosP + senfcosa (2.11)

2.2 Problema 2:

Mostre que cos(a + 5) = cosa- cosp — sena- senf.

Solugdo: Considere o quadrildtero ABCD inscritivel da figura abaixo. Seja AD o

Figura 2.2: Quadrilatero inscrito na circunferéncia

didmetro da circunferéncia, entao Z(ABD) é reto. Logo o tridngulo ABD é retangulo em

B. Dai, tem-se que:

i
sena = -,
ou seja,
AB = ADsena (2.12)
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Ainda no tridngulo ABD, tem-se que:

BD
cosxx = ——,
AD
isto é,
BD = ADcosa (2.13)

No triangulo ACD, o angulo Z(ACD) é angulo inscrito no arco AD. Como o segmento
AD é o diametro da circunferéncia, entdo Z(ACD) é reto e portando o triangulo ACD é

retdngulo em C. Dai, segue-se que:

cos(a + B) = C—D,
D
desse modo,
CD = ADcos(a + B) (2.14)
Sabe-se ainda que:
sen(a + p) = E,
D
dessa forma,
AC = ADsen(a + B) (2.15)

Tomando, agora um ponto E sobre a circunferéncia tal que BE seja o didmetro da
circunferéncia. Como o angulo /(BEC) estd inscrito no arco 1§(\f, entdo /(BEC) = £(BDC).

Logo, Z/(BEC) = . Como AE é o didmetro da circunferéncia, entao:

e
senf = —C,
BE
ou seja,
BC = BEseng.

Como AD e BE sio diametros da circunferéncia, entio BE = AD. Logo:
BC = ADsen(p) (2.16)
Do teorema de Ptolomeu, tem-se que:
AC-BD = AB-CD + BC-AD (2.17)
Substituindo as equagdes (2.17), (2.18), (2.19), (2.20) e (2.21) em (2.22), obtem-se:
ADsen(a + B)- ADcosa = ADsena- ADcos(ar + B) + Esenﬁ- AD
Dividindo ambos os membros da equagdo por %, com AD" # 0, tem-se:
sen(a + p)- cosa = sena- cos(a + ) + senp,
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ou seja,
sena-cos(a + B) = sen(a + B)- cosa — senfs (2.18)

do resultado do problema 1 deste capitulo, tem-se que:
sen(a + ) = sena- cosp + senfp- cosa (2.19)
Substituindo a equacgdo (2.24) em (2.23), observa-se:
sena- cos(a + B) = [sena- cosp + senf- cosa]- cosa — senp,

isto &,
sena- cos(a + ) = sena- cosa- cosp + cos*a- senfp — senf

Como cos*(a) = 1 — sen?(a), nota-se:
sena- cos(a + B) = [sena- cosp + senf- cosar]- cosa — senp,
desse modo,
sena- cos(a + ) = sena- cosa- cosp + [1 — sen®(a)]- senf — senp,
dessa forma,
sena- cos(a + B) = [sena- cosp + senpf- cosar]- cosa — senp,
o que implica,

sena- cos(a + ) = sena- cosa- cosp + senf — sen*(a)- senf — senp,

assim,

sena- cos(a + B) = sena- cosa- cosf — sen’(a)- senp.

1

@ resulta:

Dividindo ambos 0os membros da equagdo por

cos(a + B) = cosa- cosp — sena- senp.

2.3 Problema 3:

Em uma circunferéncia se localizam os pontos A, B, C e D, tal que m(@) = m(EEZ) =
m(@) e AD = 2AB. Calcule a m(@).

Solug¢do: De acordo com os dados da questdo, tem-se que m(z@) = m(ﬁa) = m(EfD)
logo, os segmentos AB = BC = CD. Como AD = 2AB e AB = BC = CD, entdo AD é
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Figura 2.3: Quadrilatero inscrito na circunferéncia

o didmetro da circunferéncia. Sendo assim, Z(ABD) é reto. Logo, o tridngulo ABD é

tridngulo retdngulo em B. Dai, aplicando o teorema de Pitdgoras, obtém-se:
—2 -2 —2
AD =AB +BD,
isto é,
—2 —2 —2
BD =AD —-AB. (2.20)

Do mesmo modo, Z(ACD) é reto pois esté inscrito no mesmo arco AD. Logo, o tridngulo

ACD é retangulo. Aplicando o teorema de Pitdgoras obtem-se:
—2 =2 —2
AC +CD =AD,
ou seja,
—2 —2 —=2
AC =AD -CD.
Como CD = AB, segue-se, dai que:
—2 —2 -2
AC =AD -AB. (2.21)
Comparando as equagdes, (2.12) e (2.13), tem-se:
—2 ==
AC =BD,
o que implica,
AC = BD. (2.22)

Tomando para AB = a4, entdo, como AB = BC = CD, conclui-se que: BC = CD = a.
Como a medida do segmento AD = 2AB, entdo AD = 2a. Seja, AC = b, como AC = BD,

entdo BD = b. Aplicando o teorema de Ptolomeu, obtém-se:

bb=2aa+aa,
o que implica,
b? = 342,
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assim sendo,

b=aV3.

Como o triangulo ACD é retangulo em C, entéo aplicando a tangente em A, tem-se:

tg(DAC) = C:D
AC

Como CD =a e AC = a V3, entdo:

A a
tg(DAC) = —,
8 N3
e portanto,
A 1
tg(DAC) = —.
* V3

Racionalizando o denominador, observa-se:

t g(DAC) =

|5

Como tg(DAC) = g, entdo DAC = arctg(%), ou seja, DAC = 30°. Como o angulo esta
inscrito no arco ETD, entdo a medidado arco 613 = 60°.

2.4 Problema 4:

Em um quadrildtero ABCD se localiza o ponto L em BD, tal que ABLE é um quadrilatero
inscritivel e m/(BEA) = m/(LED), LD = 2BL = 8 e DE = 2EL e AB- EL = 40. Calcule AE.
Solugdo: Do enunciado da questdo /(BEA) = /(LED). Como o quadrildtero ABLE é

Figura 2.4: Quadrilatero inscrito na circunferéncia

inscritivel, entdo pode-se afirmar que o dngulo /(BLA) = /(BEA) pois estdo inscritos no
mesmo arco.

Tem-se ainda que /(EAL) = /(EBL), pois estdo inscritos no mesmo arco EL. Pelo
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teorema do dngulo externo de um tridngulo, vé-se que L(ALE) = /(EDL). Portanto,
pelo segundo caso de semelhanga (AA), os tridngulos BDE e AEL sdo semelhantes, isto
é, A(BDE) ~ A(AEL). Desse modo:

A _H
BD EID
Como DL = 8 e BL = 4, entdo BL = 12. Além disso, ED = 2EL. Logo,

AL EL

12 oFL
o que implica,

AL=6

Observa-se ainda que:

AE _EL

BE ED
Como ED = 2EL, obtém-se: L

AE_EL

BE 2EL’
portanto,

BE = 2AE.

Como o quadrildtero ABLE é inscritivel, pode ser aplicado o teorema de Ptolomeu, isto
€,
AL-BE = AB-EL + BL- AE.

Como do enunciado, tem-se que AB- EL = 40, segue-se dai que:

6- (2AE) = 40 + 4- AE,

desse modo,
12AE = 40 + 4AE,

portanto,

2.5 Problema 5:

Segundo a figura BP-CQ = 10; P e Q sido pontos de tangéncia. Calcule BC- PQ.

Solucdo: A figura 2.6, servird de base para o entendimento da questao.
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Figura 2.5: Quadrilatero inscrito na circunferéncia

=

Figura 2.6: Quadrildtero inscrito na circunferéncia

Da figura tem-se que os segmentos AP e E sdo segmentos tangentes, pois 0s
pontos P e Q sdo pontos de tangéncia. Como AP é um segmento tangente, entio o
angulo Z(APB) é um angulo de tangente.

Nota-se ainda que o angulo /(BCP) é um angulo inscrito no mesmo arco BP. Logo,
L(APB) = £(BCP). Além disso, o angulo /(BAP) é um angulo comum aos tridngulos
ABP e ACP, entdo pelo segundo caso de semelhanca (AA) AABP ~ AACP. Segue-se dai
que:
AP _BP
AC CP

Do mesmo modo, o angulo /(AQB) é um angulo de segmento e o angulo Z(ACQ) esta

(2.23)

inscrito no mesmo arco Eé que o angulo de segmento L(AQB). Logo, L(AQB) = £(ACQ).
Como o angulo L(CAQ) é um angulo comum aos tridngulos ABQ e ACQ, entdo pelo

segundo caso de semelhanga (AA), tem-se que AABQ ~ AACQ. Segue-se dai que:

BQ _ 4Q

oY _ 4K (2.24)
CQ AC

Como os segmentos AP e AQ sdo segmentos tangentes de um mesmo ponto exterior a
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circunferéncia, entdo AP = AQ. Comparando as equagdes (2.15) e (2.16), obtém-se:

B _T0

CP CQ

ou seja,
CP-BQ = BP-CQ

Pelo teorema de Ptolomeu, resulta que:
PQ-BC = BP-CQ + BQ-PC
Como CP- BQ = BP-CQ e BP-CQ = 10, segue-se que:
PQ-BC =10 + 10,

portanto,
PQ-BC =20

31



Capitulo 3
Consideracoes finais

Este trabalho teve como objetivo fazer uma revisdo bibliogréfica, de modo que
possibilitasse fazer um estudo detalhado do teorema de Ptolomeu bem como conhecer
suas aplica¢des voltada para o ensino de Matematica com o intuito de facilitar a apren-
dizagem no desenvolvimento de contetidos envolvendo o ensino de Trigonometria.

O ensino de Matematica tem sofrido ao longo de sua histéria grandes mudangas
e, com isso, tem feito com que professores dessa disciplina buscassem inovagdes e da
sentido ao ensino de mesma. Neste contexto, este trabalho apresenta uma proposta de
aplicagdo do teorema de Ptolomeu para as demonstragdes do seno da soma e cosseno
da soma com o objetivo de mostrar a professores e alunos o sentido de utilizacdo das
férmulas.

Com isso apresentou-se uma proposta de trabalho aplicando o teorema de Ptolo-
meu para o ensino de Trigonometria no ensino médio, visando uma melhor compre-
ensao do ensino dessa disciplina para professores e alunos.

Portando, espera-se que este, contribua para um melhor entendimento do objeto de
estudo apresentado, tornando a aprendizagem significativa e oferecendo ao leitor mais
uma opcao de abordar tais assuntos, levando-o a perceber o quanto se faz necessario o

estudo desta disciplina para a compreensdo do educando.
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