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Resumo

Neste trabalho, propomos uma atividade de investigacao sobre o lugar geométrico das
raizes complexas nao reais de uma equacao quadratica quando variamos um de seus
coeficientes utilizando como ferramenta de apoio o software GeoGebra. Apresentamos

ainda uma aplicacao destes niimeros ao estudo de movimento oscilatério.

Discorremos uma breve analise de como o assunto Numeros Complexos é abordado nos
livros didaticos distribuidos pelo Programa Nacional do Livro Didatico e elencamos alguns
aspectos historicos importantes no surgimento e estruturacao do conjunto dos Numeros

Complexos.

Palavras-chaves: Numeros Complexos, Equac¢oes Quadraticas, Oscilagoes Amortecidas.
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Introducao

Os contetidos ministrados na disciplina de Matematica no Ensino Médio, apresen-
tam uma construcao mais elaborada que os temas abordados no Ensino Fundamental e
associar os conteudos estudados as aplicagoes destes em atividades da vida contempo-
rinea nem sempre é facil, apesar de conhecimentos matematicos serem necessarios em

praticamente todas as areas do conhecimento.

O estudo do Conjunto dos Numeros Complexos é proposto pelos Parametros Cur-
riculares Nacionais (PCN)[3] e abordados nos livros didaticos distribuidos pelo Programa
Nacional do Livro Diddtico (PNLD)[11] na terceira série do Ensino Médio, sendo apre-
sentado, de modo oportuno, posteriormente ao estudo de Geometria Analitica, embora
alguns autores, mencionem superficialmente este conjunto na primeira série deste nivel de

ensino.

As Orientacoes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Naci-
onais - PCN+ [4], expbem que, como esse tema isolado da resolugao de equagoes perde
seu sentido para os que nao continuarao seus estudos na area, ele pode ser tratado na
parte flexivel do curriculo das escolas. Por consequéncia, o estudo do conjunto dos niime-
ros complexos, tem sido excluido dos programas de ensino de algumas redes (no estado do
Espirito Santo, por exemplo, o aprofundamento no estudo destes niimeros nao é proposto
no Curriculo Bésico Comum das escolas da rede estadual desde 2008). Além de nao ser
conteido obrigatorio, muitos professores manifestam certa resisténcia em abordar este
tema, talvez pelo fato das aplicagoes dos niimeros complexos, serem restritas a algumas
areas do conhecimento e por dependerem, na maioria das vezes, de saberes que vao além

do programa de nivel médio.

Em mao contraria a essa concepcao, tendo em vista a importancia do estudante
conhecer e compreender como os conhecimentos matematicos sao importantes, nao apenas
nas atividades cotidianas mas também nas atividades tecnolédgicas, o estudo dos niime-
ros complexos pode favorecer a compreensao da relagao entre conhecimentos cientifico-
tecnologicos e a vida social e produtiva, cabendo ao professor, despertar o interesse e a
curiosidade dos alunos no estudo de um contetido que parece a principio, fugir do seu

contexto.

Refletindo uma alternativa para aproximar o estudante do universo dos comple-
x0s, acreditamos ser imprescindivel, um levantamento histérico dos problemas que deram
origem a estes nimeros e instigaram inimeros matematicos a buscar um modelo que
estruturasse este conjunto. Pensando nisso, apresentamos uma breve analise dos livros

didaticos distribuidos pelo PNLD, relatando como é abordado este contetido, a defini¢ao
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dada, e finalmente, as aplicagoes destes niimeros nos dias de hoje, citadas em cada obra .

Compreendendo que, aprender Mateméatica no Ensino Médio deve ser mais do que
memorizar resultados, apresentamos neste trabalho, uma proposta de atividade que tem
por objetivo estimular o aluno a perceber regularidades na resolugao de algumas questoes
e & partir da observacao, ser capaz de generalizar, conjecturar e finalmente, demonstrar

algumas proposicoes.

Considerando a importancia de um conhecimento matemaético significativo, com
técnicas e estratégias aplicadas a outras areas do conhecimento, elencamos no texto al-
gumas aplicagoes para os numeros complexos, destacando o emprego destes no estudo de

oscilagoes amortecidas.

E valido salientar que a escolha do tema Niumeros Complezos, foi motivada pelo
questionamento de um aluno no decorrer do estudo destes nimeros. Ao resolver no qua-
dro, uma questao referente a representacao das raizes complexas de determinada equacao
quadratica, este perguntou: E se alterarmos o coeficinte a, como irdo variar as raizes
da equacao? A pertinente questdo, acarretou uma investigacao do lugar geométrico das
raizes complexas de uma equacio quadratica, quando variamos um de seus coeficientes

(um dos pontos abordados neste texto).

Em suma, o presente trabalho tem por finalidade, enriquecer o estudo do conjunto

dos ntimeros complexos, apresentando uma proposta que busca:

i) Resgatar aspectos histéricos importantes quanto ao surgimento dos niimeros com-

plexos, bem como elencar algumas aplicagoes para estes niimeros;

ii) Promover o raciocinio mateméatico dos alunos, usando o software GeoGebra como
ferramenta importante numa investigagao do lugar geométrico das raizes complexas

nao reais das equagcoes quadraticas, quando variamos apenas um de seus coeficientes;

iii) Perceber relagoes entre as raizes complexas de uma equagdo quadrética e a solu-
¢ao de problemas associados ao movimento amortecido, em especial, no sistema de

suspensao dos automoveis.

Destacamos que o publico alvo deste trabalho sao os professores de Matematica
do Ensino Médio, e esperamos que as atividades aqui propostas sejam utilizadas de forma

complementar no estudo do conjunto em questao.

A escolha do software GeoGebra no desenvolvimento das atividades se deve ao
fato de este ser um aplicativo de facil utilizagao capaz de representar de modo satisfatorio
em um unico ambiente visual, as caracteristicas geométricas e algébricas de um mesmo
objeto, o que possibilita melhor compreensao por parte dos alunos e consequentemente

propicia um aprendizado mais efetivo.
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Organizacao do trabalho

No Capitulo 1, apresentamos um breve resumo da historia dos nimeros complexos,
destacando os matematicos que mais contribuiram no desenvolvimento deste conjunto e,

além disso, fazemos referéncia a aplicagao desta teoria em outras areas do conhecimento.

No Capitulo 2, relatamos brevemente como os livros didaticos distribuidos pelo
PNLD abordam o contetdo, relatando a definicdo dada, as informacoes histéricas e as

aplicagoes da teoria nas diversas areas do conhecimento.

No Capitulo 3, propomos uma atividade de investigagdo do lugar geométrico das
raizes complexas de uma equacao quadratica quando variamos um de seus coeficientes

reais.

No Capitulo 4, realizamos um breve estudo sobre oscila¢cbes amortecidas, descre-
vendo sutilmente o funcionamento do sistema de suspensao dos automoveis e apresentando

algumas atividades referentes a este estudo.
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1 Um pouco da histéria

Para que estudar isso? Essa é uma pergunta que nos professores de matematica
geralmente escutamos com frequéncia maior do que gostariamos. Entretanto, responder
a esse questionamento nao é tao dificil. A historia nos revela que o surgimento dos con-
ceitos, defini¢oes e teorias matematicas estao quase sempre associadas a solugao de algum
problema. Conhecer o contexto que motivou o desenvolvimento de um objeto matema-
tico é importante para despertar o interesse e proporcionar ao aluno um conhecimento
expressivo, permitindo a este maior familiaridade ao universo matematico, desmitificando

essa ciéncia.

Quanto ao estudo dos niimeros complexos, é importante que o aluno perceba que
o surgimento destes niimeros nao esta associado a encontrar solugoes para uma equacao,

sem que o resultado obtido seja significativo.

Quando nos deparamos com conceitos matematicos tao bem estruturados, muitas
vezes nao paramos para pensar quanto tempo demorou e nem na quantidade de pessoas
com mentes brilhantes que se envolveram com o tema. Foi grande a resisténcia para se
admitir a existéncia dos niimeros complexos até mesmo por matematicos que utilizavam
esses niumeros. O modo como este conteudo é abordado pode levar o estudante a acre-
ditar que estes objetos foram criados de maneira aleatéria, apenas com o objetivo de
proporcionar solugoes para equagoes quadraticas que nao possuem solucao no conjunto

dos nuimeros reais.

Outro aspecto importante a destacarmos é que, no século XVI quando o estudo
dos ntimeros complexos comeca a aparecer de forma sisteméatica, ainda nao estavam cla-
ros, conceitos de nimeros negativos e irracionais. Até mesmo no século XIX, quando
praticamente todo o desenvolvimento dos complexos era publicada, alguns matematicos
ainda questionavam a existéncia dos niimeros negativos. Quando abordamos os conjun-
tos numéricos, tanto no Ensino Fundamental quanto no Médio, muitas vezes damos a

entender que o surgimento destes conjuntos se deu de forma linear.

Neste capitulo, apresentamos um breve relato do desenvolvimento historico dos
numeros complexos destacando os problemas de resolugao das equagoes ciibicas através
de radicais, perpassando por alguns matematicos cujos trabalhos foram importantes para
a estruturagao destes niimeros como conhecemos hoje, e ainda considerando a descoberta
de que os niimeros complexos representam a melhor linguagem conhecida para descrever
fendmenos do mundo real, apresentamos ainda algumas aplica¢oes destes nas mais diversas

areas do conhecimento.

Optamos por dividir o capitulo em 3 se¢oes. A primeira trata do problema que
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deu origem ao estudo destes niimeros: a resolucao de equacgoes cubicas. Na segunda sec¢ao
destacamos alguns matematicos cujas contribuic¢oes foram importantes para o desenvol-
vimento do conjunto em questao e por fim elencamos algumas aplicagbes de nimeros

complexos nos dias de hoje.

1.1 A origem dos niimeros complexos

Nesta segdao, abordamos em especial os trabalhos de Tartaglia (1500-1557), Car-
dano (1501-1576) ¢ Bombelli (1526-1572), buscando perceber como os métodos de reso-

lugdo para equagoes cubicas foram cruciais no surgimento de novos nimeros.

Problemas envolvendo equagoes quadraticas, eram resolvidos pelos gregos por meio
de construcgoes geométricas. Se a solucao da equagao nao fosse encontrada por estes

métodos, esta era entao considerada inexistente.

Quando os arabes desenvolveram um método algébrico para a resolugao de equa-
¢oes quadraticas por meio de radicais, solugdes negativas ou que apresentavam raizes
quadradas de nimeros negativos continuaram nao sendo aceitas, pois estas nao podiam

ser justificadas geometricamente.

Apesar de serem encontradas registros sobre raizes quadradas de nimeros negati-
vos por autores dos séculos I e III, apenas no século XVI a aceitagao destes niimeros como
legitimos tornou-se irreversivel, gracas aos métodos de resolugoes para equagoes cubicas
por meio de radicais. Vale destacar que por anos, resolugoes para equagoes deste tipo
ja eram verificadas por alguns matemaéticos, entretanto, os problemas envolvidos eram

puramente geométricos.

No periodo do Renascimento os problemas ctibicos comegaram a aparecer de modo
mais abrangente, fugindo do contexto geométrico, tornando ainda mais importante en-
contrar um método de resolugdo para estes problemas. Coube aos matematicos italianos
do século XVI, o grande feito de desenvolver a férmula para resolucao de equagoes ciibicas

por meio de radicais.

Scipione Del Ferro (1465-1526) professor de Matematica em Bolonha, encontrou
um método para resolver equacoes ciibicas do tipo 2® 4 bx = ¢ mas nao publicou. Apenas

revelou este feito ao estudante Antonio Maria Fior.

Fior desafiou publicamente Tartaglia a resolver algumas equacoes cubicas. Na
disputa, Fior confiante de seu método, propos a Tartaglia 30 problemas envolvendo o caso
particular da cubica. Entretanto, Tartaglia vence a disputa pois além de ter conseguido
resolver todos os problemas propostos por Fior, este seu oponente nao conseguiu resolver
os problemas por ele propostos. Para isso, Fior precisaria saber resolver equagoes do tipo

23+ pr?=q.
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Tartaglia (1500-1557)"

Girolamo Cardano, soube do triunfo de Tartaglia e o convidou a sua casa, insinu-
ando estar interessado em ajuda-lo a encontrar um patrono ja que este nao tinha muitos
recursos. O fato é que Cardano, conseguiu de Tartaglia a férmula para a resolucao das
cubicas utilizadas por ele, comprometendo-se de nao publica-la. Entretanto, Cardamo
quebra seu juramento e publica em sua grande obra Ars Magna (1544), ndo s6 a férmula

resolutiva das ctbicas, mas também das quarticas.

Girolamo Cardano (1501-1576)?

Vale ressaltar que Cardano afirma na obra, ter recebido de Tartaglia a sugestao
para resolver as equagoes de terceiro grau. De acordo com Boyer [2], ndo devemos dar a
Tartaglia uma indevida simpatia, ja que este também fizera publicagdes sem as devidas

atribuigoes autorais.

A solugao da cibica do tipo 2% + pr = ¢ publicada por Cardano, consiste na

linguagem atual em substituir z por u — v e uv = p/3. Assim, se obtém:

v = WP+ @27 + /2= {037 + (/27 — a2

Nas equacoes do tipo 2% = px + ¢, a tnica diferenca é que devemos fazer x = u+v

a0 invés de x = u — v. Na resolucdo da equacio x® = 15z + 4, o resultado obtido é :

v =2+ v/—121 - {2 — V121

Disponivel em http://mathematica.sns.it/autori/1323/
Disponivel em http://micro.magnet.fsu.edu/optics/timeline/people/cardano.html

2
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Boyer [2] destaca que, Cardano sabia que nao existia raiz quadrada de nimero
negativo, mas nao conseguia explicar como a férmula faria sentido em situagdes como a

da equacao acima ja que x = 4 satisfaz a igualdade.

Cardano também apresentou na Ars Magna um método para transformar uma
equacdo cibica em outra sem o termo de segundo grau. Para tal, a equacdo x® + az? +
bx+c = 0 deve ser escrita em uma nova variavel, pela substituigdo z = y—a/3 obtendo-se

uma equacao do tipo y* + py = q.

Rafael Bombelli teve o que chamou de "ideia louca". Considerando que na férmula
descrita por Cardano, os radicandos das raizes cubicas se diferem apenas pelo sinal ele

passa a "aceitar'a existéncia desses ntimeros em seus calculos.

Na solucdo da equacdo x® = 15z + 4, utiliza:

V2 4+ V=121 = a + bv/—1

V2 — V=121 =a—by/—1
deduzindo que /2 + V=121 =2+ V=1 e /2 — /=121 =2 — /1.

Bombelli apresentou regras operatorias com raizes de niimeros negativos, demons-
trando surpreendente capacidade de abstracgao algébrica. O engenhoso raciocinio deste
matematico indica a importancia que os nimeros complexos conjugados iriam desempe-

nhar no futuro.

Bombelli (1526-1573)3

1.2 A estruturacao dos nimeros complexos

A aceitagdo dos nimeros complexos como legitimos, comega a ganhar espaco apés

as obras de Cardano e Bombeli. Destacamos nesta se¢do alguns matematicos cujos tra-

3 Disponfvel em http://learn-math.info/portugal /historyDetail. htm?id=Bombelli
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balhos desenvolvidos colaboraram com a construgao deste conjunto numérico, tomando

como referéncia Boyer [2], Manfredo [5] e Junior [8].

Girard (1595-1632), Descartes (1596-1650) e D’Alembert (1717-1783), contribui-
ram significativamente com o estudo destes niimeros ao conjecturarem o Teorema Fun-
damental da Algebra (TFA), que foi provado por Gauss (1777-1855) utilizando-se das
propriedades topoldgicas da reta e do plano. O TFA diz que toda equagao da forma
apr® + ap_12* 1 + ... + ap = 0 com coeficientes ay, ..., ag complexos admitem exatamente

K raizes complexas.

Girard introduziu o uso do simbolo y/—1 para representar a raiz quadrada de —1 e
ja justificava a necessidade de se aceitar as raizes complexas por trés motivos: pela validez

das regras, pela utilidade e por nao haverem outras solugoes.

A influéncia de Descartes sobre seus contemporaneos foi bastante significativa. Ele
afirma que uma equacao tem tantas raizes quanto seu grau se forem admitidas as raizes

imaginarias. Deve-se a Descartes o uso do termo “imaginérios”.

Descartes (1596-1650)*

D’Alembert foi o primeiro matematico a apresentar uma demonstragao convincente
do TFA e teve por meio da publicacao de sua obra, papel importante na divulgacao dos

numeros complexos.

Girard (1595 -1632), Wallis (1616-1703), Argand (1768-1822) e Wessel (1745-1818),
procuraram representar geometricamente os nimeros complexos como pontos num plano
cartesiano. Wallis em sua tentativa, nao foi bem sucedido e os trabalhos de Wessel ficaram

conhecidos somente em 1897.

Argand publicou seu livro sobre representagoes de niimeros complexos em 1806.
Seu trabalho pode ser considerado como o mais esclarecedor sobre a representacao dos
numeros complexos e por sua obra, ainda hoje, falamos de representagdo no plano de

Argand. Vale destacar entretanto, que somente Gauss conseguiu tornar conhecida e aceita

4 Disponivel em http://www.biography.com/people/ren-descartes-37613
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em 1831 a representagao geométrica dos nimeros complexos. Gauss definiu tais nimeros

na forma a + bi, onde @ e b sdo ntimeros reais e 72 = —1.

Hamilton (1805-1865) definiu os nimeros complexos como o conjunto dos pares
ordenados (a,b), onde a e b sdo nimeros reais. A representagao geométrica permitiu que

os complexos fossem visualizados e consequentemente aceitos como ntmeros.

Ao que se refere a forma trigonométrica dos nimeros complexos, destacamos os
trabalhos de Cotes (1682-1716), que em 1714 obteve um importante resultado, relacio-
nado a obtencao das raizes destes nimeros. DeMoivre (1667-1754), apesar de nao ser o
responsavel pela demonstragao da férmula que leva seu nome, a utilizou em alguns casos
particulares. Euler (1707-1783) é considerado o homem que dominou os niimeros comple-
x0s, em seu trabalho verifica que todo ntimero complexo possui n raizes. Assim, quase
200 anos depois de Ars magna, o mistério da formula de Cardano nos casos em que se

obtinha raizes quadradas de niimeros negativos é desvendado.

Euler (1707-1783)5

1.3 Aplicacoes de nimeros complexos

Com a representacao geométrica dos complexos no século XIX, estes ntimeros
passam a ser aplicados em varias areas do conhecimento humano, dentro e fora da Mate-
matica. Em 1883, em um estudo sobre distribuicao de temperatura, Hadamard resolveu
equagoes diferenciais (fungoes de Bessel) o qual ja apontava a significincia destes niimeros

em aplicagoes reais.

Joukowski (1906), utilizando transformagdes geométricas, construiu uma curva
fechada no plano complexo que representa o perfil de uma asa de avido (aerofdlio de
Joukowski) e, usando o principio de Bernoulli (1738) e a teoria das fungdes complexas,
deduziu a formula F = x + yi , que permite calcular a forca de levantamento responsavel

pela sustentacao do corpo. Os ntmeros complexos permitiram assim, uma explicagao

> Disponivel em http://www.popsci.com/science/article/2013-04 /happy-birthday-brilliant-

mathematician-leonhard-euler
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matematica que possibilitou definir as caracteristicas do perfil aerodindmico da asa do

aviao, colaborando com o progresso aeronautico.

Na eletricidade, grandezas elétricas de circuitos de corrente alternada, (como as
instalagoes elétricas residenciais) sao analisadas com auxilio de nimeros complexos. A im-
pedancia (em ohms) e a poténcia aparente (em volt-ampeére) sdo exemplos de quantidades

complexas.

Von Koch (1904) e Julia (1910), foram os pioneiros no nascimento da Geometria
dos Fractais. A curva de Koch aparece pela primeira vez num artigo de sua autoria em
1906 e, ¢é construida a partir de um segmento de reta submetido a alteragoes recorrentes

iteracoes).
G

Os procedimentos recursivos (iterativos ou recorrentes) no plano complexo deram
origem a representacoes extraordindrias. O conjunto de Mandelbrot é um fractal definido
como o conjunto de pontos ¢ no plano complexo para o qual a sequéncia definida recur-
sivamente por: zg = 0 e 2,41 = 2,2 + ¢, ndo tende ao infinito. Estas formas geométricas
de dimensao fracionaria servem como ferramenta para: descrever as formas irregulares da

superficie da terra e modelar fendmenos, aparentemente imprevisiveis.

Representacao do Conjunto de Mandelbrot ©

Finalizamos esta se¢do com a reflexao de que, a exemplo dos niimeros complexos,
descobertas matematicas que parecem, a principio, nao estar associada a nenhum corres-
pondente na natureza podem se revelar de suma importancia na compreensao e resolucao

de problemas reais.

6 Disponivel em http://apobyotecnologia.wikidot.com/matematicas-curiosidades
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2 O Conjunto dos Nimeros Complexos nos

livros didaticos

No Brasil, alunos da rede publica de ensino recebem gratuitamente livros didaticos
por meio do Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD)[11]. Um edital especifica todos
os critérios para inscricao das obras. Os titulos inscritos pelas editoras sao avaliados pelo
MEC, que elabora o Guia do Livro Didatico, composto das resenhas de cada obra aprovada

que é disponibilizado nas escolas.

Considerando que o livro didatico tem por finalidade subsidiar o trabalho do do-
cente e é ferramenta importante no processo de ensino e aprendizagem, analisar como os
conteudos sao estruturados em cada obra disponibilizada pelo programa, é fundamental
para a escolha adequada do material, em conformidade com a proposta pedagdgica da

escola.

As orientacoes curriculares para o Ensino Médio apontam o estudo mais aprofun-
dado dos nimeros complexos como um tema complementar, sugerindo a exploracao dos
aspectos histéricos do conjunto e de seu papel fundamental no desenvolvimento da alge-
bra, podendo-se também explorar as conexoes entre as operagoes com numeros complexos

e as transformacoes geométricas no plano.

Ainda de acordo com as orientacoes curriculares, a articulacdo da Matematica
ensinada no Ensino Médio com temas atuais da ciéncia e da tecnologia é possivel e neces-
saria.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) [3] para o Ensino Médio, destacam
que os instrumentos matematicos sao especialmente importantes num nivel de ensino
onde ¢ essencial uma construcao abstrata mais elaborada, salientando ainda que possi-
velmente, nao existe nenhuma atividade da vida contemporanea, em que a Matematica
nao compareca de maneira insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar
compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensoes, frequéncias e quantas outras variaveis

houver.

De acordo com o exposto acima, apresenta-se nesse capitulo, uma breve analise de
como o estudo do conjunto dos nimeros complexos é abordado em cada uma das colec¢oes
citadas no Guia de Livros Didaticos 2012. O objetivo aqui é simplesmente apreciar e
descrever como o assunto é exposto, a definicdo dada para o conjunto e as aplicagoes
destes niimeros apontadas em cada obra. Por ser um conteido proposto para a terceira
série do Ensino Médio, o estudo destes niimeros aparece no volume 3 das cole¢cbes em

questao.
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2.1 Analise dos livros didaticos

MATEMATICA

Livro 1 - Matematica: ciéncia e aplicagoes.
Autores: Gelson lezzi et al.

Referéncias: [7].

fo T

Os autores apresentam na introducao do capitulo um pouco da histéria dos nu-
meros complexos. Fazem referéncia ao problema de Girolamo Cardamo (1501-1576) em
dividir um segmento de medida 10 em duas partes cujo produto seja 40 e mencionam a
resolucao da equagio z° — 4z — 4 = 0 por Rafael Bombelli (1526 - 1572) utilizando a
férmula de Cardamo (o texto ndo menciona Tartaglia e nem descreve a féormula resolu-
tiva). Destacam o trabalho de Gauss (1777-1855) na legitimagcao da teoria que é estudada
nos dias de hoje e ainda a teoria aritmética de Hamilton (1805 - 1866) em considerar os
numeros complexos como pares ordenados definindo a soma e o produto para estes. Com
base nesta, o conjunto dos nimeros complexos é definido na obra, como o conjunto de

todos os pares ordenados de niimeros reais para os quais valem as defini¢oes:

Igualdade: (a,b) = (c,d) & a=ceb=d

Adigao: (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

Multiplicacao: (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Definido o conjunto, é feita a representacao geométrica dos niimeros complexos,
apresentando na sequéncia, a forma algébrica e as defini¢oes de conjugado, modulo e argu-
mento. Por fim expoe-se a forma trigonométrica e as operagdes com numeros complexos

nesta representacao. A obra nao cita exemplos e tampouco menciona alguma aplicagao

dos niimeros complexos em outras areas de conhecimento.

Jackson Ribeiro

Livro 2 - Matematica: Ciéncia, Linguagem e
Tecnologia.

Autor: Jackson Ribeiro.

Referéncias: [12].

A introducao do capitulo, destaca a importancia da férmula resolutiva de equagoes

cubicas na construgao dos nimeros complexos, fazendo referéncia a sua publicagao no livro
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Ars Magna de Girolamo Cardamo, ressaltando que tal féormula é creditada por alguns

autores ao italiano Tartaglia.

Apos descrever a férmula, apresenta-se a resolucao da equacao z® — 152 —4 = 0
por Rafael Bombelli, matematico que passa a a considerar em seus cédlculos e desenvolver
regras de operacgoes para os numeros que hoje conhecemos como complexos. Destaca-se

também a importancia dos trabalhos de Gauss na estruturacao do conjunto.

A definicao de igualdade e as operagoes de adicao e multiplicacdo com pares orde-
nados de niimeros reais aparecem em primeiro plano na se¢do onde se define o conjunto
dos ntimeros complexos. Aqui, este também é definido como o conjunto de todos os pares

ordenados de niimeros reais para os quais valem a igualdade, a soma e a multiplicagao.

As demais se¢oes da obra tratam da representagao algébrica de niimeros complexos;
igualdade e operagoes na forma algébrica; médulo; forma trigonométrica e aplicagoes de
numeros complexos na geometria onde sao apresentados problemas de rotacao de figuras

no plano.

Ao final do capitulo um infografico sobre a geragao de energia elétrica insinua a
aplicagdo dos nimeros complexos no cdlculo de tensao elétrica, mas o procedimento nao é
evidente. O manual do professor recomenda um trabalho conjunto com o professor de fi-

sica a fim de esclarecer o processo de transformacao de energia cinética em energia elétrica.

NOVO OLHAR

MATEMATICA
L Livro 3 - Novo olhar matematica.
Autor: Joamir Roberto de Souza.

/25133C0L02 Referéncias: [15].

A Unidade 4, sobre nimeros complexos, é introduzida com um pequeno texto
sobre as forcas aerodinamicas que atuam sobre um avido, mencionando o matematico
russo Nikolai Joukowski que desenvolveu um método conhecido como Transformagoes de
Joukowski onde se utiliza conceitos relacionados ao conjunto dos nimeros complexos.
As transformacoes de Joukowski, possibilitaram aos engenheiros aerondauticos, realizar

estudos sobre aerofdlios e suas influéncias na forca de sustentacao dos avioes.

O tnico capitulo da unidade, apresenta na primeira secao um pouco da historia
dos nimeros complexos, mencionando a importancia da féormula resolutiva de equacoes
cubicas desenvolvida por Tartaglia e publicada por Cardamo nas discussoes e trabalhos

que culminaram no desenvolvimento dos niimeros complexos. De acordo com o autor, a
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equacao x® — 15z = 4 foi resolvida por Bombelli que percebeu que x = 4 era solucao do
problema e utilizando o método de Tartaglia obteve x = \3/2 — /=121 + \3/2 ++/—121.
O texto credita aos matematicos Gaspar Wessel (1745-1818), Jean Robert Argand (1768-

1822) e Carl Friedrich Gauss(1777-1855) a associagdo dos ntimeros complexos a pontos

do plano real, destacando que Wessel foi o primeiro a publicar um artigo sobre o assunto.
A representacao de um nimero complexo na forma de par ordenado feita posteriormente

por Willian Rowan Hamilton (1805-1865),também ¢ mencionada.

Apo6s definir o conjunto dos niimeros complexos como o conjunto de pares orde-
nados de nimeros reais em que estao definidas certas operagoes (sem mencionar quais
sao elas) a forma algébrica destes niimeros é descrita como segue: todo nimero complexo
z = (x,y) pode ser representado na forma z = z + yi com x e y reais e > = —1,onde
1 é a unidade imaginaria. Vale destacar que é a primeira referéncia no texto a unidade
imaginaria e nao ha nenhuma articulagdo entre a representacao algébrica e a forma de

par ordenado.

Os tépicos sobre Representacao Geométrica, operagoes com ntimeros complexos na
forma algébrica, médulo e representacao trigonométrica sao apresentados em seguida. Ao
tratar da multiplicagdo e divisao na forma trigonométrica o texto apresenta uma aplicacao
ao estudo de correntes alternadas descrevendo as expressoes matematicas que fornecem
os valores instantaneos da tensao (v) e da corrente (i) dadas por v(t) = V.sen(wt + )
e i(t) = I.sen(wt + fy) acrescentando que estas, ndo permitem métodos préaticos para a
analise de circuitos, sendo conveniente utilizar um vetor radial girante denominado fasor,
destacando que por serem vetores de modulo constante, os fasores podem ser representados
por numeros complexos na forma trigonométrica. Uma atividade relacionada a aplicagao

descrita é proposta ao final do texto.

O dltimo tépico do capitulo aborda a rotagdo de figuras em torno da origem do
sistema de coordenadas e ao final do capitulo, apresenta-se um pouco mais da histéria

dos niimeros complexos.

) 2 Livro 4 - Conexoes com a matematica.

Conexdes com a Autores: Juliane Matsubara Barroso, et al.
Matemdtica

Referéncias: [1].

MANUAL DO
PROFESSOR

=1l Moderna

O capitulo que trata dos nimeros complexos apresenta um breve historico do

estudo destes nimeros, destacando que seu surgimento costuma ser relacionado, erro-
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neamente, as resolugoes de equagdes do segundo grau, nas quais se encontram raizes
quadradas de ntimeros negativos. O texto cita a importancia do estudo deste conjunto
devido as aplicagoes no campo da Engenharia, Aerodindmica, Geometria Fractal e em

Sistemas Dinamicos.

Uma linha do tempo associa aos matematicos Tartaglia, Cardamo, Bombelli, Euler
e Gauss, suas contribui¢oes na construcao destes niimeros e credita a Gauss a expressao
numero complexo. Destaca-se ainda, a dificuldade encontrada por Cardamo ao aplicar a
férmula resolutiva de equacdes do tipo 23 + pz = ¢ na resolucio da equacio 2® — 15z =
4 por aparecer na solucao a raiz quadrada de um ndimeros negativo. Mesmo sabendo
que x = 4 era solucdo do problema, de acordo com o texto, Cardamo nao conseguiu

compreender como aplicar a formula nesse caso.

A obra nao apresenta uma definicdo para o conjunto dos nimeros complexos,
descreve-se apenas a forma algébrica destes dizendo que todo ntimero complexo pode ser
escrito na forma z = a + bi, em que a e b sao nimeros reais e ¢ é a unidade imaginaria.
As demais se¢oes do capitulo tratam das operagdes com niimeros complexos na forma
algébrica, representagao geométrica, forma trigonométrica e operacoes na forma trigono-

métrica.

Katia Stocco Smole & Maria Ignez Diniz
]

IATEMATICA Livro 5 - Matematica: ensino médio.

Zz, ENSING MEDIO N ‘ o
wmame Autores: Katia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz.

: Referéncias: [14].

MANUAL DO PROFESSOR  volume -§

o 1=

As autoras iniciam o Capitulo 10 (que trata dos nimeros complexos), mencionando que
a Fisica e areas da Engenharia utilizam esse conhecimento em modelos para explicar
fendmenos relacionados a eletricidade de movimentos em fluidos como o ar e a agua.
Apresentam em seguida uma equacao quadratica cuja solucdo nao pertence ao conjunto
dos ntimeros reais e descrevem a férmula resolutiva publicada por Cardamo no livro Ars
Magna e a resolucao da equacdo x® = 15z + 4 por Bombelli, que utilizando a férmula de
Cardamo chegou a um impasse ja que na solugao aparecia a raiz quadrada de um ntimero
negativo. Sabendo que x = 4 era solucao, segundo o texto, Bombelli tentou encontrar
regras para trabalhar com raizes quadradas de niimeros negativos. Considerando /—1
como um nimero qualquer e, usando as mesmas regras da Algebra Elementar conseguiu
mostrar que o nimero obtido pela férmula de Cardamo, era a raiz da equacao que estava
tentando resolver. Destaca-se que a partir desse momento, outros matematicos passam

a estudar e trabalhar com raizes quadradas de ntimeros negativos e cita Albert Girard,
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Descartes, Euler e Gauss destacando que é nos estudos deste ultimo, que os nimeros

complexos ganham status de campo numérico.

O ntmero complexo é definido como todo par ordenado (a, b) que é escrito na forma
a + bi, onde a e b sdo nimeros reais e i ¢ a unidade imagindria, ou seja, 2 = —1. Nao
se menciona no texto, as operacgoes com pares ordenados. Apods apresentar o conjunto, as
operagoes na forma algébrica sao definidas, e as demais se¢Oes tratam das propriedades;

modulo e forma trigonométrica.

Como aplicagdo menciona-se no texto a rotagao de figuras no plano e ao final do
capitulo, um texto aborda a importancia dos niimeros complexos na Aerodinamica, des-
tacando que o matematico Russo Nikolai Joukowsky (1847-1921) foi o primeiro cientista
a explicar matematicamente a aerodindmica para a sustentacao gerada por um corpo em
movimento através de um fluido ideal. Joukowsky deduziu uma féormula F' = x + yi que

permite calcular a forca de arrasto responsavel pela sustentacao do corpo.

Livro 6 - Matematica: contexto e aplicacoes.
Autor: Luiz Roberto Dante.

Referéncias: [6].

O conjunto dos nimeros complexos é abordado no capitulo 6, fazendo mencao a
geometria do fractal e o conjunto de Mandelbrot. O autor relata que os nimeros complexos
aparecem no século XVI motivados pelas resolugoes de equacoes de terceiro e quarto graus.
Cita ainda a publicacao do livro Ars Magna de Cardamo em 1545 descrevendo o problema
cuja solucdo é obtida por meio da equacao z* — 152 = 4. Aplicando a férmula deduzida
na obra citada a solugdo 4 era obtida da expressao \3/ 2 — /121 + \‘7 2 ++/—121. De

acordo com o texto, Cardamo se perguntava como um numero real poderia se originar

de uma expressao que continha raizes de niimeros negativos se estas nao existiam. Outra
curiosidade é que ao operar com estes niimeros tidos como esquisitos, os resultados obtidos

eram corretos. O autor faz referéncia ainda as contribuicoes de Bombelli, Euler e Gauss.

A proposta de trés atividades chama a atengdo ainda no inicio do capitulo. A
primeira apresenta a férmula publicada no livro Ars Magna de Cardamo e cita que esta foi
sugerida por Tartaglia. A segunda questao registra o problema apresentado por Cardamo
em dividir um segmento de medida 10 em duas partes de modo que produto seja 40. A
tltima atividade, apresenta a equacao z,1 = (7,)> + 2 na qual z = a + bi estudada por

Mandelbrot, sugerindo que o aluno registre os resultados e observe a sequéncia encontrada.
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O conjunto dos nimeros complexos é definido na obra como o conjunto de todos

os pares ordenados de ntimeros reais em que estao definidas:
Igualdade: (a,b) = (¢,d) & a=ceb=4d
Adigao: (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
Multiplicagao: (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be)

O autor menciona que esta definicao foi proposta por Gauss em 1831 e reforcada
por Hamilton em 1837. Apés definir o conjunto, as demais se¢es tratam da forma
algébrica; representacao geométrica; conjugado; divisao de nimeros complexos; médulo;

forma trigonométrica; equagdes binémias e trinémias e finalmente as aplicacoes.

Além de problemas associados a rotagdo de figuras no plano, o autor apresenta
uma aplicacao a Engenharia Elétrica em um problema de circuito com corrente alternada.

Propde ainda a resolucao de dois exercicios associados a esta aplicacao.

Um pouco mais da historia finaliza o capitulo sobre os nimeros complexos.

Manoel Paiva

Livro 7 - Matematica - Paiva.

Autor: Manoel Paiva.

| Matematica
Paiva Referéncias: [10].

Componante ariciac MATEMATIA

MANUALDO
| Proressor

=l Moderna

O conjunto dos nimeros complexos ¢ abordado no sétimo capitulo do volume. Na
primeira secao do capitulo, um problema concreto cuja solucao recai em uma equacao
cubica motiva o estudo destes nimeros. A resolucao é feita utilizando o método de
Cardamo que consiste em substituir  por © — v de modo que o produto uv seja igual
a terca parte do coeficiente de x na equagao 3+ pr = q (na questao proposta p = —6
e ¢ = —4). A raiz quadrada de um nimero negativo aparece na solugao, sugerindo que
a equacao nao admite raiz real. Entretanto, verifica-se que esta conclusao é equivocada
ja que por substituicao percebe-se que o numero real x = 2 é raiz da equacao. O texto
menciona ainda Cardamo e Bombelli, dizendo que Cardamo foi o primeiro a admitir a

existéncia de niimeros nao reais.

O ntimero complexo é definido na segunda se¢do como sendo todo niimero da forma
a + bi em que a e b sdo nimeros reais e ¢ é a unidade imaginaria. Dada a definicao, as
secOes posteriores tratam das operagoes na forma algébrica; poténcias de niimeros com-
plexos com expoentes inteiros; representacao geométrica dos nimeros complexos; modulo;

coordenadas polares no plano complexo e por fim as operagoes com numeros complexos
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na forma trigonométrica. Ao final do capitulo, apresenta-se um problema de movimentos

de translacao e rotacao no plano.

2.2 Sintese

Ao que se refere a abordagem historica do conjunto dos ntimeros complexos, é
uma preocupacgao dos autores salientar que o surgimento destes niimeros esta associado
a resolucao de equagoes cubicas. Algumas obras, entretanto, nao descrevem a férmula
resolutiva para estas equagoes. Dentre as que apresentam a resolugao, podemos destacar
o método utilizado no sétimo livro analisado por nao se utilizar a férmula pronta mas sim
o processo de substituicdo de variaveis que permite chegar ao resultado procurado. Al-
gumas divergéncias quanto a compreensao e realizagao de calculos com raizes quadradas
de nimeros negativos aparecem nos textos. Alguns consideram que Cardamo ja traba-
lhava com estes niimeros enquanto outros, mencionam que um primeiro tratamento destes
ocorrera somente com Bombelli. Quanto a contribuicao de outros mateméticos na cons-
trucao deste conjunto, alguns autores sao mais detalhistas, mas todos citam e creditam

especialmente a Gauss.

Quanto a definicdo de niimeros complexos, as operagoes com pares ordenados sao
apreciadas em apenas nos livros 1, 2 e 6. O conjunto definido a partir das defini¢gées para
igualdade, adicao e multiplicacao de pares ordenados, permitem uma melhor compreensao

da unidade imagindria e a associacao dos niimeros complexos a pontos do plano.

As aplicagbes dos numeros complexos em outras areas do conhecimento, nao é
mencionada em todas as obras. Algumas fazem referéncia e sugerem que tais nimeros
sdo utilizados na Fisica e/ou em campos da engenharia. Os livros 3 e 6 sdo os que
melhor exploram o uso dos numeros complexos e apresentam atividades relacionadas.
Tais atividades, sao importantes por permitirem ao aluno maior contato com o tema
estudado. Para estes, o contetido passa a ter ainda mais significado do que quando apenas

mencionamos que as aplicagoes existem mas sem explora-las.
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3 Estudo das raizes complexas nao reais da

equacio az? + bz + ¢ =0

Neste capitulo apresentamos uma investigacao do lugar geométrico das raizes com-
plexas nao reais das equagbdes quadraticas, quando variamos um de seus coeficientes.
Conforme ja exposto na introducao deste trabalho, o desenvolvimento desta proposta
de atividade foi motivada pelo questionamento de um aluno da terceira série do Ensino

Médio no decorrer do estudo dos niimeros complexos.

Nos livros didaticos, ainda no inicio do estudo destes niimeros, encontramos diver-
sas questoes envolvendo a representagao de conjuntos no plano complexo. Como exemplos

de atividades facilmente encontradas em qualquer obra, podemos citar:

1) Represente os niimeros complexos z tais que: |z| = 6;
2) Determine e represente as raizes da equacao x? + 3x + 10 = 0

3) Represente no plano complexo o subconjunto de C: A = {z € C;|z — 1| < 3}

A resolucao destas questoes dependem apenas de conhecimentos basicos como: de-
finicao, representacao e médulo de um ntimero complexo. O primeiro item tem claramente

como solugdo, uma circunferéncia com centro na origem e raio 6. A equagao descrita no

) ) —3+7i 37

item 2) tem como raizes z = —y s aue correspondem aos pares ordenados | — 2’5
3 s .

e | — 3775 no plano complexo. No ultimo exemplo, fazendo z = a + bi e usando a

definicdo de médulo obtemos como solugao o interior do circulo de centro (1,0) e raio 3.

As solugoes destes itens sao apresentadas na Figura 1.

Figura 1 — Solugao dos exemplos 1), 2) e 3) respectivamente.
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Nossa proposta de atividade nao se distancia muito das questoes citadas. Quando
pensamos em uma equacao do tipo az? + bxr + ¢ = 0 com coeficientes reais e a # 0,
sabemos que a solu¢ao encontrada pode nao pertencer a R (conjunto dos ntimeros reais)
e, nesse caso, a exemplo do que observamos no item 2) a equacdo terd como raizes,
nuimeros complexos conjugados. O que diferencia a atividade sugerida neste trabalho do
item mencionado, é que nao estamos interessados nas raizes de uma equacgao com todos
os coeficientes fixos. Queremos na verdade, perceber como variam no plano complexo as

raizes de uma equacao quadratica quando um de seus coeficientes é alterado.

Considere por exemplo a equacio 22 + bz + 9 = 0. Para —6 < b < 6, ndo ¢é dificil
perceber que para cada valor atribuido a b nesse intervalo, teremos uma solucao distinta

em C\R (conjunto dos niimeros complexos). Diante disso, podemos nos perguntar:

i) A variagao destas solugoes respeitam algum padrao?

ii) Qual o lugar geométrico das solugoes de todas as equagoes geradas pela variagdo
de b?

iii) Visualizar estes resultados podem facilitar a compreensiao de algum conceito ou

aplicagao?

Buscamos neste e no proximo capitulo, responder a estas questoes, utilizando o

software GeoGebra como ferramenta importante na construgao e visualizagdo de resulta-
dos.

Optamos por discorrer a analise das solugoes de uma equacao quadratica em C em
trés secoes. Na primeira, apresentamos uma investigacao do lugar geométrico das raizes
complexas da equacdo az? + bz + ¢ = 0 quando variamos unicamente o coeficiente a.
Nas demais se¢oes, um desenvolvimento semelhante é descrito quando as variaveis sao os
coeficientes b e ¢, respectivamente. Vale destacar que neste trabalho estamos considerando

apenas as equagoes com coeficientes reais.

3.1 Estudo das raizes complexas da equacio az’+ bpz+cy= 0

Nesta se¢ao, apresentamos um estudo do lugar geométrico das raizes complexas

da equacdo az?® + bpz + ¢y = 0. Aqui, a é o tnico coeficiente varidvel.

Um dos objetivos do desenvolvimento desta atividade é desenvolver o raciocinio
matematico do aluno, fazendo com que este, a partir da observacao de regularidades, possa

generalizar, conjecturar e validar esta conjectura por meio de demonstragoes rigorosas.

Nessa perspectiva, sugerimos ao professor iniciar o trabalho de investigacao a partir
do estudo de conjuntos especificos cujas representagoes no plano complexo serao facilmente

obtidas pelo aluno com o auxilio do software GeoGebra.
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E importante destacar que uma abordagem cuidadosa, desperta a curiosidade e de-
safia o estudante a encontrar a solucao do problema, cabendo ao docente ¢ claro, fornecer

as ferramentas necessarias para que o objetivo seja alcancado.

O desenvolvimento de alguns exercicios como os descritos no inicio deste capitulo,
sao fundamentais para que o aluno se familiarize com a representagdao de conjuntos no
plano complexo. Damos especial atencao as atividades semelhantes ao exemplo 2) por

propiciarem maior articulagdo com nossa proposta de investigacao.

Para uma primeira analise do lugar geométrico das raizes complexas da equacao
az?+bz+c = 0 quando variamos o coeficiente a, podemos propor ao estudante, determinar

e representar no plano complexo os conjuntos:
A={zeC\R;az?+42+8 =0 com a € R}
B={z€C\R;az?+22+8=0coma € R}
C={2eC\R;az>—2+5=0com a € R}
Note que, como existem infinitos valores de a que tornam complexas as raizes
das equagoes, cada conjunto apresentado, corresponde na verdade, as solugoes de uma

infinidade de equacgoes. Como podemos entao verificar se estas solugdes obedecem a um

padrao que possa ser facilmente descrito?

Vamos resolver as equagodes que caracterizam cada conjunto, escrevendo z em fun-

—b+ Vb? — 4dac

2a

¢ao de a. Utilizando a férmula resolutiva para equagoes quadraticas, z =

obtemos para a equacio az? +4z+8=0naqualb=4ec=S8:

—4++4?2 —4.a.8 -
Z =

2a
—4 1+ /16 — 32a
zZ = =
2a
—4 + 16(1 — 2a)
z = =
2a
—4 +4+/1 — 2a
z = %a =

—2+2y1—-2a
z =
a

Como estamos interessados nas solugoes complexas nao reais da equacao, devemos

claramente ter (1 —2a) < 0 < a > 1/2. Nesse caso:

22D

 —242iy/2a—1

Z =
a
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Escrevendo o niimero complexo z na forma de par ordenado temos:

(22

)
a a

Consequentemente, A = {z €eC;z=

(22T )
a a

Para o professor, talvez seja claro o conjunto solu¢ao do problema, entretanto,
para o aluno de Ensino Médio, a visualizacao do lugar geométrico correspondente a estes
pontos pode nao ser tdao evidente. O software GeoGebra é uma ferramenta que permite
explicitar tal regiao do plano a partir de uma construcao pratica, apresentada no final do

capitulo na secao 3.4.

A Figura 2 obtida por essa construcao, apresenta o lugar geométrico equivalente

ao conjunto A.

Re(z)

34

Figura 2 — Solucio da equagio az? + 4z + 8 = 0; z € C\R.

Note que os nimeros z = | ——, correspondem a pontos da circunfe-

2 i2\/2a - 1>
a

réncia A de centro O = (—2,0) e raio r = 2 cuja equagao ¢ dada por A : (z +2)? +y? = 4.

Resolvendo de modo andlogo as equacoes az? +22+8 =0 e az? — 2 +5 = 0 cujas

solugoes em C caracterizam os conjuntos B e C, obtemos:

1 -1
B = {ZE(C;Z: (—,j:8a>;a> 1/8}
a a

1 20a — 1
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Imiz)
Im(z)

Figura 3 — Representagdo dos Conjuntos B e (', respectivamente.

Observando as figuras que representam A, B e C', notamos que os nimeros com-
plexos z que satisfazem a condigdo de cada conjunto, correspondem a pontos de uma
circunferéncia. Podemos entao questionar aos alunos, se seria possivel ou nao, caracteri-
zar o centro e o raio desta curva, em funcao dos coeficientes fixos da equagao por meio da

qual ela é obtida?

Para facilitar a visualizagao dos resultados, na busca por regularidades nas solugoes
encontradas, a Tabela 1 apresenta os valores de by e ¢y, 0 centro e o raio das circunferéncias

obtidas na representacao dos conjuntos A, B e C' no plano complexo:

Conjunto | by | ¢ | Centro da circunferéncia | Raio
A 4| 8 (-2,0) 2
B 2| 8 (-4,0) 4
C -1 5 (5,0) 5

Tabela 1 — Elementos da equagao e da representacao geométrica dos conjuntos A, B e C.

Nao é dificil perceber que a circunferéncia obtida no plano complexo, cujos pontos

- - - . . Co . Co
sdo solucoes nao reais de az? + byz + ¢y = 0 possui centro O = | — = 0] eraior = N
0 0

Entretanto, sera que todos os pontos desta curva, pertencem ao conjunto definido pelas
raizes complexas da equacao? E mais, sera possivel existir algum nimero z pertencente

ao conjunto, que nao esteja sobre esta circunferéncia?

Antes de pensarmos em uma generalizacao para responder a estas perguntas, va-
mos retornar ao conjunto A. Recordemos que os ntmeros complexos z = (z,y) per-
tencentes a este conjunto, sdo (de acordo com a Figura 2) pontos da circunferéncia

A (z+2)% +y? = 4. Note entretanto, que o niimero z = (—4,0) nao faz parte do
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conjunto solugdo por ser um numero real obtido quando a = 1/2. Agora, com relagao aos

2 i2\/2a - 1)
a

demais pontos do conjunto, sendo z = <—, podemos escrever:

a
2
r = —— (parte real de z) e
a
24/2a — 1
Yy = i (parte imaginaria de z).
a
2, < . :
Observe que x = —— é uma fungao continua e crescente para a > 1/2 e mais:
a
i -2/ =0
e
i () =

De acordo com o exposto, temos que a parte real de z pertence ao intervalo (—4,0).

10 : T 0 B

o

Figura 4 — Grafico da funcao x = —%

. 2v/2a —1 N ,
Do mesmo modo, podemos verificar que y = ——— é uma func¢ao continua em
a
(2\/2(1 = 1> 0
a

seu dominio e ainda:

lim
a—+00

a—1/2 a

i (2T)

Observe também que y assume valor méximo igual a 2 quando a = 1. (Figura 5)

2v/2a -1

Considerando y = ——— verificamos novamente que:
a
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lim =0
a——+00

(-2%)

lim
a—1/2

(-2=)

E ainda, y assume valor minimo igual a (—2) quando a = 1. Temos portanto, a parte

imagindria de z pertencente a [—2,2]\{0}.

v2a—1 2v/2a—1

Figura 5 — Gréficos de y = 2 ey = -2

Observar os intervalos nos quais podemos obter os valores de = e y , permitem
evidenciar o conjunto solugao da questao. Por meio dessa anélise percebemos por exemplo,
que os pontos da circunferéncia para os quais y = 0 ndo pertencem ao conjunto A.
Também destacamos o fato de os valores limitados tanto para a parte real, quanto para
a imagindria de z, serem equivalentes aos valores limites de x e y na curva de equacao
(r+2)? +y* = 4.

Nio provamos até aqui que, o conjunto A definido por {z € C\R;az? + 4z + 8 =
0;a € R} pode ser reescrito como {(x,y) € C; (z + 2)*> + y? = 4;y # 0} sendo (x,y) = z,
mas temos fortes razoes para crer nesse resultado. Verificar esta equivaléncia nao ¢é dificil,

mas preferimos aqui, desenvolver a solugdo em sua forma mais ampla.

E valido destacar, que mesmo sendo um trabalho voltado para alunos do ensino
médio, o professor pode apresentar os referidos limites de modo informal, permitindo
que estes percebam o que acontece com os valores de x e y quando o valor de a tende ao
infinito ou a 1/2. A construcao dos graficos dessas fungdes com o GeoGebra, pode agilizar

e facilitar a compreensao dos limites e da continuidade das fungoes.
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3.1.1 Generalizacao
Observando a representacao dos conjuntos A, B e C' apresentados anteriormente,
somos levados a acreditar que o conjunto M = {z € C\R;az® +byz +co = 0 com a € R*}
. - . <. N Co
possui no plano complexo, representagao equivalente a circunferéncia de centro < 5 O)
0
e o raio 1 = |co/bg|, com excegao é claro, dos pontos nos quais a parte imaginaria de z é
2
¢
nula, ou seja, M = {z = (z,y) € C; <w+ bo> +y? =
0

coeficientes by e ¢y sdo numeros reais diferentes de zero.

Co

2
2 [y F O}. Destacamos que os
0

Facamos a demonstracao deste resultado. Aplicando a féormula resolutiva para

. —bo + \/bg — 4&00

z_
2a

equagoes quadraticas temos:

Como estamos interessados nas raizes complexas nao reais da equagao, devemos
ter (b2 —4acy) < 0 & b3 < 4acy. Note que tal desigualdade somente ¢ satisfeita nos casos

em que a e ¢y possuem o mesmo sinal. Caso estes coeficientes sejam positivos devemos

b2 . . b2
ter | @ > 7> | e caso sejam negativos | a < ;2 |.
co 4co

Para os valores de a descritos, sendo (b3 — 4acp) < 0 podemos escrever:

—bg + iy/4acy — b3

2a

z =

Na forma de par ordenado temos:

\/4acy — b3
L= ( b() + aco 0)

2a’ 2a

b \/4acy — bE
Vamos entdo mostrar que z = (z,y) = < — Q—O,i# , corresponde a
a a
o\ 2 o |?
pontos da curva (z — [ — — +y? =2y £0.
by b
De fato:
—by E£+/4acy — b}
Sendo z = (x,y) = ° ° ) temos:
2a 2a
++/4acy — b
2a
= dacy — b
4a?

a 4a?
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2 2 2
2_ (0 2b0\eo by fco
4 <b0> +<2b0>a 4a? (bo) <
o () _ o=\ (b _ (@)
Y bo 2a bg 2a b(]

Substituindo = = ( — bo) na ultima expressao temos:

a

()] e ()

Concluimos assim que os valores de z = (z,y) com y # 0 que satisfazem a equagao

az? + byz + ¢y = 0 sdo tais que

—b +/4acy — b2
onde, x = <2O> ey = %.
a a

Tal equagao corresponde a circunferéncia de centro O = (—cy/bp,0) e o raio

r = |co/bg| conforme querfamos.

Devemos enfatizar que o procedimento descrito é possivel pois a, by e ¢y sao con-

siderados nimeros reais diferentes de zero.

Observe ainda que na funcao x = <2O>, x tende a zero a medida que a tende ao
a

infinito.
\/4acy — b3
Do mesmo modo, podemos observar que y = j:27 % 0 sempre que
a
\/4dacy — b3
(4acy > b3) e ainda, lim # =0
a %) a

Das observagoes feitas segue que liI_P (z,y) = (0,0), ou seja, quanto maior o valor
a——+00
assumido para a varidavel a mais préximo de (0,0) torna-se o nimero z = (x,y) e além

disso z = (0,0) nao é solugdo do problema.
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Finalmente, concluimos que:

3.1.2 Casos particulares de by e ¢

Na subsecao 3.1.1 abordamos as equagoes nas quais by e ¢y sa0 nimeros reais
diferentes de zero. Vamos agora fazer as ultimas observagoes quanto ao lugar geométrico

das raizes complexas nao reais da equacao az? + boz + ¢o = 0 quando by = 0 ou ¢y = 0.

Por ser uma analise bem simples que a apresentada anteriormente, o professor
pode propor aos alunos investigar e obter a solucao do problema sem realizar muitas

interferéncias.

Vamos inicialmente considerar by = 0 e ¢y # 0. Recordando que a solucao da

~ . , —bo:t\/b2—4aco .
equacao, equlvale a0s numeros CompleXOS Zz = (ﬂf,y) = 2—(10 Temos z = 0 PoIs

bo
r=—g e ainda b2 — 4acy < 0 se e somente se a e ¢y tiverem o mesmo sinal. Nesse caso:
a
+1/4acy — b}
y=—F—— &
2a

+v4
acCo o

y:

2a
Co
=4,/=
y a

De acordo com a expressao obtida acima, observamos que y # 0 e mais, quando |a|
tende ao infinito, y tende a zero. Por outro lado, quando |a| tende a zero (sendo ¢q # 0),

y==4 %0 tende ao infinito.

Note que a solugao corresponde entao a todos os nimeros imaginarios puros, ou
seja, {z € C\R;az? + ¢ = 0;a € R*} < {(0,y) € C;y # 0}. Outra forma de se chegar

ao resultado obtido ¢ isolando a incégnita z em um dos lados da igualdade.
azl+cop=0<

az’+co—cop=0—cy &

az” = —Cyp <=
aa" 2% = —cocf1 &
Co
P=-—s
a

z:j:i,/@
a

Voltamos a destacar que a # 0 e que a ultima passagem é possivel porque a e ¢

possuem mesmo sinal, consequéncia da condigao b3 < 4acy.
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Por fim, caso ¢y = 0 todas as solugoes possiveis serdo reais pois nesse caso
b — 4dacy < b3 > 0 para todo a. Tal fato pode ser facilmente observado se resol-
vermos a equacio az? + bpz = 0 colocando z em evidéncia. Por este método obtemos:

az’> +byz = 0 & z(az + by) = 0. Concluimos entdao que: z = 0 ou (az + by) = 0 e disto

0~ , .
que z =0 e z = —— sao as raizes da equagao.
a

3.2 Estudo das raizes complexas da equacio agz’+ bz+cy= 0

De modo analogo ao procedimento adotado na se¢ao anterior, vamos investigar o
lugar geométrico das raizes complexas nio reais das equacoes do tipo agz? + bz + ¢y =
0 variando agora o coeficiente b. Iniciaremos o nosso estudo representando no plano

complexo os conjuntos:

D={z€C\R;z*+bz+4=0,beR}
E={2eC\R;—2*+b2—-9=0,b e R}
F={zeC\R;2*+bz+16=0,b € R}

G={2e€C\R;32* +bz+12=0,b € R}

—b+ Vb2 — 4dac

Sendo z = 5 , as solucoes da equacdo az? + bz +c = 0, a fim de
a
que as raizes encontradas sejam complexas nio reais devemos ter (0> — 4ac) < 0 &

b* < 4dac & |b| < 2y/ac . Note que uma condi¢do necessdria para se obter o resultado
descrito, é que a e ¢ tenham o mesmo sinal. Caso os sinais destes coeficientes sejam
opostos ou ¢ = 0, os zeros da equagao serao reais. A Tabela 2 apresenta os coeficientes
ag € co, as solugoes complexas das equacoes que definem os conjuntos D, E, F' e G, bem

como os valores de b que tornam estas possiveis.

2

V36—%

E -11-9 6
2

Voi—%

Conjunto | ag | co | 2/apCo Z
/16 — b2
D 1] 4 4 —g,i“
36
b 64

+
+

b
27
b
2

F 1116 8 —
’ 2

_ h2
6 fafn| o |-}l

Tabela 2 — Relacoes entre coeficientes e solugoes complexas das equagoes associadas aos
conjuntos D, F F e G.
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Com o auxilio do GeoGebra, pelo desenvolvimento descrito na secao 3.4, obtemos

as solugoes apresentadas nas figuras:

Im(z)

Re(z)

Figura 6 — Representagdo do conjunto

D.

Im(z)

£l

Refz)

y ; T ;
0 1 2 3 4

Figura 8 — Representagdo do conjunto

F.

Imi(z)

Refz)

Figura 7 — Representagdo do conjunto

E.

Im(z)

Re(z)

Figura 9 — Representacdo do conjunto

G.

E valido destacar que os pontos nos quais a parte imaginaria de z é nula nao fazem

parte da solucao procurada. Novamente percebemos que os conjuntos obtidos possuem

como solugao, pontos pertencentes a uma circunferéncia.
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Vamos fazer uma investigacao para a equacao 22+ bz +4 = 0. Nesta, z = (x,y) =
b V16 —b?

b V16 — b?

Considere as fungoes x = —5ey= 5
figuras 10 e 11.

, cujos graficos sao apresentados nas

Figura 10 — fungao © = —b/2 Figura 11 — funcio 4 — V16 — b?

2
A func¢do x = —b/2 é linear e portanto continua. Verifique ainda que bl_i>_4(—b/ 2) =
2e %ii&(—b/Q) = —2. Assim, a parte real de z pertence ao intervalo (—2,2).
A funcao y = 162_[)2 é continua no intervalo (—4,4) e ll)l_I}Ii (162_l)2> =
bl_i)r£14 (162_b2> = 0. O mesmo limite é obtido se considerarmos y = —162_[)2.
Na verdade, y = j:162_b2 corresponde a elipse ﬁ + y—Q = 1. Percebemos entao que a

parte imaginaria de z pertence ao conjunto (—2,2)\{0}.

Da continuidade das funcoes, pelo limite verificado acima e pela Figura 6, podemos
presumir que o conjunto D definido por {z € C\R; 2% + bz + 4 = 0;b € R} possui como
solugao, pontos da circunferéncia de centro (0,0) e raio r = 2 podendo consequentemente,
ser escrito como {(z,y) € C;2? + y*> = 4;y # 0}

Buscando generalizar a equacao da circunferéncia cujos pontos satisfazem as con-
digoes de cada conjunto, apresentamos na Tabela 3, os valores dos coeficientes ag e ¢y nas
equacgoes que definem D, F, F e G, especificando o centro O e o raio r visualizado nas
representacoes.

De acordo com o exposto, podemos acreditar que o lugar geométrico obtido cor-
responde a pontos da circunferéncia de centro O = (0,0) e raio r = Z—O (observe que os

0
conjuntos D e G sao iguais).
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Conjunto | ag | ¢ O r
D 114 1](00) ]2
E -11-9((0,0) |3
F 11161 (0,0) |4
G 31121 (0,0) |2

Tabela 3 — Elementos da equacao e da representacao geométrica dos conjuntos D, E F' e

G.

Vamos provar entao que o lugar geométrico das raizes complexas nao reais da

equacdo apz? + bz + ¢y = 0 realmente correspondem a pontos da circunferéncia de raio e
Co

Qo ’

—b+t vV b2 — 4(1060

2@0

centro descritos, ou seja, tal curva tem equacdo dada por z2 4+ y* =

Sabemos que a solucdo de apz? + bz + ¢y = 0 é dada por z =

Como queremos as raizes complexas nao reais da equacao, podemos escrever

—b+ ’i\/ 4CLUCO — b2

z= 5 . Nesse caso, recordamos que b*> — 4agcy < 0 < |b| < 24/agco.
Qo
Viaagcy — b?
Na forma de par ordenado temos z = (z,y) onde x = —— e y = 4 Y00 =
2&0 2(10
Agora,
Vidagcy — b?
Y= iioco &
2&0
2 4(1000 — b2
T 4add
2
C b
Qo 2&0
C
y? = QO _ 2
Qo
C
2 +y? = =2
Qo

A equacao acima fornece os niimeros (z,y) que sdo raizes complexas da equagao

aoz? 4+ bz + ¢g = 0. Entretanto, devemos tomar cuidados com os valores possiveis de z e

Y.

Note que a funcao =z = o é continua e linear, assim, para todos os valores
ao
P Co Co .
possiveis de b, temos z € | — /—, /— | pois,
Qo | Qo
. . b Co
lim z= lim —— | =—/—
b—2./aoco b—2,/aoco 2a aop

. . b Co
lim z= lim -] =, —.
b——2\/apco b——2\/agpco 2@0 Qo
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Viagcy — b?
Sendo y = :lzgio, quando b tende a +2,/agcy, percebemos que o valor
Qg

de y torna-se cada vez mais préoximo de zero, sendo sempre diferente deste valor ja que
|b| < 2,/@060.

Desse modo, o conjunto {z € C\R;apz? + bz + ¢g = 0;a9,¢co € R*} = {(x,y) €
C;2? +y* = co/a;y # 0}.

Observe ainda que a equagdo agz? + bz + ¢y = 0 pode ser reescrita (dividindo-se
todos os termos por ag) como 2% + 'z + ¢ = 0, a equagao da curva pode ser expressa de

forma mais simples como 2% + y? = .

No Capitulo 4, destacaremos uma aplicacao de niimeros complexos em oscilagdes
amortecidas. A representacdo no plano complexo, de conjuntos como os apresentados
nessa se¢ao, permitem visualizar com mais clareza a variagdo do amortecimento em funcao

dos coeficientes da equacao.

3.3 Estudo das raizes complexas da equacio agz’+ byz+c= 0

Podemos investigar por fim, o lugar geométrico corresponde as solugoes complexas

nao reais das equacoes agz? + boz + ¢ = 0, com ag e by diferentes de zero.

Aqui, o desenvolvimento é ainda mais simples. Consideremos por exemplo a pro-
posta de representacio do conjunto H = {z € C\R; 22 +4z+c = 0;c € R}. Resolvendo a
equacdo que define o cojunto, obtemos z = (z,y) = (=2, +vc — 4) com ¢ > 4. Note que
a parte real do nimero complexo z apresenta valor fixo , enquanto a parte imaginaria vy,
varia de acordo com o valor de c. Note que y tende a zero quando ¢ se aproxima de 4, e

ainda, quando ¢ tende ao infinito |y| torna-se cada vez maior.

A representacao deste conjunto no plano complexo, corresponde entdo a todos os
nimeros complexos com parte real igual —2 e parte imaginaria diferente de zero, conforme

podemos perceber na Figura 12.

De modo geral, podendo as solugoes complexas serem escritas na forma de par

b \/4dage — b3
ordenado como | — 2—0, :|:270 note que quando variamos o coeficiente ¢ a parte
ag ap

real da solugao nao ¢ alterada, enquanto a parte imaginaria pode assumir qualquer valor

real diferente de zero.

Assim, o conjunto dado por N = {z € C\R;agz? + bpz + ¢ = 0;c € R} também

b
pode ser expresso por N = ( — a—z,y) ceCy+#0
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Tim@

i Relz)

Figura 12 — Representacao do conjunto H.

3.4 O GeoGebra

3.4.1 Apresentacao

O GeoGebra é um software gratuito e multiplataforma de matemética dindmica
para todos os niveis de ensino, que combina Geometria, algebra, planilha eletronica, gra-
ficos, estatistica e calculo. Por apresentar um ambiente facil de usar e com inimeros
recursos, o aplicativo se destaca, tendo recebido varios prémios educacionais internacio-
nais. O programa retine ferramentas tradicionais de geometria com outras mais adequadas
a algebra e ao calculo, permitindo a representacao das caracteristicas geométricas e al-
gébricas de um objeto em um tnico ambiente visual. No estado do Espirito Santo, este
software foi explorado pelos professores da rede estadual que participaram do Multicurso
Matematica (curso de aperfeicoamento oferecido gratuitamente aos professores pelo go-
verno do estado em parceria com a fundagao Roberto Marinho) no periodo de 2008 a
2013. Para os docentes que ainda nao conhecem este recurso, o download pode ser feito
pelo site www.geogebra.org e inimeros videos explicativos podem ser encontrados em

www.youtube.com.

3.4.2 Construcao

Nesta secao apresentamos o passo a passo da construcio realizada com o GeoGebra

que possibilita visualizar o lugar geométrico das raizes complexas nao reais da equacao
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az? + bz + ¢ = 0 quando variamos um de seus coeficientes.
a=2
1) Clique no botao seletor “ e em seguida na janela de visualizagao para criar

a variavel a.

2) Defina esta variavel no intervalo —50 a 50 e incremento 0.01 Clicando em seguida

no botao Aplicar.

3) Clique novamente na janela de vizualizacao e repita os passos acima para criar

as variaveis b e c.

Vocé pode arrastar os segmentos que correspondentes as variaveis criadas para a

posicao que achar conveniente na janela de visualizacao.

4) Digite no campo de entrada:
((-b)/(2a) , (sqrt(4*a*xc - b72))/(2a))

5) Digite no campo de entrada:
((-b)/(2a) , ( - sqrt(4*xaxc - b~2))/(2a))

6) Na janela de algebra, clique com o botao direito do mouse sobre o ponto A e

selecione a opgao habilitar rastro. Faga o mesmo para o ponto B.

No conjunto A apresentado na Se¢ao 1 deste capitulo temos b = 4 e ¢ = 8.
Para representar o lugar geométrico correspondente as raizes complexas nao reais deste
conjunto, clique com o botao direito do mouse sobre a variavel b, va em propriedades,

béasico e defina a variavel b com valor 4. Faga o mesmo para fixar o valor de ¢ = 8.

7) Varie por fim o valor de a observando para quais valores obtemos raizes com-
plexas para a equacao. Perceba também que quanto maior o valor de a, mais préximo
de (0,0) se encontra as raizes complexas nao reais da equagao. Vocé pode alterar o in-
cremento e o intervalo a fim de visualizar melhor a regidao correspondente ao conjunto.

Também ¢é possivel animar o objeto, clicando como botao direito do mouse sobre este.

Vale destacar que a mesma construcao pode ser utilizada para os demais conjuntos
descritos nesse capitulo. Outra observacao importante é que podemos comparar o lugar
geométrico das raizes das equacdes ax? + bxr + ¢ = 0 com os graficos das respectivas

fungdesf : R — R, f(z) = ax? + bx + c. Basta para isso, digitar no campo de entrada:
f(x) = a*x"2+bx+c

A sobreposigao dos planos real e complexo permite visualizar além das raizes, o

que acontece com o grafico da fungao quando variamos apenas um de seus coeficientes.
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4 Aplicacoes de Nimeros Complexos no es-

tudo de Oscilacoes amortecidas

Conforme ja exposto em nosso trabalho, existem diversas aplica¢cdes para ntimeros
complexos nas mais variadas areas do conhecimento. Neste capitulo, apresentamos de
forma sucinta um estudo sobre oscila¢oes, visando perceber a importancia dos nimeros

complexos nesse campo de estudo.

O objetivo aqui, nao é aprofundar e nem apresentar conceitos matematicos que
estejam além da compreensao do aluno. Queremos simplesmente, aproximar o individuo
de um universo no qual, a resolucao de alguns problemas ¢ viabilizada pela utilizacao de

nimeros que transcendem o universo real.

Optamos por descrever superficialmente o tema Oscilagoes, destacando caracte-
risticas do Movimento Harmonico Simples e do Movimento Oscilatério Forcado. Uma
abordagem sobre o sistema de suspensao dos automoveis aproxima nosso objeto de estudo
do contexto dos estudantes. Destacamos que a parceria com o professor da disciplina de
Fisica pode proporcionar melhores discussoes sobre o tema e suas aplicacbes. Um apren-
dizado mais significativo, pode ser alcangado por meio da realizacao de experimentos

associados ao tema.

4.1 Oscilacoes

Movimentos oscilatorios sao comuns no nosso cotidiano, aparecendo em diversos
sistemas mecanicos e na corrente elétrica alternada da qual nos servimos. A corda vibrante
de uma guitarra e o movimento do péndulo de um relégio, sao exemplos de movimentos

oscilatoérios.

Podemos dizer que um corpo se movimenta de forma oscilatéoria quando executa

movimentos (ida e volta) em torno de certa posigao que esteja em equilibrio.

Por suas caracteristicas, os movimentos oscilatérios sao tais que as equagoes ho-
rarias podem ser expressas em funcgoes seno e cosseno. Quando podemos utilizar apenas
uma fungao seno (ou cosseno) para a equagao horaria do movimento, dizemos que 0 movi-
mento oscilatorio é simples, (ou Movimento Harménico Simples - MHS),(Figura 13). No
Ensino Médio, geralmente este tipo de movimento aparece nos programas da disciplina
de Fisica. Nussenzveig [9] destaca, entretanto, que o Movimento Harmonico simples é
comum apenas em sistemas conservativos. Em geral todos os sistemas oscilatorios apre-

sentam amortecimento, seja por atrito fluido, quando corpos rigidos se movem num fluido,



Capitulo 4. Aplicagées de Nimeros Complexos no estudo de Oscilagbes amortecidas 46

sejam por atrito interno, entre as moléculas de um corpo aparentemente elastico (Figura
14). O amortecimento é consequéncia da dissipagao de energia. O referido autor cita, por
exemplo, que no caso de um péndulo, as oscilagoes se amortecem devido a resisténcia do
ar, além do atrito no suporte. As oscilagoes de um liquido em um tubo em U, por sua

vez também se amortecem devido a viscosidade do liquido.

X
H v 2 1\ o

Figura 13 — Movimento Harmoénico Sim-  Figura 14 — Movimento Oscilatério Amor-
ples. tecido.

O emprego dos Numeros Complexos nas fungoes horarias para Movimentos Osci-
latérios Amortecidos é conveniente pelo fato de, por meio deste conjunto, ser possivel a
associacao da funcao trigonométrica a exponencial, o que facilita a resolucao de proble-
mas, conforme cita Nussenzveig (1987) a vantagem do emprego da notac¢ao complexa esté

no fato de que é bem mais facil manipular a exponencial do que senos e cossenos.

4.1.1 Oscilador Harmonico Simples

Considere uma mola ideal de constante elastica k. Um corpo de massa m fixado a
essa mola e livre para mover-se sobre uma superficie horizontal sem atrito, ¢ um exemplo
de oscilador harmonico simples e seu movimento é denominado Movimento Harmonico
Simples. A Figura 15 ilustra a situacao descrita. Note que quando a mola se encontra
distendida, esta exerce sobre o corpo uma forca orientada para a esquerda e quando
comprimida para a direita, existindo um ponto de equilibrio O no qual a mola nao exerce
forga sobre o corpo (relaxada). Em cada caso, a forca aplicada é restauradora e, nesse
caso, proporcional ao deslocamento. E fdcil observar que quanto maior a distancia x do
corpo a posi¢ao de equilibrio, maior a forga aplicada pela mola (a mola completamente
distendida esta associada na figura a posi¢ao x,, e quando completamente comprimida a

—T).

Escrevemos: F,(x) = —kx (Lei de Hooke).
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Aplicando a segunda lei de Newton, X F, = ma, e substituindo a, = 2722’” temos:

D2z
dt
D2z
dt
A equagao descrita acima é chamada de equacio de movimento do oscilador harmonico
simples e dela obtemos equacdo caracteristica ma* + k = 0 que possui duas raizes com-
plexas imaginérias, sendo a solugdo, uma combinagao das fung¢des seno e cosseno. O
movimento harmonico simples pode ser descrito como a projecdo do movimento circu-
lar uniforme ao longo de um didmetro do circulo, dai a sua associagao a uma funcgao

trigonométrica.

-

———

Distendida

Relaxada

= B

Comprimida

A, 0 Ay

Figura 15 — Representacao de um oscilador harménico simples.

4.1.2 Oscilador Amortecido

De modo semelhante ao modelo de oscilador harmonico simples, a Figura 16 apre-
senta uma forma particular para a forca de amortecimento. Um modelo de oscilador
amortecido no qual podemos utilizar as leis de Newton para resolver as equacoes de mo-
vimento. Nesse sistema, considera-se que o corpo oscilante de massa m seja fixado a
uma palheta sem massa imersa em um fluido, de modo que essa fica sujeita a uma forca

de amortecimento provocada pelo fluido (denominada forga de amortecimento viscosa).
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Considera-se ainda que nao ha atrito entre o corpo e a superficie horizontal. Tal forga é

proporcional a velocidade do corpo.

A forca de amortecimento exercida pelo fluido é dada por F, = —bv,, sendo b uma
constante positiva cujo valor depende das propriedades do fluido e das dimensoes e forma

da palheta.

NoloJolo¥ " |

Figura 16 — Representacao de um oscilador harménico amortecido.

Aplicando a segunda lei de Newton, temos X F, = ma, = —kx — bv,, ou seja:

A equacdo acima da origem & equacdo denominada equacdo caracteristica, mp® +
bp+ k=0

Ou ainda:
p* 4 (b/m)p + (k/m) = 0.

Ressaltamos que como o estudo de derivadas nao faz parte do contetido programado
para o Ensino Médio, o professor deve apenas destacar que a solucao da equacao ma, =
—kx — bv, estd associada a p* + (b/m)p + (k/m) = 0. Uma equagdo quadrética cujas
rafzes podem ser reais ou nao. Tal equagao é obtida tomando z(t) = e?*, com p podendo

ser complexo.

Se a equacao caracteristica apresenta raizes reais distintas, o amortecimento é
denominado Supercritico. Caso as raizes sejam iguais o amortecimento é denominado
critico e, por fim, se as raizes sao complexas nao reais o amortecimento ¢ denominado

subcritico.

Fazendo v = b/m e w} = k/m, a equagdo caracteristica pode ser escrita como:
P’ +p+wp =0,

Cujas raizes sao:
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Note que se /2 < wp temos % — w2 negativo e portanto p nio é real. Podemos

nesse caso, reescrever a equagao p® + yp + wi = 0 como:

p=—v/2+tiw,

2
onde w = y/wi — I

Cada tipo de amortecimento possui caracteristicas proprias quanto a x(t) ( posigao

em fungao do tempo).

Destacamos que o professor pode aprofundar seus conhecimentos sobre estas solu-
¢oes, tanto no estudo de equagoes diferenciais ordinarias, quanto nas Recorréncias Lineares

de Segunda Ordem.

4.1.3 Amortecimento supercritico (7/2 > wy)

O amortecimento supercritico tem por caracteristica ser ndo oscilatorio com o

retorno a posicao de equilibrio ap6s determinado tempo. Para este tipo de amortecimento
TopP2 — U Vg — X
temos: x(t) = Ae’* + BeP*' com A = [02020] e B= [OOM], sendo:
P2 —D1 P2 —P1
Zo : posi¢ao inicial;
vp : velocidade inicial;

p1 € po : raizes da equacgao caracteristica.

()

0,14+
0.12 1
0.1
0.08
0.08 -
0.04+

0.02 4

Figura 17 — Gréafico para amortecimento supercritico.
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4.1.4 Amortecimento critico (7/2 = wy)

O amortecimento critico é aquele no qual /2 = 0 ,ou seja, a equagao caracteristica
possui duas raizes reais iguais. O movimento também ¢é nao oscilatério mas nesse caso,
o corpo retorna a posicao de equilibrio mais rapidamente. Um exemplo desse sistema é
o dispositivo amortecedor em portas de elevador, caso se solte a porta bruscamente, ela
nao bate com violéncia no batente. Em balancas de precisao, também se deseja amortecer
o movimento o mais depressa possivel para mais rapidamente ser verificada a leitura do

instrumento.

Para este tipo de amortecimento, temos

x(t) = (l"o + (vo + x0;> t> o3t

¥(M)

0.12

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02+

Figura 18 — Grafico para amortecimento critico.

4.1.5 Amortecimento subcritico (7/2 < wy)

O amortecimento subcritico tem por caracteristica ser oscilatorio. Temos:

w(t) = (370 cos(wt) + (Z? + éﬁ) sin(wt)) e 2t

No amortecimento subcritico, as oscilagdoes ocorrem de modo que os picos da fungao
determinam o que ainda denominamos como periodo T', apesar de as oscilagoes nao serem
2

mais peridédicas. Para um amortecimento baixo, utilizamos 7' = —.
w

As curvas f(t) = £xpe” 2! sdo denominadas envoltérias da funcio z(t). A Figura

19, apresenta as envoltdrias em linha tracejada.

Analisando a funcao f(t) = zoe 2t podemos perceber que quanto maior o valor
da constante de amortecimento b, mais rapidamente a amplitude de oscilacao diminui.

Temos nesse caso, o denominado amortecimento forte.
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NG

d5 e -3 o & 50

Figura 19 — Grafico para amortecimento subcritico e as envoltérias de x(t).

Por outro lado, para valores relativamente pequenos de b, a amplitude das osci-
lagoes nao decai tao rapidamente, caracterizando-se o amortecimento fraco. Nesse caso,
2
. o s 7
v = b/m tende a zero e portanto, podemos utilizar a aproximagdo w = {\/w§ — T Wo-

Um bom exemplo para verificarmos a aplicacdo do Movimento Oscilatério forcado

é o estudo do sistema de suspensao dos automoéveis .

4.2 Sistema de suspensao de automoveis

O sistema de suspensao dos automoveis consta basicamente de molas e amortece-
dores. As molas oscilam de um modo forcado quando o carro passa por pistas irregulares.
Se a suspensao de um veiculo fosse constituida apenas com molas, dependendo do terreno,

seria impossivel controlar o carro.

Os amortecedores atenuam os movimentos das molas, produzindo oscilagoes amor-
tecidas. Sem os amortecedores as molas continuariam a oscilar e o carro oscilaria por um
tempo muito maior a cada solavanco. O papel do amortecedor é diminuir o tempo de

oscilacao da mola para que o sistema adquira maior estabilidade.

No sistema de suspensao dos automoveis, aparece o amortecimento viscoso, cau-
sado pelo atrito do fluido nos cilindros do amortecedor. Um modelo semelhante ao apre-

sentado na Secao 4.1.2.

Os amortecedores trabalham em dois ciclos (compressdo e o de distensao). O

ciclo da compressao ocorre quando o pistao se move para baixo, comprimindo o fluido
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Figura 20 — Modelo de molas e amortecedores de automoéveis.

hidraulico na camara abaixo. O ciclo da extensao ocorre quando o fluido é comprimido
na camara acima. O amortecimento ocorre no cilindro do amortecedor que contém Oleo.
O pistao restringe o fluxo de 6leo quando o amortecedor entra e sai. A taxa de pressao é

uma combinacao da viscosidade do 6leo e da restricao do pistao.

As caracteristicas da viscosidade do fluido determinam a constante de amorteci-
mento b do fluido existente no pistao. A unidade da constante de amortecimento b é o

Newtonxsegundo/metro.

Nos amortecedores modernos, quanto mais rapido a suspensao se movimenta, mais
resisténcia o amortecedor fornece. Isso permite aos amortecedores que se ajustem as
condicoes da estrada e que controlem todos os movimentos indesejados que possam ocorrer

em um veiculo em movimento.

Suporte
Superior

Haste do
Pistao

Olea

Cilindro
Reserva

Tubo de
pressac

Walvula
Base

Suporte
Inferior

CICLO DE EXTENSAD CICLO DE COMPRESSAO

Figura 21 — Amortecedor
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Seguem abaixo, atividades que podem ser desenvolvidas com os alunos utilizando

o modelo apresentado neste capitulo.

Atividades propostas

Atividade 1. O amortecedor de um automovel cuja massa da suspensao é de 70kg e é suportado
por uma mola de constante elastica de 35000N/m, Seja a constante de amorteci-

mento b = 2800N's/m.

i - Determine:
a) O tipo de amortecimento;

b) z(t) considerando xzy = 0.12m ¢ vy = 0.

ii - Construa com o auxilio do GeoGebra o gréfico para x(t).
Solugdo da Atividade 1.

i-a) De acordo com o exposto quanto ao movimento harmonico amortecido, temos
para a equacao caracteristica p? + yp + wg =0:
v =0b/m = 2800/70 = 40
w2 = k/m = 35000/70 = 500
temos assim A = 72 — 4w2 = —400. Sendo A negativo, as rafzes da equagio

caracteristica sdo complexas e portanto o amortecimento é subcritico.

i-b) Sendo o amortecimento subcritico, x(t) = (xo cos(wt) + (%0 + %) sin(wt)) ezt

com = 0.12, V= 0,7y =40 e w = Jwd — = =10 .

Assim,
z(t) = (0.12 cos(10t) + (0.24) sin(10t)) e 2%
ii - Digite no campo de entrada:

fungdo[(0.12cos(10x)+0.24sin(10x))*e~(-20x), 0, 10 ]

Serd construida no geogebra, o gréfico da fungao f(z) = (0.12cos(10x) +
0.24sin(10z))e(~2°) com dominio definido no intervalo [0, 10] ,sendo f(x) equi-
valente a x(t). Pode-se alterar o rétulo dos eixos = e y para t e x(t), clicando

com o botao direito do mouse na janela de visualizagao.

A Figura 22, apresenta a fungao descrita. Note que apesar de o amortecimento
ser subcritico, a amplitude das oscilagoes decresce rapidamente, ou seja, tem-se

um amortecimento forte.

Atividade 2. (Adaptado de [13]) Suponha que vocé esteja examinando as caracteristicas do sis-
tema de suspensao de um automoével de 2000kg. A suspensao cede 10cm, quando

todo o peso do automovel é colocado sobre ela, e a amplitude da oscilacao diminui
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x(0)

0.154

0.14

0.05 4

8] 0.1 0.2 0.3

Figura 22 — Fungao x(t) = (0.12 cos(10t) + (0.24) sin(10t)) e =20

de 50 % durante um ciclo completo. Determine os valores de k e b supondo que

cada roda suporte 500kg.

Solugcido da Atividade 2.

De acordo com o problema temos: m = 500kg e d = 0, 1m

Tomando g = 9,8m/s?, a forca exercida sobre cada mola é F = mg = 4900kg.m /s>
A constante eldstica da mola é k = F//d = 49000kg/s*

Vamos determinar agora o valor da constante de amortecimento b.

Considerando w ~ wy = \/% temos w ~ 9, 9.

Para determinar o valor de b, podemos utilizar o fato de a amplitude da oscilagao
diminuir de 50 % durante um ciclo completo. Temos f(t) = zoe” 3¢, com y = b/m =
b/500. Assim f(t) = zoe” ™', Sendo f(0) = z, em um ciclo completo T', temos
f(r) = % = zoe~ 107 e disto,

bT 1000.In(1/2
e*TbooT — 12 ln(efﬁT =in(1/2) & ———=In(1/2) & b= _O()O;j(/)

27?_

Agora, sendo T'= — = 0,63, obtemos: b~ 1100kg/s.
w
Atividade 3. No GeoGebra:

a) Defina as varidveis vy , g, m, b e k com vy e xy variando de 0 a 10, 0 < m < 50,
0<b<100e0<k<H0;5
b) Defina a funcio f(x) = maz? + bx + k;

¢) Defina e represente no plano as raizes complexas da fungao quadrética descrita

no item anterior.
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d) Construa o grafico da fun¢ao h(z) = (a:o cos(wx) (%’ é—) sin wx)) e 2?

(Movimento oscilatério com amortecimento subcritico);
e) Construa o grafico de p(z) = zoe™2% e q(2) = —ze~ 2% (Envoltérias de h(x));

f) Fixe as varidveis zo =4, Vo = 0, m = 4 e k = 36 variando apenas o valor de b.
Observe o grafico de f quando este valor é alterado e ainda o lugar geométrico

das raizes complexas da equacao.
Solugido da Atividade 3.

a) Selecione o botao controle deslisante e em seguida clique na janela de visuali-
zagdo. Defina cada variavel no intervalo especificado com incremento de 0.01

para a variavel b e 0.1 para as demais.

b) Digite no Campo de entrada:
f(x)= m*xx"2+b*x+k

Tecle Enter
c¢) Digite no campo de Entrada:
((-b) / (2m), sqrt(4m*k - b~2) / (2m))
Tecle Enter
((-b) / (2m), - sqrt(4m*k - b~2) / (2m))

Tecle Enter

x(

0.34

.
024
-

5 s v 5{/2 P

o

—_—

e as

-0.14

024
7

Figura 23 — Grafico para o amortecimento descrito na questao 2 considerando zy = 0, 2
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Os pares ordenados descritos correspondem as raizes complexas da equacao
ma? + bx +k = 0. Os pontos s6 serao exibidos quando 4m * k — b*> > 0.
Habilite o rastro destes pontos clicando com o botao direito do mouse sobre
eles.
d) Sendo vy =0b/m e w == /wi — %, digite no campo de entrada:

h(x) = (x_0 * cos(sqrt(4m*k - b~2) / (2m) * x) + (v_0 / (sqrt(4m*k
-b72) / (2m))+ b / (2m)*x_0 / (sqrt(4m*xk - b~"2) / (2m)))* sen(sqrt
(dm¥k - b72) / (Cm)* x)) e~ ((-b) / (2m)* x)

Tecle Enter.

Para limitar o dominio desta funcao ao intervalo [0, 10], por exemplo,podemos

digitar no campo de entrada:
Funcdo[h, 0, 10]

Tecle Enter.

O limite superior 10 pode ser substituido por co para um dominio em R .

Digite no campo de entrada:

p(x) =x 0e (- / (2m) x)
Tecle Enter

q(x) = -x_0 e~ (-(b / (2m)) x)

Tecle Enter

Clique com o botao direito do mouse sobre a curva, para alterar o estilo e a

cor dos graficos esbocados.

Atribua os valores de m = 4, k = 36, vy = 0 e x¢g = 4 conforme especificado na

questao.

Lembrando que tal equacdo, admite raizes complexas para |b| < 2v/mk, con-
forme obtido no Capitulo 3 pela formula resolutiva, altere o valor de b, no
intervalo [0, 24].

Note que para b = 0, nao existe amortecimento e nesse caso, as raizes complexas

da equacao caracteristica correspondem a nimeros imaginarios puros.

A medida em que aumentamos o valor de b, observamos observamos que o

amortecimento se torna mais forte e os pontos correspondentes as raizes com-
plexas da equagao, se aproximam de (—,/k/m,0) = (=3, 0).
Para b = 24, o grafico deixa de ser exibido. Temos evidentemente nesse caso o

amortecimento critico.
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Figura 24 — Amortecimento Subcritico para diferentes

valores de b.



Capitulo 4. Aplicagées de Nimeros Complexos no estudo de Oscilagbes amortecidas 58

Destacamos que o desenvolvimento desta questao tem por objetivo, simplesmente
facilitar a visualizacdo de como o movimento oscilatério varia quando alteramos o coe-
ficiente b da equacdo caracteristica ma? + bx + k = 0. Utilizando a mesma construcao,
podemos variar os coeficientes m e k, solicitando aos alunos uma justificativa para tal va-
riagao, levando em consideragao as grandezas que estes coeficientes representam no caso

estudado neste capitulo.
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Conclusao

Certo dia, ao resolver no quadro, uma questao referente a representagao das raizes
complexas de determinada equacao quadratica, um questionamento sem resposta imediata
incomodou. Como nao dar a devida atencao a curiosidade de um aluno se o maior objetivo
da educacgdo é o seu comprometimento com a formacao efetiva do cidadao? Inquietar-se
e buscar junto com o estudante a solugao para o problema, permite por meio da aproxi-
macao, uma percepcao individual do aprendizado. Uma atividade realizada em sala, pro-
porcionou uma pesquisa maior, com novos desafios. Ao investigarmos o lugar geométrico
das raizes complexas das equagoes quadraticas quando variamos um de seus coeficientes,
foi possivel estabelecer uma conexao entre este estudo e conteiidos ja apreendidos como

a equacao da circunferéncia e algumas fungoes.

Utilizando construgdes com o software GeoGebra, verificamos a possibilidade de
aproximar os alunos de contextos onde o emprego dos niimeros complexos é fundamental
na resolucao de problemas, e mais, com o auxilio deste recurso, podemos perceber relacoes
entre a representacao das raizes complexas de uma equagao caracteristica e o movimento
oscilatorio fornecido por ela. Reconhecemos assim a grande contribuicao deste softwa-
res na construcao do conhecimento mateméatico, por favorecer de forma significativa a

compreensao de resultados.

Quanto a andlise dos livros didaticos, podemos perceber que destacar fatos histori-
cos é uma preocupacao de todos os autores. Entretanto, apresentar uma definicdo precisa
para o conjunto dos nuimeros complexos e abordar de forma mais produtiva aplicagoes

para estes niimeros nao é consenso.

Esperamos que tanto a proposta de investigacao do lugar geométrico das raizes das
equacgoes quanto as atividades desenvolvidas referentes as aplicagoes de nimeros comple-
x0s em oscilagoes amortecidas, possam colaborar com o trabalho docente. Acreditamos
que a realizagao de experimentos com os alunos em parceria com o professor da disciplina
de Fisica, possam produzir resultados significativos, por proporcionarem pela pratica o

contato com os resultados obtidos em atividades.

Como novos trabalhos acerca do tema, sugerimos a aplicagdo e avaliacao de nossa
proposta com os alunos da terceira série do Ensino Médio e ainda a realizacao de experi-

mentos associadas a aplicacoes de niimeros complexos.

Por 1ultimo, ¢ interessante chamarmos a atencao por termos a oportunidade de
desenvolver interessantes trabalhos académicos que contribuem para o desenvolvimento
cientifico quando queremos de fato ser professores buscando respostas consistentes a certos

questionamentos.
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