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Resumo

A presente pesquisa busca analisar os contetidos do ensino médio ao se tratar de matemética
financeira e probabilidade na tentativa de compreender a matematica atuarial, além de com-
preender sua utilidade no dia-a-dia. Apresentadas por meio de analise de situagoes cotidia-
nas como calculos de seguros de vida e previdéncia complementar a fim de elaborar material
didatico complementar sobre matematica atuarial para a Educacao de Jovens e Adultos.
Justifica-se pela necessidade de contextualizar os conteudos a realidade dos estudantes, prin-
cipalmente na modalidade EJA por meio da elaboracao de material complementar.
Baseados em Freitas (2011), Cordeiro Filho (2014), Pacheco (2014) e Freire (2005) a pesquisa
se constréi por acreditar que a matematica contribui para o conhecimento cientifico e também
para o conhecimento empirico, com foco nas experiéncias e relagoes dos sujeitos.

Esta pesquisa proporciona um caminho diferenciado para a abordagem do conteiddo da ma-
tematica financeira e probabilidade e apresenta aos alunos resultados que sao influenciados
pela expectativa de vida, através de calculos padronizados, mas de acessivel entendimento

por meio de conteidos abordados no Ensino Médio.

Palavras-chave: Atuaria; Probabilidades; Matematica financeira; Matematica - Estudo e

ensino; Educacao de adultos; Seguros.



Abstract

This research intends to analyze the contents taught in high school regarding financial Mathe-
matics and probability, aiming to understand actuarial Mathematics and its utility in daily
life. They are presented through analysis of everyday situations, such as calculations of life
insurance and private pension, in order to prepare supplementary teaching materials on actu-
arial Mathematics to education of young people and adults. It is justified by the necessity of
contextualizing the contents to the reality of the students, mainly on EJA modality, through
the preparation of supplementary materials.

Based on Freitas (2011), Cordeiro Filho (2014), Pacheco (2014) and Freire (2005), the re-
search is build on the belief that Mathematics contributes both to scientific and empirical
knowledge, focusing on experiences and relationships of individuals.

In addition, this research provides a different way to approach the financial Mathematics
content and probability and presents to students results are influenced on their life expec-
tancy using standard calculations, but of easy understanding through content covered in high

school.

Keywords: Actuary; Probability; Financial mathematics; Mathematics - Study and tea-

ching; Education of adults; Insurance.
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1 Introducao

Em um mundo cada vez mais conectado onde é crescente a necessidade de que os professores
facam com que os estudantes se interessem pelo ensino, torna-se necessario aproximar os
conteiudos da escola com as situacoes em que esse estudante encontra ou encontrara em sua
vida fora da mesma. Nesse sentido, o presente Trabalho de Conclusao de Curso se baseia na
necessidade de apresentar um material didatico complementar, que esta relacionado a pratica
cotidiana. Praticas que, em muitos casos, nos passam desapercebidos como os calculos de
seguros e de previdéncia complementar.

Ao vislumbrarmos uma analise educativa com base na elaboragao de material educativo com-
plementar esta pesquisa justifica-se também pelo fato de poder fixar e/ou reforcar conteidos
relacionados a matematica atuarial, pois utiliza-se da leitura de tabelas e graficos e também
de conceitos ja trabalhados anteriormente como nogoes de probabilidade, estatistica e ma-
tematica financeira pelos estudantes que compoem o piblico-alvo do mesmo que sao aqueles
que estao finalizando o ensino médio.

A pesquisa objetiva-se em analisar os conteidos do ensino médio ao se tratar de matematica
financeira e probabilidade na tentativa de compreender a matemdtica atuarial. E, ainda,
compreender sua utilidade no dia-a-dia, por meio de andlise de situagoes cotidianas como
calculos de seguros de vida com coberturas por sobrevivéncia e falecimento e, ainda, a pre-
vidéncia complementar a fim de elaborar material didatico complementar sobre matematica
atuarial para que os conceitos matematicos possam ser abordados de forma contextualizada
na Educacao de Jovens e Adultos na qual a faixa etaria dos alunos auxilia no sentido de
que seguros e previdéncia facam mais parte de sua realidade devido os mesmos ja estarem
inseridos no mercado de trabalho.

Nesse contexto, por acreditarmos que a educagao precisa ser pautada no cotidiano do estu-
dante buscando contextualizé-la, sugerem-se duas aplicagoes com andlise dos tipos de apdlice
e método do cdlculo dos seus prémios: seguro de vida e previdéncia complementar. E im-
portante ressaltar que essa pesquisa nao visa o estudo de caso com a participagao dos alunos
e/ou execucao deste conteido e, sim, apresentar as possibilidades de sua aplicabilidade. Nesse

sentido, qual a importancia de se elaborar um material didatico complementar baseado na



matematica atuarial de seguros de vida e previdéncia complementar? A fim de respondermos
a essa indagagao este trabalho divide-se em quatro (04) capitulos.

No capitulo 2 (Abordagens Metodoldgicas) encontra-se a abordagem metodoldgica e seus
procedimentos para a elaboracao desta pesquisa, seguidos das relagoes educacionais e a im-
portancia de uma matematica contextualizada para o ensino com foco na educacao de jovens
e adultos no capitulo 3 (A Contextualiza¢do no Ensino de Matemaética na Educagao de Jovens
e Adultos).

Ja o capitulo 4 (Bases Matemadticas) descreve os conteidos dispostos no curriculo do ensino
médio necessarios para a compreensao da matematica atuarial e seus calculos.

A proposta de material didatico complementar é estabelecida no capitulo 5 (Matematica Atu-
arial na EJA - Proposta Educativa), o qual descreve conceitos e aplicagoes possiveis de serem
inseridos na educagao a partir das justificativas matematicas do funcionamento dos Seguros
de Vida com cobertura por sobrevivéncia e falecimento e de planos de Previdéncia Comple-
mentar como o PGBL, além do detalhamento dos calculos envolvidos durante a contratagao

dos mesmos.
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2 Abordagens Metodoldgicas

2.1 Revisao de Literatura

A revisao de literatura que segue aborda a matematica atuarial nao no ambito do ensino, foco
desta pesquisa, mas na area da Economia e Ciéncias contabeis. As relagoes com a aprendiza-
gem educacional ocorrem por meio das ementas de cursos superiores de Economia e Ciéncias
Contabeis. A tematica, apesar de ser muito utilizada, apresenta pesquisas e referéncias insu-
ficientes para uma leitura mais ampla.

Iyer (2002) aborda a matemética atuarial de sistemas de previdéncia social com explicagoes
técnicas sobre os célculos referentes. Aponta a base tedrica e a aplicabilidade dentro da pre-
vidéncia ocupacional, previdéncia social, financiamentos avancados e planos de contribuicao
definida. Mostra também a manipulacao dos financiamentos com respaldo em estatisticas,
probabilidades e juros para o calculos de prémios médios. Questoes da atuarial referentes a
seguro de vida individual e em grupo podem ser vistos na dissertacao de mestrado de Sérgio
Rangel Guimaraes (2003). O autor relata as similaridades destes seguros para os consumi-
dores, mas deixa claro as peculiaridades dos requisitos técnicos dessas modalidades.

Os impactos do risco de longevidade de autoria de Fabiana Lopes da Silva (2010) descreve
os fatores histéricos da mortalidade vinculados a previdéncia complementar no Brasil, dados
estatisticos e a importancia do cdlculo de juros com base no fluxo de caixa. Visa ainda que
o aumento da expectativa de vida pode ocasionar riscos para as entidades responsaveis.
Antonio Cordeiro Filho (2014) menciona em seu livro, Célculos Atuarial Aplicado: Teoria
e Aplicacoes - Exercicios Resolvidos e Propostos, todos os quesitos necessarios para o en-
tendimento e desenvolvimento para uma matemadtica atuarial. J& Ricardo Pacheco (2014)
apresenta a atuarial de seguros e danos, explorando os seguros de bens e responsabilidades
com base na carga de risco que traz consigo. Tanto Cordeiro Filho quanto Pacheco dispoem
ao leitor as manipulacoes necessarias para a compreensao do assunto.

A presente pesquisa difere-se das demais por estar vinculada a area de matematica especifica-
mente, e voltada para uma proposicao dessa tematica para a Educacao de Jovens e Adultos,

por considerarmos essas questoes pertinentes e relevantes nao s para o ensino, mas para o



cotidiano desses sujeitos, vistas a compreender os procedimentos advindos dos seguros dados

pela Matematica Atuarial.

2.2 Procedimentos Metodolégicos

O trabalho constitui-se por meio de pesquisas bibliograficas de modo a conceituar, teorizar
e contextualizar a tematica, partindo de principios matemaéticos e educacionais de modo
a construir uma proposta de material educativo complementar que aborde a matematica
atuarial na Educacao de Jovens e Adultos.

Efetua-se pelas necessidades primeiras do sujeito nos conhecimentos de matematica dando
énfase e eficacia para a aplicabilidade.

Foi necessario iniciar a construcao desse material aprimorando os aprendizados obtidos pelo
ensino médio e valorizando as experiéncias dos sujeitos envolvidos por meio de suas vivéncias

e conhecimentos empiricos.

’

E um meio importante de interacao entre o professor e o aluno, pois é
uma forma de orientar o aluno em um oceano de possibilidades. Por isso,
o material didatico precisa ser de 6tima qualidade, ter uma apresentacao
impecével, revelar a metodologia implicita no processo de elaboragao, dar
conta dos temas abordados de modo claro, trazer um roteiro rico em possi-
bilidades de leituras, pesquisas e atividades, além de estimular o aluno a ter
o prazer de voltar para ali; ou seja, seduzi-lo. Produzir material didatico é
uma tarefa complexa [...] (RONDELLI[2T], 2007, p.1).

Assim, percebemos a importancia de ampliar o repertério do aluno e professor por meio de
um material didatico complementar que venha a fomentar contextualizacao e manipulagao

da matematica junto as necessidades diarias.
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3 A Contextualizacao no Ensino de

Matematica na Educacao de Jovens e Adultos

3.1 O Ensino de Matematica e a EJA

Paulo Freire nos apresenta a necessidade de valorizar o sujeito em seu todo. O autor relata
suas experiéncias com o ensino de jovens e adultos e nos da possibilidades de auxilid-los no
processo de aprendizagem baseado nas experiéncias. Os textos de Freire dialogam ainda com
os formatos de uma educacao tradicionalista onde o professor era o detentor do conhecimento
por uma educacao hierarquizada. Reflete a respeito das singularidades dos estudantes e a
valorizagao de suas experiéncias. E preciso nos desvincularmos de uma educacao bancaria
e promovermos um ensino compartilhado onde todos podem contribuir para o crescimento

individual e coletivo.

[...] ndo podemos ofertar aos estudantes jovens e adultos “contetidos que
pouco ou nada tenham a ver com seus anseios, com suas dividas, com suas
esperancas, com seus temores”. Isso nao significa furtar desses estudan-
tes a oportunidade de vislumbrar contetidos que sao oferecidos em outras
modalidades de ensino. (FREIRE[T7], 1987, p.100).

Pensar uma educagao matematica nesses moldes ¢ partir para associacoes conhecidas pelos

sujeitos envolvidos, visto que:

A Matemadtica é indispensavel por tudo isso e, mais particularmente, por-
que serve ao homem. Porque tem aplicagoes. Porque permite responder,
de modo claro, preciso e indiscutivel, perguntas que, sem o auxilio dela,
continuariam sendo perguntas ou se transformariam em palpites, opiniGes
ou conjecturas. (LIMA[I2], 2007, p. 184)

Refletindo a necessidade de contextualizar o ensino, os Parametros Curriculares Nacionais de
Matematica abordam nos seus eixos, trés aspectos importantes para o fomento do aprendi-
zado: Conceituacao, Manipulagao e Contextualizacao.

A conceituacao refere-se aos procedimentos de definicao por vias tedricas. Ja a manipulacao
¢ o meio pelo qual se executam os célculos e a contextualizagao é a aplicagao dos conteudos

no cotidiano.



[...] nota-se hoje em dia uma grande e, até certo ponto, muito justa preo-
cupacao com a chamada “contextualizacao”, que significa prover o ensino
da Matemaética de situagOes reais, concernentes a problemas que de fato
ocorrem, ou podem vir a ocorrer, nos dias atuais; problemas onde as ferra-
mentas matemédticas vém a ser de utilidade decisiva. (LIMA[I2Z], 2007, p.
185).

Apresentado também pelos PCN:

Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem en-
volver, de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos praticos,
contextualizados, que respondam as necessidades da vida contemporanea, e
o desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que corres-
pondam a uma cultura geral e a uma visao de mundo. (BRASIL[3], 2000,

p.6).

O problema do ensino de matematica é que muitos profissionais direcionam o aprendizado
vislumbrando um eixo mais que outro, e em muitas situagoes visam a manipulacao sem
contextualiza-la. Fator pelo qual desmotiva o processo de aprendizagem visto que o aluno

nao ve aplicabilidade em seu cotidiano na execugao dos célculos.

Com esta compreensao, o aprendizado deve contribuir nao s6 para o conhe-
cimento técnico, mas também para uma cultura mais ampla, desenvolvendo
meios para a interpretacao de fatos naturais, a compreensao de procedimen-
tos e equipamentos do cotidiano social e profissional, assim como para a
articulagao de uma visao do mundo natural e social. Deve propiciar a cons-
trucdo de compreensao dinamica da nossa vivéncia material, de convivio
harmoénico com o mundo da informagao, de entendimento histdrico da vida
social e produtiva, de percepcao evolutiva da vida, do planeta e do cosmos,
enfim, um aprendizado com carater prético e critico e uma participacao no
romance da cultura cientifica, ingrediente essencial da aventura humana.
Um dos pontos de partida para esse processo a tratar, como contetido do
aprendizado matemaético, cientifico e tecnoldgico, elementos do dominio
vivencial dos educandos, da escola e de sua comunidade imediata. Isso
nao deve delimitar o alcance do conhecimento tratado, mas sim dar sig-
nificado ao aprendizado, desde seu inicio, garantindo um didlogo efetivo.
(BRASIL[3], 2000, p.7).

Assim, esta pesquisa visa construir além de proposicoes dadas por meio de elaboracao de
materiais didaticos uma reflexao sobre a importancia da contextualizagao no ensino de ma-
tematica, principalmente ao direcionarmos esse aprendizado a Educacao de Jovens e Adultos

(EJA).

A EJA, regulamentada pela Lei de Diretrizes e Bases da Educagao (LDB),
9.394/96 garante:

16



Secao V

Da Educacao de Jovens e Adultos

Art. 37°. A educagao de jovens e adultos serd destinada aqueles que nao
tiveram acesso ou continuidade de estudos no ensino fundamental e médio
na idade propria.

§ 1°. Os sistemas de ensino assegurarao gratuitamente aos jovens e aos adul-
tos, que nao puderam efetuar os estudos na idade regular, oportunidades
educacionais apropriadas, consideradas as caracteristicas do alunado, seus
interesses, condigoes de vida e de trabalho, mediante cursos e exames.

§ 2°. O Poder Piblico viabilizara e estimulara o acesso e a permanéncia do
trabalhador na escola, mediante acoes integradas e complementares entre
si.

Art. 38°. Os sistemas de ensino manterao cursos e exames supletivos, que
compreenderao a base nacional comum do curriculo, habilitando ao prosse-
guimento de estudos em carater regular.

§ 1°. Os exames a que se refere este artigo realizar-se-ao:

I - no nivel de conclusao do ensino fundamental, para os maiores de quinze
anos;

IT - no nivel de conclusao do ensino médio, para os maiores de dezoito anos.
§ 2°. Os conhecimentos e habilidades adquiridos pelos educandos por meios
informais serdo aferidos e reconhecidos mediante exames. (BRASIL[2], 1996,

p. 15).

A LDB permite que os estudantes acima de 15 (quinze) anos que por qualquer motivo nao
pode continuar seus estudos tenham o direito de conclui-lo por meio da modalidade EJA,
sendo no ensino fundamental ou médio.

O publico da EJA difere-se por em sua maioria ja estar imerso no mercado de trabalho e
possuir interesses que nao correspondem aos das criancas e adolescentes inseridos no ensino

regular. Os jovens e os adultos vislumbram seu aprendizado nas salas de aula.

[...] o adulto estd inserido no mundo do trabalho e das relagoes interpes-
soais de um modo diferente daquele da crianca e do adolescente. Traz
consigo uma histéria mais longa (e provavelmente mais complexa) de ex-
periéncias, conhecimentos acumulados e reflexGes sobre o mundo externo,
sobre si mesmo e sobre as outras pessoas. Com relacdo a insercao em si-
tuagoes de aprendizagem, essas peculiaridades da etapa de vida em que se
encontra o adulto fazem com que ele traga consigo diferente habilidades e
dificuldades (em comparagdo com a crianga) e, provavelmente, maior ca-
pacidade de reflexao sobre o conhecimento e sobre seus préprios processos
de aprendizagem. (OLIVEIRA, 1999, pp.60-61 apud FREITAS[g], 2011, p.
35).

Preocupados com situacoes cotidianas, empregado ou em busca de empregar-
se, estes sujeitos ja possuem uma histéria de vida. Muitas sabem o que
pretendem com seu retorno a escola. Compartilham conhecimentos que
para muitos nao s@o inerentes no processo de ensino aprendizagem. Suas
experiéncias fomentam seu aprendizado, pois “[...] a experiéncia é o livro
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didatico vivo do estudante adulto” (LINDEMAN;, 1989, p.7 apud FREITASIg],
2011, p. 35).

’

E necessario que para essa modalidade o ensino de matemaética esteja vinculado para o
contexto do estudante. Algo que promova interesse e prazer para que este permaneca na
escola.
O ensino de matematica deve vir a promover uma insercao dos conteudos curriculares no
dia-a-dia por meio de aplicabilidades préticas e coesas com significados e sentidos.
[...] néo podemos ofertar aos estudantes jovens e adultos “contetidos que
pouco ou nada tenham a ver com seus anseios, com suas dividas, com suas
esperancas, com seus temores”. Isso nao significa furtar desses estudan-

tes a oportunidade de vislumbrar contetidos que sao oferecidos em outras
modalidades de ensino. (FREIRE[7], 2005, p.100).

E ainda:

[...] nessa perspectiva o curriculo real deverd ser construido em torno dos
interesses e necessidades do aluno, que por sua vez, teria capacidade de
trazer para o processo educacional experiéncias vividas no trabalho, lazer,
na familia, na comunidade, etc., fazendo os ajustes necessarios a partir das
interagoes vividas. (FREITAS[S], 2011, p.35).

Freitas mensura a importancia de um curriculo vivido, real, condizente a realidade do aluno,
vinculado a familia, a comunidade e até ao lazer, situacoes inerentes ao estudante da EJA.
Estes sujeitos necessitam de motivagoes surgidas da escola para a vida. Nao basta apenas
mencionar relagoes aos conteudos é preciso mostrar na pratica as inimeras possibilidades de
associacoes entre a vida e a matemaética.
Estabelecer uma ponte entre as experiéncias de vida e o conhecimento
matematico sistematizado talvez seja o maior desafio dos educadores ma-
tematicos que atuam no Proeja, afinal “a tradicao Matematica escolar nos
impede de ver a matematica operando em situagoes do cotidiano, apenas

porque nao ha tanta matematica escolar nessas situagoes.” (SKOVSMOSE,
2007b, p.213, apud FREITAS[S], 2011, p. 38).

Kuenzer (2007, p.75, apud FREITAS[S], 2011, p. 39), afirma que “a grande questao, talvez,
seja nao pensar ou discutir mais se é importante ou nao valorizar as experiéncias dos estudan-
tes adultos e, sim, refletir sobre o que e como ensinar de forma contextualizada, aproveitando
essas experiéncias”. A matematica para a EJA precisa ter aplicabilidade no cotidiano a fim

de contribuir para o crescimento social e cultural do aluno. Tornando-o um cidadao critico,
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reflexivo e participativo.

A matematica estd presente em varias situagoes, desde as pequenas con-
tas feitas em mercados a calculos de grandes construcoes. Buscar parcerias
com os alunos por meio de sua realidade, do trabalho que executa, das
experiéncias que traz em virtude de suas vivéncias pode transformar este
ensino, mas para que isso ocorra é preciso atribuir responsabilidade a todos
os colaboradores da educacgao, e assim, professor valorizando as experiéncias
do aluno e aluno sentindo-se pertencente torna o aprendizado eficaz. Con-
tudo, “é evidente que nao podemos atribuir a valorizacao de experiéncias
anteriores a responsabilidade total pela aprendizagem de estudantes adul-
tos. De nada adiantaria isso se as capacidades de critica e reflexdo nao
fossem privilegiadas” (FREITAS[S], 2011 p.43).

[...] somente quando compreendemos e damos condigoes para que os es-
tudantes adultos possam transformar o saber da experiéncia em um saber
da experiéncia consciente, via reflexdo, podemos dizer que estamos contri-
buindo para o processo de educagao desse estudante. (FREITASI[g], 2011,
p. 47).

Nesse sentido, Freitas aponta ainda trés aspectos importantes para a valorizacao da ex-
periéncia dos sujeitos da EJA para a construcao do curriculo de matematica:
Funcionais. Devem ser aplicdveis a resolucao de problemas da vida cotidi-
ana.
Propedéuticos. Seu uso deve possibilitar e levar em conta novas aprendiza-
gens mais avangadas.
Integradores. Devem estabelecer conexoes entre a formagao inicial do aluno,

suas experiéncias e o conhecimento matematico que se pretende ensinar.
(FREITAS[S], 2011, p. 54 grifos nosso).

Historicamente sabemos que o ensino de matematica foi inspirado em uma cultura diferente
da nossa e apenas a poucas décadas ocorre a preocupacao em ressignificar e ampliar as
perspectivas do processo de ensino aprendizagem dessa disciplina. Pensar em um piblico
que possui especificidades como a EJA exige ainda mais de pesquisadores em busca de uma
formacao eficaz e de qualidade. Assim, a escolha de materiais didaticos para esses sujeitos
precisa ser realizada com zelo e dedicacao de modo a permitir que essas experiéncias sejam
exacerbadas pelo ambiente escolar valorizando o meio sécio-histérico-cultural do estudante.
O autor relata ainda que “se falamos em valorizar experiéncias de vida, nao podemos pensar
em um material didatico diferente daqueles que possam ser facilmente adequados para atender

as expectativas dos estudantes, que sao individuais [...] (FREITAS[g], 2011, p.51). Somos
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diferentes, cada um ao seu modo constréi seu conhecimento junto a suas vivéncias, mas
¢ importante compreender que cada pessoa tém um tempo ao transformar as informacoes
recebidas em saber cientifico, pois “[...] a ndo coincidéncia entre a ‘Matemaética académica’
e a ‘Matematica da vida real’ é um dos fatores que explica o sentimento de resisténcia que

muitas pessoas tém a respeito da matemdtica” (FREITAS[S], 2011, p.54-55).

3.2 A Matematica Atuarial na Educacgao

As orientacoes de nossa politica nacional de educagao e os pesquisadores do ensino de ma-
tematica mostram a importancia da contextualizacao e valorizacao das experiéncias do sujeito
para o desenvolvimento do aprendizado e da formagao do ser. E visando esses fatores que as
pesquisas relacionadas a matematica atuarial se fazem necessarias com foco na producao de
proposta que permeiam dar encaminhamentos para execucao e reflexao.

A matematica atuarial recebe esse nome por utilizar ferramentas que fazem uso ao mesmo
tempo de técnicas financeiras e estatisticas. Assim, ela é a base tedrica para muitos ramos
da atividade humana sendo os principais deles os ramos de Seguros e Previdéncia.

Os seguros surgiram a mais de dois séculos e estao presentes nas mais diversas atividades
cotidianas. No entanto, a compreensao dos mecanismos de funcionamento dos mesmos nao
sao de amplo conhecimento de todos os que deles utilizam ou desejam utilizar. O mesmo
ocorre para a Previdéncia Complementar que por muitos passa desapercebida enquanto in-
vestimento necessario para garantir condigoes que possam suprir necessidades futuras.

A matematica atuarial enquadra-se nesses aspectos. De nos fornecer os conhecimentos ne-
cessarios para a compreensao do funcionamento desses produtos. Ao detalharmos os mesmos,
verificaremos que estao baseados basicamente em resultados da teoria das probabilidades e
da matematica financeira. Logo, ao investigarmos o funcionamento de tais produtos, teremos
uma outra oportunidade de abordagem para esses conteudos que fazem parte do curriculo

normalmente utilizado no ensino bésico.
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4 Bases Matematicas

4.1 Matematica Financeira

4.1.1 Introducao

Ao iniciar os estudos em Matematica Financeira, algumas perguntas sao inevitaveis como:
Qual o seu campo de aplicagao? Qual a sua utilidade pratica? Ela fara alguma diferenca em
minha vida?
Entao, nao ha melhor oportunidade para dizer que o campo de aplicacao dela é bastante am-
plo pois, suas técnicas sao necessarias em operagoes de financiamento de quaisquer naturezas:
crédito a pessoas fisicas e empresas, financiamentos habitacionais, crédito direto ao consu-
midor entre outras. Também sao necessarias nas operagoes de investimentos nos mercados
de capitais. Em ambas as situacoes, ¢ o uso dessas técnicas que permite conhecer o custo e
o retorno dessas operacgoes, permitindo tomadas de decisao mais racionais; sao elas também
que permitem determinar o valor das parcelas devidas pelas transagoes efetuadas a prazo.
No mundo dos negécios, seu conhecimento é absolutamente imprescindivel,
uma vez que os custos dos financiamentos dados e recebidos sao pecas cen-
trais do sucesso empresarial. Fora dele, seu conhecimento é indispenséavel,
uma vez que operacgoes financeiras permeiam boa parte das nossas atividades

diarias sendo praticamente impossivel desvencilha-las de nosso cotidiano.
(PUCCINI[IT], 2007, p. 8).

Numa visao geral, a Matematica Financeira é um ramo da matematica que estuda a mudanca
de valor do dinheiro com o decurso de tempo; para isso cria modelos que permitem avaliar e

comparar o valor do dinheiro em diversos pontos do tempo.

4.1.2 Conceitos basicos

Para o estudo da Matemadtica Financeira é necessaria a apresentacao da linguagem propria
utilizada por ela para designar seus diversos elementos e que esses elementos sejam contex-

tualizados com precisao. Os conceitos basicos de seu estudo serao inicialmente vistos através



de um exemplo para que, na sequéncia, possamos defini-los.

Exemplo: Um gerente de uma empresa necessita de um empréstimo no valor de R$ 100.000,00
para atender as necessidades financeiras do seu negécio. Um banco, apds analisar a solicitagao
anuiu ao pedido e propés um empréstimo que devera ser pago apds quatro meses; o banco
depositara R$ 100.000,00 na conta da empresa e esta pagard ao banco R$ 120.000,00 ao final
dos quatro meses.

Esse exemplo nos permite identificar os elementos basicos que serao estudados em Matematica

Financeira. Nessa situagao vocé pode ver que:

e Essa operacao financeira tem um valor inicial de R$ 100.000,00 que serd denominado

de capital e um valor final de R$ 120.000,00 que serd denominado montante;
e Essa operacao financeira tem uma duracao de quatro meses;

e H&4 uma diferenca entre o montante e o capital que é denominado juro da operacao.

Esse juro serd um custo para a empresa e uma remuneragao para o banco.

No entanto, o estudo da Matematica Financeira exige uma definicao precisa desses termos,

o que faremos abaixo.

4.1.2.1 Capital

O Capital (C') é o valor de um ativo representado por moeda e/ou direitos passiveis de uma
expressao monetaria, no inicio de uma operacao financeira.
No exemplo acima, o capital corresponde ao valor de R$ 100.000,00. De acordo com essa

definicao pode-se considerar como capital:

e Numerario ou depdsitos bancarios disponiveis;
e Titulos de divida expressos em valor no inicio de um processo financeiro;

e Ativos fisicos devidamente avaliados: prédios, maquinas, veiculos e outros.

4.1.2.2 Juro

Juro (J) é o valor da remuneragao do capital (C') acordado entre o credor e o tomador

em uma determinada operacao financeira. “Seu conceito e utilizagao é mais antigo que a
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criacdo das moedas” (PITON-GONCALVES[24], 2005). O Juro é a remuneragao cobrada
pelo empréstimo de dinheiro, pode ser compreendido como uma espécie de “aluguel sobre o
dinheiro”. Ele seria uma compensacao paga pelo tomador do empréstimo para ter o direito de
usar o dinheiro até o dia do pagamento. O credor, por outro lado, recebe essa compensagao
por nao poder usar o dinheiro emprestado até o dia do pagamento e também por correr o
risco de néo receber o dinheiro de volta (risco de inadimpléncia). Em geral, apresenta-se uma
taxa de juros (Z)E| uma vez que o valor total dos juros s6 é conhecido ao final da operacao

financeira.

4.1.2.3 Montante

Denomina-se montante (M) a soma do capital (C') e do juro (J) que foi acordado na operagao
financeira e que é devido ao final da mesma. Matematicamente o montante é expresso pela
relagao:

M=C+J (4.1)

que é denominada equacao basica da Matematica Financeira.

4.1.2.4 Fluxo de Caixa

Fluxo de caixa é uma sucessao de entradas e saidas de dinheiro (ou ativos expressos pelo seu
valor monetério) no tempo.

Exemplo: Vocé entrou numa loja para comprar uma geladeira. O vendedor lhe informa que
o preco a vista da geladeira é R$ 1.500,00. Informa também que o pagamento pode ser
financiado em quatro pagamentos iguais mensais de R$ 400,00 através de uma instituicao
financeira (IF). Vocé faz a compra e opta pelo financiamento, de modo que tera quatro
desembolsos mensais sucessivos de R$ 400,00; a instituicao financeira pagard para a loja
o valor a vista de R$ 1.500,00 e receberd de vocé as quatro prestagoes mensais. A figura
abaixo representa graficamente as entradas e saidas de dinheiro para cada um dos agentes
envolvidos; isso é um fluxo de caixa. Essas entradas e saidas podem ser representadas por
um diagrama, denominado diagrama de fluxo de caixa, como mostrado na figura, a partir do

qual se apontarao as convencoes utilizadas para a sua elaboracao.

1 Utiliza-se a letra i para representar a taxa de juros devido ao termo em inglés - Interest Rate.
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IF: desembolso inicial e recebimento
de 4 pagamentos mensais

1.500
400 400 400 400
o 1 2 3 <1
Tempo (periodos)
t Vocé: 4 pagamentos mensais
. 400 400 400 400
F % L 1 ]
i A
o] I 1 2 3 4

! Tempo (periodos)
1.500;

-~
‘ Loja: entrada de caixa a vista
(8]

1 2 3 4
Tempo (periodos)

Figura 4.1: Fluxo de caixa. Fonte (PUCCINI[I7], 2007, p. 19)

As regras para desenhar um diagrama de fluxo de caixa sao:

e 10 eixo das abscissas (horizontal) representam-se os periodos de tempo; e

e 10 eixo das ordenadas (vertical) representam-se os valores das entradas e saidas de

dinheiro.

Essas entradas e saidas sao representadas por flechas orientadas, indicativas dos valores con-

siderados:

e entrada de dinheiro: flechas com orientagao positiva,

e saida de dinheiro: flechas com orientacao negativa.

A dimensao dessas flechas, geralmente, nao considera a proporcionalidade entre elas e os
valores representados; as figuras sao meramente qualitativas.

Da figura, verificamos que: institui¢ao financeira: uma saida de caixa de R$ 1.500,00 no
tempo n = 0 (zero) e quatro entradas de caixa sucessivas no valor de R$ 400,00; vocé: qua-
tro saidas de caixa sucessivas de R$ 400,00 (seu beneficio como contrapartida foi a aquisigao
da geladeira). Mais rigorosamente, vocé receberia R$ 1.500,00 da IF e os repassaria a loja;

loja: recebeu a vista o valor de R$ 1.500,00 pela venda que lhe fez da geladeira.
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Os pagamentos mensais de R$ 400,00 sao nominalmente iguais, porém, financeiramente dis-
tintos, pois se referem a datas diferentes e nao sao, portanto, comparaveis.
O diagrama de fluxo de caixa é a representacao grafica de um fluxo de caixa. O fluxo de

caixa também pode ser representado em forma de tabela.

4.1.2.5 Valor Presente

Valor presente (PV) é o valor de uma operacao financeira na data presente. E um valor
intermediario entre o montante (M) e o capital (C'), conforme se pode ver na figura abaixo.
Essa nomenclatura se justifica para operacoes iniciadas no passado e que se prolongam até
uma certa data futura. Observe que, para uma operagao financeira iniciada hoje o capital
e o valor presente coincidem; por essa razao, a expressao valor presente é, freqlientemente,

utilizada como sinonima de capital, apesar da diferenga conceitual existente.

C VP (VA) VF M(VN)

4 Y Y .
0 1 2 3 data atual n-1 n
Tempo (periodos)

Figura 4.2: Fluxo de caixa. Fonte (PUCCINI[I7], 2007, p. 16)

4.1.2.6 Valor Futuro

Valor futuro (F V)E| é o valor de uma operacao financeira em qualquer data compreendida

entre a data presente e o vencimento da operagao. De modo andlogo ao valor presente e

2A sigla PV vem do inglés (Present Value) e é muito utilizada para o valor presente, até mesmo por

calculadoras financeiras como a HP 12C.
3A sigla FV vem do inglés (Future Value) e é muito utilizada para o valor futuro, até mesmo por calcula-

doras financeiras como a HP 12C.
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capital, também o valor futuro é, freqiientemente, tomado como sinénimo de montante.

4.1.3 Evolucao do Montante com Juros Compostos

4.1.3.1 Definicao do calculo

Nas negociagoes financeiras, os juros sao cobrados segundo dois critérios ou regimes: Capi-
talizacao Simples ou Juro Simples e Capitalizagao Composta ou Juro Composto. Os juros
simples sao utilizados apenas em algumas situacoes muito particulares que envolvem curtos
periodos de capitalizagao. Na maioria das outras situacoes a capitalizacao utilizada é sem-
pre a composta e, portanto, é somente com ela que vamos trabalhar. Assim, para facilitar
nossa apresentagao ao regime de Capitalizacao Composta vamos, novamente, fazer uso de um
exemplo. Este exemplo, apesar de retratar uma situacao mais hipotética que aquela apre-
sentada anteriormente, serd util no objetivo de introduzir as ideias basicas da capitalizagao
composta.

Exemplo: Voce, necessitando de recursos para operar seus negocios, se dirige a um banco e
solicita um empréstimo de R$ 1.000,00 para pagar em uma tnica vez no final de cinco (5)
anos. O gerente, apds analisar seu comportamento de crédito, aceita seu pedido e lhe informa
que a linha de financiamento opera com uma taxa de juros de 15% a.a. e em regime de juros
compostos. Qual o valor que devera ser reembolsado ao banco ao final de operagao?

A defini¢ao do cédlculo dos juros compostos é que, ao fim de cada periodo financeiro o juro
produzido nesse periodo é somado ao capital que o produziu e passam os dois, capital mais
juro, a renderem juro no periodo seguinte. Nesse caso, a capitalizacao é realizada perio-
dicamente, do que resulta sempre um capital maior a cada periodo e juro maior para esse
periodo: é o chamado juro sobre juro que caracteriza o regime de Juros Compostos ou de
Capitalizagao Composta.

Assim, para responder a questao podemos pensar da seguinte forma para obter o cdlculo dos
juros : O juro incide anualmente sobre o valor presente do empréstimo a uma taxa de 15%
a.a. de modo que a cada ano decorrido do inicio da operagao o banco tera direito a um juro
exXpresso por:

J=Cli (4.2)

Nesse caso, a temporalidade da taxa de juros é o ano; assim, o tempo total do empréstimo

pode ser dividido em cinco (5) periodos de ano que correspondem a cinco (5) periodos anuais
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de incidéncia de juros. Considerando isso, podemos fazer a evolucao do valor do empréstimo

periodo a periodo. Os calculos completos podem ser vistos na tabela abaixo:

Periodo | Valor Inicial (Capital) | Base de Célculo Juros Valor Final (Montante)
0-1 R$ 1.000,00 R$ 1.000,00 R$ 150,00 R$ 1.150,00
1-2 R$ 1.150,00 R$ 1.150,00 R$ 172,50 R$ 1.322,50
2-3 R$ 1.322,50 R$ 1.322,50 | R$ 198,38 R$ 1.520,88
3-4 R$ 1.520,88 R$ 1.520,88 | R$ 228,13 R$ 1.749,01
4-5 R$ 1.749,01 R$ 1.749,01 R$ 262,35 R$ 2.011,36

Tabela 4.1: Evolucao do capital de R$ 1.000,00 a juros compostos de 15% a.a por 5 anos.

Essa tabela mostra que os juros anuais nao sao todos iguais. Isso é devido ao efeito dos
juros sobre juros. No entanto, observando cada uma das linhas, vemos que continua valida a

equagao fundamental da matematica financeira:
M=C+J

Desde que tenhamos o cuidado de nao misturar as linhas. Assim, chamando de C o capital
inicial de R$ 1000,00, de J; o juro calculado no primeiro periodo de capitalizacao e de M; o

montante ao fim desse mesmo primeiro periodo temos que:
M, = Cy + J; = 1150 = 1000 + 150

O que, obviamente, é valido para as demais linhas.
Agora, fazemos na relacao acima a observagao de que J; = Cf . i, entdao, podemos reescreveé-

la como:
My =0C +Ji = M =C, + Ci = M = C.(1+19)
Assim, pelo nosso comentario anterior, sao também vélidas as relagoes:
My, = Co.(1414); My = Cs.(1+1); My = Cy.(1+1i);e M5 = C5.(1+1)

Mas, desde o inicio, a pergunta que nos foi feita no exemplo acima era para determinar

o valor do montante final, ou seja M5. Vamos entao, concluir isso analisando melhor essa
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dltima relagdo: M5 = Cs.(1 4 1)
Se investigarmos corretamente, veremos que o valor de R$ 1749,01 que funciona como capital
Cs na ultima linha da tabela é o mesmo valor que foi o montante na linha anterior. Ou seja,

Cs = M, e, entao, podemos escrever que:
Ms = My.(1+1)
Mas, também sabemos que My = Cj.(1 + i) dai substituimos e ficamos com:
Ms = Cyp.(1414).(1+1)

Assim, verificando novamente que Cy = M3 e repetindo esse raciocinio até a ultima linha,

quando chegarmos nela teremos:
My = Ci.(14+49).(1+0).(14+49).(1+0).(1+4) = Cr.(1414)°
Ou seja, substituindo os valores do exemplo acima, C; = R$ 1000,00 e i = 15% a.a. vem:

Ms = 1000.(1+0,15)° = M; = 1000.(1,15)° = Ms = 1000.(2,01136) =
Ms =~ R$ 2.011,36.

Que é, exatamenteﬂ o mesmo valor encontrado pela tabela anterior.
Assim, o nimero 5 (cinco) de periodos de incidéncia de juros aparece como expoente do fator
(1+1); essa constatagdo permite uma generalizacao para n periodos de incidéncia (tempo de

aplicagao). Substituindo o nimero de linhas da tabela anterior de 5 por n, temos:

40 uso do sinal ~ serd muito mais comum nos resultados de célculos da matematica financeira do que o
sinal de = devido ao fato de que esses calculos geralmente resultam em valores com muitas casas decimais
e, ao apresentarmos os resultados finais dos mesmos, desejarmos apresenta-los na forma mais préxima com
que sdo encontrados no nosso dia-a-dia onde fazemos o uso de apenas duas casas decimais. Assim, quando

utilizamos o sinal de ~ estamos fazendo uso de arredondamentos para os resultados finais.
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Assim, considerando M,, como o montante final M e C; como o capital inicial aplicado C,
resulta, apods a aplicacao do mesmo raciocinio n vezes, a féormula geral do montante em regime

de juros compostos que é dada por:
M = C.(1+4)" (4.3)

Onde a taxa de juros ¢ e o numero de periodos n deverao estar expressos na mesma tempo-
ralidade (em forma compativel).

Com essa formula a resposta ao ultimo exemplo seria simplesmente:

M = C.(141¢)™ substituindo os valores anteriores
M = 1000.(1+0,15)°> assim obtemos
M ~ R$ 2.011,36

sem a necessidade de se construir a tabela anterior.

4.1.3.2 A evolucao do Montante em Juros Compostos como uma P.G.

Na construcao da tltima tabela acima, um detalhe interessante é que se observarmos a tltima
coluna da direita — que contém o Valor Final a cada periodo — verificamos que os valores finais
de periodos sucessivos estao relacionados de modo que, para obter o valor final do préximo
periodo basta multiplicar o valor final do periodo atual por (1+4). Ou seja, dados quaisquer

inteiros sucessivos m e m + 1, temos que:

M,
Mpyy1 = My.(1+4) ou M—“ = (141)

Assim, a sequencia de valores finais apds cada periodo na ultima coluna acima pode ser
obtida a partir da multiplicagao sucessiva do fator (1 + i) a um dado valor inicial que, pelo
que foi visto acima, é o Capital. No entanto, essas sao exatamente as caracteristicas das
sequéncias que sao definidas como progressoes geométricas (P.G.). “Tais sequéncias possuem
termos que, a partir do segundo, sao sempre o resultado do anterior multiplicado por um
valor constante que é chamado de razao da P.G”(MORGADO; WAGNER; ZANI[14], 2001,
p.20).

Assim, usando a notagdo ¢ para essa razao e ag para o termo inicial da P.G. (aquele que é
independente e o tnico que nao exige ser um produto da razao g por um termo anterior)

temos que:
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ay = Qg . (q

az = ap .(q

ag = ar . (q
_ _ _ 2
iz = @11 -4 = Aio-4¢g.4q = Ao - ¢

Dessa forma, prosseguindo com esse raciocinio, podemos obter uma expressao para o termo
geral de uma P.G. somente a partir do seu termo inicial ag e da razao ¢. Assim, sendo ag e

q conhecidos, obtemos a,, (n > 0) por:
a, = ap.q" (4.4)

Comparando a expressao obtida acima com a expressao para o calculo do calculo geral do

montante:
M =C.(1+40)"

concluimos que a formacao do montante no regime de juros compostos se da como uma
progressao geométrica na qual o termo inicial ag é o Capital C' e a razao ¢ é o termo (1 + 1),

sendo 7 a taxa de juros da operacao.

4.1.4 Capitais Equivalentes

Em nossa sociedade, é consideravel a quantidade de pessoas fisicas e juridicas que optam
pelos financiamentos e operagoes de crédito a longo prazo, sobre os quais se aplica o sistema
de capitalizacao composto. Devido a isso, é comum a necessidade de se comparar os valores
envolvidos em tais operacoes e, principalmente, considerando os prazos das mesmas.

Em Matematica Financeira, utilizamos o principio de que s6 podemos comparar valores se eles
estiverem no mesmo tempo comercial, ou seja, opcoes s6 podem ser comparadas se estiverem
posicionadas no mesmo tempo no fluxo de caixa. A data em que se considera como base
de comparagao dos valores referidos a datas diferentes é chamada de data focal. A data
focal também é chamada data de avaliacao, data de referéncia ou época. Dois capitais sao
equivalentes quando sao iguais se comparados em uma mesma data, ou seja, quando sao
comparados na mesma data focal.

Assim, se R$ 100,00 sao aplicados a uma taxa de juros de 5% ao més, R$ 100,00 hoje e R$
105,00 daqui a 1 més sao equivalentes, ou seja, ter R$ 100,00 hoje e R$ 105,00 daqui a 1
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meés lhe é indiferente. Isso vale para muitas situacoes. Uma divida de R$ 1.000,00 hoje, a
uma taxa de juros de 20% ao bimestre, e outra de R$ 1200,00 daqui a 2 meses, também sao
equivalentes, pois a primeira transformar-se-a na segunda apds 2 meses.

Esse conceito nos remete a dois principios basicos em Matematica Financeira:

e QQuantias s6 podem ser comparadas se estiverem na mesma época;

e Quantias sé podem ser somadas se estiverem na mesma época (mesma data).

Isso é importante pois, achar que R$ 100,00 valem menos que R$ 110,00 pode ser um engano
uma vez que se aplicarmos R$ 100,00 a taxa de 1% ao més, apds 12 meses, teremos R$ 112,68
o que é maior que R$ 110,00 se este estiver referido & mesma data. Entao R$ 100,00 é maior
que R$ 110,00 referidos as datas mencionadas, nas condigoes dadas.

A grande maioria das andlises de situagoes financeiras utiliza esse conceito. Quando calcula-
mos quanto vale uma quantia em outra época, estamos transportando o dinheiro no tempo.
Para fazer isso, basta considerar que quando um valor aumenta a uma taxa 1%, ele fica mul-
tiplicado pelo fator (1 + i) e quando diminui a uma taxa % ele fica dividido por (1 + 7).
Consequentemente, para avangar n periodos no tempo basta multiplicar por (1 +4)" e; para
voltar n perfodos no tempo, basta dividir por (1 +4)™.

Ou seja,

FV = PV . (1+i)" (4.5)

PV = FV . (1+4)™" (4.6)

Por exemplo, R$ 1.000,00 na data focal hoje e R$ 1.100,00 na data focal daqui a um més sao
equivalentes considerando-se a taxa de 10% a.m., pois se levarmos R$ 1.000,00 um més a frente
para comparar com o valor de R$ 1.100,00 teremos F'V = 1000.(1+ 0,10) = 1000.(1,1) =

FV = R$ 1.100,00 e eles serao iguais. Da mesma forma, se voltarmos R$ 1.100,00 um més

1100 1100
atrds para comparar com R$ 1.000,00 teremos PV = [+ 0.10) = . = PV =RS$

1.000,00 e eles serao, da mesma forma, iguais.

Tal comparagao realizada acima em duas datas focais diferentes para confirmacao da equi-
valéncia de capitais nem mesmo é necessaria uma vez que se dois capitais forem equivalentes
em uma determinada data focal eles serao equivalentes em qualquer data focal escolhida para

comparagao.
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O mesmo raciocinio utilizado para capitais equivalentes pode ser usado para um conjunto
de capitais. Em uma mesma data a soma dos seus valores atuais sera igual a soma dos seus
valores atuais em qualquer data, considerando-se uma mesma taxa de juros. Deste principio
decorre que o valor a vista de um bem é igual a soma dos valores atuais das prestagoes (caso
se opte por um pagamento parcelado) em qualquer data focal. Vamos verificar a aplicagao
desse conceito através de alguns exemplos.

Exemplo: O vendedor de uma concessionaria propoe ao cliente a venda de um carro por
R$ 10.000,00 & vista ou em dois pagamentos mensais iguais, sem entrada de R$ 5.761,90.
Considerando que os juros para essa situacao estao valendo 10% ao més, hé diferenca entre
as propostas?

Considerando a data focal 0 (ou seja, hoje, a ocasido em que ele realizaria o pagamento a
vista) temos que R$ 10.000,00 equivalem realmente a R$ 10.000,00. J4 o primeiro pagamento
@ ~ R$ 5.238,09. E,

o segundo pagamento de R$ 5.761,90, como ocorre daqui a dois meses, equivale, hoje, a

5.761, 90 5.761, 90
. = ’ ~ 4.761.90.
L o~ RS 476190

Assim, na data focal 0 (hoje) R$ 5.238,09 + R$ 4.761,90 ~ R$ 10.000,00 e, os capitais sao

de R$ 5.761,90, como ocorre daqui um meés, equivale, hoje a

equivalentes (a diferenca é originada por arredondamentos envolvidos nos célculos). Logo, as

propostas também sao.

Exemplo: Pedro tomou um empréstimo de 300 reais, a juros de 15% ao més. Dois me-
ses apos, Pedro pagou 150 reais e, um meés apds esse pagamento, Pedro liquidou seu débito.
Qual o valor desse ultimo pagamento?

Os esquemas de pagamento abaixo sao equivalentes. Logo, 300 reais, na data 0, tém o mesmo

valor de 150 reais dois meses apds, mais um pagamento igual a P, na data 3. Igualando os

300
a

0

=

0 1

W g

Figura 4.3: Conjunto de capitais equivalentes.

valores, na mesma época (0, por exemplo), dos pagamentos nos dois esquemas, obtemos:
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150 P
_ — 113,42
300 = 195 * g = 900 342 + 1

(300 — 113,42).(1,15%) = P = P = 186,58 . 1,520875

=

E, dai, P ~ 283,76. O ultimo pagamento foi de R$ 283,76.

4.1.5 Séries de Pagamentos (Rendas)
4.1.5.1 Definicao

Em diversas situagoes comerciais vamos nos deparar com ao menos um dos seguintes fatos

(similares):

e Voceé financiou a compra de um bem em 24 prestagoes mensais iguais; e/ou

e Resolveu fazer doze (12) depdsitos mensais iguais numa conta poupanga para com o

resultado comprar algum produto.

Nesses dois casos, tem-se uma sucessao de pagamentos (ou recebimentos) a qual se d4 generi-
camente o nome de renda. Assim, uma renda ou anuidade é um conjunto, finito ou infinito, de
pagamentos ou recebimentos, cujos elementos, denominados termos da renda, devem ocorrer
em datas preestabelecidas.

No primeiro fato vocé se valeu do conjunto de pagamentos para amortizar (abater) uma divida
e no segundo, para acumular uma poupanca. Acumular uma poupanca significa efetuar varios
pagamentos ou depdsitos sucessivos numa conta para utilizagao futura do resultado; esse re-
sultado é o valor futuro equivalente da renda. Ja o pagamento de uma divida significa que o
gasto ou dispéndio inicial foi substituido por um conjunto de pagamentos futuros que lhe é
equivalente; assim, o valor presente da renda equivale ao conjunto de prestacoes futuras que
Serao pagas.

Uma renda ¢é caracterizada por alguns parametros principais evidenciados a seguir:

Nimero de termos da renda: nimero de pagamentos (recebimentos) da renda;

Valores dos termos da renda: valor de cada termo da renda; e,

Vencimentos da renda: data do pagamento (recebimento) de cada termo da renda.
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A definicao apresentada acima é bastante genérica e nada diz sobre a periodicidade dos
pagamentos e sobre os seus valores. Assim, para objetivos praticos, precisamos conhecer a
classificacao das rendas.

As rendas podem ser classificadas segundo varios critérios ou pontos de vista, a saber: duragao
da renda, variacao dos elementos da renda, valor dos termos da renda, periodicidade dos pa-

gamentos, vencimento dos termos e inicio dos pagamentos.

Quanto a duragao da rendas ou anuidades

Sob este ponto de vista as rendas podem ser classificadas em:

e rendas temporarias: quando o nimero dos termos que compoe a renda é finito.

Exemplo: o conjunto de 12 prestacoes iguais de uma compra feita a prazo; e,

e rendas perpétuas: quando o nimero dos termos que compoem a renda ¢ infinito onde
por infinito deve-se entender que nao é conhecido, no inicio da renda, quantos termos
farao parte da mesma. Sao as rendas que nao possuem numero exato de termos como
as temporarias. Exemplo: uma pessoa muito rica deixa como heranca ao seu filho o

rendimento mensal perpétuo de um capital aplicado em uma instituigao financeira (IF).

Quanto a variagao dos seus elementos

Sob este ponto de vista as rendas podem ser classificadas em:

e rendas certas: quando todos os seus elementos - nimero de termos, vencimentos dos

termos e valores dos termos - estao previamente fixados; e,

e rendas aleatdrias: quando pelo menos um dos seus elementos nao estéd determinado.
Exemplo de anuidade aleatéria é o conjunto de pagamentos dos prémios de um seguro
de vida; o nimero de pagamentos (ntmero de termos da renda) nao é conhecido por

nao se saber antecipadamente quanto tempo o segurado iréd viver.

Quanto ao valor dos termos da renda

Sob este ponto de vista as rendas podem ser classificadas em:

e rendas constantes: quando os valores dos termos que as compoem sao constantes.

Exemplo: prestacoes iguais em uma compra a crédito; e,
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e rendas variaveis: quando os valores dos termos que as compoem sao variaveis. Exem-

plo: depdsitos crescentes em uma conta de poupanca.

Quanto a periodicidade dos pagamentos

Sob este ponto de vista as rendas podem ser classificadas em:

e rendas periddicas: quando o intervalo entre dois termos consecutivos é constante

(pagamentos mensais, semestrais ou anuais, por exemplo); e,

e rendas nao periddicas: quando o intervalo entre dois termos consecutivos é variavel.

Quanto ao vencimento dos termos

Sob este ponto de vista as rendas podem ser classificadas em:

e rendas postecipadas: quando os pagamentos ocorrem no fim de cada periodo. Exem-
plo: compra financiada em trés pagamentos mensais, ocorrendo o primeiro pagamento

30 dias apds a compra; e,

e rendas antecipadas: quando os pagamentos ocorrem no inicio de cada periodo.
Exemplo: compra financiada em trés pagamentos mensais, ocorrendo o primeiro paga-
mento no ato da compra. Informalmente sao as operacoes caracterizadas como “com

entrada”.

Quanto ao inicio dos pagamentos

Sob este ponto de vista as rendas podem ser classificadas em:

e rendas imediatas: quando o primeiro pagamento ¢ devido no primeiro periodo con-

tado da origem da renda; e,

e rendas diferidas: quando o primeiro pagamento sé é devido no periodo subseqiiente

a um determinado periodo de tempo, denominado periodo de diferimento.

Nao sao todos os tipos de rendas que podem ser generalizados através de férmulas com
aplicagao relativamente imediata. No entanto, vamos analisar abaixo alguns tipos especificos

de rendas que podem ser modelados com os conceitos vistos anteriormente.
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4.1.5.2 Desenvolvimento dos termos de um renda postecipada

Conhecida a classificacao das rendas, vamos agora verificar como a equivaléncia de capitais
)

atua nas mesmas. Com esse fim tomaremos uma renda temporaria, certa, constante,

perioddica, postecipada e imediata. Para esse tipo de renda o primeiro pagamento se

dé no primeiro periodo, o nimero de termos é finito, seus termos sao todos iguais em valor,

periddicos e devidos ao final dos respectivos periodos.

Como foi visto antes, se temos um conjunto de pagamentos e desejamos saber o valor equiva-

)
lente “de todo o conjunto” em uma determinada data (passada ou futura) precisamos levar
todos os pagamentos para a data desejada utilizando, para isso, as relacoes dos juros com-
Y ?

postos para valor presente e valor futuro definidas nas equacoes eld.6

Assim, o procedimento de deslocar cada pagamento/parcela para uma mesma data desejada

e, somente apods isso, realizar a comparacao necessaria resolve praticamente qualquer caso

que nos for apresentado.

Desse modo, se temos uma renda de n pagamentos iguais a R como essa e desejamos obter
) 7

por exemplo, o valor presente PV (na época 0) dos mesmos, pelo que vimos, devemos resolver

a seguinte expressao:

pyoo 8, " R B
(1 +9) (1+1i)? (1+14)3 (1+4)n

Onde ¢ é a taxa de juros da operagao e cada um dos termos da soma a direita é o valor de
cada uma das parcelas da renda levado a data focal 0 do valor presente da mesma para que a
comparagao possa ser corretamente realizada. Essa soma, apesar de possivel, pode ser muito
trabalhosa (imagine o cdlculo de um financiamento com 48 parcelas). No entanto, hé algo de

especial nela que facilitara a obtencao do resultado da mesma.

4.1.5.3 Reconhecendo uma P.G. e somando seus termos

Analisando a expressao acima, percebemos que a tnica diferenca entre os termos que estao
somados a direita é o expoente do denominador, ou seja, a diferenca entre dois termos vi-

zinhos dessa soma é apenas a multiplicacdo por um fator No entanto, ja vimos

1
(1414)
sequéncias anteriormente que sequéncias com essa caracteristica sao definidas como pro-
gressoes geométricas e, entao, o valor presente PV de uma renda com as caracteristicas

: . : L R
acima é a soma dos termos de uma progressao geométrica de termo inicial ay = m e

i

37



. 1
razao ¢ = ————.
(1+14)
Para uma progressao geométrica qualquer, podemos obter uma expressao para o calculo da
soma de seus termos fazendo a seguinte observacao:

Sendo S, a soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica:

Sp = ap + a; + axy + ... + Gp_o + ap
Podemos multiplicar ambos os lados pela razao ¢, obtendo:
q.S, = q.ay + q.a1 + q.as + ... + q.Gp_2 + q.ap_1
E, usando a relagao existente entre os termos da P.G., teremos que:
q.5, = a1 + as + a3 + ... + ap_1 + a,
Dai, fazendo a diferenca entre ¢.S,, e S,, , obtemos:

q.S, — S, = a1 +ay+az+ ... +ap1+a, —(ap+a +a+ ... +a,9+ a,1) =
q.S, — S, = a, — ag =
(g—1).S, = ay.q¢" — ay =
(q—1) .8, = ao . (¢" — 1)
E entao:

gt — 1

S, = .
ag q—l

(4.7)

Com a razao ¢ # 1.
Desse modo, aplicando a expressao [4.7] a soma dos valores presentes dos termos da renda

temporaria, certa, constante, periddica, postecipada e imediata citada anteriormente, com

R
= P = = — :
Sh V, ag 057 eq TET) teremos
1
R (1+9)" -
PV = , =
(1+1) 1 _
(141)
1—(1+a)"
R (14)n
PV = )
v (1+4d) 1—(147)
(147)
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R 1—(1+49)" (1+49)

PV =a5y —atr 10+

R 1—(1+i)" (1+9)

A ey R G ) Ea

De onde chegamos a:

PV = R. [%] (4.8)

Para o valor presente da soma dos termos da renda. Por vezes ja temos o valor presente e
precisamos calcular o valor dos pagamentos/parcelas R. Assim, a expressao acima também
pode ser utilizada para esse fim.

Observe ainda o termo que aparece entre colchetes, apesar do aspecto “pouco simpatico”.
Seu céalculo depende apenas da taxa de juros ¢ e do niimero de pagamentos n. Devido a isso,
em muitas situagoes praticas cotidianas o mesmo aparece tabelado permitindo, rapidamente,
uma conversao entre o valor a vista de uma mercadoria (valor presente) e o valor da parcela
a ser paga no caso de um financiamento da mesma (vocé ja deve ter visto algum vendedor

fazendo isso).

4.1.5.4 Valor presente e Valor futuro de uma renda

Como foi visto acima, o valor presente equivalente de uma renda nada mais é do que a soma
dos valores de todos os termos levados para a data focal 0 por uma dada taxa de juros ¢,
assim, no caso das rendas postecipadas, apés a aplicacdo da relagdo [£.7] que determina a
soma dos termos de uma progressao geométrica, obtivemos a equacao que estabelece uma
relagao para o PV dessa renda a partir das caracteristicas da mesma.

De maneira analoga, também podemos conhecer, para esse modelo de renda, a relagao que
existe entre o valor dos termos da renda R e o respectivo valor futuro. O valor futuro F'V ou
montante de um fluxo de caixa nada mais é do que a soma dos valores futuros de cada um
dos pagamentos da renda, ou seja, a soma dos valores de todos os pagamentos capitalizados
para a data focal n (tltima que se deseja avaliar) para uma dada taxa de juros i. O montante
FV da renda é dado pela soma dos valores futuros ou capitalizados de cada pagamento, ou

seja, pela soma dos valores:

FV = R(1+9"!' + +R(1+9)"%? + ... + R(1+i) + R
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Novamente, a soma a direita da igualdade é a soma de uma P.G. (mas agora ag = R e

g = (141)), entdo, aplicando-se a [4.7] chega-se a:

(1+i)" — 1]

FV:R.[ :

(4.9)

Exemplo: Uma loja permite o pagamento de uma mercadoria em quatro prestacoes de R$
380,74, mensais, iguais e sucessivas com o primeiro pagamento se dando depois de decorridos
trinta dias da compra. Qual seria o valor a vista devido dessa mercadoria se a loja operar
com taxa de juro de 5% a.m.?

Neste caso, conhecemos R, n e i. Calculamos PV por:

v = n [

Entao, como R = R$ 380,74; i = 5% am e n = 4 meses, temos:

5)! —

1+0,0 1
PV = 380,74 . [0(,0%(“2) 015)4] N
PV = 380,74 . [O(T)lm%)i]
PV — 380,74 . [W
PV = 380,74 . [((),’()W]

PV = 380,74 . (3,54574) =
PV =~ 1350,00

Assim, com uma taxa de juros de 5% a.m., o valor a vista da mercadoria seria de R$ 1.350,00.

Exemplo: Um banco concede um empréstimo no valor de R$ 10.000,00, a ser liquidado
em cinco prestacoes anuais iguais, sendo a primeira daqui a um ano, a uma taxa de 8% ao
ano. Qual serd o valor das prestacoes?

Neste caso, conhecemos PV, n e i. Calculamos R por:

R:Pv.[%]

Assim, como PV = R$ 10.000,00; ¢ = 8% a.m; n = 5 meses, temos:

0,08.(1 + 0,08)5]

R = 10000 . [
(1+0,08)° — 1
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0,08.(1,08)°
— 10000 . [220\LT0)
R = 10000 [(1’0&5_1] =
0.08.1, 46933
— 1 _ [—}
R = 10000 L N
1755
R = 10000 . [—}
0, 46933
R = 10000 . (0,25046) =
R = 250460

De onde concluimos que cada prestacao serd de aproximadamente R$ 2.504,60.

4.1.5.5 Uma renda pode ser infinita?

Existem casos onde o nimero de parcelas da renda R nao é finito. Talvez a situacao mais
comum desse tipo de renda seja aquela de um imével que gera para o seu proprietario um
determinado rendimento mensal R através do pagamento de aluguel. Em determinado mo-
mento pode ser questionado ao proprietario sobre o valor de venda do referido imével e para
responder & mesma sem nenhum prejuizo financeiro ele deve levar em conta qual seria o
rendimento que ele teria com o mesmo através das “infinitas” parcelas que receberia caso
o mesmo continuasse alugado. Ou seja, ele precisa comparar o valor da soma das infinitas

parcelas ao valor presente do imével pelo qual ele seria vendido, ou seja:
PV =R+ R+R+R+R+ ...+ R+ ..

Mas, para fazer a comparacao ele precisa deslocar o valor dos pagamentos R para a data

focal 0. Assim, considerando o caso postecipado, tera:

R R R R

PVo=ary Y axg Taxr T T ago T

No entanto, como obter o valor do termo da direita ja que ele é infinito? Observando nova-
mente esses termos percebemos que eles ainda formam uma P.G. mas, agora, essa € infinita.
Todavia, ao analisarmos novamente a férmula para a soma dos termos de uma P.G:

gt — 1

S, = :
Qo q—]_

Observamos que ela usa o valor de ¢". Numa renda com um numero elevado de termos o

valor de n é muito grande. Entao, caso essa P.G. seja decrescente, ou seja, possua uma razao
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gnaqual 0 < g < 1 podemos usar o fato de que ¢" se aproxima de zero quandon > 1e

concluir que:

S, = ag q; __ 11 =
0—1
S = ag . 1
De onde chegamos a:
a
Se = 7 - - (4.10)

Entao, desde que seja decrescente, uma P.G. infinita pode ter o valor da soma dos seus termos

calculado pela expressao acima.

No caso de uma renda perpétua postecipada, a razao da P.G. é e, considerando que

1
(1+41)
estamos trabalhando com taxas de juros positivasﬂ7 ela é decrescente. Assim, teremos que no

caso de uma renda infinita ou perpétua:

PV—R+R+R++—R+:>
o (144) (1414)2 (1443 7 A+ T
R
PV = ““{ N
1 —

(1+414)
R
PV:<1_Z.H)
(141)
Assim:
PV:E (4.11)
7

Desse modo, para a andlise do valor presente de uma renda perpétua a referéncia ao niimero
de termos n que era o maior obstaculo para realizar a soma dos termos é suprimida resolvendo,
assim, o problema em obter o valor desejado. Obviamente, nao faz sentido em falar de valor
futuro desse tipo de renda.

Exemplo: Um imdével esta atualmente alugado pelo valor de R$ 850,00 mensais quando o

inquilino resolve fazer uma proposta de compra do mesmo ao proprietario. Sabendo que a

SEm geral, ndo hé restricdes para o uso de taxas de juros negativas nas expressoes da matemética financeira.

No entanto, é necessario reestabelecer os conceitos de credor e devedor.
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taxa de rendimento dos bens do proprietdrio é de 0,8% a.m., qual é o menor valor da proposta
de pagamento a vista que ele pode aceitar do inquilino para que a venda do imével nao lhe
traga nenhum prejuizo?

Neste caso, o valor da proposta de pagamento a vista do inquilino deve ser igual ao valor
presente das rendas infinitas dos aluguéis que sao recebidos pelo proprietario.

Entao, como conhecemos R e i. Calculamos PV por:

pv = &
i

Entao, como R = R$ 850,00 e i = 0,8% a.m., temos:
850,00

0,008
PV = 106250, 00

Assim, para que nao tenha prejuizo com a venda do imoével o menor valor da proposta do

inquilino que deve ser aceito pelo proprietario ¢ R$ 106.250,00.

4.1.5.6 Rendas Antecipadas e Diferidas

Para finalizarmos a andlise das rendas, observe ainda que as férmulas encontradas anteri-
ormente relacionam o valor presente e o valor futuro apenas para o caso de um produto
pago através de uma renda postecipada (sem entrada). Seguindo os mesmos conceitos de
progressoes geométricas, podemos também encontrar expressoes especificas para o calculo de

rendas com entrada (antecipadas) e até para as diferidos. E isso que serd apresentado agora.

Renda temporaria, certa, constante, periédica, antecipada e imediata

Vimos anteriormente que rendas antecipadas sao aquelas nas quais os pagamentos se dao ao
inicio de cada periodo. Exemplos deste tipo de rendas sao as compras financiadas em que o
primeiro pagamento se dd no ato da compra (com entrada). Da mesma forma que fizemos
para as rendas postecipadas, podemos definir relagbes entre os valores dos pagamentos R e
o valor presente e atual desse tipo de renda. Assim, usando ideias analogas aquelas usadas
para as rendas postecipadas, teremos que:

Relacao entre valor dos pagamentos R e valor presente PV

O valor presente equivalente dessa renda nada mais é do que a soma dos valores de todos os
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termos levados para a data focal 0 (que é, também, a data do primeiro pagamento) por uma

dada taxa de juros ¢, assim:

W} (4.12)

}W’:(1+U.R.[LO+OH
Sendo a diferenca para o PV da renda postecipada apenas a presenca do fator (1 + )
Relacao entre valor dos pagamentos R e o valor futuro F'V

De maneira anédloga ao item anterior, voceé podera conhecer, para este modelo de renda, a
relacao que existe entre o valor dos termos da renda R e o respectivo valor futuro F'V. Com
ideias semelhantes, chegamos a:

Qiﬁilq (4.13)

FV::G+U.R.[ :

]

Onde, novamente, a diferenca para o F'V' da renda postecipada é a presenca do fator (1 + )

Uma vez que ja conhecemos, agora, as expressoes para o calculo de valores presentes e futuros
para as rendas postecipadas e antecipadas, vamos verificar qual a influéncia que um atraso de
m periodos no inicio dos pagamentos (ou seja, um periodo de diferimento ou caréncia) oca-

siona nessas expressoes. Assim, vamos conhecer abaixo as expressoes para as rendas diferidas.

Renda temporaria, certa, constante, periodica, postecipada e diferida

Relacao entre valor dos pagamentos R e valor presente PV

1 [(14—2')”—1]

A T i(1+i)m

(4.14)

Aqui, n é a quantidade de termos da renda (pagamentos ou depdsitos) e m é o periodo de
diferimento / caréncia, ou seja, é quanto se aguarda para iniciar, efetivamente, a renda.
Relagao entre valor dos pagamentos R e valor futuro FV

1+wn—w

FV::R.F (4.15)

i
Ou seja, para uma renda postecipada o periodo de diferimento m nao causa nenhum efeito

no valor futuro (montante) gerado.

Renda temporaria, certa, constante, peridédica, antecipada e diferida

Relacao entre valor dos pagamentos R e valor presente PV

PV =

1 [(1+i)”—1} (4.16)

(1+d)ym-1"~ i.(14)n
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Aqui, n é a quantidade de termos da renda (pagamentos ou depdsitos) e m é o periodo de
diferimento / caréncia, ou seja, é quanto se aguarda para iniciar, efetivamente, a renda.

Relacao entre valor dos pagamentos R e valor futuro F'V

(1+i?" — 1}

FV =(1+9).R. [ (4.17)

Ou seja, comparando essa expressao com aquela encontrada para rendas imediatas, vemos
que para uma renda antecipada o periodo de diferimento m também nao causa nenhum efeito
no valor futuro (montante) gerado.

Vejamos a utilizacao dessas expressoes com os exemplos abaixo.

Exemplo: Um automdvel é totalmente financiado em 60 prestacoes mensais e iguais de R$
838,54. Considerando a taxa de juros do financiamento de 3,15% ao més, qual serd o preco a
vista desse automédvel se o comprador efetuar o pagamento da primeira prestacao sé a partir
do préximo meés? E se comprador efetuar o pagamento da primeira prestacao no ato da
compra? E se o comprador efetuar o pagamento da primeira prestacao s6 daqui 10 meses?
A resolucao aqui consiste apenas no calculo do valor presente da renda. A diferenca é que
agora temos 3 tipos diferentes de rendas sendo o primeiro uma renda imediata postecipada,
o segundo uma renda imediata antecipada e o terceiro uma renda diferida antecipada.
Desse modo, quando o comprador efetua o pagamento da primeira prestacao sé a partir do

proximo mes temos que:

(1+4)" — 1]

PV =H. [ i(14i)m

Entao, como R = R$ 883,54; i = 3,15% a.m e n = 60 meses, temos:

(1+0,0315)% — 1 }
0,0315.(1 + 0,0315)%0
(1,0315)%0 — 1 }

0,0315.(1,0315)%0

PV — 883,54 . [

PV — 883,54 . [

(6,42916 — 1
PV — 88354 . [ ]
0,0315.6, 42916
(5,42916
PV — 88354 . [—]
Vo= 88350 | Soame

PV = 883,54 . (26,80802) =
PV ~ 23685,96
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Logo, por se tratar de uma renda postecipada, o valor para pagamento a vista é de aproxi-

madamente R$ 23.685,96.

Quando o comprador efetua o pagamento da primeira prestagao no ato da compra temos que:

. (I+a)"—1
v = (g [0
Vo= (40 RS
Uma vez que trata-se de uma renda antecipada e imediata. Entdo, como R = R$ 883, 54;

i = 3,15% a.m e n = 60 meses, temos:

140,0315)% — 1
PV = (1+0,0315) . 883,54 . [ (1+0,0315) ]

0,0315.(1 + 0,0315)%0
(1,0315)% — 1 }
0,0315.(1,0315)%0

PV = (1,0315) . 883,54 .[

6.42916 — 1
PV — (1,0315) . 883,54 . [ ! ]
V= (1,0315) - 883,54 . | o=0are s 15016

542016
PV = (1,0315) . 1. [ i ]
Vo= (1,0315) . 88,54 |0

PV = (1,0315) . 883,54 . (26,80802) =
PV = (1,0315) . (23685,96) =
PV ~ 24432,07

Logo, por se tratar de uma renda antecipada, o valor para pagamento a vista ¢ de aproxima-

damente R$ 24.432,07.

Por fim, quando o comprador efetua o pagamento da primeira prestacao 10 meses apds com-

pra temos que:

1 1+)"—1
(14 4)m i.(L+4)"
Uma vez que trata-se de uma renda antecipada e diferida. Entao, como R = R$ 883,54;
i = 3,15% a.m; m = 10 meses e n = 60 meses, temos:
1 (1+0,0315)% —1
PV — 883,54 . [ i ]
(14 0,0315)10-1 0,0315.(1 4+ 0,0315)60
1 (1,0315)% — 1
PV = — 883,54, [ ! ]
(1,0315)" 0,0315.(1,0315)%°
(6,42916 — 1
PV = 883,54 . [ ]
1,32197 0,0315.6,42916

5, 42916
PV = (0,75645) . 883,54 . [E—L—————]

0,20252
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PV = (0,75645) . 883,54 . (26,80802) =
PV ~ 17917,24

Logo, por se tratar de uma renda diferida antecipada, o valor para pagamento a vista é de
aproximadamente R$ 17.917,24.
Podemos ver como o momento inicial do pagamento das prestagoes afeta diretamente o valor

das mesmas a partir do valor presente que esta sendo financiado.

Exemplo: Certa concessionaria vende veiculos seminovos no plano com Caréncia de 60 dias,
com as condicoes:

Entrada de 20%;

Caréncia de 60 dias para o pagamento da 1* prestacao;

Taxa de juros = 2,00% a.m.

Se um cliente deseja comprar um veiculo de valor & vista igual a R$ 16.990,00 com 35 paga-
mentos mensais, qual serd o valor da entrada e o valor de cada uma das 35 prestacoes que
ele devera pagar a concessionaria?

Como a entrada precisa ser de 20% do valor do veiculo entao ela sera de

Entrada = 0,2.16990 =
Entrada = 3398, 00

Assim, como o cliente paga no a entrada de R$ 3.398,00 entao ele financiard o saldo restante
que de é de R$ 13.592,00. Todavia, esse saldo restante serd financiado através de uma renda
diferida e antecipada com periodo de caréncia de 60 dias ou 2 meses. Dessa forma, o saldo de
R$ 13.592,00 serd o valor presente dessa renda e a partir da expressao desse para rendas di-

feridas antecipadas podemos obter o valor das prestagoes R a serem pagas pelo cliente. Entao:

1 1+4)"—1
PV = — R [%}
(1+4)m-t i.(1+2)n
Uma vez que trata-se de uma renda antecipada e diferida. Com PV = R$ 13592, 00;
i = 2,00% a.m; m = 2meses e n = 35 meses, temos:
1 1+0,02)% -1
13502 — L p [(1£0.02 ]
(1+0,02)%"1 0,02.(140,02)%
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(1,02)% — 1
13592 — R. [ ]
(1,02) 0,02.(1,02)%
1 (1, 99989 _ 1
13592 = — . R\ [ ]
1,02 0,02.1, 99989
(0, 99989
13592 = (0,98039) . R . [—]
( ) 0, 04000

13592 = (0,98039) . R . (24,99725) =
13592 = (24,50705) . R =
R =~ 554,62

Logo, por se tratar de uma renda diferida antecipada, o valor das prestagoes serd de aproxi-

madamente R$ 554,62.

4.2 Probabilidade

4.2.1 Definicao e critérios

Algumas experiéncias, realizadas sob as mesmas condig¢oes, nao apresentam os mesmos resul-
tados ao serem repetidas. Assim, a descricao de tais experiéncias geralmente vem acompa-
nhada de palavras como “provavelmente”, “menos provavel”, “possibilidade” de ocorréncia ja
que nao sabemos com certeza o que vai acontecer, mas, escolhido um resultado de verificacao,
podemos checar se ha chance e, mais ainda, “quanta chance” ha de ocorréncia do mesmo.
Tais experiéncias sao chamadas de aleatorias e, devido a incerteza que as mesmas possuem
incorporadas, necessitam de ferramentas proprias para descrevé-las.

Ao realizarmos uma experiéncia aleatéria como, por exemplo, lancar um dado e observar
a face que cai virada para cima precisamos ter em mente que nao apenas um resultado é
possivel mas, sim, existem varios resultados possiveis. Matematicamente, chamamos o con-
junto de todos os resultados possiveis de uma experiéncia aleatéria de espaco amostral que,
aqui, serd denotado por S. Assim, os resultados possiveis para a experiéncia aleatéria que
desejamos checar sao chamados de eventos e sao subconjuntos de S.

Desse modo, para decidir “quanta chance” ou “quao provavel” é a ocorréncia de um evento,
precisamos contar o nimero de vezes que esse poderia ocorrer — ou, o nimero de elementos
do subconjunto do eventoﬁ] - e compara-lo com o nimero total de eventos possiveis do espaco

amostral S — ou, o numero total de elementos do conjunto do espago amostral S. KEssa

6Na linguagem dos conjuntos, sua cardinalidade.
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comparacao ¢ o que chamamos de probabilidade de um determinado evento ocorrer.
Supondo que um evento E pode ocorrer de r formas diferentes — ou, equivalentemente, que
o subconjunto relativo a E possui r elementos - de um total de n possibilidades igualmente
provaveis do espago amostral S — ou, que o conjunto do espaco amostral possui n elementos
- entdao a probabilidade de ocorréncia do evento E, simbolizada por P(E) pode ser obtida
por:

P(E) = — (4.18)
Na experiéncia de lancar um dado e observar o valor numérico da face que cai virada para

cima podemos, por exemplo, avaliar a probabilidade de dois eventos:

e Evento F;: A face é o nimero 5

e Evento Fy: A face é um nimero impar

No caso do evento F4, considerando que o dado é composto por seis faces distintas e honesto
- com chances iguais para cada uma das faces cair virada para cima - temos que existem 6
valores diferentes possiveis para o resultado do lancamento que pode ter como resultado as
faces com valor 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Ou ainda, de outro modo, temos que o conjunto relativo
ao espago amostral S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} possui 6 elementos. Desses 6 valores apenas um
deles — a face com o ntmero 5 — faz com que o evento F; ocorra. Ou seja, o subconjunto
relativo ao evento £y = {5} possui apenas um elemento. Sendo assim, temos r = 1 forma
possivel de ocorrer o evento e n = 6 resultados possiveis no universo ou espaco amostral de
resultados do lancamento do dado, entao, a probabilidade do evento F; sera dada por:
PE) =~ = ¢
n 6
ou

P(E)) ~ 16,67%

No caso do evento F,, com as consideracoes sobre o dado feitas acima, temos que ainda
existem 6 valores diferentes possiveis para o resultado do langamento, ou novamente S =
{1, 2, 3, 4, 5, 6}. No entanto, desses 6 valores, agora trés deles — as faces com os niimeros
1, 3 ou 5 — fazem com que o evento Fy ocorra. Ou seja, o subconjunto relativo ao evento
E, = {1, 3, 5} possui trés elementos. Sendo assim, temos r = 3 formas possiveis de
ocorrer o evento e n = 6 resultados possiveis no universo ou espago amostral de resultados

do lancamento do dado, entao, a probabilidade do evento E5 sera dada por:
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P(E,) = 50,00%

Agora, como mais um exemplo, vamos considerar que dispomos de dois dados (honestos) que
sao lancados simultaneamente. Qual a probabilidade de que a soma do valor das faces desses
dados que caem viradas para cima nesses lancamentos seja igual a 67

Para responder a questao acima podemos, novamente, nos valer da definicao de probabilidade.
Sendo assim, como cada um dos dados possui 6 valores diferentes para a face que cai virada
para cima teremos um total de 6 . 6 = 36 possiveis duplas de resultados na observacao das
faces que cairam voltadas para cima. Assim, 36 é o nimero de elementos do espaco amostral
no caso do lancamento simultaneo dos dois dados. No entanto, dessas 36 duplas possiveis
de resultados apenas 5 delas satisfazem a condicao do evento que desejamos, que é o fato da

soma do valor das duas faces ser igual a 6. Essas 5 duplas de resultados sao:

(leb5) (2e4) (3e3) (4e2) (bel)

Logo, temos r = 5 formas possiveis de ocorrer o evento e n = 36 resultados possiveis no
universo ou espaco amostral de resultados dos lancamentos dos dados, entao, a probabilidade

do evento E: A soma das faces dos dados € igual a 6, serda dada por:

P(E) ~ 13,890%

Aproveitando a definicao da probabilidade de um dado evento ocorrer exposta acima po-
demos também obter a probabilidade de um dado evento nao ocorrer. Assim, se em um
espago amostral de n resultados possiveis um determinado evento E pode ocorrer de r for-
mas possiveis entao existem também n — r formas para as quais ele nao ocorre. Chamando

de E’ o evento em que o evento F nao ocorre temos que:

P(E) = n;r
P(E) = % - % =
P(E) = 1 — P(E)
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Ou, melhor:

P(E) + P(F') =1 (4.19)
Ou seja, a soma das probabilidades de ocorréncia e de nao ocorréncia de um determinado
evento ¢é igual a 1.
Essa é, como veremos a frente, uma propriedade das probabilidades mas, antes, apresentemos

sua defini¢ao.

Segundo Lima[IT] (2006, p. 114) a probabilidade pode ser definida por:

Definicao 1. Uma probabilidade é uma funcdo que associa a cada evento A de um espaco

amostral S um nimero P(A) de forma que:

i) Para todo evento A, 0 < P(A) < 1.
ii) P(S)=1
iii) Se A e B sao eventos mutuamente excludentes, isto €, eventos que ndo podem ocorrer

simultaneamente (AN B = () entao P(AU B) = P(A) + P(B)..

Os eventos mutuamente exclusivos mencionados em i) sdo importantes para definigao
e calculo de probabilidades relacionadas a mais de um evento do mesmo espago amostral.
Conforme citado, eles sao eventos que nao podem ocorrer simultaneamente como, por exem-
plo, a probabilidade de se retirar um &s ou um rei num baralho de 52 cartas.

Ao retirar uma carta do baralho nao é possivel que ela seja um as e um rei ao mesmo tempo.

Logo, tirar um rei ou um as sao eventos mutuamente exclusivos e, sendo os eventos:

e F: Tirar um &s

e (G : Tirar um rei

Teremos:

P(FUG) = P(F) + P(G) =
P(FUQG) = !

E importante observar também que o OU da nossa pergunta foi traduzido no calculo da

probabilidade por uma uniao dos eventos. Se nossa pergunta tivesse sido acerca de tirar
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um as E um rei ela deveria ser traduzida numa interse¢ao dos eventos e seu resultado seria,

obviamente:
P(FNG) =0

Uma vez que uma carta nao pode ser um rei e um as ao mesmo tempo, ratificando, assim
que os eventos sao mutuamente exclusivos.

Todavia, poderiamos ter feito outra pergunta. Poderiamos ter perguntado qual a probabi-
lidade de se tirar um as ou uma carta de copas ao retirar uma carta de um baralho de 52
cartas.

Para responder tal pergunta nao podemos simplesmente somar as probabilidades individuais
como fizemos anteriormente uma vez que esses eventos nao sao mutuamente exclusivos. Uma
carta pode ser um &s e pode ser de copas ao mesmo tempo. Entao, como resolver? Feliz-
mente, uma das propriedades das probabilidades nos auxilia para essa resposta. Vejamos
abaixo tais propriedades todas oriundas da definicao de probabilidade apresentada acima

(LIMAJLT], 2006, p. 116).

Propriedades das Probabilidades 1. Sendo A e B sao dois eventos, entdo:

i) P(A") = 1— P(A) onde P(A") é a probabilidade de A nao ocorrer.
i) P(0) =0.

iii) P(A—B) = P(A)—P(ANDB) onde P(A— B) ¢é a probabilidade dos eventos exclusivos

de A ocorrerem.
iv) PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).
v) Se A D B entao P(A) > P(B).
Como dito acima, todas essas propriedades descendem da definicao de probabilidade apresen-

tada anteriormente. Portanto, a partir dela, é possivel demonstrar cada uma delas, conforme

abaixo:

i) Como P(S) =1 e P(S) = P(AUA’) entao P(AUA") =1
Mas, os eventos A e A’ sao mutuamente exclusivos pois, nao podem ocorrer simultaneamente,

entio P(AUA) = P(A) + P(A') =1 e, logo, P(A") =1 — P(A).
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i) Temos que P(S) = P(SUWD) e como S e 0 sio também eventos mutuamente exclusi-

vos temos que P(SUD) = P(S) + P(0). Assim P(S) = P(S)+ P(0) e entao P(0) = 0.

ii1) Considerando dois eventos, A e B, os elementos do conjunto do evento A podem per-
tencer a A, exclusivamente, ou ao conjunto da intersecao dos eventos A e B. Ou seja,
P(A) = P[(A— B)U (AN B)]. Mas os eventos A— B e AN B sio mutuamente excludentes
pois, os elementos de um ndo podem pertencer ao outro. Entao, P(A) = P(A—B)+P(ANDB)
e assim P(A— B) = P(A) — P(ANB).

i) A unidgo de dois eventos, A e B € formada pelos eventos A exclusivos mais todos os
eventos B. Ou seja, P(AU B) = P[(A— B)U B]. Mas, A— B e B sao mutuamente ex-
clusivos e entao P(AU B) = P(A— B) + P(B). Agora, da propriedade iii) ji sabemos que
P(A—B)=P(A)— P(ANB) e assim, P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

v) De iii) jd sabemos que P(A — B) = P(A) — P(AN B). Agora, se A D B entao
P(AN B) = P(B) e assim P(A— B) = P(A) — P(B). Mas, da defini¢io decorre que
P(A—B) >0 e, logo, P(A) > P(B).

Como nada foi exigido dos eventos A e B acima, temos que tais propriedades sao validas
para quaisquer dois eventos, sendo eles mutuamente exclusivos ou nao.
Assim, podemos utilizar a propriedade iv) para responder a pergunta feita acima. Nomeando

0s eventos como:

e F: Tirar um &s

e (G : Tirar uma carta de copas

Temos as seguintes probabilidades:

4 13

P(F) = o P(G) = 5 P(FNG) = 5i2

Onde P(F N G) tem esse valor pois, existe um tnico as de copas no baralho. Dai, usando a

propriedade iv), vem:
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4 13 1

P(F R A
(FUG) = ot 55 =

A+13—1

P(F e
(FUQG) % =

6 4

P(F _ =

(FUG) = & = 3

E o fato dos eventos nao serem mutuamente exclusivos influencia diretamente no célculo da

probabilidade de sair um as ou uma carta de copas ao retirarmos uma carta do baralho.

Exemplo: O quadro funcional de uma empresa é composto de 35 empregados efetivos e
15 prestadores de servigos. Do pessoal efetivo 20 sao homens e do pessoal prestador de
servico 5 sao mulheres. Escolhendo ao acaso uma pessoa do quadro funcional dessa empresa,
qual a probabilidade dessa pessoa ser homem ou prestador de servigo?

Como a empresa tem 35 empregado efetivos e 15 prestadores de servigos entao conta com 50
pessoas em seu quadro funcional. Esse é o espaco amostral nesse caso. Dai, como existem um
total de 30 homens (20 homens efetivos e 10 homens prestadores de servico, pelo enunciado)

e 15 prestadores de servigos teremos que:

30 15

P(H) = = e P(PS) = =

Onde H é o evento que ocorre quando a pessoa escolhida é um homem e PSS é o evento que
ocorre quando a pessoa escolhida é um prestador de servicos.

No entanto, alguns dos 30 homens podem ser também prestadores de servigos. Ou melhor,
dos 30 homens existentes 10 sao também prestadores de servigos. Ou seja, também temos

que:

1
P(HNPS) = %

Assim, como os eventos nao sao mutuamente exclusivos, utilizamos a propriedade iv) com a

qual chegamos a:

30 15 10

30+15—-10 N
50
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P(HUPS) = %

ou

P(HUPS) = 70%

De maneira que a probabilidade da pessoa escolhida do quadro funcional da empresa ser um

homem ou um prestador de servicos é de 70%.

4.2.2 Probabilidade condicional

Em alguns casos, ao realizarmos o calculo da probabilidade de um determinado evento, pode-
mos ter o espago amostral do mesmo modificado a partir de uma informagao adicional vinda
de um evento anterior ja ocorrido. Nesses casos, ao considerarmos essa informacao anterior
estaremos calculando uma probabilidade condicional. Ou ainda, chamando de R o evento
do qual estamos calculando a probabilidade e de T" o evento que ja ocorreu e que fornece
informacao adicional para o calculo da probabilidade de R, diremos que estamos calculando
a probabilidade condicional de R na certeza de T" a qual é simbolizada por P(R | T).
Por exemplo, ao lancarmos um dado e observarmos a face que cai virada para cima, pelo que
vimos acima, teremos que a probabilidade dessa face ser a que contém o ntmero 2 é de 6
ja que o dado tem 6 faces distintas. No entanto, considere agora que R ¢é o evento no qual
o face que cai virada para cima é o nimero 2 e que T é o evento no qual o niimero que cai
virado para cima ¢ par.
Ao calcularmos P(R | T), ou seja, a probabilidade de R sabendo que T' ocorreu, teremos
que P(R | T) = % pois, 2 é um numero par e ja possuimos a informacao de que T ocorreu
e logo, a face que cai para cima contém um numero par. Assim, como dos 6 resultados
possiveis do espaco amostral original apenas 3 sao pares, calculamos a probabilidade con-
dicional desejada apenas sobre esse espago amostral “reduzido”. Logo, temos um resultado
favoravel ao evento R em um novo espago amostral com 3 eventos possiveis e, dai, obtemos
P(R|T) =

3
Todavia, tal andlise nao é necessaria todas as vezes em que precisarmos calcular uma pro-

babilidade condicional. Podemos fazer isso de forma mais pratica a partir de sua definigao.

Segundo Lima[IT] (2006, p. 124) a probabilidade condicional pode ser definida por:
Definicao 2. Dados dois eventos R e T', com P(T) # 0, a probabilidade condicional de R
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na certeza de T’ € o numero real

P(RNT)

PR | T) = —pos

(4.20)

Assim, da propria definicao podemos verificar a reducao do espago amostral a ser utilizado no
calculo. Ao utilizarmos a certeza de ocorréncia do evento T nao precisamos mais considerar
todos os casos possiveis do espaco amostral mas, sim, apenas aqueles que foram favoraveis
a T'. Também, nao consideraremos todos os casos possiveis para R e, sim, apenas aqueles
em que R e T ocorrem concomitantemente (dai o uso da intersegdo no numerador) ja que a
certeza que possuimos é que T ocorreu.

Em geral a aplicacao da férmula acima é praticamente direta, mas na andlise de probabilida-
des condicionais podemos fazer uso de diagramas que explicitam as probabilidades de cada
“etapa” dos eventos condicionados. Tais diagramas geralmente sao chamados de arvores de
probabilidades. Vejamos abaixo sua utilizagao através de um exemplo.

Exemplo: Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas pretas. Sacam-se, sucessivamente e
sem reposi¢ao, duas bolas dessa urna. Determine a probabilidade da primeira bola ser branca
sabendo que a segunda bola é branca.

Para calcular essa probabilidade condicional usaremos a definicao mas, também, o seguinte

diagrama:

3/9 B2
4/10 B1

6/9 P2

4/9 B2
6/10 P1

5/9 P2

Figura 4.4: Arvore de Probabilidades

Com Bj sendo o evento da primeira bola a ser retirada ser branca e By aquele da segunda

bola retirada ser branca, a probabilidade que precisamos calcular é P(B;, | Bs) entao:
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P(By N By)

P(Bl | B2) = P(Bg)

Usaremos o diagrama para obter P(B; N By)) e P(Bs). A vantagem de utilizar os diagramas
de probabilidade é que para definirmos as probabilidades desejadas basta percorrer todos os
caminhos que levam ao evento desejado, multiplicando as probabilidades do mesmo caminho

e somando com aquelas de caminhos diferentes, caso existam. Assim, teremos:

4 3 2
P(BiNB,) = — .2 = =
(BN By) 109 15
e
4 3 6 4 2 4 2
PBy) = — .2+ —. - = = 4+ — ==
(B2) 0°0 109 5 15 5

Assim, usando esses valores, teremos que:
2
P(Bi | B) = B =
5

1
P(31|B2)=§

E, logo, a probabilidade da primeira bola ter sido branca sabendo que a segunda bola foi

1
branca é de 3

Exemplo: Em uma escola de idiomas com 2000 alunos, 500 alunos fazem o curso de ingleés,
300 fazem o curso de espanhol e 200 cursam ambos os cursos. Selecionando-se um estudante
do curso de inglés, qual a probabilidade dele também estar cursando o curso de espanhol?

Iniciamos a resolucao nomeando de F o evento que representa os alunos do curso de espanhol
e de I o evento que representa os alunos do curso de inglés. Assim, o que pretendemos é deter-
minar a probabilidade de ocorrer E tendo ocorrido I. A partir da definicao de probabilidade

condicional temos que:

P(ENT)
PE | I) = ————=
® |1 = 25
200 500
C d iado, t P(ENI)=——eP(l) = tao:
omo, do enunciado, temos que P( ) 5000 © (I) 5000 ntao
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200

PIE| D) = 5=

2
PIE|D = ¢
ou

PE|I) = 40%

Resultando numa probabilidade de 40% de um aluno do curso de inglés selecionado ao acaso
estar cursando também o curso de espanhol. No caso da probabilidade condicional, ao invés
da necessidade de a calcular em funcao do niimero de elementos do espago amostral, podemos

realizar o seu calculo em funcao do niimero de elementos do evento que ja ocorreu com certeza.

4.2.3 Eventos independentes

Ao calcularmos uma probabilidade condicional a partir da definicao:

P(RNT)
Pode ocorrer de encontrarmos que P(R | T) = P(R). Ou seja, que o fato da ocorréncia

anterior do evento 7' no mesmo espaco amostral de R nao altera em nada a probabilidade de
ocorréncia de R nesse mesmo espaco amostral. Quando isso ocorre dizemos que os eventos

R e T sao independentes e suas probabilidades se relacionam por:
P(RNT) = P(R). P(T) (4.21)

Por exemplo, uma urna tem 30 bolas, sendo 10 vermelhas e 20 azuis. Se sortearmos 2 bolas,
uma de cada vez e repondo a sorteada na urna, qual sera a probabilidade de a primeira ser
vermelha e a segunda ser azul?

Como ha reposicao das bolas os eventos sao independentes pois, a cada retirada a urna é
exatamente a mesma (veja a diferenga para o caso anterior onde nao havia reposigdo na urna).
Assim, a probabilidade de sair vermelha na primeira retirada e azul na segunda retirada é
igual ao produto das probabilidades individuais, ou seja, P(VNA) = P(V). P(A). Entao,

como a probabilidade de sair vermelha na primeira retirada é 3 e a de sair azul na segunda

. 2 e : .
retirada 3 teremos que a probabilidade de ocorréncia dos dois eventos sera de

P(VNA) = P(V).P(A) =



Um detalhe interessante desse tipo de evento ¢é que, apesar da associagao mental que possamos
fazer dos mesmos com os eventos mutuamente exclusivos eles, em geral, nao sao sinonimos.
Lembrando que para o caso de dois eventos mutuamente exclusivos R e T devemos ter
P(RNT) = 0 concluimos que dois eventos serao mutuamente exclusivos e independentes ao
mesmo tempo apenas no caso em que a probabilidade de um deles ocorrer no mesmo espaco
amostral comum de verificagcao de ambos os eventos € nula. Pois, ao analisarmos a inde-
pendéncia, precisamos multiplicar as probabilidades individuais e, para que esse produto seja
nulo (como é necessario para que eles sejam mutuamente exclusivos), a tinica possibilidade é
que um dos dois fatores ja seja nulo.

Antes de avancar para a préxima secao, vamos explorar os eventos independentes com o

auxilio de mais alguns exemplos.

Exemplo: Uma moeda nao tendenciosa é lancada até que sejam obtidos dois resultados
consecutivos iguais. Qual a probabilidade de a moeda ser langada exatamente trés vezes?

Para que seja langada exatamente trés vezes e como dois resultados precisam ser consecutivos
entao a unica forma disso acontecer é se o primeiro lancamento nao for igual ao segundo e se o

segundo for igual ao terceiro. Assim, nomeando os trés lancamentos de L, Ly e L3 temos que:

1 1
Uma vez que para o primeiro lancamento pode sair qualquer resultado da moeda, ou seja, o
espaco amostral de eventos e logo a probabilidade para ele é 1. J4 para o segundo s6 serve um

1
resultado diferente do primeiro e sua probabilidade é 3 O terceiro evento possui a mesma

1
probabilidade de 3 porque ele deve ser exatamente igual ao segundo.
No entanto, como os trés lancamentos sao independentes pois, o resultado de um deles nao
influencia em nada no resultado dos outros, temos que para os trés resultados que desejamos

acontecerem a probabilidade é:

N | =
N | =

P(LlﬂLgﬂLg):l = =
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1
P(LiNLyNL3) = 1

E, assim, a probabilidade de dois resultados consecutivos serem encontrados em exatos tres

1
lancamentos de uma mesma moeda ¢é de 1o 25%.

Exemplo: Um professor aplica uma prova composta de 10 questoes do tipo wverdadeiro ou
falso e afirma que a aprovagao requer, no minimo, 7 respostas corretas. Suponha que um
aluno “chute”todas as questoes. Qual a probabilidade de que as 7 primeiras respostas estejam
corretas e as 3 ultimas erradas? Qual a probabilidade dele errar todas as questoes? E a de
acertar todas?

Se as questoes da prova possuissem cinco alternativas das quais apenas uma estd correta ao
invés do tipo verdadeiro ou falso acima, os resultados encontrados anteriormente seriam os
mesmos?

No caso das questoes do tipo verdadeiro ou falso todas as questoes possuem uma mesma, pro-
babilidade P(C) = 1 de estarem corretas e uma mesma probabilidade P(E) = L de estarem

2 2

erradas. Assim, como o evento de acertar ou errar uma determinada questao é independente

do evento de acertar ou errar uma outra questao, teremos que:

P(7TC3E) =P(CNCNCNCNCNCNCNENENE)=
P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(E).P(E).P(E) =

P(TO3E) = = =2 mom o N

ou

P(7C3E) ~ 0,1%

Pensando de forma similar, a probabilidade do aluno errar todas as 10 questoes pode ser

calculada por:

PIOE)=P(ENENENENENENENENENE)=
P(E).P(E).P(FE).P(E).P(E).P(E).P(F).P(E).P(E).P(E) =
1111111111

P(IOE) = -z zciciciciciz2 =
( ) 22222222272
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P(10F) = To2a

ou

P(10E) =~ 0,1%
Ainda, para o caso em que ele acerta as 10 questoes teremos:

P(10C) = P(CNCNCNCNCNCNCNCNCNC) =
P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C) =

ou

P(10C) ~ 0,1%

Assim, para as questoes do tipo verdadeiro ou falso o aluno possui exatamente a mesma
probabilidade de acertar as 7 primeiras questoes e errar as 3 ultimas, errar todas ou acertar
todas. Vejamos agora como ficam essas probabilidades para o caso das questoes que possuem
cinco alternativas, das quais apenas uma esta correta.

No caso das questoes com cinco alternativas e apenas uma correta todas as questoes pos-

1
suem uma mesma probabilidade P(C) = R de estarem corretas e uma mesma probabilidade

4 . .
P(E) = R de estarem erradas. Assim, como o evento de acertar ou errar uma determinada

questao ¢ independente do evento de acertar ou errar uma outra questao, teremos que:

P(7TC3E)=P(CNnCNCNCNCNCNCNENENE) =
P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(E).P(E).P(E) =

P E)=—-----o—-.—=
(TC3E) = 5555555555
64
E
P(rC3E) = 9765625

ou

P(7C3E) ~ 0,0007%
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Pensando de forma similar, a probabilidade do aluno errar todas as 10 questoes pode ser

calculada por:

P(IOE)=P(ENENENENENENENENENE) =
P(E).P(E).P(F).P(E).P(E).P(E).P(FE).P(E).P(E).P(E) =
B 4444444444

P(IOE)=—--.ciccicicoiz2 =
( ) 5555555555

P0E) - 1048576
9765625

ou

P(10E) =~ 10,74%
Ainda, para o caso em que ele acerta as 10 questoes teremos:

P(10C)=P(CnCnCnCnCnCnCnCnNnCnNC)=
P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C).P(C) =
1111111111

P(10C)=—-—ccicicicicoio =
( ) 95595555555

1
9765625

P(10C) =
ou

P(10C) ~ 0,00001%

Desse modo, para as questoes com cinco alternativas onde apenas uma € a correta o aluno
possui probabilidades diferentes de acertar as 7 primeiras questoes e errar as 3 tltimas, errar
todas ou acertar todas. Neste caso, € muito mais provavel que o aluno erre todas as questoes
do que acerte todas apenas “chutando”. Resultado diferente daquele encontrado para as
questoes do tipo verdadeiro ou falso. O motivo para essa discrepancia nos resultados é exa-
tamente a probabilidade diferente atribuida as questoes corretas em cada caso. Nas questoes
do tipo verdadeiro ou falso probabilidades individuais iguais de cada questao levam a proba-
bilidades finais iguais quando analisamos um grupo de questoes. No caso das questoes com
cinco alternativas e apenas uma correta, como temos probabilidades individuais diferentes
de acerto e erro encontramos probabilidades finais também diferentes quando analisamos um

grupo de questoes.
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4.3 Esperanga Matematica (Valor Esperado)

Ao trabalhar com experimentos aleatérios precisamos de uma “medida” que possa modelar
a tendéncia central de ocorréncia dos mesmos. Tal grandeza é chamada de esperanca ma-
tematica ou valor esperado de uma variavel aleatéria e nesta segao abordaremos os seus

detalhes e sua importancia para o ramo dos seguros.

4.3.1 Variaveis Aleatorias

Todavia, para que possamos compreender a esperanca matematica, precisamos antes definir
0 que sao varidveis aleatdrias. Segundo RollaJ20] (2013, p. 31) uma varidvel aleatéria pode

ser definida da seguinte forma:

Definicao 3. Consideremos um experimento aleatorio e S um espaco amostral finito asso-
ciado ao mesmo. Uma funcdo X que associa a cada elemento s € S um nimero real X (s) é

denominada varidvel aleatoria. Ou seja, uma variavel aleatoria X € uma fun¢ao
X S - R
que associa a cada subconjunto s de S um nimero real X (s)]

As variaveis aleatérias sao fundamentais para as aplicacoes do conceito de probabilidade uma
vez que elas sao o correspondente numérico do resultado de um experimento aleatério. Por
exemplo, em um baralho de 52 cartas estamos interessados em saber o nimero de cartas
vermelhas obtidas numa extracao de 5 cartas. Nesse caso, o nimero de cartas vermelhas é a
variavel aleatéria de interesse. Em um ensaio clinico, podemos estar interessados em avaliar
o tempo de vida dos pacientes em anos e, nesse caso, o tempo de vida corresponde a variavel

aleatéria. (PORTAL ACTIONI[IG], 2015).

"Uma definicio mais generalizada e formal de varidvel aleatéria utiliza o conceito de espaco de probabili-
dades (S, §, Pr) cujas componentes sao o espago amostral S, uma classe de conjuntos mensuréveis (o-algebra)
§ de S e uma fungao Pr que associa a cada conjunto mensuravel de § um nuimero real e que é denominada
medida de probabilidade. Pelo motivo de ser uma provével primeira abordagem do conceito junto ao publico-
alvo do material optamos por utilizar no texto base a definicdo conforme apresentada acima. Mais detalhes

dessa definicao generalizada podem ser obtidos em [20].
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Exemplo: Considere trés langamentos independentes de uma moeda honesta. Seja C' o
resultado de langamento cara e K o resultado de langamento coroa. O espago amostral deste

experimento é
S = {(Cc.C),(C,CK),(CK,C),(K,CCO),CKK),(KCK),KKCOQC),K,KK)}
Podemos definir uma variavel aleatéria

X  “numero de caras obtidas nos trés lancamentos”

Assim teremos, por exemplo, que X ((C,C,C)) =3 e X((K,C,C)) = 2. Ou seja, a varidvel
aleatoria definida aqui representa o resultado de um experimento aleatério como “cara, coroa,
cara” através de um numero real como “2”, nesse caso.

Ea utilizagao de variaveis aleatorias que nos garantem a possibilidade de tratar numerica-
mente os experimentos aleatérios. A esperanca matematica sera definida para essas variaveis

aleatorias, conforme veremos a seguir.

4.3.2 Definicao

A fim de fornecer uma expectativa numérica para os experimentos aleatorios a esperanca
matematica ird considerar os valores possiveis para os mesmos e suas probabilidades de

ocorréncia. Sua defini¢ao, segundo Rolla[20] (2013, p. 67), é dada por:

Definicao 4. Seja R uma varidvel aleatoria que assume os valores possiveis
R = {ri, vy, 73, ..., o} € seja P(r;) a probabilidade de que a varidvel aleatdria R assuma
o valor r;. Entao, o valor esperado de R, também chamado de esperanca matemdtica de R e

denotado por E(R) serd

E(R) = Zri . P(r;) (4.22)

Por exemplo, consideremos o lancamento de um dado honesto de seis faces. Vamos calcular a
esperanca matematica da variavel aleatéria R : “valor da face que cai virada para cima”.
Para tanto, sabemos que os valores possiveis para R sao R = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e que esses
valores sao equiprovaveis, ou seja, que a probabilidade individual de cada um deles é % para
um dado honesto.

Assim, teremos:
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E(Valor da Face) = Y. r;. P(r;) =

1 1
E(Valor da Face) = 1. 8 + 2.6

1+2+3+4+5+6

E(Valor da Face) =

E(Valor da Face) = 5 - ;

Desse modo, a esperanca matemaética ou valor esperado da variavel aleatéria que representa o
valor da face que cai virada para cima no lancamento de um dado de seis faces é ; Todavia,
o que isso significa? Qual a realidade desse resultado? Para que possamos compreendé-lo
melhor precisamos, também, conhecer a Lei dos Grandes Numeros e é exatamente isso que

faremos agora.

4.3.3 A Lei dos Grandes Numeros

O exemplo acima ilustra que a esperanca matematica nao é um resultado que podemos es-
perar quando o experimento aleatério relativo a varidvel aleatéria R for realizado uma tnica
vez. O valor encontrado para a mesma nao é nem mesmo o valor de alguma das faces do dado.
Esse valor na verdade significa que se jogassemos o dado um grande ntiimero de vezes e depois
calculassemos a média aritmética dos varios resultados, esperariamos que essa média ficasse

[ 7 : . o
proxima de e quanto maior fosse o numero de vezes que o dado fosse lancado, mais ainda a

média aritmética se aproximaria de ; que ¢é o valor esperado ou a esperanca matematica da
variavel aleatéria R. Esse resultado é conhecido como Lei dos Grandes Niimeros e, apesar
da ideia intuitiva contida nele, pode ser demonstrado matematicamentdﬂ Uma das condigoes
necessarias que usualmente é imposta para demonstracao da Lei dos Grandes Nimeros é que
as varidveis aleatorias sejam independentes.

A Lei dos Grandes Numeros é um dos principais resultados no estudo das probabilidades

8Nao apresentamos a demonstracdo aqui devido a mesma ser baseada em teoremas de convergéncia que
estao muito além do escopo do ensino bésico. No entanto, caso haja algum interesse nos detalhes da mesma

as referéncias [16] e [20] podem ser consultadas para esse fim ou para um primeiro contato com a mesma.
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e sua aplicacao aparece nos mais diversos ramos da atividade humana. Um dos ramos que
mais se utiliza dos resultados obtidos da Lei dos Grandes Ntimeros é o de seguros. Ea partir
dela que ganha sentido o fato de uma seguradora assumir a responsabilidade de indenizar um
bem de centenas de milhares de reais recebendo de quem a contrata um pagamento muito
menor do que isso. E o papel da seguradora modelar a realidade das situagoes praticas de
nosso cotidiano (experimentos aleatérios) a fim de que possam ser, de certo modo, previstas
pelos resultados da Lei dos Grandes Numeros. Para isso a seguradora precisa se preocupar,
por exemplo, em garantir a independéncia entre os riscos segurados por seus clientes e ainda
contar com um grande nimero clientes expostos ao mesmo tipo de risco segurado para que,
assim, as previsoes da Lei dos Grandes Numeros possam garantir a viabilidade do negdcio.
Veremos mais sobre esses procedimentos no préximo capitulo onde abordaremos diretamente
os detalhes para obtencao dos valores envolvidos nos seguros e também na previdéncia com-

plementar.

4.3.4 O significado do valor médio no calculo da Esperancga

Anteriormente citamos que a esperanca matematica era o significado de uma média aritmética
mas, isso nem sempre ¢ verdade. Em geral o valor esperado pode ser considerado como uma
média ponderada dos possiveis valores ry, ry, 73, ..., 1, da varidvel aleatéria R onde os
pesos de tal média sao as probabilidades individuais de cada um dos valores que R pode
assumir. No caso especial de todos esses valores possiveis serem equiprovaveis, ou seja, no
caso da probabilidade de R assumir cada um desses valores diferentes ser a mesma (como
foi no exemplo do valor da face do dado honesto acima), o valor esperado serd representado
por uma média aritmética simples dos n possiveis valores para R. Todavia, o conceito de
esperanca matematica em probabilidade é associado ao conceito de média em estatistica, mas
nao sao sindénimos.

A média surge de um conjunto de dados, que é somado e apds dividido pelo niimero de dados
que temos. Fazendo isso, obteremos uma média, como dizemos. Assim, podemos usar esse
valor como um valor substituto de todos os outros e fazer calculos com ele. A média é uma
medida de tendéncia central da estatistica. Ja a esperanca matematica é quando obtemos
a média dos valores possiveis para uma mesma variavel aleatéria e entao podemos esperar
que tendendo ao infinito o niimero de experimentos aleatoérios associados a ela, o resultado

da variavel aleatéria seja igual a esperanca matematica. Por isso, a esperanca matematica
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também é conhecida como valor esperado.
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5 Matematica Atuarial na EJA - Proposta

Educativa

5.1 Introducao

A matematica atuarial recebe esse nome por utilizar em seus resultados ferramentas que
fazem uso ao mesmo tempo de técnicas financeiras e estatisticas tornando-se a base tedrica
para muitos ramos da atividade humana que envolvem riscos, sendo os principais deles os
ramos de seguros e previdéncia. Por meio dela é possivel determinar o risco provéavel e os
recursos necessarios para sua cobertura, vislumbrando possibilidades em variadas situagoes
como apurar os valores envolvidos nos calculos previdenciais e dos seguros dos mais diversos
tipos como os de automoveis, de bens imoéveis e os ligados a vida.

No caso dos seguros ligados a vida e da previdéncia sao utilizados dados estatisticos para
avaliar a esperanca de vida de um individuo a partir de uma certa idade fazendo uso, conjun-
tamente, de conceitos dos regimes de capitalizagao financeiros e da teoria da probabilidade.
A teoria da probabilidade em conjunto com a teoria dos juros compostos associada a questao
da sobrevivéencia e morte de um individuo, além de outros riscos, sao os fundamentos para
se estudar quantitativamente as operagoes de seguros que tem por finalidade a protecao do
homem contra eventos aleatorios futuros que possam causar danos contra a sua vida ou seu
patrimonio.

A abordagem da matemaética atuarial que sera feita aqui estara norteada por esses principios.
Analisaremos como funcionam os seguros ligados a vida e a previdéncia complementar utili-
zando apenas os resultados da matematica financeira e da teoria da probabilidade que vimos
no capitulo anterior, apoiando-se sobretudo na Lei dos Grandes Numeros. No entanto, como
citado acima, também precisamos de dados estatisticos previamente obtidos para que pos-
samos iniciar uma analise através da matematica atuarial. Veremos na préxima se¢ao como

esses dados sao obtidos.



5.2 Tabuas Biométricas

Varios sao os fatores que podem influenciar no risco de morte das pessoas mas, dentre todos,
a idade é o de consideragao mais comum ja que o risco de morte aumenta com ela, para todos.
Assim, as tdbuas biométricas sao a base de sustentacao de todos os produtos financeiros da
area de vida como os seguros desse tipo e a previdéncia complementar uma vez que elas sao,
basicamente, tabelas que contém dados estatisticos destinados a medir a probabilidade de
vida e morte das pessoas em cada idade.

Desse modo, partindo de um nimero fechado e conhecido de participantes, denominado
“raiz” da tabua, ela revela a quantidade de pessoas vivas anualmente, em cada idade até que
se atinja uma idade limite, representada por w na qual o nimero de sobreviventes se anula.
Em geral a construcao dessas tabuas é obtida das experiéncias das seguradoras e até mesmo
de censos demograficos, portanto, existem diversas delas em uso atualmente. Cada uma pos-
sui um nome especifico e alguns exemplos sao CSO-1958, AT-1983, AT-2000 e BR-EMS. Ao
escolher a tabua a ser utilizada, o ideal é que seja escolhida aquela obtida a partir de dados
de uma populagao com caracteristicas semelhantes aquelas para a qual vai ser aplicada. A
maioria delas sao estrangeiras como as AT's que sao obtidas do mercado segurador americano.
A tabua BR-EMS é a primeira tdbua do mercado segurador brasileiro mas, ainda é pouco
utilizada. A SUSEP - Superintendéncia de Seguros Privados é quem normatiza as tabuas do
mercado segurador nacional e, no Brasil, a tabua de referéncia é a AT-1983 Maleﬂ

Isso significa que as tabuas que forem ser utilizadas por instituicoes de seguros e de previdéncia
complementar precisam atender os requisitos minimos de sobrevivéncia e mortalidade conti-
dos na AT-1983, conforme determinacao da SUSEP.

A tdbua biométrica ou de sobrevivéncia ou de mortalidade? mais comumente em uso no Bra-
sil atualmente é a AT-2000. Por conta disso ela foi a escolhida para ser utilizada em todos
os calculos a serem realizados neste trabalho e sua versao completa pode ser encontrada no
anexo A no final do mesmo.

Segundo Azevedo[I] (2008, p. 202) e Silva[23] (2010, p. 62-63) as tabuas de sobrevivéncia

sao compostas por seis colunas sendo:

1Onde o Male aqui especifica a tdbua masculina. E de conhecimento do mercado segurador que as mulheres
possuem expectativas de vida levemente superior & dos homens. Assim, tdbuas mais modernas consideram

essa diferenga e normalmente possuem uma versao masculina e outra feminina
20s trés termos sao equivalentes.
3Esse serd o termo utilizado de forma mais comum neste trabalho.
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e r = coluna de idades, em anos;

e [, = quantidade de pessoas vivas que atingem a idade x;
e d, = quantidade de pessoas que falecem com a idade x;
e ¢, = probabilidade de falecer com a idade x;

e p, = probabilidade de sobreviver a idade x;

e ¢, = expectativa de vida com a idade x;

Como o numero de sobreviventes é sempre decrescente, em qualquer tabua de sobrevivéncia

vale que:
lo > UL > 1y > ... > lp_g > lpq > 1, > l$+1 > o>,
Lembrando da definicao de probabilidade em que:

A
P(A) = Casos onde A ocorre

Total de casos possivers

Temos que a probabilidade de alguém morrer com a idade x, ou ¢,, sera:

Quantidade de pessoas falecidas com a idade x
Qe =

Total de pessoas com a idade x

Usando a notacao descrita acima vem:

=8

G = (5.1)

Ly
Do mesmo modo, a probabilidade de sobreviver a idade x, ou p, sera:

Quantidade de pessoas que sobrevivem a idade x

Pe Total de pessoas com a idade x

Agora, a quantidade de pessoas que sobrevivem a idade x é exatamente o niimero de pessoas

vivas que atingem a idade x + 1, ou seja, [,1. Entao, temos:

L
Pz = l+1 (52)

Com essa mesma observagao, de que o numero de pessoas vivas com a idade = é igual ao
numero de pessoas que chegam vivas a idade x + 1 somado ao ntimero de pessoas que falecem

com a idade x, também temos que:
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lw - lx_t,_l "‘ dm =

da: = lw - la:—l—l
Dividindo ambos os lados por [,
% _ (lx - lac—i—l)
ly ly
ly. — Iy
B R T
lx xlw—l—l
r — 7 =
S
Qe = I - Pz
De onde, vem:
P + ¢ = 1 (5.3)

Valor esse que também é deduzido diretamente das propriedades das probabilidades ja que,
tendo a idade x anos, uma pessoa ira sobreviver ou falecer com essa idade, nao restando
nenhuma outra possibilidade. Dai a soma das probabilidades de sobrevivéncia e falecimento
de uma mesma idade x anos ser igual a 1.

Uma vez definido como sao obtidos os valores de p, e de ¢, poderemos agora calcular pro-
babilidades de sobrevivéncia e falecimento mais reais, ou seja, da forma como aparecem de
fato nas operagoes de seguros e previdéncia que abordaremos mais a frente. A partir dos
dados contidos na tabua de sobrevivéncia e da teoria da probabilidade abordada no capitulo

anterior veremos agora na préxima secao como podemos fazer isso.

5.3 Probabilidades de vida e morte

Nas situacoes praticas, relacionadas a seguros ligados a vida e a previdéncia, somente saber a
probabilidade de sobrevivéncia ou falecimento em uma determinada idade nao é o suficiente.
Em geral, precisamos saber o valor de tais probabilidades para um periodo de anos que pode
até chegar a varias décadas. Sao as probabilidades desse tipo que veremos aqui como sao

calculadas. Como o periodo pode possuir particularidades, dividimos em alguns casos:
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5.3.1 Probabilidade de sobreviver a um determinado periodo de

tempo

Tanto para a previdéncia quanto para os seguros do ramo vida uma das informacoes mais
importantes no momento em que um cliente os contrata é saber qual a probabilidade de
sobrevivéncia do mesmo durante o periodo de vigéncia do produto contratado. Entao, como
os periodos de vigéncia de tais produtos geralmente envolvem varios anos, aqui pretendemos
responder a seguinte pergunta: Supondo que um individuo possua hoje a idade de x anos,
qual a probabilidade de que ele sobreviva a mais n anos?

Para respondé-la, vamos recordar que anteriormente vimos que a probabilidade de sobre-

vivéncia de individuo entre dois anos consecutivos = e z 4+ 1 é dada por:

l:erl

l

Pz =

Dai, para calcularmos a probabilidade de um individuo sobreviver da idade x até a idade
x+n basta considerarmos que tal individuo que hoje possui x anos, para sobreviver por mais
n anos, tera que sobreviver da idade x até a idade x 4+ 1 e depois da idade x + 1 até a idade
r + 2 e depois da idade = + 2 até a idade x + 3 e assim por diante até sobreviver a idade
x4+ n — 1 e atingir a idade x + n anos. Individualmente cada uma dessas probabilidades é

dada por:

o lx—l—l _ l:p+2 - lm+3 o lx+n
Pz = l y  Dat1 = y  Pzy2 = ) R .
T

l:erl lx+2 lachnfl

Assim, matematicamente, temos que o evento de um individuo com x anos de idade sobreviver
por mais n anos esta relacionado com os eventos de sobrevivéncia anuais individuais, uma
vez que sao definidos a partir da quantidade de sobreviventes. Entao, o evento Sobreviver
até a idade x + n anos pode ser entendido como uma composi¢ao dos eventos individuais
Sobreviver a idade x anos, Sobreviver a idade x + 1 anos, Sobreviver a idade x + 2 anos, ...,
Sobreviver a idade x +n — 1 anos. Essa relagao determina o célculo da probabilidade da

seguinte forma:

P(Sobreviver até a idade x + n anos) =
P(Sobreviver a idade x anos N Sobreviver a idade x + 1 anos N

Sobreviver a idade x +2 anos N ... N Sobreviver a idade x +n — 1 anos)
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Como a probabilidade de um individuo sobreviver a uma determinada idade nao influencia
a probabilidade do individuo sobreviver a uma outra idade diferente, uma vez que os valores
das mesmas sao obtidos diretamente das tabuas de sobrevivéncia, os eventos de sobreviver
a cada uma das idades sao independentes. Assim teremos, conforme vimos no capitulo
anterior, que a probabilidade de um individuo com idade x sobreviver até a idade x + n,
a qual sera simbolizada por ,p,., serd dada pelo produto das probabilidades de todos esses

eventos individuais independentes, ou seja:

nPz = Dz - Pz+1 - Dz42 < e - Prin—1 =
o lcc+1 lz+2 lx+3 lx—i—n
lw lx-l—l lac+2 la:+n—1

Assim, observando que [l # 0 e fazendo os cancelamentos necessarios, chega-se a:

ll‘ n

Por exemplo, qual a probabilidade de alguém com 27 anos sobreviver mais 15 anos?

A resolucao dessa questao dependera diretamente da tabua biométrica escolhida pois, os
dados para realizacao do calculo virao diretamente dela. No nosso caso, como dito anteri-
ormente, utilizaremos as informacoes contidas na tabua AT-2000. Sendo assim, usando a

relagao obtida acima temos que:

lm+n
nPxr = T
lo7+15
15P27 = e
lo7
la2
15P27 = l_
27

Agora, obtendo os valores de la7 e l4o da tabua AT-2000 temos que:

97.260, 67

98.499, 36
15P27 ~ 0, 98742 —

15P27 ~ 98, T4%

15P27 =

Assim, a probabilidade de que alguém com 27 anos sobreviva por mais 15 anos, conforme a
tabua biométrica que estamos utilizando, é de 98,74%. Ou seja, é muito provavel que alguém
com 27 anos chegue a idade de 42 anos e esse fato influenciara diretamente o valor do produto
contratado, como logo veremos. Observe ainda que essa é a probabilidade de que alguém
com 27 anos sobreviva por mais 15 anos e chegue a idade de 42 anos mas, nada pode ser

afirmado acerca de o individuo morrer ou nao com essa idade.
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5.3.2 Probabilidade de falecer em um determinado periodo de

tempo

Do mesmo modo que para alguns produtos é importante ter conhecimento da probabilidade
de sobrevivéncia do contratante para outros é importante saber a probabilidade de faleci-
mento do mesmo em um determinado periodo de tempo. Dessa forma, agora pretendemos
responder a seguinte pergunta: Supondo que um individuo possui a idade de x anos, qual a
probabilidade de que ele faleca nos proximos n anos?

Para respondé-la vamos recordar que anteriormente vimos que a probabilidade de morte de

um individuo de determinada idade x é dada por:

S

T

L

Gz =

Dai, para calcularmos a probabilidade de um individuo vir a falecer da idade x até a idade
x + n basta considerarmos que tal individuo podera morrer com a idade x ou com a idade
x + 1 ou com a idade = 4+ 2 ou com a idade = + 3 e assim por diante até a idade x +n — 1.
Como a probabilidade é uma relacao entre casos favoraveis e casos possiveis, teremos que

individualmente cada uma dessas probabilidades é dada por:

S8

T dx—i—l dw+2 da:—‘rS da:—}—n—l
Qe = 7, Qe4+1 = ) Qz4+2 = ) qz+3 = y coo 5 Qryn—1 =
l, Iy ly ly Iy

Assim, matematicamente, temos que o evento de um individuo com x anos de idade falecer
nos proximos n anos esta relacionado com os eventos de falecimento anuais individuais, uma
vez que sao definidos a partir da quantidade de falecidos. Entao, o evento Falecer até a idade
x 4+ n anos pode ser entendido como uma composicao dos eventos individuais Falecer com a
tdade x anos, Falecer com a idade x + 1 anos, Falecer com a idade x + 2 anos, ..., Falecer

com a idade x +n — 1 anos. Essa relacao determina o calculo da probabilidade da seguinte

forma:
P(Falecer até a idade x + n anos) =
P(Falecer com a idade x anos U  Falecer com a idade x + 1 anos U
Falecer com a idade x +2 anos U ... U Falecer com a idade x +n — 1 anos)

Como os eventos de morrer em cada uma das idades sao mutuamente exclusivos, uma vez

que um determinado individuo s6 poder falecer com uma tinica idade especifica, teremos que
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a probabilidade de um individuo com idade x falecer em n anos, a qual sera simbolizada por
/nGz, serd dada pela soma das probabilidades de todos esses eventos individuais mutuamente

exclusivos, ou seja:

e =75+ l“ + l“ + l+3+ et —; L
Agora recordamos também que d, = [, — l,41, ou seja, o nimero de falecimentos numa

determinada idade x é a diferenca entre os sobreviventes das idades consecutivas x e x + 1.

Substituindo fica:

/an — l +1 +1l +2 +2l +3 +3l +4 + o+ + 1l +

Assim, observando que [l # 0 e fazendo os cancelamentos necessarios, chega-se a:

_ lx - lr+n
/nqx = lz

lm l:r;—‘rn
nle — 77 — -
e =77,

T

lirn

Lo

/nGx = 1-

/e =1 —n Da (5.5)
O resultado encontrado acima para a probabilidade de falecimento em n anos, apesar de
ter sido demonstrado dessa forma também seria obtido diretamente ao considerarmos as
propriedades das probabilidades. Como ¢é certo que uma pessoa que hoje possui idade de x

anos ira, dentro de n anos, viver ou morrer, temos imediatamente que:

E, dai, segue diretamente o resultado obtido na demonstracao acima.

Por exemplo, qual a probabilidade de que uma pessoa que hoje possui 31 anos morra nos
proximos 20 anos?

Novamente, como dito anteriormente, utilizaremos as informagoes contidas na tabua AT-

2000. Sendo assim, usando a relagao obtida acima temos que:

lx+n
nlr — 1—
/n4 L
I31420
/20431 = 1 —
lsll
/20431 = 1- =

31
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Agora, obtendo os valores de l3; e [5; da tabua AT-2000 temos que:

95.308, 68

— o 20
/20931 08.198, 89
/20Q31 =1- 0, 97057 =

/204931 = 0,02943 =
/20431 & 2, 94%

Assim, a probabilidade de que alguém com 31 anos venha a falecer em 20 anos e nao chegue a
idade de 51 anos, conforme a tdbua biométrica que estamos utilizando, é de 2,94%. Ou seja,
é pouco provavel que alguém com 31 anos morra antes de chegar a idade de 51 anos e esse
fato, como o analisado anteriormente, também influenciard diretamente o valor do produto
contratado, conforme logo veremos. Antes, vamos analisar situagoes onde as probabilidades

de sobrevivéncia e falecimento sao consideradas ao mesmo tempo.

5.3.3 Probabilidade de sobreviver a um determinado periodo de

tempo vindo a falecer no préximo ano apés o mesmo

Quando determinamos a probabilidade de uma pessoa sobreviver a um determinado periodo
de tempo anteriormente, apds obté-la nao podiamos dizer nada sobre o que ocorreria com
essa pessoa nos proximos anos. Agora, vamos estimar probabilidades para o que ocorre apos
esse determinado periodo.

Desse modo, aqui comecamos respondendo a seguinte pergunta: Supondo que um individuo
possui hoje a idade de x anos, qual a probabilidade de que ele sobreviva nos préximos n
anos, atingido a idade x+n anos mas, faleca logo em seguida antes de completar a idade de
x+n-+1 anos?

Para respondé-la vamos considerar que essa situagao pode ser interpretada como a necessi-
dade do individuo sobreviver a um periodo de n anos e, também, a necessidade dele falecer
no préximo periodo que tem duracao de um ano. Assim, como esses dois eventos sao in-
dependentes, devemos realizar uma multiplicacao dessas probabilidades de sobrevivéncia e
morte. Ou seja, a probabilidade de um individuo com z anos sobreviver por mais n anos
mas, falecer no decorrer do ano seguinte com x + n anos sem chegar a idade de x +n + 1

anos, que ¢ simbolizada por ,,q, serd dada por:

n/Qx = nDPz - Qeitn
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Onde ,,p, representa a probabilidade de que o individuo com idade z anos sobreviva aos
proximos n anos, conforme visto anteriormente, e ¢,., representa a probabilidade de que
esse individuo morra com x + n anos nao chegando, assim, a completar x +n + 1 anos.

Recordando da definicao de ,,p, e de ¢,, e substituindo na expressao acima teremos:

n/9z = nDPz - Quin —
l:v n dac n
lz lr+n
Gy = T+n

Mas, também vimos que d,ip, = lz1n — lpint1, entao:

d:t—‘rn
n/qr — I
_ lx-l—n _lx—‘rn-‘,-l
Wl = —
lx n lm n
n/dz = lJr - +l w (56)

Por exemplo, qual a probabilidade de uma pessoa que hoje tem 50 anos viver por mais 15

anos e morrer em seguida antes de completar 66 anos?

Usando as informagoes contidas na tabua AT-2000 e a relacao obtida acima temos que:

lx+n l:c+n+1

. lsoy15  ls041541
15/450 = Iso - Iso
- les %

15/450 = E - E

Agora, obtendo os valores de l5g, lg5 € lgs da tabua AT-2000 temos que:

87.226,23  86.267,35

95.627,12  95.627,12
15/050 = 0,91215 —0,90212 =

15/450 =

15/q50 ~ 0,01003 =
15/050 ~ 1,00%

Assim, a probabilidade de que alguém com 50 anos sobreviva por mais 15 anos e venha a
falecer no ano seguinte, sem chegar a completar 66 anos, conforme a tdbua biométrica que
estamos utilizando, é de 1,00%. Essa probabilidade considera a ocorréncia dos dois eventos,

a sobrevivéncia ao periodo determinado e o falecimento em seguida. Por esse motivo, mesmo
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considerando uma idade de falecimento maior, ela acaba sendo menor que a probabilidade
calculada no exemplo da situacao anterior.

Agora, vejamos outro exemplo:

Qual a probabilidade de uma pessoa que hoje tem 40 anos viver por mais 15 anos e morrer
em seguida antes de completar 56 anos?

Usando as informacoes contidas na tabua AT-2000 e a relacao obtida acima temos que:

Z:L‘+n l:c+n+1

n/qz = I - l —
. lyoy15  laov1s41
15/440 = Ino - o
. Iss Is6
15/440 = E - E

Agora, obtendo os valores de lyg, l55 € [56 da tabua AT-2000 temos que:

93.731,08  93.255,21

97.476,07  97.476,07
15/¢50 = 0,96158 — 0,95670 =

15/440 =

15/Q50 ~ 0700488 —
15/450 ~ 0, 49%

Assim, a probabilidade de que alguém com 40 anos sobreviva por mais 15 anos e venha a
falecer no ano seguinte, sem chegar a completar 56 anos, conforme a tdbua biométrica que
estamos utilizando, é de 0,49%. Valor esse que é bem menor que o obtido anteriormente,
mesmo sendo correspondente a um periodo de sobrevivéncia e morte igual ao analisado an-
teriormente.

Dessa forma, conforme evidenciado nos calculos anteriores, o resultado para essa probabili-
dade nao pode ser generalizado para qualquer periodo de 15 anos pois, os dados do niimero
de sobreviventes na idade inicial do individuo sao usados diretamente no céalculo e, logo, influ-
enciam em seu resultado final. Logo, mesmo os periodos sendo os mesmos, valores diferentes

sao obtidos para cada idade inicial diferente dos contratantes.
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5.3.4 Probabilidade de sobreviver a um determinado periodo de
tempo vindo a falecer dentro de um outro periodo apds o

mesimo

A tnica diferenca desta tultima situacao que analisaremos para a que foi apresentada ante-
riormente é que agora, ao invés de exigirmos o falecimento do individuo no ano seguinte ao
término do periodo de sobrevivéncia, a morte do mesmo podera ocorrer em outro periodo
de varios anos apos ele ter passado pelo periodo de sobrevivéncia exigindo. De outro modo,
aqui pretendemos responder a seguinte pergunta: Supondo que um individuo possui hoje a
idade de x anos, qual a probabilidade de que ele sobreviva nos préximos n anos, atingindo a
idade x+n anos mas, vindo a falecer depois entre as idades x+n e x4+n-+m anos?

Para respondé-la vamos considerar que essa situacao pode ser interpretada como uma neces-
sidade do individuo sobreviver a um periodo de n anos e, também, como uma necessidade
dele falecer no préximo periodo que tem duracao de m anos. Assim, como esses dois eventos
sao independentes, iremos novamente realizar uma multiplicacao dessas probabilidades de
sobrevivéncia e morte. Ou seja, a probabilidade de um individuo com x anos sobreviver
por mais n anos mas, falecer no decorrer dos m anos seguintes antes de chegar a idade de

x +n +m anos, que é simbolizada por , /¢, serd dada por:

n/mdz = nPz - /mYz+n

Onde ,p, representa a probabilidade de que o individuo com idade x anos sobreviva aos
proximos n anos, conforme visto anteriormente, e /,q,+, representa a probabilidade de que
esse individuo que ja possui no minimo a idade x 4+ n anos morra até completar a idade
x + n + m anos nao chegando, assim, a atingi-la.

Recordando da definicao de ,,p, e de ,,q, e substituindo na expressao acima teremos:

n/me = nPz - /mQe4n —

o~

n/mGz = IZJrTL . (1 —m p:c-‘rn) —
Latn —
n/m4z = a . (1 - L) =
lx lirn
lw-l—n lx—i—n . lac+n+m
n/mlzx — - —
/md L Lo Loen
T lz—l—n . lx+n+m
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lx n l:r n+m
n/m4z = e I S (57)

Por exemplo, qual a probabilidade de uma pessoa que hoje tem 30 anos morrer a partir dos
50 anos sem completar 53 anos de idade?

Usando as informagoes contidas na tabua AT-2000 e a relacao obtida acima temos que:

lm—i—n - l:c+n+m
T
l30+20 — 3042043
20/3430 = Iso
lso — 53
20/3930 = T

Agora, obtendo os valores de l3g, l50 € [53 da tabua AT-2000 temos que:

95.627,12 — 94.583,15

98.275, 94
1.043,97

20300 = 987594
20/3Q30 ~ O, 01062 —

20/3430 =

20/3030 ~ 1, 06%

Assim, a probabilidade de que alguém com 30 anos sobreviva por mais 20 anos e venha a
falecer desse momento até completar os 53 anos de idade, conforme a tabua biométrica que
estamos utilizando, é de 1,06%. Valor que representa uma pequena chance de ocorréncia mas,
conforme todos os casos vistos anteriormente, que sera diretamente utilizado na determinagao

do valor do servico de seguro na ocasiao de sua contratacgao.

Um detalhe importante a ser observado nas expressoes obtidas acima para o calculo das
probabilidades é que as formas finais das mesmas envolvem apenas o ntimero de sobrevi-
ventes [, das tdbuas biométricas, motivo esse pelo qual essas tabuas sao por muitas vezes
chamadas de tabuas de sobrevivéncia. Optou-se por fazer dessa forma para facilitar a ob-
tencao dos dados das tabuas sendo necessario, até esse momento, utilizarmos apenas uma
coluna delas para extrai-los. No entanto, para prosseguirmos precisaremos de definir novos

conceitos a partir da tabua biométrica que foi apresentada anteriormente.
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5.4 Tabuas de Comutacao

As tabuas de sobrevivéncia sao um importante recurso na determinacgao das probabilidades
de vida e morte, conforme foi visto acima nas situagoes analisadas. A aplicacao direta das
propriedades das probabilidades as mesmas nos fornecem dados fundamentais rapidamente.
No entanto, ao tratarmos efetivamente dos seguros de vida e da previdéncia precisaremos
também considerar nos calculos, além das probabilidades vistas acima, o efeito da taxa de
juros com o passar dos anos. Sendo assim, vamos definir aqui outras 4 relagoes de grandezas
que podem ser utilizadas nos cédlculos da matematica atuarial chamadas de comutagoes. Nao
nos prenderemos muito as definicoes de cada uma por elas terem sua utilidade maior para

simplificar calculos que veremos futuramente. Ocasiao essa em que seu entendimento ficard

mais evidente. Entao, sendo [, e d, vindos da tabua de sobrevivéncia e v* = ﬁ 0
fator de descapitalizacao ja conhecido do capitulo 4, definimos:
D, =1, .v" (5.8)
Ny = Dy + Dyy1 + Dpy2 + oo + Dy = Ny = iDi (5.9)
Onde w ¢ referente a tultima idade na tabua de sobrevivéncia. h
Cp, = d, . v*"! (5.10)
M, =C, + Cop1 + Copo + ... + C, = M, = iC’i (5.11)

Como pode ser inferido da analise das expressoes acima, D, e N, sao relacionadas a sobre-
vivéncia enquanto C, e M, ao falecimento. A origem das letras que simbolizam cada uma sao
histéricas. Por exemplo, D, vem de “denominator” por motivos que em breve entenderemos.
Existem ainda outras relacoes de comutacao que nao usaremos neste trabalho como S, e R,
que também se encontram na tabua do apéndice A que, na verdade, se trata de uma tabua
de comutacao. A diferenca entre as tdbuas de sobrevivéncia e as tabuas de comutacao, além
das grandezas definidas acima que s6 estao contidas em tabuas de comutagoes, é que a partir
de uma mesma tabua de sobrevivéncia é possivel gerar infinitas tabuas de comutagao sendo
necessario apenas variar a taxa de juros. Nossa referéncia aqui, que é a tabua contida no
apéndice A serd a Tabua AT-2000 a 6% a.a. por ela conter dados de sobrevivéncia e utilizar
uma taxa de juros mais préximos da realidade do mercado brasileiro.

Veremos a melhor forma de utilizarmos essas relagoes de comutagao e como elas podem nos
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auxiliar a partir do momento em que iniciarmos os calculos dos prémios de seguros. Mas,

antes de calcularmos esses prémios, precisamos conhecer o significado dos mesmos.

5.5 Seguros e Previdéncia

Existem muitos ramos de seguros os quais sao definidos pelo tipo de bem que esta sendo
resguardado ou pelo tipo de dano contra o qual se deseja proteger. Assim, no mercado
brasileiro hoje existem os seguros de automoéveis, de incéndios, de responsabilidade civil,
de riscos diversos, de lucros cessantes, de saﬁdeE]7 de vida, entre outros. Todo seguro se
baseia no risco e o fato de ser viavel para ambas as partes, contratante e seguradora, é
uma consequeéncia direta da Lei dos Grandes Numeros. Para isso as seguradoras seguem
a risca procedimentos que visam a sua aplicabilidade e validade, alocando seus clientes em
44 : 79 z . z N .
carteiras”que agrupam aqueles com caracteristicas comuns e benéficas a ela na tentativa
de fazer valer a independéncia de eventos necessaria ao uso dessa lei probabilistica. Dessa
forma a seguradora diminui seus riscos de faléncia e também contribui para que o valor que
o segurado precise investir seja baixo (quando comparado com seus riscos) de modo que o
seguro também seja um “bom negdcio” para ele.
A necessidade de protegao contra o perigo, a inseguranca diante do des-
conhecido, a incerteza do futuro e o medo em reacao a imprevisibilidade
dos acontecimentos estiveram sempre presentes na vida do homem. Tais
sentimentos o levaram a criar formas de protecao para si e para o seu pa-
trimonio. Assim nasceu a ideia do seguro, fruto da imaginagdo do homem,
que encontrou desta forma um mecanismo para a sua protecao. Certos acon-
tecimentos, como a morte de uma pessoa ou a destruicao de bens ou coisas,
trouxeram ao homem a preocupacao de buscar uma forma de reparacao
por intermédio de uma instituicdo. O seguro é um organismo que progres-

sivamente se aperfeicoa para restabelecer, de alguma forma, o equilibrio
perturbado pela materializacao do risco. (GUIMARAES[9], 2003, p. 21).

Ja a Previdéncia se constitui, basicamente, num plano de longo prazo para acumulo de um
valor futuro que possa ser recebido, em geral, quando o contratante deseja parar de trabalhar.
O governo ¢é o responsavel pela previdéncia social e, grande parte da populacao brasileira é
segurado da mesma. No entanto, ela estd baseada sobre um sistema chamado de reparticao
no qual a geracao atual de trabalhadores financia a anterior e, com o aumento da expectativa

da populagao advinda de diversos fatores como os avangos na medicina essa conta comeca

4Que nio devem ser confundidos com os Planos de Satde.
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a nao fechar de modo que sao criados pelos governos mecanismos de controle ou reducgao
dos valores que serao resgatados futuramente através de rendas de aposentadorias como,
por exemplo, o fator previdenciario. Para tentar se precaver das incertezas desse futuro um
recurso é a contratagao da previdéncia complementar, formada por planos privados. Essa
pode ser de dois tipos. A fechada, também conhecida como fundos de pensao, quando ocorre
para grupos determinados de empresas e sindicatos e a previdéncia complementar aberta a
qual pode ser contratada diretamente nas institui¢oes (seguradoras, bancos, ...) que oferecem

produtos desse tipo como, por exemplo, o0 PGBL e similares. (Tudo Sobre Seguros[26], 2015).

5.5.1 Definindo Termos

Nas proximas segoes iremos detalhar a fundo alguns produtos de Seguros e Previdéncia dire-
tamente e, portanto, é necessario definir alguns termos que serao utilizados.

O primeiro e mais utilizado serd o prémio. O prémio, no mundo dos seguros, corresponde ao
pagamento que o segurado faz a seguradora quando adquire junto a essa uma apodlice para
que a seguradora assuma, os riscos dele e nada tem a ver com a ideia de premiagao com a qual
geralmente essa palavra esta relacionada. Os prémios que serao calculados neste trabalho sao
os chamados prémios de risco por serem relativos apenas a perda esperada estabelecida
através dos resultados da teoria das probabilidades e da matematica financeira. Todavia,
antes de comercializar um seguro a seguradora certamente acrescentara ao valor do prémio
de risco outros valores destinados a cobrir seus custos administrativos e até mesmo seu lucro.
Esses acréscimos realizados em cima do prémio de risco sao denominados geralmente como

carregamentos. Observe a figura:

Impostos e :
i custo da apolice ;

: Carregamentos: * \
i administragio |
corretagem :

i colocagao : .
i lucro H > Prémio

i Carregamento: : Prémio
i seguranga H > Bruto
: técnica i

Prémio Comercial

Prémio
de
Risco

Puro

Figura 5.1: Tipos de Prémios de Seguros (GUIMARAES, 2003, p. 44)
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Ela demonstra simbolicamente os carregamentos realizados desde o prémio de risco que é
definido a partir das ferramentas da matematica atuarial até se chegar ao valor do prémio
comercial que é o valor que chega até o cliente da seguradora. Esse valor do prémio comercial
nao pode ser modelado uma vez que os carregamentos, apesar de limitados legalmenteE]7 va-
riam de uma seguradora para outra e sao, inclusive mecanismos para promover a concorréncia
entre elas. Portanto, calcularemos apenas os prémios de risco.

Apos pagar o prémio o segurado transfere seu risco de prejuizo para a seguradora e, caso
o risco se materialize, ou seja, ocorra, diremos que houve um sinistro e a seguradora sera
obrigada a pagar ao segurado uma indenizacgao.

Uma renda por sobrevivéncia é um valor que serd pago ao contratante de um seguro
de vida ou plano de previdéncia complementar caso ele sobreviva ao periodo de diferimento
contratado. Apds iniciar o recebimento da mesma o contratante ira recebé-lo por um periodo
previamente estabelecido ou ainda até a sua morte. Caso ele nao sobreviva e morra durante
o periodo de diferimento a seguradora nao é obrigada a devolver nenhum valor mas, caso ele
também possua uma cobertura por falecimento a seguradora serd obrigada a indenizar
os beneficiarios escolhidos pelo contratante, ja que ele nao estd mais vivo para receber.

(SUSEP[25], 2015).

5.5.2 Seguros de Vida e Previdéncia Complementar

Acima definimos os diversos tipos de seguros e destacamos a diferenca entre o funcionamento
da previdéncia social e complementar. Agora vamos efetivamente iniciar a investigacao dos
detalhes de tais produtos.

Para tanto, comecaremos com o Seguro Dotal Puro que consiste num pagamento tnico a
ser recebido pelo segurado caso ele sobreviva por um periodo de diferimento contratado. Em
seguida abordaremos as Rendas por Sobrevivéncia que podem ser de varios tipos e os Seguros
com Cobertura por Falecimento no qual o segurado contrata um valor que sera recebido pelos
seus beneficidrios na ocasiao de seu falecimento. Por fim, analisaremos o funcionamento da
previdéncia aberta complementar, que concentra os conhecimentos analisados até entao, com

casos que sao compativeis com planos desse tipo como o PGBL.

®No caso dos seguros de pessoas, o percentual méximo de carregamentos permitido pela legislacdo vi-
gente é de 30% (http://www.susep.gov.br/menu/informacoes-ao-publico/planos-e-produtos/seguros/seguro-

de-pessoas).
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[...] os pilares dos seguros e previdéncia sao dois: as probabilidades de danos
e a taxa de juros. Os dois trabalham juntos [...] sempre estudaremos os casos
de seguros e previdéncia, os quais envolvem vida e falecimento conforme as
médias em grupos coletivos considerando a Lei dos Grandes Nimeros. Os
grupos serao aqueles nas formagoes constantes das tdbuas de sobrevivéncia
utilizadas. (CORDEIRO FILHO[6], 2014, p. 77).

Assim, veremos a partir de agora como as probabilidades de sobrevivéncia e falecimento
abordadas acima, em conjunto com os conhecimentos de equivaléncia de capitais abordados
no capitulo 4, influenciam na determinacao dos valores envolvidos na contratacao de planos de
seguro de pessoas e de previdéncia complementar. Veremos também que, em conformidade
com a Lei dos Grandes Numeros, essas probabilidades sao sempre oriundas da tabua de

sobrevivencia que esta sendo adotada.

5.6 Calculando Prémios e Rendas

5.6.1 Calculo de prémio tinico para um seguro dotal puro por so-

brevivéncia

O seguro dotal puro por sobrevivéncia é um tipo de seguro do ramo vida constituido do
pagamento de um valor unico (o dote ou capital segurado) pela seguradora ao contratante
do seguro, caso ele sobreviva aos n anos contratados. Ou seja, uma pessoa com idade x
anos contrata uma apélice junto a uma seguradora onde se compromete a pagar um valor, o
prémio, de uma s6 vez a mesma para poder receber dessa um outro valor, o capital segurado,
caso venha a completar a idade de z + n anos.

“Caso nao consiga chegar vivo a essa idade, o valor pago como prémio tinico por um usuario
de um seguro dotalicio ficara para a seguradora tatrando-se, na realidade, de uma aposta
com carater comercial”(CORDEIRO FILHO[6], 2014, p. 78).

Apo6s entendermos a ideia basica do seguro dotal puro por sobrevivéncia, provavelmente a
pergunta que surge é como o valor do prémio pago pelo contratante se relaciona com o capital
segurado que podera ser recebido pelo mesmo da seguradora. Certamente essa relacao precisa
envolver a probabilidade de sobrevivéncia do contratado ao periodo contratado e, também,
o efeito das taxas de juros sobre os valores envolvidos, uma vez que o pagamento do prémio

e o recebimento do capital segurado nao ocorrem num mesmo periodo de tempo.
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Dessa forma, o prémio a ser pago pelo segurado, para o qual utiliza-se o simbolo , F, é obtido
a partir da consideracao de que o seguro nao pode constituir lucro nem prejuizo devendo
o prémio a ser pago ser suficiente para que a seguradora possa cumprir com sua obrigacao
futura de indeniza-lo com o capital segurado, caso ele atinja a idade contratada. Entao,
o valor de ,FE, pode ser determinado através da multiplicacao do capital segurado, para o
qual utilizaremos o simbolo C'S, descontado por n anos a uma determinada taxa de juros
(trazendo-o para a data na qual estd sendo contratado o seguro e o segurado ainda tem a
idade de x anos) multiplicado pela probabilidade de alguém com a idade = anos chegar vivo

até a idade x + n anos. Ou seja, sendo:

»FE, o prémio unico a ser pago pelo segurado com idade x anos a seguradora;

C'S o capital segurado que serd recebido caso o contratante atinja a idade de x 4+ n anos;

7 a taxa de juros da operacao, uma vez que o capital precisa ter seu valor comparado em
periodos de tempo diferentes;

»Pe a probabilidade de que alguém com idade z chegue vivo a idade z + n anos, ja abordada

anteriormente.

Temos que:

1
T

Ou, utilizando a notacao das tdbuas de comutagao:
wEy = CSO"..p, (5.12)

Como o pagamento de C'S ao segurado ¢ incerto pois, nao ha certeza de que ele sobrevivera
ao periodo de n anos ou periodo de diferimento para poder recebé-lo, lembramos da relagao
de onde é possivel concluir que o valor do prémio pago pelo segurado nada mais é do
que o valor esperado atual da variavel aleatéria capital segurado, ou ainda, o valor do prémio
é a esperanca matematica do pagamento do capital segurado contratado ao segurado.
Matematicamente, como principio ou tese, deve existir o conceito de que
nao se deseja lucro, ou seja, as obrigagoes futuras dos segurados deverao ser
iguais as obrigacoes futuras da seguradora, pois o principio basico - no caso
do seguro - é cobrir perdas e nao lucrar com sinistros. Da mesma forma, se

raciocinarmos financeiramente utilizando os conhecimentos da matematica
financeira, o “valor atual ou valor presente das obrigacoes dos segurados
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deverao ser iguais ao valor atual, ou valor presente das obrigagoes da enti-
dade”. (CORDEIRO FILHOJ6], 2014, p. 76).

Com relacao ao equilibrio citado acima que deve reger os seguros, observamos que:

Wb, = CSO".,p, =
B, = cs.vn.ll’lﬂ =

wEoly = CSlyppt™

Receitas Despesas

Ou seja, o valor que a seguradora recebe no momento da contratacao como prémios de seus
clientes é igual ao valor das futuras despesas que ela tera com o pagamento das indenizagoes,
considerando-se o desconto necessario devido esses dois eventos ocorrerem em momentos
distintos (um ocorre n anos apo6s o outro). Essa equivaléncia sé é possivel gracas a Lei dos
Grandes Nimeros mencionada anteriormente. Quando a seguradora realiza um contrato com
um cliente ela nao considera como serd a passagem dos n anos para apenas aquele cliente
mas, para um conjunto grande de clientes com aquela idade e com contratos semelhantes. Ao
fazer isso, ao aumentar o nimero de “amostras”ela estd aumentando a probabilidade de obter
resultados mais préximos daqueles que estao previstos nas tabuas de sobrevivéncia utilizadas,
conforme prevé a Lei dos Grandes Numeros. E por isso que a receita obtida dos segurados
calculada por [,.,FE, pode ser equiparada a despesa que sera gerada a seguradora pelos
mesmos calculada por [,.,.C'S ja que, considerando uma amostra suficientemente grande
de pessoas, pela Lei dos Grandes Niumeros nao se espera que todas sobrevivam por todo o
periodo de diferimento contratado e assim, das [, pessoas que contratam o seguro e pagam o
prémio unico apenas [, , irao receber o capital segurado efetivamente.

Na expressao encontrada acima para o calculo do prémio tinico de um seguro dotal puro por
sobrevivéncia vemos que o valor de C'S serd definido em cada caso, os valores de [, e [,
sao obtidos das tabuas de sobrevivéncia (aqui a AT-2000 conforme a escolha j& mencionada)
e o valor de v"™ serd obtido a partir da taxa de juros e do periodo contratados. No entanto,
podemos simplificar ainda mais o calculo do mesmo com auxilio da tabua de comutacao.

Desse modo, sendo:
wBipl, = CSO" 10,

Agora, observando que v* > 0 multiplicamos v* de ambos os lados da equacao acima, obtendo:
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Mas, as relacoes de comutacao nos dizem que l.v* = Dj, assim:

De onde chegamos a:

nBply v = CSu™l, 0"

nExlez = CS.lirn.'Ua:—"_n =

wEy.Dy = CS.Dyyn

Da:+n

nE:E =
D,

.CS

(5.13)

Apesar de equivalente, a expressao acima é mais simples que a anterior para o calculo de , E,,

pois, permite obter o seu valor diretamente com informacoes obtidas da tabua de comutacao

que esta sendo utilizada.

Por exemplo, caso uma pessoa atualmente com 40 anos decida fazer um Seguro Dotal Puro

por Sobrevivéncia para que possa receber o valor de R$ 10.000,00 caso sobreviva aos proximos

30 anos, quanto devera pagar de prémio unico a seguradora? Considere a taxa de juros da

operacao como sendo de 6% a.a.

A fim de verificar o uso das expressoes deduzidas anteriormente para o calculo de , FE, va-

mos obter o seu valor de duas maneiras distintas.

comutacao e, logo apds, com o auxilio dessa.

Primeiro modo. Sendo:

Entao temos:

wEry = CS . 0" . ,ps

= CS.v" . .p, =

TLEZ‘
B, = CS .o . l‘”l*“

1
B, = C8S . .l“"

(I4+m 1,
1 l10+30
Ei = 10000 . .
00 (140,063 " Iy

Eyp = 10000 . —uns- .
30440 (1,060 " Iy
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Assim, obtendo os valores de Iy e 7 da tabua de sobrevivencia AT-2000, temos que:

$1.382. 16
By = 10000 .0 17411 , 020210
sk = 100000, Il ommeoe =

30E40 =~ 1453,63

Assim, para que uma pessoa com 40 anos possa receber um Seguro Dotal Puro de R$ 10.000,00
caso sobreviva por 30 anos e complete a idade de 70 anos, ele deve pagar hoje a seguradora

um prémio unico de aproximadamente R$ 1.453,63.

Agora, vamos calcular o prémio unico a partir da ultima relagdo que utiliza a tabua de

comutagcao.
Vimos que:
Dx+n
e = .CS
D,
Entao:
D
50Epn = —202 10000 =
B
Eyp = =2 10000
30140 Do

Agora, basta obter os valores de Dy e D7y da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a. Como
dito antes, a partir de uma mesma tabua de sobrevivéncia podem ser obtidas varias tabuas de
comutacao bastando, apenas, variar a taxa de juros. O cuidado que é necessario é o de usar
uma tabua de comutagao cujos juros sejam os mesmos da operacao que esta sendo realizada.

Assim, vem:

1.377.59
= 0t
304440 9.476. 34 0000 =
5 _ 13775900
S0TA0 T 79 476, 84

30E40 ~ 1453,63
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Assim, para que uma pessoa com 40 anos possa receber um Seguro Dotal Puro de R$ 10.000,00
caso sobreviva por 30 anos e complete a idade de 70 anos, ele deve pagar hoje a seguradora
um prémio unico de aproximadamente R$ 1.453,63.

A simplicidade obtida com o uso das tabuas de comutacao é o que as torna uma ferramenta
obrigatoria nos cdlculos atuariais conforme foi visto acima e serd visto adiante nos demais

casos que serao analisados.

5.6.2 Calculo de prémio tnico para rendas por sobrevivéncia

Uma outra opgao de um contratante de um seguro de vida com cobertura por sobrevivencia
é optar por receber pagamentos periddicos vitalicios ou temporarios ao invés de um unico
dote. Nesse caso o contratante ird novamente realizar o pagamento de um prémio tnico a
seguradora mas, ao invés de um tunico pagamento futuro ele recebera da seguradora uma
série de pagamentos os quais constituem uma renda ou anuidade.

Como foi visto no capitulo 4 as rendas podem ser antecipadas ou postecipadas, temporarias
ou vitalicias, imediatas ou diferidas. Cada uma dessas caracteristicas, as quais serao definidas
pelos contratantes de tal seguro em cada caso, traz consequéncias para o calculo do valor do
prémio tnico a ser pago pelo segurado a seguradora, conforme veremos a partir de agora.
Para obter uma expressao para o calculo do prémio neste caso usamos, da mesma foi forma
que foi feito anteriormente, o argumento de que os seguros nao podem constituir lucro de-
vendo as receitas da seguradora serem equivalentes as despesas da mesma. O que héa de
diferente no caso do Seguro Dotal Puro que vimos acima em comparagao ao caso das rendas
por sobrevivéncia é que essas sao constituidas de varias rendas anuais de um mesmo valor R
que devem ser todas trazidas para a mesma data focal na qual o segurado realiza o pagamento
do prémio tnico a fim de que a equiparacao possa ser realizada.

Assim, utilizando o simbolo @, para o valor do prémio tinico a ser pago no caso de uma renda
imediata antecipada vitalicia temos, no momento da contratacao, os seguintes capitais

equivalentes:

Receita: [,.d,

Despesa: [,.R + l,41.0.R + l,4 0.0 R + L3> .R + ... + [, °.R
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Onde w se refere a ultima linha da tabua de sobrevivéncia que esta sendo utilizada. Ob-
serve que, novamente, o calculo das receitas e das futuras despesas da seguradora utiliza
os resultados da Lei dos Grandes Numeros pois, a avaliacao da passagem dos anos nao é
realizada apenas para um segurado e, sim, para um grande ntmero deles de modo que as
probabilidades originadas de dados das tabuas de sobrevivéncia possam ser utilizadas.

No presente caso o segurado, entao com x anos, realiza o pagamento do prémio d, e nesse
mesmo momento ja recebe da seguradora a primeira renda R. Isso se deve ao fato da renda
que esta sendo considerada aqui ser imediata e antecipada. Basicamente, é apenas no calculo
do valor presente das despesas que surgirao as diferencas pois, os detalhes do momento em
que a renda passa a ser recebida pelo segurado e a duragao do pagamento feito pela segura-

dora ao mesmo é que determinam o valor presente dessa renda.

Como devemos ter:
Receitas = Despesas[l]
Entao:
lp.ip = 1o.R + Ly v.R + lpov® R + 303 R + .. + 1,0 R

Ao contrario do que tinhamos no capitulo 4 o lado direito da igualdade nao é uma P.G. (é
importante questionar e justificar isso junto aos alunos, uma rapida inspecao da tabua de

sobrevivéncia utilizada pode ser 1itil) de modo que possamos obter uma expressao para o

6A justificativa para a utilizacdo dessa relacio ainda no caso das rendas é o fato dos prémios serem
equivalentes & esperanca matematica da seguradora pagar o Capital Segurado, agora através de rendas. De
fato, temos:

lp.ig = lg.R + loy1.0.R + lppo®. R + lpy302.R + ... + [, "R =
Z;ER + ZI+1.U.R + l$+2.’l)2.R + ZI+3.U3.R + ... + lw.’l)w_x.R

Ay = L =

a, = %.R + 5321-1 PR+ %—IQ.UQ.R + %—:3.@3.]% + ...+ ll—:.v“’_‘"”.R =

Gy = opz-R + 1020 R + 2pr 02 R + 3p, 03 R + .. + 4 2P0 "R =
ay = fz_::ipz.R.vi

De onde, lembrando da relagao [4.22) concluimos novamente que o prémio tnico pago no caso das rendas
também é a esperanga matemadtica da seguradora pagar o capital segurado mas, desta vez, sob a forma de
rendas. Apesar de ter sido verificado para esse caso, a conclusao também vale para os demais tipos de rendas

que ainda serao abordados.

91



resultado da soma. No entanto, utilizando novamente o artificio de multiplicar ambos os

lados por v* teremos:

lp 0%y = 1 0% R+ L 00" R+ Lo 0?0 R + I3 030%.R + ... + [, ®0*.R =

lp0%.a0, = L™ R + L 0" MR 4 Ly 0™ 2R+ [3.0"B R + .+ LY. R

A partir de agora comecamos a perceber a importancia e utilidade das relacoes de comutacao
vistas acima. E, mais ainda, o quanto nosso caminho sera facilitado ao utilizarmos os valores
ja tabelados na tdbua de comutagao escolhida. Uma das relagoes de comutacao que foram

apresentadas define que D;, = [;.v*, entdo, substituindo na expressao anterior teremos que:
D.a, = D,.R + D,.w.R + D, ».R + D, 3R + ... + D,.R

Agora, outra relacao de comutagao apresentada acima e relacionada aos dados de sobre-

vivéncia define que:

w

N, = D, + Dx-i—l + Dx+2 + DJ:+3 + ..+ D, = ZDz

1=z

Entao, utilizando tais relacoes, chegamos a:

D,.i, = Dy.R + Dy1.R + Dyys.R + Dyys.R + ... + D,.R =
D,.d, = [Dy + Dyy1 + Dyyo + Dyys + ... + D). R =
D,a, = N, . R

E assim:

i, = =~ . R (5.14)

Para o caso de o segurado optar por receber uma renda imediata, vitalicia e antecipada.

Por exemplo, caso uma pessoa hoje com 35 anos de idade resolva fazer um seguro de vida
com cobertura por sobrevivéncia de modo que receba R$ 1.500,00 da seguradora no inicio de
cada ano da contratacao até o fim de sua vida, quanto deveria pagar de prémio Unico hoje a

seguradora? Considere que os juros da operacao junto a seguradora sao de 6% a.a.

Antes de iniciar a resolucao do casos de rendas é sempre importante realizar a classificacao

das mesmas. Nesse caso, como o segurado decide por receber suas rendas no inicio do ano, a
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partir da contratacao e até o fim da vida trata-se de uma renda antecipada imediata vitalicia
e, logo, podemos utilizar a relacao obtida acima.

Assim temos:

N
s = — . R =
a Dx
las = —2 . 1500

Agora, obtendo os valores de D35 e de N35 da tabua de comutacao AT-2000 a 6% a.a. vem:

204.653, 51

1
12.735.88 00 =
iiss — 16,06905. 1500 =

ass ~ 24103, 58

ags =

Assim, para que uma pessoa hoje com 35 anos de idade possa receber de uma seguradora no
inicio de cada ano a partir da contratacao de um seguro por sobrevivéncia até o fim de sua
vida uma renda de R$ 1.500,00 anuais ela devera pagar hoje a seguradora um prémio tinico
no valor de aproximadamente R$ 24.103,58.

Esse valor a principio pode parecer alto quando o comparamos com o valor de cada renda
anual que serd recebida pelo segurado, mas os dados da tabua de sobrevivéncia utilizada
pela seguradora indicam que uma pessoa com 35 anos provavelmente ainda recebera muitas
rendas anuais antes de vir a falecer e é exatamente essa alta probabilidade de sobrevivéncia
a um longo periodo de anos que estao por vir (probabilidades essas que estdao englobadas
nos valores de D, e N, utilizados acima) que elevam o valor do prémio tnico a ser pago
pelo segurado na ocasiao da contratacao. Mesmo ele podendo vir a falecer logo em seguida
a contratagao do seguro, a seguradora nao pode cobrar um valor de prémio menor porque os
dados existentes na tabua de sobrevivéncia utilizada indicam que essa morte breve tem uma
probabilidade muito pequena de ocorrer. De fato, se utilizarmos as expressoes apresentadas
anteriormente podemos verificar que a probabilidade de que alguém com 35 anos de idade
morra antes de completar 50 anos é menor que 2,5

No entanto, esse ¢ apenas um dos casos possiveis de escolha de rendas por parte do segurado
na contratagao de um seguro vida com cobertura por sobrevivéncia. Veremos abaixo como
obter o valor do prémio Unico para os outros sete possiveis casos que podem ser escolhidos

pelo segurado.
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No caso de uma renda imediata postecipada vitalicia é utilizado o simbolo a, para
o valor do prémio tnico a ser pago. Nesse caso, no momento da contratacdao, temos os se-

guintes capitais equivalentes:

Receita: [,.a,

Despesa: [,1.0.R + L1900 R + lpp3.03.R + ... + [, 0 %R

No presente caso o segurado, entao com x anos, realiza o pagamento do prémio a, e so-
mente no final do primeiro ano recebe da seguradora a primeira renda R. Isso se deve ao fato
da renda que estd sendo considerada aqui ser imediata e postecipada.

Como devemos ter:

Receitas = Despesas

Entao:

lp.ap = lap1.0.R + Iy . R + 30> R + ... + [, %R

Multiplicando ambos os lados por v* e usando as relagoes de comutagao abordadas anterior-

mente teremos:

Iy 0% a; = Ly 00" R + o> 5. R + Iy 303 0% R + ... + [, %0 R =
lpv%.ay = Ly VTN R+ Iy 0™ 2R 4 L3 03 R + 0+ [, R =
Dyty = Dysr.R + Duyo.R + DyisR + ... + Do.R =
Dya, = [Dyy1 + Dyvo + Dyrs + ... + D] . R =
Dya, = Nyt . R

E assim:

ay = 'R (5.15)

Para o caso de o segurado optar por receber uma renda imediata, vitalicia e postecipada.
Ou seja, comparado com o caso anterior da renda antecipada a tnica diferenca aparece no
numerador da expressao final.

Como mencionado anteriormente, somente utilizando as relagoes de comutacgao vamos enten-

dendo o significado dos nomes atribuidos as mesmas.
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Por exemplo, caso uma pessoa hoje com 35 anos de idade resolva fazer um seguro de vida
com cobertura por sobrevivéncia de modo que receba R$ 1.500,00 da seguradora no final de
cada ano da contratacao até o fim de sua vida, quanto deveria pagar de prémio tinico hoje a
seguradora? Considere que os juros da operagao junto a seguradora sao de 6% a.a. (Vamos
utilizar para o caso das rendas por sobrevivéncia exemplos com um sequrado da mesma idade
a fim de comparar, no final, o efeito das caracteristicas das rendas na determinac¢ao do valor

do prémio inico a ser pago pelo mesmo).

Nesse caso, como o segurado decide por receber suas rendas no final do ano, a partir da
contratacao e até o fim da vida trata-se de uma renda postecipada imediata vitalicia e, logo,
utilizamos a ultima relagao obtida.

Assim temos:

NJ;+1

: = . R =
a D,
N3

ass = —— . 1500
35 Das

Agora, obtendo os valores de D35 e de N3g da tabua de comutacao AT-2000 a 6% a.a. vem:

191.917, 63

1
12.735.88 * L0000 =
a4z = 15.06905. 1500 =

ass ~ 22603, 58

azs =

Assim, para que uma pessoa hoje com 35 anos de idade possa receber de uma seguradora no
final de cada ano a partir da contratagdo de um seguro por sobrevivéncia até o fim de sua
vida uma renda de R$ 1.500,00 anuais ela devera pagar hoje a seguradora um prémio tinico
no valor de aproximadamente R$ 22.603,58.

Esse valor é inferior ao pago no caso postecipado pois, aqui, a seguradora comeca a pagar o
segurado um ano mais tarde e essa diferenga no momento de inicio de recebimento das rendas
é a responsavel por tornar o valor do prémio tnico no caso postecipado inferior ao do caso

em que a renda é antecipada.

No caso de uma renda imediata antecipada temporaria ¢ utilizado o simbolo ,,a, para o

valor do prémio tnico a ser pago. Aqui n é o nimero de anos pelos quais o segurado receberd

95



a renda ja que essa nao serd mais recebida pelo mesmo até o fim de sua vida. Nesse caso, no

momento da contratacao, temos os seguintes capitais equivalentes:

Receita: [,./,a,

Despesa: [,.R + l,41.0.R + lp0.02.R + L3> R + ... + lpyn 10" LR

No presente caso o segurado, entao com x anos, realiza o pagamento do prémio ,,a, e nesse
mesmo momento ja recebe da seguradora a primeira renda R. Isso se deve ao fato da renda
que estd sendo considerada aqui ser imediata e antecipada.

Como devemos ter:
Receitas = Despesas

Entao:
lojnis = L. R 4+ lLip10.R + oot . R + L3R + .. 4 L 0" LR

Multiplicando ambos os lados por v* e usando as relagoes de comutagao abordadas anterior-

mente teremos:

0% iy = Lo 0" R+l 00" R+ lpgo 0?0 R+ L3 030" R+ .+ Ly 0" L0 R =
Lo 0" iy = L 0" R+ Ly 0T R + L0 0" 2R + g3 0" P R + o+ gy 0" LR =
Dy iy = Dy.R + Dypi.R + Dypo.R + Dyys. R + .0 + Dyyp 1 .R =
Dy.jnty = [Dy + Dyoy1 + Dyyo + Dags + oo + Doypa].R

Nao ha nenhuma relacao de comutacao que fornega diretamente a soma entre colchetes na
direita. No entanto, considerando que (z +n — 1) < w pois, caso contrario a renda seria
vitalicia e nao temporaria, podemos fazer a seguinte observacao a partir das defini¢oes das

relagoes de comutacao que vimos antes:

Ny = Dy + Dyp1 + Diyo2 + Doz + oo + Dy =
Ny, = Dy + Dyyy + Dyys + Days + oo + Dyyn1 + Do + Dyinr + .. + Dy =
Ny = Dy + Doyr + Dayo + Dogz + oo + Doynr + Noyn =
Dy + Dyy1 + Doy + Doys + oo + Daynr = N — Ny
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Assim, como é mais simples consultar dois valores nas tdbuas de comutacao ao invés de
uma quantidade nao previamente determinada deles fazemos a substituicao da soma entre

colchetes obtendo:
Dy jnty = [Ny — Nyl R

E assim:
Nx - x+n
D,

Para o caso de o segurado optar por receber uma renda imediata, temporaria e antecipada.

'R (5.16)

Por exemplo, caso uma pessoa hoje com 35 anos de idade resolva fazer um seguro de vida
com cobertura por sobrevivéncia de modo que receba R$ 1.500,00 da seguradora no inicio de
cada ano da contratagao até daqui a 25 anos, quanto deveria pagar de prémio unico hoje a

seguradora? Considere que os juros da operacao junto a seguradora sao de 6% a.a.

Nesse caso, como o segurado decide por receber suas rendas no inicio do ano, a partir da
contratacao e durante 25 anos trata-se de uma renda antecipada imediata temporaria e, logo,
utilizamos a ultima relacao obtida.

Assim temos:

Na: - rx+n

D,
Nas — N,
/25035 = =B % 1500
D35

/ndm = .R =

Agora, obtendo os valores de D35, N3s e de Ngo da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a.

vem:

204.653,51 — 34.547,44

_ 1
/25435 12.735, 88 200
170.106. 07
_ A0
a5 = Jommegg - 1900 =

Jasiizs = 13,35644. 1500 =
Josiiss A 20034, 66

Assim, para que uma pessoa hoje com 35 anos de idade possa receber de uma seguradora no
inicio de cada ano por 25 anos a partir da contratagao de um seguro por sobrevivéncia uma

renda de R$ 1.500,00 anuais ela deverd pagar hoje a seguradora um prémio tinico no valor
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de aproximadamente R$ 20.034,66.

Comparado com o valor do prémio para a renda antecipada e vitalicia, que foi o primeiro
caso de rendas analisado, esse valor é menor. O motivo para isso é que agora a seguradora
sabe exatamente quando comeca e quando terminara de pagar as rendas ao segurado e, para
a seguradora, o periodo de contratacao escolhido por ele gerara menos custos a mesma do que
se ele optasse por uma renda vitalicia. Como o mais provavel é que ela tenha uma despesa
menor ela precisara de uma receita menor para cobrir essa despesa e, logo, o valor do prémio
que o contratante precisa pagar a mesma para adquirir o seguro também serd menor do que

o do caso vitalicio.

No caso de uma renda imediata postecipada temporaria ¢ utilizado o simbolo ,a,
para o valor do prémio tnico a ser pago. Nesse caso, no momento da contratagao, temos os

seguintes capitais equivalentes:

Receita: [,./,a,

Despesa: [,,1.0.R + l 9.0 R + Il 3.0 R + ... + lyinv".R

No presente caso o segurado, entao com x anos, realiza o pagamento do prémio ,,a, e ao
final do primeiro ano recebe da seguradora a primeira renda R. Isso se deve ao fato da renda
que esta sendo considerada aqui ser imediata e postecipada.

Como devemos ter:
Receitas = Despesas
Entao:
Lo jnts = lyp10.R + Lo 2. R + l3.0°R + . + Ly 0" R

Multiplicando ambos os lados por v* e usando as relagoes de comutacao abordadas anterior-

mente teremos:

0"y = 100" R+ o 0? 0" R + L3 0 0" R + .. + Ly, 0" 0" R =
Lv® pay = Loy 0PN R+ L ™R + L™ B R + L+ L 0" TR =
Dyontty = Dyst.R + Dyio.R + Dyyg.R + o + DysnR =
Dyt = [Doy1 + Davo + Dags + oo + Dyyy) R
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Novamente nao ha nenhuma relacdo de comutacao que forneca diretamente a soma entre
colchetes na direita. No entanto, considerando que (z + n) < w pois, caso contrario a renda
seria vitalicia e nao temporaria, podemos observar o seguinte a partir das definicoes das

relacoes de comutacao:

Neyi = Dpy1 + Doyo + Doys + o0 + Dy, =
Nywi = Dyi1 + Dyis + Days + oo + Dyynot + Dutn + Dpsni1 + . + Dy =
Neyi = Dovi + Diva + Diys + oo + Do + Neynr =
Dyyi + Dyyo + Doz + oo + Doy = Nowt — Nognna

Assim, fazendo a devida substituicao:
DI-/naaz = [Nx-l—l - Nx+n+1]~R

E assim:

Nx - Nx n
Iy = —H 5 tntl R (5.17)

Para o caso de o segurado optar por receber uma renda imediata, temporaria e postecipada.

Por exemplo, caso uma pessoa hoje com 35 anos de idade resolva fazer um seguro de vida
com cobertura por sobrevivéncia de modo que receba R$ 1.500,00 da seguradora no final de
cada ano da contratagao até daqui a 25 anos, quanto deveria pagar de prémio unico hoje a

seguradora? Considere que os juros da operacao junto a seguradora sao de 6% a.a.

Nesse caso, como o segurado decide por receber suas rendas no final do ano, a partir da
contratacao e durante 25 anos trata-se de uma renda postecipada imediata temporaria e,
logo, utilizamos a tultima relacao obtida.

Assim temos:

Nerl - Nx+n+1
nOy = .R =
/n@ D.
Niyg — N,
jaszs = —o——% 1500
D35

Agora, obtendo os valores de D35, N3g ¢ de Ng; da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a.

vern:
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191.917,63 — 31.788,50

e — 1
/25435 12.735. 88 o0
160.129. 13
e = 2219 e
/5085 = 573583 =

25035 = 12,57307. 1500 =
25035 ~ 18859,61

Assim, para que uma pessoa hoje com 35 anos de idade possa receber de uma seguradora no
final de cada ano por 25 anos a partir da contratacao de um seguro por sobrevivéncia uma
renda de R$ 1.500,00 anuais ela devera pagar hoje a seguradora um prémio tinico no valor
de aproximadamente R$ 18.859,61.

A exemplo do que foi obtido no caso vitalicio, o valor do prémio a ser pago no caso de uma
renda temporaria postecipada também é menor do que aquele pago no caso de uma renda
temporaria antecipada. O motivo é o mesmo que foi verificado anteriormente, como as ren-
das postecipadas comecam a ser pagas pela seguradora depois das antecipadas isso reduz
levemente sua probabilidade de ter que efetuar todos os pagamentos ao segurado e, logo, o

valor do prémio pago pelo mesmo na contratacao do seguro também torna-se menor.

No caso de uma renda diferida antecipada temporaria ¢ utilizado o simbolo ,, /.
para o valor do prémio tnico a ser pago. Aqui n é o nimero de anos pelos quais o segurado
recebera a renda e m é o niimero de anos que o mesmo deseja aguardar para que comece a
recebé-la chamado de periodo de diferimento. Nesse caso, no momento da contratacao, temos

0s seguintes capitais equivalentes:

Receita: [;.,,/n0,
Despesa: [ 0™ R + lymi1 V"R 4+ L2 0™ 2R+ iz 0™ R+ L+

lm+m+n71 .'Um+n_1 R

No presente caso o segurado, entao com x anos, realiza o pagamento do prémio ,,/,d, e
aguarda m anos para que possa receber da seguradora a primeira renda R. Isso se deve ao
fato da renda que esta sendo considerada aqui ser diferida e antecipada.

Como devemos ter:
Receitas = Despesas

Entao:
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l$+m.vm.R ‘I— lx+m+1./l)m+l.R + lx+m+2.’l}m+2.R ‘I— lx+m+3.'[)m+3.R + ‘I— lx+m+n_1.vm+n71.R

Multiplicando ambos os lados por v* e usando as relagoes de comutagao abordadas anterior-

mente teremos:

LoV mmle = lopm V™ VTR A+ L VTN R A Ly 00T R
lovmais V"0 R 4+ . 4 Lpmgn1 0™ L0 R =
LoV o jnly = lnsg V"R 4 Lyt 0" TR+ lpggio 02 R+
Iors 0™ R b D ML R

Dxm/nax — Dm+xR + Dm+x+1-R —|— Dm+x+2.R + Dm+x+3.R + + Dm+x+n,1.R =
Dzm/nax = [Dm+x + Dm+m+1 + Dm+x+2 + Dm+:v+3 + o+ Dm+x+n71]-R

Aqui também vamos considerar que (m + x4+ n — 1) < w pois, caso contrario a renda seria

vitalicia e nao temporaria. Com isso observamos o seguinte:

Nite = Dmye + Dmyay1 + Dmger2 + Dimgays + oo + Dy =
Nptz = Dmyo + Dmgat1 + Digate + Digats + oo + Digagn1 + Doy +
Dpisini1 + o + Dy, =
Ntz = Dmye + Dmgay1 + Dmyer2 + Dimgeys + oo + Digain1 + Nogogn =
Dite + Dmyer1 + Dotz + Dmgays + o + Digein—1 = Noge — Nogoin

Substituindo na expressao anterior vem:
Dmm/naz - [Nm+a: - Nm+x+n]-R

Assim:
Nm+x - Nm+x+n

Para o caso de o segurado optar por receber uma renda diferida, temporaria e antecipada.

E interessante observar que mesmo num caso a principio mais complicado que os demais, a
unica diferenca na expressao final para obtencao do valor do prémio a ser pago pelo contra-
tante do seguro aparece apenas no denominador. Isso se da gragas a simplificacao oriunda
das relacoes de comutacao. Naturalmente, essas relagoes precisaram de muito tempo de uso
e desenvolvimento para que pudessem proporcionar a matematica atuarial as facilidades que

hoje obtemos ao utiliza-las.
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Por exemplo, caso uma pessoa hoje com 35 anos de idade resolva fazer um seguro de vida
com cobertura por sobrevivéncia de modo que daqui a 15 anos receba R$ 1.500,00 da segu-
radora no inicio de cada ano durante 20 anos, quanto deveria pagar de prémio tnico hoje a

seguradora? Considere que os juros da operacao junto a seguradora sao de 6% a.a.

Nesse caso, como o segurado decide por receber suas rendas no inicio do ano, 15 anos depois
da contratacao e durante 20 anos trata-se de uma renda antecipada diferida temporaria e,
logo, utilizamos a tultima relagao obtida.

Assim temos:

. Nm+x - Nm+z+n
/n@ D,
N50 - N?O

15/20035 = —D35 . 1500

Agora, obtendo os valores de D35, N5o e de Nyg da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a.

verln:

74.373,86 — 13.785,08

_ 1
15/20433 12.735, 88 oU0
60.538, 78
— 2000910 kg
15/20085 = 75735 38 =

15/20035 = 4,75733. 1500 =
15/20G35 =~ 7136, 00

Assim, para que uma pessoa hoje com 35 anos de idade possa receber de uma seguradora
no inicio de cada ano por 20 anos a partir de 15 anos apds a contratacao de um seguro
por sobrevivéncia uma renda de R$ 1.500,00 anuais ela devera pagar hoje a seguradora um
prémio tnico no valor de aproximadamente R$ 7.136,00.

Esse é o menor valor que obtivemos até agora para o valor do prémio a ser pago pelo con-
tratante de uma renda por sobrevivéncia e a diferenca em comparacao com os demais casos
analisados até agora ¢é devida exatamente ao momento em que o mesmo pretende iniciar
o seu recebimento. Mesmo o que o segurado receba sua renda por 20 anos, ele iniciard o
recebimento dela apenas quando tiver 50 anos de idade. Desse modo, como a probabilidade

de alguém falecer entre 50 e 70 anos de idade é bem maior que a probabilidade dessa mesma
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pessoa vir a falecer entre 35 e 60 anos de idaddﬂ e por ser o valor do prémio a ser pago
pelo contratante diretamente influenciado por essa probabilidade, ele torna-se menor pois, a
seguradora tem aqui uma maior chance de nao precisar ter que pagar a renda ao segurado

por todo o periodo contratado pelo mesmo.

No caso de uma renda diferida postecipada temporaria ¢ utilizado o simbolo ,,/,a,
para o valor do prémio unico a ser pago. Aqui também n é o nimero de anos pelos quais
o segurado receberd a renda e m é o nimero de anos que o mesmo deseja aguardar para
que comece a recebé-la ou periodo de diferimento. Nesse caso, no momento da contratacao,

temos os seguintes capitais equivalentes:

Receita: [;.,,/n0,

Despesa: [, 410" R 4+ lpyar2 0™ 2R + Lygors V™R + o0 4+ Lygggn ™R

No presente caso o segurado, entao com x anos, realiza o pagamento do prémio ,,/,a, e
aguarda m+1 anos para que possa receber da seguradora a primeira renda R. Isso se deve
ao fato da renda que esta sendo considerada aqui ser diferida e postecipada.

Como devemos ter:
Receitas = Despesas
Entao:
loom/nte = lprat1 V"V R 4+ lpgago 0™ 2R + lpsyers 0™ PR + 0+ Lygoin 0™™R

Multiplicando ambos os lados por v* e usando as relagoes de comutagao abordadas anterior-

mente teremos:

o 0% oty =
lm+x+1.’Um+1.Ux.R + lm+x+2.vm+2.vx.R + lm+x+3.’Um+3.Uz.R + ... + lm+z+n.vm+n.U$.R =
o V% e =

Lt 1 O R o R R [ R et

"De fato, utilizando as relacdes definidas acima temos que /25035 ~= 7,03% enquanto /50¢s0 =~ 14,90%. Ou
seja, é duas vezes mais provavel uma pessoa vir a falecer entre 50 e 70 anos de idade do que entre 35 e 60

anos de idade, mesmo que esse segundo periodo seja maior que o primeiro.
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Dw.m/na/r == Dm+a:+1-R + Dm+x+2.R + Dm+m+3‘R + ...+ Dm+r+n.R =
Dz'm/naaz = [Dm—l—x-l—l + Dm—l—x—i—? + Dm+ac+3 + .+ Dm+m+n]~R

Considerando que (m+2z+n) < w pois, caso contrario a renda seria vitalicia e ndo temporaria,

vem:

Noter1 = Dmyer1 + Dmgar2 + Digeys + 0 + Dy =
Niptat1 =
Dryav1 + Digay2 + Digays + oo + Divern1 + Diein + Digoingyr + o + Dy =
Nitaz+1 = Dmtar1 + Dmtav2 + Dmgzrs + oo+ Digatn + Nogainyr =

Dm+x+1 + Dm+:c+2 + Dm—i—x—‘rS + .+ Dm—i—az—‘rn = Nm—l—x—i—l - Nm—i—z-i—n—i—l
Fazendo a devida substituicao:
Dm-m/naz = [Nm+:s+1 - Nm+x+n+1]'R

Assim:

Nm T - Nm T+n
m/na$ = totl D ot . R (519)

Para o caso de o segurado optar por receber uma renda diferida, temporaria e postecipada.

Por exemplo, caso uma pessoa hoje com 35 anos de idade resolva fazer um seguro de vida
com cobertura por sobrevivéncia de modo que daqui a 15 anos receba R$ 1.500,00 da segu-
radora no final de cada ano durante 20 anos, quanto deveria pagar de prémio tinico hoje a

seguradora? Considere que os juros da operacao junto a seguradora sao de 6% a.a.

Nesse caso, como o segurado decide por receber suas rendas no final do ano, 15 anos a
) Y

partir da contratacao e durante 20 anos trata-se de uma renda postecipada diferida tem-

poraria e, logo, utilizamos a ultima relagao obtida.

Assim temos:

Nm+r+1 - Nm+m+n+1
/n@ D,
Ns; — N
15/20035 = L 1500
D35

Agora, obtendo os valores de D35, N5 e de N7y da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a.

verl:
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69.182,42 — 12.407,49

_ 1
15/204185 12.735, 88 ou0
56.774, 93

= D97 500
/25485 = 15735 38 ~

Josliss = 4,45787. 1500 =
/25035 ~ 66806, 81

Assim, para que uma pessoa hoje com 35 anos de idade possa receber de uma seguradora no
final de cada ano por 20 anos a partir de 15 anos apds a contratacao de um seguro por so-
brevivéncia uma renda de R$ 1.500,00 anuais ela deverd pagar hoje a seguradora um prémio
unico no valor de aproximadamente R$ 6.686,81. Valor esse que é ainda menor que o encon-
trado no caso anterior, o que se deve, como discutido anteriormente, ao fato dessa renda ser
postecipada.

Vejamos agora os ultimos dois casos que dizem respeito as rendas por sobrevivéncia: as rendas
diferidas vitalicias. Nesses casos o contratante efetua o pagamento do prémio tnico para que
possa, apos a passagem de um determinado periodo de diferimento, receber da seguradora

uma renda anual até o fim de sua vida.

No caso de uma renda diferida antecipada vitalicia ¢ utilizado o simbolo ,,,ad, para
o valor do prémio 1inico a ser pago. Onde m é o periodo de diferimento, ou seja, o niimero de
anos que o segurado deseja aguardar para que comece a recebé-la. Nesse caso, no momento

da contratacao, temos os seguintes capitais equivalentes:

Receita: [,.,,/a,

Despesa: Iy 0™ R + lpymi1 V"N R 4+ Ly V™2 R 4 Ly 0B R+ .+ 1,0 R

No presente caso o segurado, entao com x anos, realiza o pagamento do prémio ,,/aG, e
aguarda m anos para que possa receber da seguradora a primeira renda R. Isso se deve ao
fato da renda que esta sendo considerada aqui ser diferida e antecipada.

Como devemos ter:
Receitas = Despesas
Entao:

lpom/ls = losm O™ R+ L1 V"V R 4 Lo V™2 R + L3 0" R+ 4 1,0 "R
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Multiplicando ambos os lados por v* e usando as relagoes de comutagao abordadas anterior-

mente teremos:

L")y = lpym 0" V0" R+ Ly 0" 0T R+ Lo 020" R+
lpgmaz 0™ B0 R + ... + [, %" .R =
lp 0% Gy =
Ltz 0™ R4 Lo 1 0™ R 4 L0 0™ P2 R Ly 0B R+ L+ 0. R =
Dyomjiy = Dpgz-R + Dpgoy1-R + Dpggyo. R + Dypgpys. R + .0 + Dy.R =
Dy.mmjiz = [Dmta + Dmgat1 + Dmgat2 + Dmgats + .. + DoJ.R

Como a soma entre colchetes vai de m+n até w temos:
Dyl = Npgo - R

E assim:
Nm+x
D,

Para o caso de o segurado optar por receber uma renda diferida, vitalicia e antecipada.

R (5.20)

Por exemplo, caso uma pessoa hoje com 35 anos de idade resolva fazer um seguro de vida
com cobertura por sobrevivéncia de modo que daqui a 25 anos passe a receber R$ 1.500,00
da seguradora no inicio de cada ano até o fim de sua vida, quanto deveria pagar de prémio
unico hoje & seguradora? Considere que os juros da operagao junto a seguradora sao de 6%

a.a.

Nesse caso, como o segurado decide por receber suas rendas no inicio do ano, 25 anos depois
da contratacao e até o seu falecimento trata-se de uma renda antecipada diferida vitalicia e,
logo, utilizamos a ultima relacao obtida.

Assim temos:

Nm+m
m/ Qg R =
/@ D,
Neo
ags = —. 1500
25/U35 D35

Agora, obtendo os valores de D35 e de Ngy da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a. vem:
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34.547,44

S 1500 =
12.735, 88
osyiiss = 2,71261. 1500 =

15/20035 ~ 4068,92

25/A35

Assim, para que uma pessoa hoje com 35 anos de idade possa receber de uma seguradora no
inicio de cada ano a partir de 25 anos apds a contratacao de um seguro por sobrevivéncia, ou
seja, ao atingir 60 anos de idade até o fim de sua vida uma renda de R$ 1.500,00 anuais ela
deverd pagar hoje a seguradora um prémio tinico no valor de aproximadamente R$ 4.068,92.
Esse valor é ainda menor que os valores dos prémios obtidos anteriormente nos casos das
rendas diferidas temporarias, mesmo a renda sendo agora vitalicia. O motivo para isso é que
para o presente caso o segurado sé recebera as rendas contratadas da seguradora a partir
dos 60 anos de idade. Como a probabilidade de morte do segurado aumenta com a idade do
mesmo, a partir dos 60 anos de idade ¢ maior a probabilidade de morte do mesmo e, logo,
maior a probabilidade de a seguradora nao pagar as rendas contratadas ou ainda, caso venha
a paga-las, que isso nao seja feito por um periodo longo de tempo. Assim, essa reducao na
probabilidade das despesas da seguradora se traduz para o segurado numa reducao do valor

do prémio a ser pago pelo mesmo a ela na ocasiao da contratacao das rendas por sobrevivéncia.

Como ultimo caso possivel para as rendas por sobrevivéncia temos o caso de uma renda
diferida postecipada vitalicia para a qual é utilizado o simbolo ,,,a, para o valor do
prémio unico a ser pago. Onde m é o periodo de diferimento, ou seja, o nimero de anos
que o segurado deseja aguardar para que comece a recebé-la. Nesse caso, no momento da

contratagao, temos os seguintes capitais equivalentes:

Receita: [;.,,/a,

Despesa: l,ymi1 0" R + lipmg2 0™ 2R + Ly 0™ B R + 0+ [0 R

No presente caso o segurado, entao com x anos, realiza o pagamento do prémio ,, a, e
aguarda m+1 anos para que possa receber da seguradora a primeira renda R. Isso se deve
ao fato da renda que esta sendo considerada aqui ser diferida e postecipada.

Como devemos ter:

Receitas = Despesas
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Entao:
lx.m/ax = lm+m+1.vm+1.R + lx+m+2.Um+2.R + lw+m+3.vm+3.R + ...+ lw.'Uw_w.R

Multiplicando ambos os lados por v* e usando as relagoes de comutacao abordadas anterior-

mente teremos:

lp 0% 0y =
Logma1 V"0 R 4 Lo 020 R+ Lz 0™ B0 R + .+ [0 % 0".R =
lx.’l)m.m/a,x = lm+x+1.Um+x+1.R + lm+x+2.vm+x+2.R + lm+x+3‘vm+x+3'R + ...+ lw.’Uw.R =

Dx.m/ax == Dm+az+1R + Dm+x+2.R + Dm+w+3.R + + DWR j
Dm-m/afx = [Dm+m+1 + Dm+z+2 + Dm+m—|—3 + ...+ Dw]R

Como a soma entre colchetes vai de m+n+1 até w temos:

D:r~m/ax = m+z+1 - R
E assim:
Nm+z+1
/a D, (5:21)

Para o caso de o segurado optar por receber uma renda diferida, vitalicia e postecipada.

Por exemplo, caso uma pessoa hoje com 35 anos de idade resolva fazer um seguro de vida
com cobertura por sobrevivéncia de modo que daqui a 25 anos passe a receber R$ 1.500,00
da seguradora no final de cada ano até o fim de sua vida, quanto deveria pagar de prémio
unico hoje a seguradora? Considere que os juros da operacao junto a seguradora sao de 6%

a.a.

Nesse caso, como o segurado decide por receber suas rendas no final do ano, 25 anos depois
da contratacao e até o seu falecimento trata-se de uma renda postecipada diferida vitalicia
e, logo, utilizamos a ultima relacao obtida.

Assim temos:

Nm—i—a:-‘,—l
m/Qy = . R =
= D,
N
25/035 D—z; 1500



Agora, obtendo os valores de D35 e de Ng; da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a. vem:

31.788, 50

—— . 1500
12.735, 83
25/035 = 2,49598. 1500 =

15/20035 =~ 3743,97

25/a35

Assim, para que uma pessoa hoje com 35 anos de idade possa receber de uma seguradora no
final de cada ano a partir de 25 anos apds a contratagao de um seguro por sobrevivéncia, ou
seja, ao atingir 60 anos de idade até o fim de sua vida uma renda postecipada de R$ 1.500,00
anuais ela deverd pagar hoje a seguradora um prémio tinico no valor de aproximadamente R$
3.743,97. O valor encontrado aqui ¢ ainda menor que o do ultimo caso devido agora, além
do diferimento, ainda existir sobre o valor do prémio a ser pago pelo contratante o efeito da

postecipacao conforme abordado anteriormente.

Os valores dos prémios para as oito situagoes distintas dos exemplos acima onde o segu-
rado possui a mesma idade no momento da contratagao nao estao em ordem decrescente por
acaso. Isso foi feito para que possa ser evidenciado junto aos alunos o efeito das probabilida-
des e da equivaléncia de capitais no calculo do prémio que devera ser pago pelo segurado a

seguradora para que possa receber a renda por sobrevivéncia.

[...] o prémio serd maior na razao direta da certeza de pagamento por parte
da seguradora |[...] quanto mais tarde o segurado desejar receber, menos serd
a chance de conseguir, assim, a postecipacao influird de modo a diminuir o
prémio, uma vez que o segurado deseja o beneficio mais tarde [...] o periodo
de diferimento e a duracao da temporariedade influem sobremaneira nos
prémios, permitindo que rendas temporarias percebam prémios maiores que
rendas vitalicias [...] a seguradora leva em consideragao o fato de que sua
probabilidade de honrar um compromisso com alguém, dos 50 aos 70 anos,
¢ muito maior do que a partir dos 60 anos. (AZEVEDO[I], 2008, p. 215).

Isso porque os seguros de vida com cobertura por sobrevivéncia sé serao recebidos pelos segu-
rados (sob a forma de dote ou de rendas) caso os mesmos sobrevivam ao periodo contratado,
ou seja, a seguradora so realiza o pagamento enquanto o segurado esta vivo. Caso venha a
falecer, os valores pagos pelo segurado (como prémios) ficam para a seguradora e essa nao
precisa realizar nenhuma indenizacao aos beneficiarios do segurado.

Caso o segurado deseje que seus beneficidrios sejam indenizados se ele vier a falecer ele precisa
contratar um seguro de vida com cobertura por risco de morte. Nos casos onde ha cober-

tura por risco de morte o Capital Segurado serd pago pela seguradora aos beneficiarios do
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segurado, caso ele venha a falecer durante o periodo contratado. No entanto, os cdlculos sao

outros conforme veremos na préxima segao.

5.6.3 Calculo de prémio tnico para seguro de vida com cobertura

por falecimento

O seguro de vida com cobertura por falecimento ou seguro de vida com cobertura por risco
de morte como também ¢é conhecido ¢ um tipo de seguro no qual o contratante realiza o
pagamento de um prémio para que, no caso de seu falecimento durante o periodo de co-
bertura, os beneficidrios (indicados pelo mesmo) recebam um determinado Capital Segurado
definido no momento da contratacao do seguro. Quando o periodo de cobertura contratado
pelo segurado ¢ vitalicio a despesa para a seguradora com o pagamento do Capital Segurado
aos beneficidrios é certa, mas como esse periodo de cobertura nem sempre ¢é vitalicio alguns
detalhes surgem na determinacao do valor do prémio a ser pago pelo contratante e sao esses
detalhes que analisaremos a partir de agora a partir dos assuntos ja abordados anteriormente.
Com o mesmo argumento utilizado anteriormente de que as receitas devem ser iguais as des-
pesas (ja que se trata de um seguro), comparadas na mesma data focal, para a seguradora,
e lancando mao da Lei dos Grandes Numeros para que possamos utilizar as proporgoes e
probabilidades estabelecidas na tabua biométrica que estamos utilizando, sera possivel en-
contrar expressoes para o calculo do prémio tnico de um seguro de vida com cobertura por
falecimento. O que muda quando comparado aos cédlculos dos seguros de pessoas com cober-
tura por sobrevivéncia é que as receitas considerarao novamente o niimero de pessoas vivas
na idade x do segurado, [,, mas as despesas irao levar em conta agora o numero de pessoas
falecidas a partir da data de contratagao do seguro d,., d, 1, ..., d,+x ja que o Capital Segurado
nesse caso sera pago apenas aos beneficiarios dos segurados que vierem a falecer.

Também nos casos de cobertura por falecimento os periodos de contratagao do seguro por
parte do segurado poderao ser vitalicios ou temporérios e imediatos ou diferidos (para o caso
desse tipo de seguro nao faz sentido falar em antecipagao ou postecipacao). Investigaremos
abaixo um exemplo de cada um dos quatro tipos possiveis a fim de identificar o efeito das
probabilidades de falecimento e dos periodos de cobertura escolhidos pelo contratante na de-

terminacao do valor dos prémios a serem pagos na ocasiao da contratacao desse tipo de seguro.
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Iniciando pelo caso imediato e vitalicio, também chamado de Seguro Vida Inteira,

onde o prémio unico é simbolizado por A, temos a seguinte situacao:

Receita: [,. A,
Despesa: d,.CSv + d,.1.CSv? + dppy.CS0? + ... + d,.CSv@ 2t

Os valores atribuidos a receita e a despesa acima sao estabelecidos a partir da Lei dos Gran-
des Numeros. Quando um cliente de determinada idade x anos procura uma seguradora para
adquirir um seguro de vida com cobertura por falecimento ela trata de o alocar numa espécie
de carteira de clientes que possuem todos a mesma idade x anos na ocasiao da contratacao
do seguro para que os prémios pagos por esses clientes a seguradora fornecam os recursos ne-
cessarios para que a mesma realize os pagamentos das despesas com o Capital Segurado que
serd pago aos beneficiarios dos segurados quando esses vierem a falecer. Com isso temos as
condigoes necessarias para a aplicagao da Lei dos Grandes Ntimeros a essa carteira de clientes
de modo que as probabilidades de falecimento dos mesmos com o passar dos anos possam ser
obtidas diretamente a partir das tabuas de sobrevivéncia adotadas pela seguradora; de onde
vem os valores de [, e de d;, utilizados acima.
No célculo das despesas também ¢é considerado que as indenizagoes por morte serao pagas
aos beneficiarios apenas no final do ano. E por esse motivo que o fator de desconto acima ja
aparece no primeiro termo da soma.
Para efeito das demonstracoes e desenvolvimento de férmulas dos prémios
dos seguros, é utilizado o sistema que prevé o pagamento das indenizacoes
ao final do ano de falecimento [...] tal critério possui grandes vantagens
algébricas para a dedugao dos prémios dos seguros. Na pratica, porém, o ca-
pital é pago aos beneficidrios em qualquer época do ano, depois da regulacao

do beneficio, que tem inicio com a entrega da documentagao comprobatoria
do falecimento. (ORNSTEIN, 1961 apud GUIMARAES[9], 2003, p. 63).

Entao, igualando as receitas as despesas temos:
I,.A, = dp,.CSv + dp1.CS0? + dypn.CS0? + ... + d,.CSyw—*H
Multiplicando, novamente, ambos os lados por v* vem:

I, 0. Ay = dp.CSv0* + dpy1.CS020%° + dppo.CS30% + .. + d,.CSv* " ly? =
D, A, = d,.CSv™™ + d,.CS0™2 + dpys.CS0*3 + .. + d,.CSv¥T!
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Agora, lembrando da relacdo de comutacao Cj, = dj.v**! temos que:

D, A, = C.CS + Cpi1.CS + Cpin.CS + ... + C,.0S =

Também, das tabuas de comutacgao temos que:

w

Mm = Cz + C:BJrl + Cz+2 + ...+ Cw = Zcz

Substituindo:
D, A, = M,.CS
E dafi:
M.
A, = == .CS 5.22
b (5:22)

Para o caso de o segurado optar por um seguro de vida com cobertura por falecimento ime-

diato e vitalicio.

Como citado anteriormente as relagoes de comutagao C, e M, estao relacionadas com os
dados relativos aos falecimentos e, por esse motivo, surgem agora na obtencao do valor do
prémio de um seguro de vida com cobertura por falecimento. Novamente é possivel verificar
a simplificacao obtida com as relagoes de comutacao, justificando a insercao das mesmas
mesmo numa abordagem introdutéria da matematica atuarial como estamos fazendo aqui.
Vejamos agora abaixo o calculo do prémio tinico numa situacao pratica utilizando a relagao
obtida acima.

Por exemplo, qual o valor do prémio unico que uma pessoa de 40 anos devera pagar a segu-
radora para contratar um seguro de vida com cobertura por falecimento imediato e vitalicio
com Capital Segurado de R$ 20.000,00 a ser pago aos seus beneficiarios na ocasidao de seu
falecimento? Considere que os juros da operacao junto a seguradora sao de 6% a.a.

Como se trata de um Seguro Vida Inteira, temos:

M
A, = —=.CS =
D,
My
A = —— . 20000
40 Do



Dali, obtendo os valores de Dyg e de My da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a. temos:

1.106, 88
Ay = 00580

0 = gare.ea 2000 =
Ay = 0,11680 . 20000 =

Ay =~ 2336,00

Assim, para que uma pessoa hoje com 40 anos de idade possa contratar um seguro de vida
com cobertura por falecimento vitalicio de modo que seus beneficidrios recebam o valor de
R$ 20.000,00 quando ele falecer, deverd pagar hoje a seguradora um prémio tinico no valor

de aproximadamente R$ 2.336,00.

Agora, vamos analisar o caso diferido e vitalicio, também chamado de Seguro Vida
Inteira Diferido, onde o prémio tinico ¢ simbolizado por ,,;A4,. Como nesse caso o segu-
rado realiza o pagamento do prémio tinico hoje mas, seus beneficiarios s serao indenizados

se ele vier a falecer daqui a m anos, temos a seguinte situagao:

Receita: [,.,,/ A,
Despesa: d,,,.CS0™" + dpypi1.CSOU™2 + dpppio.CSO™S3 + 0 + d,.CSov— !

Entao, igualando as receitas as despesas temos:
lzm/Az = derm.CS.Um—"l + dx+m+1.CS.'Um+2 + dx+m+2.CS.Um+3 + ...+ dw.CS.Uw_x+1
Multiplicando ambos os lados por v* vem:

lx.?):c.m/Az =
Ay -CS U™ 0%+ dpy 1. CSU™2 0% 4+ dyy o CSOTB 0% + . + d,. OS2 % =

DymjAs = Ay CS0™T 4dyy 1 CSOTTH2 4 dy 0. OSP4 d, . C ST
Agora, lembrando da relacao de comutaciao Cj, = dj.v*"! temos que:

DymjAy = Coim-CS + Coimy1.CS + CoimypaCS + ... + Cu.CS =
Dxm/AJ: = [Oa;+m ‘I— Cm+m+1 + Cx+m+2 + + Cw]CS

Também, das tabuas de comutagao temos que:
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M, = Cy + Ck+1 + Ck_:,_g + ... + C,
Substituindo:

E dai:
Ma:—i—m

x

Ay = .CS (5.23)

Para o caso de o segurado optar por um seguro de vida com cobertura por falecimento dife-

rido e vitalicio.

Por exemplo, qual o valor do prémio unico que uma pessoa de 40 anos deverda pagar a
seguradora para contratar um seguro de vida com cobertura por falecimento vitalicio que
deverd iniciar quando o segurado completar 60 anos com Capital Segurado de R$ 20.000,00
a ser pago aos seus beneficidrios na ocasiao de seu falecimento? Considere que os juros da
operacao junto a seguradora sao de 6% a.a.

Como se trata de um Seguro Vida Inteira, temos:

Y — .CS =
/ D,
M,
20/ A0 = 3559‘ 20000
0

Dai, obtendo os valores de Dy e de Mgq da tabua de comutacao AT-2000 a 6% a.a. temos:

803, 42
— - 9
947684 - 2000 =

20,410 = 0,08478 . 20000 =
20,410 ~ 1695,60

20/A40 =

Assim, para que uma pessoa hoje com 40 anos de idade possa contratar um seguro de vida
com cobertura por falecimento vitalicio que inicie quando o segurado completar 60 anos de
modo que seus beneficidrios recebam o valor de R$ 20.000,00 quando ele falecer, deverd pagar
hoje & seguradora um prémio tnico no valor de aproximadamente R$ 1.695,60.

Esse valor é menor do que o obtido anteriormente para o caso imediato, mesmo esse seguro
agora também sendo vitalicio. A diferenca nos valores é devida ao fato de que aqui a segura-

dora tem uma probabilidade de aproximadamente 6,6% de nao precisar pagar a indenizagao
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aos beneficidrios pois, essa é a probabilidade de que o segurado faleca entre os 40 e 60 anos
de idadeﬁ quando o pagamento aos beneficiarios nao estd coberto. Como no caso do seguro
vitalicio imediato essa probabilidade é nulaﬂ o valor do prémio a ser pago pelo contratante
na ocasiao da obtencao do seguro diferido é menor do que aquele pago pelo mesmo na ocasiao

da obtencao do seguro imediato.

O caso imediato e temporario, também chamado de Seguro Contra Morte Tem-
porario Imediato, onde o prémio tinico ¢ simbolizado por ,,A;, é aquele em que o segurado
realiza o pagamento do prémio tinico hoje mas, seus beneficiarios sé serao indenizados se ele

vier a falecer dentro de um periodo de tempo de n anos. Assim, temos a seguinte situacao:

Receita: [,./,A;
Despesa: d,.CSv + dy1.CSv? + dpyy.CS0® + ... + dpyn_1.CSO"

Entao, igualando as receitas as despesas temos:
LAy = dp.CSv + dpy1.CS0? + dpi2.CS0P + 0 + dypyn1.CSO"
Multiplicando ambos os lados por v* vem:

lp. 0% Ay = dp.CSv0" + dpi1.CSV20% + dpio.CSV30% + .. + dpin1.CSV" 0" =
Dy Ay = d,.CSv™ + dpy1.CS0™2 + dypyy.CS0™3 + 0+ dyry1.CS0*T"

Agora, lembrando da relacio de comutacao Cj, = dj.v*"! temos que:

DajnAy = Cp.CS + Coy1.CS + CpinCS + . + Coin1.CS =

Considerando que (z +n — 1) < w pois, caso contrario a cobertura seria vitalicia e nao

temporaria, podemos observar o seguinte:

M, = Cp + Coss + Coag + . + C) =
Ma: = C:v + C$+1 + O:v+2 + ...+ Cx—l—n—l + Cx-{—n + C;L’+n+1 + ...+ Ow =

l 91.011,01
8De fato, utilizando as relacdes definidas acima temos que /20G40 = 1 — % =1- 97T6:07 ~ 6,63%.

90bservados os quesitos legais de ascendéncia e descendéncia.
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Mm - Cm + Cx—l—l + Cx+2 + ...+ Cx—l—n—l + Mx—l—n =
Oac + Cx-‘,—l + Ca:—i—? + ..+ Cx+n—1 = M, — Mx-‘,—n

Substituindo temos:
Dy Ay = (M, — M,.,]. CS

E daf:

M;B - Ma: n
Ay = D—* .CS (5.24)

Para o caso de o segurado optar por um seguro de vida com cobertura por falecimento ime-

diato e temporario.

Por exemplo, qual o valor do prémio unico que uma pessoa de 40 anos devera pagar a
seguradora para contratar um seguro de vida com cobertura por falecimento durante 20 anos
iniciando no momento da contratacao com Capital Segurado de R$ 20.000,00 a ser pago aos
seus beneficiarios na ocasiao de seu falecimento? Considere que os juros da operacao junto a
seguradora sao de 6% a.a.

Como se trata de um Seguro Contra Morte Temporario Imediato, temos:

Mx - Mx n
Ay = D—+ C0S =
My — M,
Ay = —— % 5 5 90000
40

Dai, obtendo os valores de Dyy, M,y e de Mg, da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a.

temos:

1.106,68 — 803,42

Ay = .2
/204140 0.476. 84 0000 =
303, 26
Ay = —— .2
/204140 9.476.84 0000 =

20,440 = 0,03200 . 20000 =
20/A40 ~ 640,00

Assim, para que uma pessoa hoje com 40 anos de idade possa contratar um seguro de vida
com cobertura por falecimento por 20 anos que inicie no momento da contratacao de modo

que seus beneficiarios recebam o valor de R$ 20.000,00 se ele falecer durante o periodo de
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cobertura, devera pagar hoje a seguradora um prémio Unico no valor de aproximadamente
R$ 640,00.

Esse valor é bem menor do que aqueles calculados para os dois casos anteriores. A razao
é que agora a seguradora tem um risco menor de ter que indenizar os beneficiarios quando
comparado ao caso do seguro vitalicio. Aqui eles s6 receberao o Capital Segurado caso o
segurado venha a falecer num periodo determinado de tempo, no caso, os 20 anos compreen-

didos entre as idades 40 e 60 anos do mesmo.

Por fim temos o caso diferido e temporario, também chamado de Seguro Contra Morte
Temporario Diferido, onde o prémio tinico ¢ simbolizado por ,,/,A,. Como nesse caso o
segurado realiza o pagamento do prémio tinico hoje mas, seus beneficidrios sé serao indeni-
zados se ele vier a falecer dentro de um periodo de n anos que serd iniciado m anos apés a

contratacao, temos a seguinte situagao:

Receita: [;.;,/nA;
DeSpesa: dx+m.CS./Um+1 + dx+m+1.CS.Um+2 —+ dx+m+2.CS.Um+3 + ... + dx+m+n_1.CS./Um+n

Entao, igualando as receitas as despesas temos:
lmm/nAx = dx+m.CS.Um+1 + dm+m+1.CS.Um+2 + dx+m+2.CS.Um+3 + ...+ derern,l.CS.vm"'”
Multiplicando ambos os lados por v* vem:

L0" mAy = dpym . CSU™ 0" + dpyny1.CSO" 20" 4+ dyi0. CSO™P 0" + L+
dx+m+n,1.CS.'Um+n.’U$ =
D:E‘m/nAa: =

dx+m.OS.Ux+m+1 + dx+m+1.OS.'Ux+m+2 + dx+m+2.05./l}x+m+3 + + d$+m+n_1.CS./Uz+m+n
Agora, lembrando da relacio de comutacao Cj, = dj.v**"! temos que:

D:Bm/nA.’L' — Cm+mCS + C;L-+m+1.CS + C;E+m+2.CS + + Cx+m+n,1.05 =
Da:m/nAz = [Cx—f—m + O$+m+1 + O:v+m+2 + ... + C;L’—&-m-l—n—l]‘OS

Considerando que (z +m +n — 1) < w pois, caso contrério a cobertura seria vitalicia e nao

temporaria, podemos observar o seguinte:
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Myiw = Cysm + Cosmst + Cosmiz + oo + Co =
Myym = Copm + Cogmsr + Cogmyz + o + Cosmin—1 + Cogmgn + Cogmgngr + ... + Cy =
Meym = Copm + Copmir + Copmrz + o + Copmin1t + Moymin =
Cotm + Cotmi1 + Cogmaz + o + Covmgn—1 = Mypm — Mayvmin

Substituindo temos:
D:):m/nAz = [Mx+m - Mm+m+n]- cs

E dai:
Mz+m - Mm+m+n
.CS
D,

Para o caso de o segurado optar por um seguro de vida com cobertura por falecimento dife-

rido e temporério.

Por exemplo, qual o valor do prémio unico que uma pessoa de 40 anos devera pagar a
seguradora para contratar um seguro de vida com cobertura por falecimento durante 15 anos
iniciando 20 anos apds contratacdo com Capital Segurado de R$ 20.000,00 a ser pago aos
seus beneficiarios na ocasiao de seu falecimento? Considere que os juros da operagao junto a
seguradora sao de 6% a.a.

Como se trata de um Seguro Contra Morte Temporario Diferido, temos:

Mz m Mm m-+n
mmAe = —2 5 i 08 =
Migpao — M
w1541 = 40420 0420415 94400 =
Y
20/15A440 = —GOD_ 20000
40

Dai, obtendo os valores de Dyy, Mgy e de Mys da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a.

temos:

803,42 — 468,05

Ay = 9
20/15440 9.476. 84 0000 =
33537

Ay = 22220
20/154140 0.476. 34 0000 =

20/15440 = 0,03539 . 20000 =
2015420 ~ 707,80
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Assim, para que uma pessoa hoje com 40 anos de idade possa contratar um seguro de vida
com cobertura por falecimento por 15 anos que inicie 20 anos ap6s o momento da contratagao
de modo que seus beneficidrios recebam o valor de R$ 20.000,00 quando ele falecer, deverd

pagar hoje a seguradora um prémio tinico no valor de aproximadamente R$ 707,80.

Da mesma forma que ocorreu para os seguros de vida com cobertura por sobrevivéncia
observamos que os valores do prémio aumentam quando a probabilidade de que a seguradora
tenha que indenizar o segurado cresce. Assim, nos casos vitalicios dos exemplos acima os
prémios sao maiores do que nos casos temporarios ja que nesses tultimos a probabilidade de
que a seguradora tenha que indenizar os beneficiarios é menor.

Comparando os casos vitalicios nota-se que o imediato possui valor do prémio a ser pago
maior do que o caso diferido, pois no imediato a seguradora com certeza tera que pagar a
indenizagao enquanto que no caso diferido hé chance de que isso nao ocorra (o segurado pode
morrer antes de terminar o perfodo de diferimento).

Comparando os casos temporarios nota-se que o prémio é maior para o periodo de cobertura
com maior probabilidade de morte do segurado. Assim, nos casos que foram analisados acima
¢ maior a probabilidade de que o segurado morra dos 60 aos 75 anos de idade do que dos
seus 40 aos 60 anos de idadem e, por isso, o valor do prémio a ser pago no caso temporario
diferido - mesmo o segurado estando coberto por um intervalo de tempo menor - foi maior

do que no caso temporario e imediato.

Esgotados os casos das coberturas de vida e morte dos seguros de vida veremos agora um
produto onde o interesse do contratante também é o de receber rendas (ou até um tnico dote,
mesmo sendo mais incomum) mas, nesse caso, ao invés de realizar o pagamento de um prémio
unico para ter esse direito a formacao do valor a ser recebido é feita durante prazos mais
longos através da realizacao de pagamentos também periddicos. Essas sao caracteristicas

comumente encontradas nos planos de previdéncia complementar, assunto da proxima secao.

10De fato, utilizando as relacoes definidas acima temos que /15060 ~ 20,63% enquanto ;20q40 ~ 6,63%. Ou
seja, a probabilidade de uma pessoa vir a falecer entre 60 e 75 anos de idade é trés vezes maior do que ela

falecer entre 40 e 60 anos de idade, mesmo que esse segundo periodo seja maior que o primeiro.
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5.6.4 Calculando a previdéncia complementar

A previdéncia complementar consiste basicamente numa reserva de longo prazo que é feita
pelo contratante junto a uma instituicao de modo que contribua com sua formagao durante
um periodo de tempo (em geral décadas) chamado de periodo de diferimento a fim de que no
futuro possa receber de volta os valores (com as devidas corre¢oes contratuais) geralmente
sob a forma de uma renda que ird complementar sua aposentadoriam.

Assim, recordando que os seguros e a previdéncia se estabelecem a partir das probabilidades
de danos e da taxa de juros, o funcionamento da previdéncia complementar se baseia em
dois momentos: o primeiro onde o contratante realiza o pagamento da contribuicao mensal
junto a instituicao a fim de formar um montante e o segundo no qual o contratante recebe
o valor acumulado sob a forma de uma renda vitalicia ou temporaria. O primeiro momento
tem seus detalhes matematicos estabelecidos pelas expressoes de valor futuro de uma renda
constante apresentadas no capitulo 4 e o segundo momento possui procedimento idéntico
ao caso das rendas por sobrevivéncia vistas anteriormente. Desse modo, nos calculos da
previdéncia complementar o montante que é acumulado pelo contratante durante o periodo
de diferimento funciona como um prémio tnico da rendal| que ele recebera posteriormente
da instituicao de previdéncia complementar.

No entanto, antes de verificarmos os calculos da previdéncia complementar efetivamente,
vamos verificar na proxima secao como trabalhar com rendas que nao sejam anuais ja que,
para a grande maioria dos contratantes de planos de previdéncia complementar, essa € a

opcao mais escolhida.

5.6.4.1 Rendas Subanuais

As tabuas de sobrevivéncia possuem as informacoes de nimero de pessoas vivas e mortas a
cada ano. Por esse motivo, quando usamos as informagoes das tdbuas diretamente (como
fizemos até este momento) os valores calculados s6 podem ser anuais conforme foram todas
as demonstracoes e exemplos até agora.

Todavia, na realidade da previdéncia complementar, falar em contribuicoes anuais e posterio-

10Onde aposentadoria aqui se refere ao beneficio concedido pelo governo devido a pessoa ter atingido os

requisitos de elegibilidade (hoje critérios como idade e tempo de contribui¢do minimos).
120 contratante também pode optar por receber o valor acumulado como um dote, mas nio abordaremos

essa opcao.
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res recebimentos de rendas anuais ¢ no minimo estranho ja que nossa renda tem, geralmente,
uma base mensal. Sendo assim, torna-se necessario um método de relacionarmos os prémios
envolvidos nas rendas com um valor mensal para as mesmas. Nesse caso, diremos que a renda

serd fracionada em periodos subanuais ou que a renda é subanual.

[...] considerando-se a proporcionalidade dos falecimentos para o subperiodo
que se deseja e, ainda, que seja utilizada a taxa de juros equivalente ao sub-
periodo correspondente, calculamos os valores atuais das rendas subanuais
com o objetivo de saber o prémio tnico puro para as mesmas [...] se por
acaso existissem tdbuas de sobrevivéncia mensais, trimestrais, semestrais,
nao teriamos que fazer um estudo especifico para esta situacao do fraciona-
mento. (CORDEIRO FILHO[6], 2014, p. 127-128).

Conforme Azevedol[l] (2014, p. 221), as rendas subanuais podem ser deduzidas considerando

que:

~ S8
=
=
i

Entao, no caso em que os periodos da renda sao fracionados sendo m periodos com duragao

de — ano, temos:
m

1m/0z = az — 1/m

A anilise [...] nos leva a que o valor atual de uma renda anual deve ser igual
a soma de seus fracionamentos mais algum ajuste, simplesmente pelo fato de
que algo que deveria ser pago a vista estd sendo parceladol...].(CORDEIRO
FILHO[6], 2014. p. 128).

Assim, conforme Guimaraes (2003, p. 76) o valor atual de uma renda fracionada antecipada,

simbolizado por am pode ser deduzido por:

L(m) [ — .2 _—
m.dy = [dy + (dy m) + (d m) + .+ (da — )]
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Como o lado direito é a soma de uma P.A. de m termos, sendo d, o termo inicial e — — a

m
razao vem que:
(m g o mzt 5.26
az iy 5 (5.26)
E, utilizando raciocinio analogo para rendas fracionadas postecipadas temos:
(m) _ m—1

De modo que, para obter os prémios tinicos com as relagoes acima, basta multiplicé-las pelo

nimero de subperiodos m e pelo valor de R, que é a renda em cada subperiodo.

Vejamos um exemplo a fim de demonstrar o uso dessas relacoes facilitadoras acima.

Um empresario, ao completar 52 anos de idade, decide investir seus recursos financeiros
num plano de previdéncia complementar vitalicio. Supondo que ele possui um recurso de R$
150.000,00, qual sera o valor da renda mensal vitalicia postecipada que ele tera? Considere

a taxa de juros da operacao sendo de 6% a.a.

Nesse caso, como a renda desejada serd mensal, temos m = 12 e:
(12) 12-1 (12) 11
a = a5 + = a = as2 + —
o2 2.12 b2 24
, . Ns3 . .
Esse é o valor atual da renda fracionada mensal e asp = —— como vimos anteriormente.

52
Entao, como os recursos do empresario serao o prémio unico que sera pago para a obtencao

de sua renda vitalicia mensal teremos que:
150000 = R .12 . aly”
Onde R é o valor da renda mensal que queremos determinar. Entao:

150000 = R.12.al,? =

11
150000 = R.12. (a2 + 57) =
Ns3 11

150000 = R.12. (52 + )
52

Utilizando os dados da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a. temos:
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Nes 11
1 ~ R.12. (Do
e 59(7Dl522 92; 24)11:’
1 ~ R.12. (22050 2
0000 = 1t (Tsss 13 20

150000 = R .12 .(13,01452 + 0,45833) =
150000 = R .12 .13,47285 =

150000 = R . 161,6742 =
150000
161, 6742
R ~ 927,79

=

Assim, a renda mensal vitalicia do empresério serd de aproximadamente R$ 927,79. Im-
portante observar junto com os alunos o efeito das probabilidades de sobrevivéncia na deter-
minagao do resultado final ja que os dados da tabua de comutagao aparecem no denominador
dividindo o prémio. Desse modo, caso o empresario optasse por uma renda antecipada o valor
da renda mensal seria menor do que o obtido acima, pois Nso > Ns3 e, logo, o prémio seria

dividido por um niimero maior.

5.6.4.2 Calculando a contribuicao e a renda mensal

Considerando o que foi dito antes, que a analise da previdéncia complementar envolve dois
momentos, temos duas situagoes que podem ser investigadas. Na primeira, o contratante
sabe quanto pode pagar de contribuicao mensal durante o periodo de diferimento e deseja
saber quanto tera de renda mensal vitalicia quando comecgar a receber os pagamentos da
instituicao. E, na segunda, temos o caso de um contratante que sabe quanto deseja de renda
no momento em que comecar a receber os pagamentos da instituicao mas, ainda nao sabe
quanto deve pagar como contribuicao mensal a entidade durante o periodo de diferimento.

Vamos, agora, analisar esses dois casoﬁ.

Primeiro caso, uma pessoa de 40 anos de idade faz plano de previdéncia complementar junto

a uma instituicao visando receber dessa uma renda vitalicia mensal assim que completar 70

1BE claro que também poderiamos variar as situagoes com o contratante optando por receber sua pre-
vidéncia complementar da instituicao através de rendas antecipadas ou postecipadas, imediatas ou diferidas
e tempordrias ou vitalicias. No entanto, acreditando que esses detalhes ja foram bem explorados anterior-
mente apresentaremos as situagoes apenas através de rendas antecipadas, imediatas e vitalicias (no caso do

pagamento da previdéncia complementar pela instituigao).
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anos de idade. O contratante escolhe um plano onde ele ird pagar a instituigdo uma con-
tribuicao mensal desde o momento da contratacao no valor de R$ 300,00 durante todo o
periodo de diferimento. Sabendo que a rentabilidade das contribui¢coes mensais do contra-
tante na instituicao é de 0,5% ao méﬁ e que para a operagao de pagamento das rendas por
parte da instituicao a taxa de juros é de 6% ao anﬂ, qual sera o valor da renda mensal que

o contratante tera direito?

Pelas caracteristicas citadas, tanto a renda das contribui¢coes do contratante como a renda
que sera paga pela instituicao ao mesmo apds o periodo de diferimento sao imediatas e ante-
cipadas. A unica diferenca é que a primeira é constante e temporaria enquanto a segunda é
vitalicia. Assim, durante o periodo de diferimento, lembrando das rela¢oes para valor futuro
de rendas constantes temporarias antecipadas apresentadas no capitulo 4, teremos que:

(1+4)"—1
i

FV = (1414).R] ] =

Entao, com i = 0,5%,n = 360 e R = 300 temos:

(1+0,005)360 — 1

FV = (1+0,005).300.] 1 00505,9005 1 ] =
FV = (1,005).300.[%]
FV = (1,005).300.[%]
FV = (1,005).300.[W]

FV = (1,005).300.1004,516 =
FV ~ 302861,57 =

Assim, apds 30 anos de pagamento da contribuicao de R$ 300,00 & instituicao, com o rendi-
mento informado, o contratante dispoe do valor de aproximadamente R$ 302.861,57. Agora,
no segundo momento dos calculos da previdéncia complementar, o valor do montante acu-

mulado durante o periodo de diferimento é utilizado como o prémio unico de uma renda

14 Atualmente, na pratica, essa taxa fica em torno dos rendimentos da poupanca e, por isso, estamos usando

tal valor aqui.

5E importante destacar a existéncia de taxas distintas devido & prépria dindmica do funcionamento da
previdéncia complementar, conforme ja mencionado. A taxa de juros para pagamento das rendas por sobre-
vivéncia é regulamentada pela SUSEP - Superintendéncia de Seguros Privados - e seu valor é que define a

tabua de comutagao de onde os dados serao extraidos no momento em que forem requisitados nos calculos.
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fracionada mensal imediata vitalicia antecipada. Nesse momento o contratado possui a idade

de 70 anos e, usando expressoes apresentadas nas segoes anteriores temos que:

302861,57 = R.12. 4% =

12 -1
302861,57 = R . 12470 — — o =
Ny 11
302861,57 = R.12 . (— — —
7 (D70 24)

Entao, obtendo os valores de D7y e Nyg da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a. vem:

13.785.08 11
2861,57 = R.12. (o8 2
302861,57 = R 30 ~ w7

302861,57 = R .12 .(10,00666 — 0,45833) =
302861,57 = R .12.9,54833 =

302861,57 = R .114,57996 =
302861, 57
114,57996

R ~ 2643,23

Assim, a renda mensal vitalicia do contratante a ser paga pela instituicao de previdéncia
complementar quando ele atingir a idade de 70 anos serd de aproximadamente R$ 2.643,23.
Agora, vejamos a situacao inversa onde, o contratante tem ideia de quanto deseja de renda

futura mas, nao sabe quanto precisa contribuir mensalmente para poder obteé-la.

Segundo caso, uma pessoa de 35 anos de idade deseja fazer um plano de previdéncia com-
plementar junto a uma instituicao visando receber dessa uma renda vitalicia mensal assim
que completar 60 anos de idade. O contratante deseja um plano onde ele ird pagar a segu-
radora uma contribuicao mensal desde o momento da contratacao e durante todo o periodo
de diferimento de modo que ao completar 60 anos de idade possa receber dessa uma renda
vitalicia mensal de R$ 3.000,00. Sabendo que a rentabilidade das contribui¢goes mensais do
contratante na instituicao é de 0,5% ao més e que para a operacao de pagamento das rendas
por parte da instituigao a taxa de juros é de 6% ao ano, qual serd o valor da contribuigao
mensal a instituicao que o contratante devera fazer para obter o direito a renda desejada?

Pelas caracteristicas citadas tanto a renda das contribui¢oes do contratante como a renda
que serd paga pela instituicao ao mesmo apds o periodo de diferimento sao imediatas e an-
tecipadas. A tunica diferencga é que a primeira é constante e temporaria enquanto a segunda

é vitalicia. No entanto, como agora sabemos primeiro dos dados relativos a renda vitalicia
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paga pela instituicao ao segurado e precisamos determinar o valor do prémio tinico que uma
pessoa com 60 anos de idade deve pagar para obter uma renda mensal vitalicia antecipada
de R$ 3.000,00 iremos inverter a ordem dos calculos determinando antes o valor desse prémio
e, apos, usando-o como o valor futuro de uma renda constante a fim de descobrirmos o valor
R de seus termos ou contribuigoes periddicas do contratante a institui¢ao. Assim, usando a

notacao PU (dg(gm)) para o prémio unico de uma renda fracionada antecipada vitalicia, temos:

PUE™) = R.m.al™ =

12-1
PU(ESP) = 3000 .12 . ajo — i =
N, 11
PUESY) = 3000 . 12 . (D_ZZ - 37

Entao, obtendo os valores de Dgy e Ngo da tdbua de comutacao AT-2000 a 6% a.a. vem:

34.547,44 11

PU (i ggm) — 3000 . 12 . (12,52200 — 0,45833) =
PU(GSY) = 3000 .12 . 12,06367 =
PU@EY) ~ 434292,12

Assim, para que possa ter a partir dos 60 anos de idade uma renda vitalicia de R$ 3.000,00
mensais o contratante precisa ter acumulado na instituicao um montante no valor de apro-
ximadamente R$ 434.292,12 para que tal valor funcione como o prémio tnico de sua renda
desejada. Agora, no segundo momento dos calculos, verificamos qual o valor de contribuicao
mensal durante o periodo de diferimento é capaz de gerar tal montante através de uma renda
temporaria antecipada cuja duracao sera de 25 anos com o rendimento informado acima.
Novamente, temos que:

(1+i)"—1

FV = (L4i).R[——

| =

Entao, com i = 0,5%,n = 300 e FV = 434292, 12 temos:

(1+0,005)300 — 1]
0,005
(1,005)300 — 1

0,005 ]
4,46497 — 1

0,005 ]
3,46497]

0,005

434292,12 = (1+0,005).R.|

43429212 = (1,005).R.|
43429212 = (1,005).R.]

434292,12 = (1,005).R.[

126



434292,12 = (1,005).R.692,994 =

434292,12 = R.696,45807 =
434292, 12

696, 45897
R =~ 623,57

Assim, para que o contratante com idade de 35 anos tenha uma renda mensal vitalicia a
ser paga pela institui¢ao de previdéncia complementar quando ele atingir a idade de 60 anos
no valor de R$ 3.000,00 ele deve realizar pagamentos de contribui¢gbes mensais no valor de
aproximadamente R$ 623,57 a instituicdo durante o periodo de diferimento, ou seja, por 25

anos.

Esses dois casos ilustram a influéncia das probabilidades de sobrevivéncia e falecimento e
da equivaléncia de capitais na determinacao dos valores envolvidos na previdéncia comple-
mentar. Mesmo que em ambos os casos a renda a ser recebida pelo contratante seja vitalicia,
no primeiro o contratante opta por iniciar o recebimento da mesma aos 70 anos de idade,
enquanto que no primeiro caso ele decide que esse inicio seja aos 60 anos de idade. Ainda,
no primeiro caso o contratante escolhe o periodo de diferimento de 30 anos para a formacgao
do valor que sera usado como prémio tnico de sua renda vitalicia, enquanto que no segundo
ele decide que esse periodo seja de 25 anos.

Desse modo, no primeiro caso o contratante tem um periodo maior para a formacao do valor
que serd utilizado como prémio tnico de sua renda vitalicia e decide recebé-la com mais idade
quando comparado ao segundo caso. Esses fatores fazem com que o valor da contribuicao
mensal a ser pago pelo mesmo a instituicao de previdéncia complementar seja maior no se-
gundo caso do que no primeiro ja que, no segundo, as despesas provaveis para a instituicao
sao maiores uma vez que ele inicia o recebimento de sua renda vitalicia mais cedo e, ainda, o
contratante possui um tempo menor para a formagao do valor necessario como prémio 1inico
dessa renda, reforcando a tendéncia de que o valor da contribuicao seja maior do que aquele
que foi previamente definido no primeiro caso.

Como ficou evidenciado apds os calculos, essas tendéncias foram totalmente confirmadas, mas
essa discussao a respeito do que esperar dos calculos pode ser realizada com o alunos antes
de os mesmos serem executados ja que todos os aspectos envolvidos nos mesmos ja foram
tratados anteriormente a partir das definicoes e exemplos das secoes anteriores. O fato de o

valor da contribuicao mensal paga pelo contratante encontrado no segundo caso ser maior que
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o dobro daquele do primeiro caso pode também ser explorado junto aos alunos destacando a
inexisténcia de linearidade entre essas grandezas, que nao deveria ser esperada pelos mesmos

devido as relacoes que sao utilizadas nas etapas dos céalculos envolvidos.
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6 Conclusao

A matematica esta presente em nosso cotidiano, mas, por muitas vezes, ela nao é associada a
prética didria em funcao de um ensino estabelecido a partir de situagoes distante das realida-
des dos alunos. Assim, a producao deste material educativo complementar visa proporcionar
correlacoes da matematica com atividades cotidianas como as apdlices de seguro de vida e
previdéncia complementar.

Dentre as analises dos dados e teorias pode-se constatar que a matematica, além de célculos
e estratégias em formas de nimeros, expressoes e equagoes atua no potencial de desenvol-
vimento da capacidade cognitiva do sujeito. As contribuicoes desta pesquisa vislumbram a
compreensao da matematica enquanto logica, passiva de reflexao e entendimento continuo
por meio do pensar.

Jé a elaboragao e execugao dos calculos mostram que a matematica é possivel de ser efetuada
e efetivada. Os dados apresentados por meio de tabelas e expressoes sao padronizados garan-
tindo assim acessibilidade as informacoes necessarias. Por meio das aplicacoes da matematica
financeira e das probabilidades em seguros de vida e previdéncia é possivel estimular profes-
sores e alunos a criarem estratégias de modo a contribuir para o seu bem estar social, cultural
e historico. Pensar em um futuro. Calcular apédlices de seguros que nos acompanharao até a
morte com base no tempo de investimento previamente estabelecido.

Ao analisar as tabuas de sobrevivéncia sao usados diversos conceitos e propriedades das pro-
babilidades e sem utilizar a capitalizacao e descapitalizagao, ou seja, os capitais equivalentes,
nao se poderia nem ao menos falar das tabuas de comutacao que utilizam-se deste conceito
diretamente. As rendas calculadas, mesmo as por sobrevivencia, sao definidas puramente
por conceitos matematicos. A acumulacao de valores na previdéncia complementar é estabe-
lecida a partir do valor futuro dos depdsitos efetuados e a renda que o contratante ird obter
é definida a partir do valor presente em poder da instituicao contratada. Todos os cédlculos
de prémios puros de seguros de vida que foram apresentados se originam do fato de que eles
correspondem a esperanca matematica do contratado ou dos beneficiarios receberem o capital
segurado, fato que decorre diretamente da Lei dos Grandes Ntmeros.

Assim, ao refletirmos sobre a educagao e a matematica para uma educagao matematica



percebe-se a necessidade de contextualizarmos e aprimorarmos esse ensino. Algo que busque

as necessidades do aluno por meio da juncao da conceituagao, manipulacao e aplicagao.
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